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Ââåäåíèå

Êîìáèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÊÄÑ) [1] ÿâëÿþòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè ìîäåëÿìè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ ñ ñî-
ñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè. Ìî-
äåëèðîâàíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ÊÄÑ ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî íåçà-
âèñèìûì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðèâîäèò ê ÷èñëåííîìó èíòå-
ãðèðîâàíèþ ¾æåñòêèõ¿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè è çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåòñÿ íà îñíîâå ¾æåñòêî
óñòîé÷èâûõ¿ ìåòîäîâ [2] ïðè îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè.

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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International License (CC-BY 4.0)
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Àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåëèíåéíîé ÊÄÑ ñ âõîäíîé x : R→ RNx è âûõîä-
íîé y : R→ RNy ôóíêöèÿìè âðåìåíè t â ôîðìå ñâÿçàííûõ ïîñðåäñòâîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèé ñâÿçè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó [3]

ẏ = f(t,x,y,h); h =
�
S H(u)dS (1)

u̇ = F(t,u,x,y, ẏ), r ∈ Ω; G(u,y)|S = 0, S = ∂Ω (2)
y(0) = y0, u(r, 0) = u0(r) (3)

Çäåñü r ∈ RNr � íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, Ω ⊂ RNr

� îáëàñòü, çàíÿòàÿ îáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, S � ãðà-
íèöà îáëàñòè, u : RNr×R→ RNu õàðàêòåðèçóåò äâèæåíèå îáúåêòîâ ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, h : R→ RNh, f : R×RNx×RNy×RNh → RNy ,
îïåðàòîðû F, G, H ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì ñâÿçè; ()̇ = d()/dt ëèáî ()̇ = ∂()/∂t.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ, è y0, u0(r)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì (1), (2) ïðè ()̇ ≡ 0. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî
y, h, à îïåðàòîðû F, G, H äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u è äèôôå-
ðåíöèðóåìû ïî y, h, ẏ. ÏóñòüWk(r), Wk:Ω→ RNu k = 1, 2, . . . � ïîëíàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèé â îáëàñòè Ω; Γk(r|s), Γk : S → RNG , k = 1, 2, . . . � ïîë-
íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà ãðàíèöå S. Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ïî íåçàâèñèìûì ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðåìåííûì r âûïîëíÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà

u(r, t) ≈
∑NΩ+NS

k=1 uk(t)Wk(r);
�
S G(u,y) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS�

Ω u̇ ·Wk(r)dΩ =
�
Ω F(t,u,x,y, ẏ) ·Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ

(4)

ãäå () · () � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Èç (1), (4) ñëåäóåò çàäà÷à
Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẏ = F(t,Y), Y(0) = Y0; Y = (y1, y2, . . . , yNy
, u1, u2, . . . , uNΩ

)T (5)
F(−0,Y0) = 0 (6)

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÊÄÑ èìåþò âèä

˙̂y = ∂f(t,x,y,h)
∂y ŷ + ∂f(t,x,y,h)

∂h ĥ; ĥ =
�
S

∂H(u)
∂u ûdS

˙̂u = ∂F(t,u,x,y,ẏ)
∂u û+ ∂F(t,u,x,y,ẏ)

∂y ŷ + ∂F(t,u,x,y,ẏ)
∂ẏ

˙̂y, r ∈ Ω;(
∂G(u,y)

∂u û+ ∂G(u,y)
∂y ŷ

)∣∣∣
S
= 0

(7)
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Äèñêðåòèçàöèÿ (7) íà îñíîâå (4) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ñèñòå-
ìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Ŷ =
(ŷ1, ŷ2, . . . , ŷNy

, û1, û2, . . . , ûNΩ
)T . ×èñëåííîå ðåøåíèå (6) ìåòîäîì Íüþòî-

íà è äàëüíåéøåå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå (5) íà îñíîâå ¾æåñòêî óñòîé-
÷èâûõ¿ ìåòîäîâ òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè ∂F(t,Y)/∂Y, ÷òî
âåñüìà òðóäîåìêî äëÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ýôôåêòèâíîå âû÷èñ-
ëåíèå ìàòðèöû ßêîáè ðåàëèçóåòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, h, îïåðàòîðû F,
G, H äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u è äèôôåðåíöèðóåìû ïî y, h, ẏ,
òî, â ïðåäïîëîæåíèè Ŷ = [Ŷj], Ŷj = δjk, k, j = 1, Ny +NΩ (δjk � ñèìâîë
Êðîíåêåðà), k-é ñòîëáåö ìàòðèöû ßêîáè ∂F(t,Y)/∂Y ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí ïðèìåíåíèåì ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæå-
íèÿ ÊÄÑ (7) òîãî æå âàðèàíòà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà (4), íà îñíî-
âå êîòîðîãî èç èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÊÄÑ (1)-(3) ïîëó÷åíà
íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5).

Ñëåäñòâèå. Ñòîëáöû ìàòðèöû ∂F(t,Y)/∂Y ìîãóò áûòü âû÷èñëå-
íû íåçàâèñèìî, ò.å. ïàðàëëåëüíî.

Ìîäåëèðîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêî-
ãî ïîäâåñà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîäâåñà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

πβ(ρ2/ρ− 1)ÿ = π(ρ2/ρ− 1)γ(g − a) +N, πρ2Jω̇/ρ = −βG/σ (8)

g = (0,−1)T , h = 1− y · er − 1
2β(y · eφ)

2, er = (cosφ, sinφ)T

vr = −(1− βξ)
� ξ

0 dξ∂vφ/∂φ, p = p|ξ=0 + β
� ξ

0 (v2φ + 2vφ)dξ

∂
∂φ

� h

0 vφdξ =
∂
∂φ [(1 + βh)(y · er − ẏ · eφ)] , eφ = (− sinφ, cosφ)T (9)

∂vφ
∂t

+ [1 + (1− βξ)vφ]
∂vφ
∂φ

+ vr
∂vφ
∂ξ

+ βvr(2 + vφ) = (10)

= −(1− βξ) ∂p
∂φ

+
1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ β
∂vφ
∂ξ

+ β2∂
2vφ
∂φ2

)
vφ|ξ=0 = −ω, vφ|ξ=h(φ,t) = β(y · er − ẏ · eφ) (11)

N =

� 2π

0

(
β

σ

∂vφ
∂ξ
− ∂p

∂φ

)∣∣∣∣
ξ=0

eφdφ, G = 2πβω +

� 2π

0

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

dφ (12)

Çäåñü y = (y1, y2)
T è ω � ñìåùåíèå âíóòðåííåãî òåëà è ðàçíîñòü óãëî-

âûõ ñêîðîñòåé âíåøíåãî è âíóòðåííåãî òåë; a = (a1, a2)
T � âåêòîð ïåðå-

ãðóçîê; xêäñ(t) = a(t), yêäñ(t) = (y1(t), y2(t), ω(t))
T - âõîäíàÿ è âûõîäíàÿ

ôóíêöèè; β � îòíîñèòåëüíûé çàçîð; N, G � ñèëà è ìîìåíò ñèë; ρ2, ρ �
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ïëîòíîñòè âíóòðåííåãî òåëà è æèäêîñòè; ξ, φ � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà è
ïîëÿðíûé óãîë; h � òîëùèíà ïîääåðæèâàþùåãî ñëîÿ; p, vr, vφ � äàâëåíèå
è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â æèäêîñòè; σ � êîëåáàòåëüíîå ÷èñëî Ðåéíîëüä-
ñà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ [4] â (10) ó÷òåíî ñëàãàåìîå β2σ−1∂2vφ/∂φ

2. Ïîñëå
ïåðåõîäà ê äåôîðìèðîâàííîé êîîðäèíàòå x = ξ/h ê (8)-(12) ïðèìåíÿëñÿ
ïðîåêöèîííûé ìåòîä (4) ïðè vφ(x, φ, t) ≈

∑Nx+2
n=0

∑Nφ

k=−Nφ
vφnk

(t)Tn(2x −
1)eikφ, vφn,−k

= v̄φnk
, ∂p/∂φ|x=0 ≈

∑Nφ

k=1 (pk(t)e
ikφ + p−k(t)e

−ikφ), p−k =
p̄−k, Tn(x) = cos(n arccosx). ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííîé ñè-
ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûïîëíÿëîñü ÿâíî-
íåÿâíûì ìåòîäîì Àäàìñà ïåðåìåííîãî øàãà è ïîðÿäêà ñ 1 ïî 13 ëèáî
¾æåñòêî óñòîé÷èâûì¿ ÔÄÍ-ìåòîäîì [2] ïåðåìåííîãî øàãà è ïîðÿäêà ñ 1
ïî 5, â òîì ÷èñëå è ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì âû÷èñëåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü (8)-(12) ïðèâîäèò ê ìåíüøèì ñìåùåíèÿì âíóòðåííåãî òåëà è àì-
ïëèòóäàì åãî êîëåáàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ [4]. Äëÿ ïîäâåñà ñ ïàðàìåòðàìè
β = 0.2, ρ2/ρ = 0.594, J = 0.5, γ = 1.847, σ = 10 ïðè a(t) = (0, a · 1(t))T ,
a = 0.355 äàííûå î çàòðàòàõ âðåìåíè ïðè ìîäåëèðîâàíèè âûõîäíûõ
ôóíêöèé íà ïðîöåññîðå Intel i7 1065G7 x4 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Âðåìÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñ.
Nx Nφ Àäàìñ, ïîñëåä. ÔÄÍ, ïîñëåä. ÔÄÍ, ïàðàë.

7 10 4909 23.8 10.9

9 10 25346 41.3 17.3

11 10 45783 58.7 23.6

13 10 66220 76.2 29.9

15 10 86657 93.6 36.2

7 15 13434 125 54.0

Ïåðåõîä ê îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè àëãîðèòìà íà îñíîâå ÔÄÍ-
ìåòîäà ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü âðåìÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Äàëåå, îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì îùóòèìî óñêîðÿåòñÿ çà ñ÷åò
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû ßêîáè. Ñîêðàùåíèå
âðåìåíè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò îò 250 äî 2400 ðàç.
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