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тора.

Пусть 𝑆𝑝 – замкнутая ориентируемая поверхность рода p и
𝑓 : 𝑆𝑝 → 𝑆𝑝 – сохраняющий ориентацию периодический гомеоморфизм.

Гомеоморфизм 𝑓 называется периодическим, если существует такое
𝑛 ∈ N, что 𝑓𝑛 = 𝑖𝑑. Наименьшее из таких 𝑛 называется периодом 𝑓 .

Обозначим через 𝐵 множество точек гомеоморфизма 𝑓 , период кото-
рых меньше периода гомеоморфизма.

В силу результатов Я. Нильсена [1] множество 𝐵 конечно и состо-
ит из конечного числа орбит 𝒪𝑖 ( 𝑖 = 1, . . . , 𝑘) периода 𝑛𝑖, являющегося
делителем n. Положим λ𝑖 = 𝑛

𝑛𝑖
, тогда для каждого λ𝑖 существует един-

ственное взаимно простое с ним число δ𝑖 ∈ {1, . . . , λ𝑖 − 1} такое, что для
любой точки 𝑥̄ ∈ 𝒪𝑖 существует окрестность 𝐷𝑥̄, в которой гомеоморфизм
𝑓𝑛𝑖|𝐷𝑥̄

топологически сопряжен с отображением комплексной плоскости:

𝑧 → 𝑒
2πδ𝑖
λ𝑖

𝑖
𝑧.

Также с каждым периодическим преобразованием связаны следую-
щие объекты:

� группа отображений 𝐺 = {𝑖𝑑, 𝑓, . . . , 𝑓𝑛−1}, изоморфная Z𝑛 =
= {0, . . . , 𝑛 − 1}, и действующая на 𝑆𝑝 так, что модульная поверх-
ность Σ𝑔 = 𝑆/𝐺 рода g является замкнутой поверхностью;

� естественная проекция π : 𝑆𝑝 → Σ𝑔, которая является 𝑛-листным
накрытием всюду, кроме точек множества 𝐵 = π(𝐵).

Каждому периодическому гомеоморфизму 𝑓 однозначно соответству-
ет набор периодических данных (𝑛, 𝑝, 𝑔, 𝑛1, ..., 𝑛𝑘, δ1, ..., δ𝑘).
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Следуя [1] гомеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ : 𝑆𝑝 → 𝑆𝑝 называются топологи-
чески сопряженными, если существует сохраняющий ориентацию гомео-
морфизм ℎ : 𝑆𝑝 → 𝑆𝑝 такой, что 𝑓 ′ = ℎ ∘ 𝑓 ∘ ℎ−1.

Также в [1] доказано, что два периодических преобразования 𝑓 , 𝑓 ′

поверхности 𝑆 топологически сопряжены тогда и только тогда, когда их
периодические данные совпадают.

Теорема 1. Пусть 𝑓 : T2 → T2 - сохраняющий ориентацию периодиче-
ский гомеоморфизм периода n, тогда следующие условия эквивалентны:

1. 𝑓 – гомотопен тождественному отображению;
2. 𝐵 = ∅;
3. 𝑔 = 1;
4. 𝑓 топологически сопряжен диффеоморфизму Ψ𝑛

(︀
𝑒𝑖2𝑥π, 𝑒𝑖2𝑦π

)︀
=

=
(︁
𝑒𝑖2π(𝑥+

1
𝑛), 𝑒𝑖2𝑦π

)︁
.

Теорема 2. Существует семь классов топологической сопряженности
не гомотопных тождественному периодических гомеоморфизмов тора
со следующими периодическими данными в каждом классе:

1. 𝑓1: 𝑛 = 6, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 2, 𝑛3 = 1, δ1 = δ2 = δ3 = 1;
2. 𝑓2, 𝑛 = 3, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 1, δ1 = δ2 = δ3 = 1;
3. 𝑓3, 𝑛 = 2, 𝑘 = 4, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 1, δ1 = δ2 = δ3 = δ4 = 1;
4. 𝑓4, 𝑛 = 3, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 1, δ1 = δ2 = δ3 = 2;
5. 𝑓5, 𝑛 = 6, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 2, 𝑛3 = 1, δ1 = δ2 = 1, δ3 = 5;
6. 𝑓6: 𝑛 = 4, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 𝑛3 = 1, δ1 = δ2 = δ3 = 1;
7. 𝑓7, 𝑛 = 4, 𝑘 = 3, 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 𝑛3 = 1, δ1 = 1, δ2 = δ3 = 3.
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