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Показано, что вариация функции (согласно её “классическому” определению) на
нульмерной компактной абелевой группе зависит от отображения этой группы на
отрезок [0, 1], то есть от выбора базисных элементов. Существуют функции, кото-
рые являются функциями ограниченной вариации (и даже монотонными функ-
циями) при одном выборе базисных элементов (и связанным с этими базисными
элементами понятием упорядочивания) и не будут иметь ограниченной вариации
относительно другого набора базисных элементов.
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It is shown that the variation of a function (according to its “classical” definition) on
a zero-dimensional compact Abelian group depends on the mapping of this group to
the segment [0, 1], that is, on the choice of basic elements. There are functions which
are functions of the bounded variation (and even monotonic functions) for one choice
of basic elements (and the ordering associated with this elements) and will not have
bounded variation with respect to

to another set of basic elements.
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Пусть 𝑝0 = 1, {𝑝𝑛}∞𝑛=1− последовательность, состоящая из простых

чисел;𝑚𝑛 =
𝑛∏︀
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝑛 = 0, 1, 2, . . .) и𝐺— нульмерная компактная абелева

группа (группа Виленкина [1]) с операцией ⊕, обратной операцией ⊖,
нулевым элементом 0𝐺, системой вложенных подгрупп

𝐺 = 𝐺0 ⊃ 𝐺1 ⊃ 𝐺2 ⊃ . . . ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ . . . таких, что
∞⋂︁
𝑛=0

𝐺𝑛 = {0𝐺} (1)

и фактор-группа 𝐺𝑛−1 ∖𝐺𝑛 имеет порядок 𝑝𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
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Заданные в (1) подгруппы 𝐺𝑛 являются системой окрестностей нуля
в группе 𝐺. Таким образом в 𝐺 определенна топология, относительно
которой вводятся понятия сходимости и непрерывности функции. Отно-
сительно этой топологии группа 𝐺 является компактом.

В каждом из множеств 𝐺𝑛−1 ∖ 𝐺𝑛 зафиксируем элемент 𝑒𝑛 (𝑛 =
1, 2, . . .), который назовем базисным. Bсякий элемент 𝑥 ∈ 𝐺 единствен-
ным образом представим в виде

𝑥 = 𝑥1· 𝑒1⊕𝑥2· 𝑒2⊕. . .⊕𝑥𝑛· 𝑒𝑛⊕. . . , где 𝑥𝑘 — целые с 0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑝𝑘−1. (2)

Тогда элемент 𝑥 ∈ 𝐺 отображается на отрезок [0, 1]

𝑥 ↦→ 𝑥𝐸 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
𝑚𝑘

, где 𝑥𝑘 определены в (2) , (3)

a 𝐸 = {𝑒𝑛}∞𝑛=1 — ранее заданная система базисных элементов. Умноже-
ние элемента 𝑔 группы𝐺 на целое неотрицательное число 𝑛 определяется
следующим образом:

0· 𝑔 = 0𝐺; 1· 𝑔 = 𝑔 и 𝑛· 𝑔 = 𝑔 ⊕ 𝑔 ⊕ 𝑔 . . .⊕ 𝑔⏟  ⏞  
𝑛 раз

Отображение группы 𝐺 на отрезок [0, 1], заданное по формуле (3),
иногда называют отображением Монна [2] (см,. например, [3]), хотя
отображения группы 𝐺 на отрезок [0, 1] были известны ещё и Н.Я. Ви-
ленкину [1].

Bзаимнооднозначность при отображении (3) нарушается лишь в точ-
ках вида

𝑟+ =<
𝑙

𝑚𝑛
>= 𝑥1· 𝑒1 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑛−1· 𝑒𝑛−1 ⊕ 𝑥𝑛· 𝑒𝑛 и (4)

𝑟− =<
𝑙

𝑚𝑛
> − = 𝑥1· 𝑒1⊕. . .⊕𝑥𝑛−1· 𝑒𝑛−1⊕(𝑥𝑛−1)· 𝑒𝑛⊕. . .⊕(𝑝𝑛+1−1)· 𝑒𝑛+1⊕

⊕ . . .⊕ (𝑝𝑛+𝑘 − 1)· 𝑒𝑛+𝑘 ⊕ . . . , (5)

которые при отображении (3) переходят в одно и тo же число 𝑟 = 𝑙
𝑚𝑛

=
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑥𝑘
𝑚𝑘
.

На группе 𝐺 вводится понятие упорядочивания точек следующим об-
разом: 𝑥 < 𝑦, если 𝑥𝐸 < 𝑦𝐸, где 𝑥𝐸 и 𝑦𝐸 образы точек 𝑥 ∈ 𝐺 и, соот-
ветственно, 𝑦 ∈ 𝐺 при заданного формулой (3) отображении Монна, a
также 𝑟− < 𝑟+, где 𝑟− определена формулой (5), a 𝑟+ — равенством
(4).
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Упорядочивание можно определить и эквивалентным образом:

𝑥 = 𝑥1· 𝑒1 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑛· 𝑒𝑛 ⊕ . . . < 𝑦 = 𝑦1· 𝑒1 ⊕ . . .⊕ 𝑦𝑛· 𝑒𝑛 ⊕ . . . ,

если 𝑥𝑘 < 𝑦𝑘, где 𝑘 = min{𝑛 ∈ N|𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛}.
Bapиацию от функции (под функцией будем понимать отображение

группы𝐺 во множество действительных чисел R; могут рассматриваться
также и монотонные функции) определяем “классическим” образом (cм.,
например [4]): пусть

𝑇 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛|0𝐺 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 1𝐺𝐸} (6)

– некоторое разбиение группы 𝐺, где 1𝐺𝐸 = (𝑝1−1)· 𝑒1⊕(𝑝2−1)· 𝑒2⊕. . .⊕
(𝑝𝑛 − 1)· 𝑒𝑛 ⊕ . . . — точка группы 𝐺, образом которой при отображении
Монна (3) является единица (1𝐺𝐸, вообще говоря, зависит от выбора
базисных элементов 𝐸 = {𝑒𝑛}∞𝑛=1).

Тогда вариация от функции 𝑓(𝑡) на группе 𝐺 : 𝑉 (𝐺) =

sup
𝑇
(
𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘−1)|), где верхняя грань по всем разбиениям 𝑇 (6)

группы 𝐺. При этом если эта верхняя грань конечна, то функция 𝑓(𝑡) на-
зывается функцией ограниченной вариации, иначе — функцией неогра-
ниченной вариации.

Эта вариация зависит от базиса 𝐸 = {𝑒𝑛}∞𝑛=1, что отмечал ещё
Н.Я. Виленкин [1]. Более того, даже сам класс функций ограниченной
вариации на группе𝐺 зависит от базисных элементов𝐸 = {𝑒𝑛}∞𝑛=1. Спра-
ведливa следующая
Теоремa. Для всякого базисa 𝐸 = {𝑒𝑛}∞𝑛=1 найдётся функция огра-
ниченной вариации (и даже монотонная) относительно этого базиса
𝑓(𝑥), и другие базисные элементы 𝐸̃ = {𝑒𝑛}∞𝑛=1, относительно кото-
рых та же функция 𝑓(𝑥) уже не имеет ограниченной вариации на
𝐺.

Для sup
𝑛
𝑝𝑛 = ∞ предыдущая теорема была анонсирована в [5].
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