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В работе исследуются решения полулинейного уравнения Δ𝑢 − 𝑢𝜑(|𝑢|) = 0 на
некомпактных римановых многообразий. Введено понятие функции Лиувилля
ассоциированной с полулинейным уравнением, функции Лиувилля внешности
компакта, ёмкостного потенциала компакта. Доказано, что из равенства нулю
функции Лиувилля следует равенство функции Лиувилля внешности компакта
и ёмкостного потенциала.
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This paper investigates solutions of the semilinear equation Δ𝑢 − 𝑢𝜑(|𝑢|) = 0 on
non-compact Riemannian manifolds. The concept of the Liouville function associated
with a semilinear equation, the Liouville function of the exterior of a compact set,
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Введение

Данная работа посвящена исследованию свойств ограниченных решений
полулинейных эллиптических уравнений

Δ𝑢− 𝑢𝜑(|𝑢|) = 0 (1)

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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на произвольных некомпактных римановых многообразиях. Предпола-
гается, что 𝜑(𝜉) > 0, 𝜉 ∈ R - монотонно неубывающая, непрерывно диф-
ференцируемая функция. А именно, получены условия существования
нетривиальных ограниченных решений уравнения (1).

Истоки данной тематики восходят к классификационной теории
некомпактных римановых многообразий. Теорема об униформизации
утверждает, что всякая односвязная риманова поверхность конформно
эквивалентна одной из следующих модельных поверхностей:

� сфере (поверхность эллиптического типа);

� комплексной плоскости (поверхность параболического типа);

� единичному диску (поверхность гиперболического типа).

Отличительным свойством поверхностей параболического типа является
выполнением на них теоремы типа Лиувилля. Известно, что на поверх-
ности параболического типа всякая положительная супергармоническая
функция является тождественной постоянной. Данное свойство поверх-
ностей параболического типа послужило основой для распространения
понятия параболичности на римановы многообразия размерности выше
двух. А именно, говорят что многообразие𝑀 имеет параболический тип,
если всякая ограниченная снизу супергармоническая функция на𝑀 есть
тождественная постоянная.

Особую эффективность в определении типа римановых многообразий
показала ёмкостная техника см. напр [1–3]. А.А. Григорьяном в рабо-
те [4] было доказано, что параболичность типа риманова многообразия
эквивалентна тому, что вариационная ёмкость всякого (некоторого) ком-
пакта равна нулю.

Очевидно, что классификационная теория римановых многообразий
естественным образом приводит к теоремам типа Лиувилля. Считающа-
яся классической формулировка теоремы Лиувилля утверждает, что в
R𝑛 всякая ограниченная гармоническая функция является тождествен-
ной постоянной.

В настоящее время осуществляется следующий подход к теоремам
типа Лиувилля. Пусть на римановом многообразии 𝑀 задан некоторый
класс функций 𝐴 и эллиптический оператор 𝐿, говорят, что на 𝑀 вы-
полнено (𝐴,𝐿) - лиувиллево свойство, если всякое решение уравнения
𝐿𝑢 = 0 из класса 𝐴 тривиально.

Данной тематике посвящено огромное количество работ [5–7], рас-
сматриваются как различные классы 𝐴 (ограниченные, имеющий конеч-
ный интеграл энергии, суммируемые, положительные и т.д.) так и раз-
личные эллиптические уравнения, например:
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� уравнение Лапласа Δ𝑢 = 0;

� стационарное уравнение Шрёдингера Δ𝑢− 𝑐(𝑥)𝑢 = 0;

� полулинейные эллиптические уравнения Δ𝑢− 𝑔(𝑥, 𝑢) = 0.

Приведём некоторые примеры. А.А. Григорьяном в работе [1] с помо-
щью понятия массивных множеств была получена оценка размерности
пространств ограниченных гармонических функций.

Позже с помощью понятия 𝑐(𝑥) - массивных множеств в работе
А.А. Григорьяна и А. Г. Лосева [8] была получена оценка размерности
пространств ограниченных решений стационарного уравнения Шрёдин-
гера.

В работе А. Г. Лосева, В.В. Филатова [9] было доказано, что на мно-
гообразии существует нетривиальное ограниченное решение полулиней-
ного уравнения 𝐿𝑢 = Δ𝑢 − 𝑔(𝑥, 𝑢) = 0 тогда и только тогда, когда на
многообразии существует 𝐿 - массивное подмножество.

В работе Е.А. Мазепы [10] доказано, что на многообразии суще-
ствуют нетривиальные ограниченные решения полулинейного уравнения
Δ𝑢 − 𝑔(𝑥, 𝑢) = 0 тогда и только тогда, когда на многообразии суще-
ствует нетривиальные ограниченные решения стационарного уравнения
Шрёдингера Δ𝑢− 𝑢 = 0.

Целью данной работы является получение условий существования
нетривиальных ограниченных решений полулинейного уравнения (1).

Условия существований нетривиальных ограничен-

ных решений полулинейного уравнения

Пусть𝑀 - произвольное некомпактное риманово многообразие, 𝐵 - ком-
пакт в 𝑀 , {𝐵𝑘} - гладкое исчерпание 𝑀 то есть последовательность

предкомпактных открытых множеств, таких что
∞⋃︀
𝑘=1

𝐵𝑘 =𝑀,𝐵𝑘 ⊂ 𝐵𝑘+1.

Рассмотрим последовательность решений задач Дирихле в 𝐵𝑘 ∖ 𝐵:
𝐿ℎ𝑘 = Δℎ𝑘 − ℎ𝑘𝜑(|ℎ𝑘|) = 0, ℎ𝑘|𝜕𝐵 = 1, ℎ𝑘|𝜕𝐵𝑘

= 1. Последовательность
{ℎ𝑘}∞𝑘=1 в силу принципа максимума является убывающей и ограничен-
ной. Предельную функцию ℎ𝐵 = lim

𝑘→∞
ℎ𝑘 будем называть функцией Ли-

увилля внешности компакта.
Аналогично, предельную функцию последовательности решений за-

дач Дирихле в 𝐵𝑘 ∖ 𝐵: 𝐿𝑠𝑘 = Δ𝑠𝑘 − ℎ𝑘𝜑(|𝑠𝑘|) = 0, 𝑠𝑘|𝜕𝐵 = 1, 𝑠𝑘|𝜕𝐵𝑘
= 0

будем называть ёмкостным потенциалом компакта 𝐵 и обозначать 𝑠𝐵.
Предельную функцию последовательности решений задач Дирихле в

𝐵𝑘: 𝐿𝐻𝑘 = Δ𝐻𝑘 −𝐻𝑘𝜑(|𝐻𝑘|) = 0, 𝐻𝑘|𝜕𝐵𝑘
= 1 будем называть функцией
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Лиувилля и обозначать 𝐻. Несложно показать, что 𝐻 не зависит от
выбора исчерпания.

Предельную функцию последовательности решений задач Дирихле в
𝐵𝑘 ∖ 𝐵: 𝐿𝑢𝑘 = Δ𝑢𝑘 − 𝑢𝑘𝜑(|𝑢𝑘|) = 0, 𝑢𝑘|𝜕𝐵 = 0, 𝑢𝑘|𝜕𝐵𝑘

= 1 будем называть
гармонической мерой 𝐵 и обозначать 𝑢𝐵.

Теорема 1. На многообразии 𝑀 всякое ограниченное решение урав-
нения (1) есть тождественный ноль, тогда и только тогда когда
𝐻 ≡ 0.

Теорема 2. Функция Лиувилля 𝐻 ≡ 0 тогда и только тогда, когда
для всякого компакта 𝐵 𝑢𝐵 ≡ 0.

Теорема 3. Если Функция Лиувилля 𝐻 ≡ 0 то для всякого компак-
та 𝐵 ℎ𝐵 ≡ 𝑠𝐵.
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