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Для 𝛼 ∈ (0, 2) система собственных функций комплексного оператора Шрёдин-
гера ℒ𝑐 = −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑐𝑥𝛼 в 𝐿2(R+) с краевым условием Дирихле полна при всех
𝑐: | arg 𝑐| < 2𝜋𝛼/(𝛼+ 2) + Δ𝑡(𝛼) для некоторого Δ𝑡(𝛼) > 0.
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For 𝛼 ∈ (0, 2) the system of eigenfunctions of the complex Schrödinger operator
ℒ𝑐 = −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑐𝑥𝛼 in 𝐿2(R+) with the Dirichlet boundary conditions is complete
for all 𝑐: | arg 𝑐| < 2𝜋𝛼/(𝛼+ 2) + Δ𝑡(𝛼) with some Δ𝑡(𝛼) > 0.
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Рассматривается оператор

ℒ𝑐,𝛼 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥𝛼

в 𝐿2(R+) с граничным условием Дирихле при 𝑐 ∈ C, | arg 𝑐| < 𝜋, 𝛼 > 0.
Оператор ℒ𝑐,𝛼 имеет компактный обратный, спектр его дискретный,

корневые подпространства одномерны [1].
При 0 < | arg 𝑐| < 𝜋 он не самосопряжён, более того, обладает пло-

хими спектральными свойствами: норма резольвенты экспоненциально
растёт при удалении от спектра [2]; растут нормы спектральных проек-
торов [3]. В этих условиях оператор не может быть подобным самосопря-
жённому, его собственные функции не образуют базиса Рисса в 𝐿2(R+).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Тем не менее, вопрос полноты его системы собственных функций (с.с.ф.)
в 𝐿2(R+), вообще говоря, открыт.

Для 𝛼 ≥ 2 задача о полноте с.с.ф. ℒ𝑐,𝛼 вполне исследована [2, 4]:
система полна при всех 𝑐 ∈ C: | arg 𝑐| < 𝜋.

При 𝛼 ∈ (0, 2) полнота доказана для | arg 𝑐| < 𝑡0(𝛼) = 2𝜋𝛼/(𝛼+2) [4].
В то же время, при 𝑡0(𝛼) ≤ | arg 𝑐| < 𝜋 вопрос почти не изучен, так как
является гораздо более сложной задачей. Соответствующие аргументы
приводятся в работах [1, 4].

Нам удалось доказать доказать полноту системы собственных функ-
ций при более слабых условиях на arg 𝑐.

Сформулируем основной результат работы.
Для комплексных чисел 𝜁 = |𝜁|𝑒𝑖 arg 𝜁 , −𝜋 < arg 𝜁 ≤ 𝜋 и вещественных

𝛽, через 𝜁𝛽 будем обозначать главную ветвь: 𝜁𝛽 = |𝜁|𝛽𝑒𝑖𝛽 arg 𝜁 .
Для 𝜃 ∈ [𝑡0(𝛼), 𝜋) ∩ [𝑡0(𝛼), 𝜋𝛼), положим

𝜁0(𝜃) = 𝑒𝑖(𝑡0(𝛼)−𝜃)/𝛼, 𝑍0(𝜃) = (sin 𝑡0(𝛼)/ sin 𝜃)
1/𝛼,

и определим функцию

𝜌(𝜃) = Re
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𝑒𝑖𝜃𝜁𝛼 − 𝑒𝑖𝑡0(𝛼) 𝑑𝜁 − 2

𝜁0(𝜃)�

0

√︀
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=
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{︁ 𝑍0(𝜃)�
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𝜁0(𝜃)�

0
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𝑒𝑖𝜃𝜁𝛼 − 𝑒𝑖𝑡0(𝛼) 𝑑𝜁

}︁
,

где интегрирование ведётся по отрезкам, а ветви корня выбрана так,
чтобы

Re

𝑍0(𝜃)�

0

√︀
𝑒𝑖𝜃𝜁𝛼 − 𝑒𝑖𝑡0(𝛼) 𝑑𝜁 > 0, Re

𝜁0(𝜃)�

0

√︀
𝑒𝑖𝜃𝜁𝛼 − 𝑒𝑖𝑡0(𝛼) 𝑑𝜁 > 0.

Теорема 1. Для любого 𝛼 ∈ (0, 2) функция 𝜌(𝜃) имеет единствен-
ный ноль 𝜃0(𝛼) внутри интервала: (𝑡0(𝛼), 𝜋) ∩ (𝑡0(𝛼), 𝜋𝛼)

𝜃0(𝛼) = 𝑡0(𝛼) + Δ𝑡(𝛼), Δ𝑡(𝛼) > 0.

Функция 𝜃0(𝛼) непрерывна при 𝛼 ∈ (0, 2).
При | arg 𝑐| < 𝜃0(𝛼) с.с.ф. оператора ℒ𝑐,𝛼 полна в 𝐿2(R+).
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