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Некоторые свойства смещённых рядов
Фурье – Соболева1

М. С. Султанахмедов (Махачкала, Россия)
Sultanakhmedov@gmail.com

Рассматриваются ряды Фурье по системам функций, ортогональных в смысле
скалярного произведения типа Соболева следующего вида

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝑓 (𝜈)(𝑐)𝑔(𝜈)(𝑐) +

𝑏�

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡)𝜌(𝑡)𝑑𝑡.

Доказан ряд свойств этих рядов, таких как почленное интегрирование, диффе-
ренцирование, совпадение частичных сумм с приближаемой функцией в точке 𝑐.
Кроме того, исследуется их равномерная сходимость.

Ключевые слова: ортогональность в смысле Соболева, ряды Фурье, ряды Фурье
– Соболева, равномерная сходимость.
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We consider Fourier series by functions orthogonal with respect to the Sobolev type
inner product of the following form

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝑓 (𝜈)(𝑐)𝑔(𝜈)(𝑐) +

𝑏�

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡)𝜌(𝑡)𝑑𝑡.

A number of properties of these series are proved, such as term-by-term integration,
differentiation, coincidence of their partial sums with the approximated function at
the point 𝑐. In addition, their uniform convergence is investigated.

Keywords: orthogonality in the Sobolev sense, Fourier series, Fourier – Sobolev series,
uniform convergence.

Введение

Пусть система функций {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 ортонормирована на (𝑎, 𝑏) c весом
𝜌(𝑥), т.е.

𝑏�

𝑎

𝜙𝑘(𝑥)𝜙𝑙(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑘𝑙, (1)

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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где 𝛿𝑘𝑙 – символ Кронекера. Через 𝐿𝑝𝜌(𝑎, 𝑏) обозначим пространство функ-

ций 𝑓(𝑥), измеримых на (𝑎, 𝑏), для которых
𝑏�
𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑝𝜌(𝑥)𝑑𝑥 <∞.

Из (1) следует, что 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐿2
𝜌(𝑎, 𝑏) (𝑘 = 0, 1, . . .). Мы добавим к

этому условию ещё одно, считая, что 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏) (𝑘 = 0, 1, . . .).
Тогда для произвольно заданной точки 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] мы можем опреде-

лить новую систему функций:

𝜙𝑐𝑟,𝑘(𝑥) =
(𝑥− 𝑐)𝑘

𝑘!
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1, (2)

𝜙𝑐𝑟,𝑟+𝑘(𝑥) =
1

(𝑟 − 1)!

𝑥�

𝑐

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 = 0, 1, . . . . (3)

Из (2) и (3) следует, что

(𝜙𝑐𝑟,𝑘(𝑥))
(𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙𝑟−𝜈,𝑘−𝜈(𝑥), если 0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑟 − 1, 𝑟 ≤ 𝑘,

𝜙𝑘−𝑟(𝑥), если 𝜈 = 𝑟 ≤ 𝑘,

𝜙𝑐𝑟,𝑘−𝜈(𝑥), если 𝜈 ≤ 𝑘 < 𝑟,

0, если 𝑘 < 𝜈 ≤ 𝑟.

(4)

Через𝑊 𝑟,𝑐
𝐿𝑝
𝜌(𝑎,𝑏)

обозначим пространство Соболева, состоящее из функ-
ций 𝑓(𝑥), 𝑟 − 1 раз непрерывно дифференцируемых на [𝑎, 𝑏], причём
𝑓 (𝑟−1)(𝑥) абсолютно непрерывна на [𝑎, 𝑏] и 𝑓 (𝑟)(𝑥) ∈ 𝐿𝑝𝜌(𝑎, 𝑏). Скалярное
произведение в пространстве 𝑊 𝑟,𝑐

𝐿2
𝜌(𝑎,𝑏)

определим с помощью равенства

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝑓 (𝜈)(𝑐)𝑔(𝜈)(𝑐) +

� 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡)𝜌(𝑡)𝑑𝑡. (5)

Ранее в работах Шарапудинова И.И. и др. исследователей (см., напр.,
[1–7] и цитированную там литературу) подробно исследовался случай,
когда 𝑐 = 𝑎. Причём исследования проводились как в общем, так и для
конкретных весов 𝜌(𝑥) и систем функций {𝜑(𝑥)}∞𝑘=0.

Рассматриваемое нами скалярное произведение типа Соболева явля-
ется обобщением в том смысле, что 𝑐 не обязательно совпадает 𝑎. Мо-
тивацией к такому исследованию послужила гипотеза о том, что ряды
Фурье по соответствующим ортогональным функциям при определённом
выборе точки 𝑐 могут давать лучшее приближение к исходным функци-
ям в смысле равномерной метрики. Гипотеза находит подтверждение в
ряде компьютерных экспериментов.
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Скалярное произведение вида (5), соответствующие ортогональные
функции, а также ряды Фурье по ним мы будем называть смещёнными
с тем, чтобы отличить их от рассмотренных ранее (для которых 𝑐 = 𝑎).

Ортогональность смещённых функций и ряды Фурье

– Соболева по ним

Доказано следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть функции 𝜙𝑘(𝑥) (𝑘 = 0, 1, . . .) образуют полную в
𝐿2
𝜌(𝑎, 𝑏) ортонормированную c весом 𝜌(𝑥) систему на отрезке [𝑎, 𝑏].

Тогда система {𝜙𝑐𝑟,𝑘(𝑥)}∞𝑘=0, порождённая системой {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 посред-
ством равенств (2) и (3), полна в 𝑊 𝑟,𝑐

𝐿2
𝜌(𝑎,𝑏)

и ортонормирована относи-

тельно скалярного произведения (5).

Для функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝑊 𝑟,𝑐
𝐿2
𝜌(𝑎,𝑏)

определим смещённый ряд Фурье – Со-
болева с помощью равенства

𝑓(𝑥) ∼
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑐)
(𝑥− 𝑐)𝑘

𝑘!
+

∞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑟,𝑘(𝑡)𝜙
𝑐
𝑟,𝑘(𝑡)𝜌(𝑡)𝑑𝑡, (6)

где

𝑓𝑟,𝑘(𝑡) =

𝑏�

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝜙𝑘−𝑟(𝑡)𝜌(𝑡)𝑑𝑡. (7)

Отметим некоторые важные свойства ряда (6).
1. Если 𝑟 > 1, то в результате почленного дифференцирования ряда

(6) для 𝑓(𝑥), мы получим ряд для производной 𝑓 ′(𝑥), соответствующий
случаю, когда вместо 𝑟 фигурирует 𝑟 − 1. Другими словами

𝑓 ′(𝑥) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑓 ′𝑟−1,𝑘−1𝜙
𝑐
𝑟−1,𝑘−1(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑓𝑟,𝑘𝜙
𝑐
𝑟,𝑘(𝑥))

′. (8)

2. Почленное интегрирование с переменным верхним пределом:
𝑥�

𝑐

𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑓 ′𝑟−1,𝑘−1

𝑥�

𝑐

𝜙𝑐𝑟−1,𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑟,𝑘𝜙
𝑐
𝑟,𝑘(𝑥). (9)

3. Важное значение имеет свойство смешанного ряда (6), которое
заключается в том, что его частичная сумма вида

Φ𝑐
𝑟,𝑁(𝑓, 𝑥) =

𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑐)
(𝑥− 𝑐)𝑘

𝑘!
+

𝑁∑︁
𝑘=𝑟

𝑓𝑟,𝑘𝜙
𝑐
𝑟,𝑘(𝑥) (10)

281



при 𝑁 ≥ 𝑟, 𝑟-кратно совпадает с исходной функцией 𝑓(𝑥) в точке 𝑥 = 𝑐,
т.е.

(Φ𝑐
𝑟,𝑁(𝑓, 𝑥))

(𝜈)
𝑥=𝑐 = 𝑓 (𝜈)(𝑐), 0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑟 − 1. (11)

4. Из (4) и (10) при 0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑟 − 1 следует, что

(︀
Φ𝑐
𝑟,𝑁(𝑓, 𝑥)

)︀(𝜈)
=

𝑟−1−𝜈∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛+𝜈)(𝑐)
(𝑥− 𝑐)𝑛

𝑛!
+

+
𝑁−𝜈∑︁
𝑛=𝑟−𝜈

𝑓
(𝜈)
𝑟−𝜈,𝑛𝜙

𝑐
𝑟−𝜈,𝑛(𝑥) = Φ𝑐

𝑟−𝜈,𝑁−𝜈(𝑓
(𝜈), 𝑥). (12)

В свою очередь отсюда при 0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑟 − 2 выводим

𝑓 (𝜈)(𝑥)−
(︀
Φ𝑐
𝑟,𝑁(𝑓, 𝑥)

)︀(𝜈)
=

=
1

(𝑟 − 𝜈 − 2)!

𝑥�

𝑐

(𝑥− 𝑡)𝑟−𝜈−2
[︁
𝑓 (𝑟−1)(𝑡)− Φ1,𝑁−𝑟+1(𝑓

(𝑟−1), 𝑡)
]︁
𝑑𝑡. (13)

Кроме того, доказано также следующее утверждение о равномерной
сходимости смещённого ряда Фурье – Соболева.

Теорема 7. Пусть 1
𝜌(𝑥) ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏), а функции 𝜙𝑘(𝑥) (𝑘 = 0, 1, . . .) обра-

зуют полную в 𝐿2
𝜌(𝑎, 𝑏) ортонормированную c весом 𝜌(𝑥) систему на

отрезке [𝑎, 𝑏]; {𝜙𝑐𝑟,𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 — система, ортонормированная в 𝑊 𝑟
𝐿2
𝜌(𝑎,𝑏)

относительно скалярного произведения (5), порождённая системой
{𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 посредством равенств (2) и (3). Тогда, если 𝑓(𝑥) ∈ 𝑊 𝑟

𝐿2
𝜌(𝑎,𝑏)

,

то смещённый ряд Фурье – Соболева (6) сходится к функции 𝑓(𝑥) рав-
номерно относительно 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].
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