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Оценка наименьшего уклонения
для периодических функций в метрике
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На вещественной оси рассматривается класс многозначных 2𝜋–периодических
ограниченных функций. Исследуется задача о приближении в хаусдорфовой
метрике функций из этого класса тригонометрическими полиномами. Получе-
на оценка сверху для величины наименьшего уклонения в терминах колебания
функции. Основной результат работы проиллюстрирован на двух модельных
примерах — функциях точечного всплеска и точечного колебания.
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The class of multivalued 2𝜋–periodic bounded functions is considered on the real axis.
The problem of approximation in the Hausdorff metric of functions from this class by
trigonometric polynomials is investigated. An upper bound is obtained for the value
of the least deviation in terms of the fluctuation of the function. The main result of
the paper is illustrated by two model examples — the functions of a point splash and
a point oscillation.
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Рассмотрим метрическое пространство точек на плоскости с рассто-
янием Минковского

𝜌 ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) = max {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} .

Пусть 𝐴 и 𝐵 — замкнутые множества на плоскости. Хаусдорфовым рас-
стоянием между множествами 𝐴 и 𝐵 называется величина

𝐻(𝐴,𝐵) = inf {𝜀 ⩾ 0 : 𝐴 ⊂ 𝑈𝜀(𝐵), 𝐵 ⊂ 𝑈𝜀(𝐴)} ,

где 𝑈𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑦) : 𝜌 ((𝑥, 𝑦) , 𝑋) ⩽ 𝜀} — «𝜀-окрестность» множества 𝑋
на плоскости относительно расстояния 𝜌.

Пусть ℳ — класс 2𝜋–периодических ограниченных (вообще гово-
ря, многозначных) функций. Хаусдорфовым расстоянием𝐻(𝑓, 𝑔) между

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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двумя ограниченными функциями 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) изℳ называется хаусдор-
фово расстояние между их дополненными графиками, т. е.

𝐻(𝑓, 𝑔) = 𝐻 (𝐹 (𝑓), 𝐹 (𝑔)) ,

где 𝐹 (𝑓) — дополненный график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥). Под дополненным
графиком 𝐹 (𝑓) такой функции 𝑓 будем понимать наименьшее замкну-
тое множество плоскости, содержащее график этой функции и вместе
с каждой парой точек (𝑥1, 𝑦1) и (𝑥1, 𝑦2) содержащее вертикальный отре-
зок с концами в этих точках.

Для ограниченной 2𝜋–периодической функции наименьшее уклоне-
ние от тригонометрических полиномов 𝑇𝑛 порядка не выше 𝑛 в смысле
хаусдорфова расстояния обозначим символом

𝐻𝐸𝑇
𝑛 (𝑓) = inf

𝑇𝑛
{𝐻(𝑓, 𝑇𝑛)} .

Пусть Ω(𝑓) — колебание функции 𝑓 из ℳ, т. е. величина

Ω(𝑓) = sup
𝑥∈[0,2𝜋]

𝑓(𝑥)− inf
𝑥∈[0,2𝜋]

𝑓(𝑥).

Наш первый результат состоит в следующем.
Теорема 1. Для любой функции 𝑓 ∈ ℳ, 𝛿–окрестность дополнен-

ного графика которой содержит график некоторого тригонометриче-
ского полинома, при всех 𝑛 > 𝑛0(𝑓) справедлива оценка

𝐻𝐸𝑇
𝑛 (𝑓) <

1

𝑛
log
(︁
𝑒4 𝑛Ω(𝑓)

)︁
.

В работе [1] Бл.X. Сендов и В.А. Попов установили, что для любой
функции 𝑓 ∈ ℳ выполняется неравенство

𝐻𝐸𝑛(𝑓) ⩽
(︁
1 + 𝛼𝑛(𝑓)

)︁ log 𝑛

𝑛
,

где 𝛼𝑛(𝑓) → 0 при 𝑛→ ∞, причём множитель 1 + 𝛼𝑛(𝑓) нельзя заменить
на множитель 𝐶 + 𝛼𝑛(𝑓) с константой 𝐶 < 1.

Для 𝑀 > 0 определим функцию точечного всплеска

𝛿𝑀(𝑥) =

{︃
[0,𝑀 ], 𝑥 ∈ 2𝜋Z,
0, 𝑥 /∈ 2𝜋Z.

Как показано в [2], при достаточно больших 𝑛 для наименьших уклоне-
ний 𝐻𝐸𝑛(𝛿𝑀) верна оценка

𝐻𝐸𝑛(𝛿𝑀) >
1

𝑛

(︁
log
(︀
2𝑀𝑛

)︀
− log log 𝑛

)︁
,
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которая демонстрирует точность теоремы 1.
Рассмотрим теперь функцию точечного колебания, определяемую по

формуле

𝜒𝑀(𝑥) =

{︃
[−𝑀,𝑀 ], 𝑥 ∈ 2𝜋Z,
0, 𝑥 /∈ 2𝜋Z.

Для этого специального примера получено следующее утверждение.
Теорема 2. При каждом значении 𝑀 > 0 справедлива асимптоти-

ческая формула

𝐻𝐸𝑛(𝜒𝑀) =
1

𝑛

(︂
log
(︀
4𝑀

√
𝑒 𝑛
)︀
− 1

2
log log 𝑛

)︂
+ 𝑜

(︂
1

𝑛

)︂
, 𝑛→ ∞.
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