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Некоторые интегральные операторы в
областях с границами класса Лаврентьева1
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В данной работе строится ограниченный интегральный оператор, отображаю-
щий весовое пространство измеримых функций на соответствующее пространс-
тво аналитических функций, в случае, если данные пространства рассматрива-
ются на произведениях областей с границами класса Лаврентьева.
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In this paper we construct a bounded integral operator, mapping the weight space of
measurable functions on the corresponding space of analytic functions, if these spaces
are considered on the products of domains with the boundaries of the Lavrentiev
class.
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Пусть (𝐿) – множество кривых Γ (класс кривых Лаврентьева) таких,
что 𝑙(𝑤1, 𝑤2) ≤ 𝑐|𝑤1 − 𝑤2|, где точки 𝑤1, 𝑤2 – произвольно выбранные
на Γ, 𝑙(𝑤1, 𝑤2) – длина кратчайшей дуги Γ′ на кривой Γ, соединяющей
точки 𝑤1, 𝑤2 (см. [1], [2]).

В работах автора (см., например, [3]-[6]) рассматриваются вопросы,
связанные с возможностью построения ограниченных интегральных опе-
раторов в весовых классах аналитических функций типа Бергмана. От-
мечается, что решение подобного рода задач во многих случаях тесно
связано с геометрическими характеристиками границы области анали-
тичности, которые, в свою очередь, могут выражаться в различного рода
оценках конформно отображающей функции.

Пусть 𝐻(𝐺) – множество всех аналитических функций в 𝐺; 𝐿𝑝𝛽(𝐺) –
класс функций 𝑓, измеримых по Лебегу, таких, что

‖𝑓‖𝑝
𝐿𝑝
𝛽(𝐺)

=

�

𝐺

|𝑓(𝑤)|𝑝 𝑑𝛽(𝑤, 𝜕𝐺)𝑑𝑚2(𝑤) < +∞ , 𝛽 > −1, 0 < 𝑝 < +∞,
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𝐴𝑝
𝛽(𝐺) = 𝐻(𝐺) ∩ 𝐿𝑝𝛽(𝐺).
Теорема 1 (см. [7]). Пусть 𝐺 – некоторая односвязная область на

комплексной плоскости с границей класса (𝐿), 𝜙(𝑧) – функция Римана,
отображающая 𝑆 на 𝐺, 𝜙(0) = 𝜔0, 𝜔0 ∈ 𝐺,𝜙′(0) > 0. Тогда для 1 < 𝑝 <
+∞ справедлива оценка:

�

𝑆

|𝜙′(𝑧)|𝛽+2 (1− |𝑧|)𝛽𝜒𝑝𝛾(𝑧)
|1− 𝜁𝑧|𝜂+2|1− 𝜉𝑧|𝜇

𝑑𝑚2(𝑧) ≤
˜̃̃𝑐 |𝜙′(𝜁)|𝛽+2 (1− |𝜁|)𝛽𝜒𝛾(𝜁)𝜒

𝑝
𝑞
𝛾 (𝜉)

(1− |𝜁|)𝜂+2− 2
𝑝 (1− |𝜉|)𝜇−

2
𝑞

,

где 𝜒𝛾(𝜁) = (1 − |𝜁|)−
𝛾
𝑝𝑞 ;

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 𝛽 > −1, 0 <

𝛾

𝑞
< 𝛽𝑝 + 1, 𝜂 ≥

𝛽 − 2 +
3

𝑝
− 𝛾

𝑝𝑞
; 𝜇 > 2− 𝛾

𝑞2
, ˜̃̃𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Теорема 2. (см. [6]). Пусть 𝐺 – односвязная область на комплексной
плоскости c границей класса (𝐿), 𝜙(𝑧) – функция, конформно отобража-
ющая 𝑆 на 𝐺, 𝜙(0) = 𝜔0, 𝜔0 ∈ 𝐺,𝜙′(0) > 0, 𝜓 = 𝜙−1. Тогда

𝐹 (𝑤) = 𝑃𝜂(𝑓)(𝑤) =
𝜂 + 1

𝜋

�

𝐺

(1− |𝜓(𝜇)|2)𝜂

(1− 𝜓(𝜇)𝜓(𝑤))𝜂+2
𝑓(𝜇) |𝜓′(𝜇)|2 𝑑𝑚2(𝜇)

непрерывно отображает 𝐿𝑝𝛽(𝐺) на 𝐴
𝑝
𝛽(𝐺), 1 ≤ 𝑝 < +∞, 𝛽 > −1, 𝜂 >

2(𝛽 + 1), причем при 𝑐(𝛽, 𝑝) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

‖𝐹‖𝐴𝑝
𝛽(𝐺)

≤ 𝑐(𝛽, 𝑝) ‖𝑓‖𝐿𝑝
𝛽(𝐺)

.

Результат данной теоремы основан на оценках модуля производной
конформно отображающей функции (аналогов теоремы 1).

Пусть теперь {𝐺𝑗}𝑚𝑗=1 – класс областей, ограниченных кривыми клас-
са (𝐿) и 𝐺̃ = 𝐺1 × ...×𝐺𝑚.

По аналогии, обозначим, 𝐿𝑝
𝛽
(𝐺̃) – множество измеримых в 𝐺̃ функ-

ций, для которых

‖𝑓‖𝐿𝑝

𝛽
(𝐺̃) =

�

𝐺̃

|𝑓(𝑤)|𝑝 𝑑𝛽(𝑤, 𝜕𝐺)𝑑𝑚2𝑚(𝑤) =

=

�

𝐺1

...

�

𝐺𝑚

|𝑓(𝑤1, ..., 𝑤𝑚)|𝑝
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑑𝛽𝑗(𝑤𝑗, 𝜕𝐺𝑗)𝑑𝑚2(𝑤𝑗) < +∞,

где 0 < 𝑝 < +∞, 𝛽 = (𝛽1, ..., 𝛽𝑚), 𝛽𝑗 > −1, 𝑗 = 1,𝑚; 𝑑𝑚2𝑚 = 𝑑𝑚2...𝑑𝑚2 –
мера Лебега на 𝐺̃. Пусть 𝐴𝑝

𝛽
(𝐺̃) = 𝐻(𝐺̃) ∩ 𝐿𝑝

𝛽
(𝐺̃).
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Оказывается, справедлива следующая теорема:
Теорема 3. Пусть {𝐺𝑗}𝑚𝑗=1 – вышеуказанное множество областей с

границами класса (𝐿), 𝐺̃ = 𝐺1 × ...×𝐺𝑚.
Пусть {𝜙𝑗}𝑚𝑗=1 – множество функций, конформно отображающих еди-

ничный круг 𝑆 на 𝐺𝑗, 𝜙𝑗(0) = 𝑤𝑗
0, 𝑤

𝑗
0 ∈ 𝐺𝑗, 𝜙

′
𝑗(0) > 0, 𝜓𝑗 = 𝜙−1

𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.
Тогда

𝑃𝜂⃗(𝑓)(𝑤⃗)
𝑑𝑒𝑓
= 𝐹 (𝑤⃗) =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜂𝑗 + 1

𝜋

�

𝐺1

...

�

𝐺𝑚

𝑓(𝜇1, ..., 𝜇𝑛)×

×
𝑚∏︁
𝑗=1

(1− |𝜓𝑗(𝜇𝑗)|2)𝜂𝑗
⃒⃒
𝜓′
𝑗(𝜇𝑗)

⃒⃒2
(1− 𝜓𝑗(𝜇𝑗)𝜓𝑗(𝑤𝑗))𝜂𝑗+2

𝑑𝑚2(𝜇1)...𝑑𝑚2(𝜇𝑛)

непрерывно отображает 𝐿𝑝
𝛽
(𝐺̃) на𝐴𝑝

𝛽
(𝐺̃), 1 < 𝑝 < +∞, 𝛽𝑗 > −1, 𝑗 = 1,𝑚,

при всех 𝜂 > 𝜂0, 𝜂0 = 𝜂0(𝛽), ∃𝑐 = 𝑐(𝛽, 𝑝) :

‖𝐹‖𝐴𝑝

𝛽
(𝐺̃) ≤ 𝑐 ‖𝑓‖𝐿𝑝

𝛽
(𝐺̃) .
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