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Классическое и обобщенное решения
смешанной задачи для однородного
волнового уравнения с суммируемым
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Для смешанной задачи с суммируемым потенциалом в волновом уравнении с
нулевым начальным положением, когда одно из граничных условий не содержит
производных, исследуются свойства формального решения по методу Фурье в
зависимости от гладкости начальной скорости.
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potential1
V. P. Kurdumov (Saratov, Russia)

Kurdyumov47@yandex.ru

The mixed problem for wave equation with a summable potential and zero initial
position, containing no derivatives in one of its boundary conditions, is studied. The
properties of its formal solution by Fourier method, depending on smoothness of initial
velocity, are established.
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Введение

Рассматривается смешанная задача

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0,∞), (1)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), (2)
𝑢′𝑥(0, 𝑡) + 𝛽𝑢′𝑥(1, 𝑡) + 𝛼1𝑢(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 𝛼𝑢(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) = 0, (3)

где 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], 𝑞(𝑥) и 𝜓(𝑥) - комплекснозначные функции, 𝛼, 𝛽, 𝛼1, 𝛽1
- комплексные числа.

К задаче (1) - (3) по методу Фурье привлекается оператор Штурма-
Лиувиля 𝐿 : 𝐿𝑦 = −𝑦′′+𝑞(𝑥)𝑦 с регулярными при 1+𝛼𝛽 ̸= 0 граничными
условиями

𝑦′(0) + 𝛽𝑦′(1) + 𝛼1𝑦(0) + 𝛽1𝑦(1) = 𝛼𝑦(0) + 𝑦(1) = 0,
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который охватывает все линейные двухточечные разнопорядковые гра-
ничные условия. Он выделяется тем, что в силу асимптотических фор-
мул его собственных значений

𝜆𝑛 = 𝜌2𝑛, 𝜆
′
𝑛 = 𝜌′2𝑛 (𝜆 = 𝜌2, Re𝜌 ⩾ 0),

𝜌𝑛 = 2𝑛𝜋 + 𝑏1 + 𝑜(1), 𝜌′𝑛 = 2𝑛𝜋 + 𝑏2 + 𝑜(1), (4)

только в нем при 𝑏1 = 𝑏2 возможно наличие бесконечного множе-
ства кратных собственных значений и им соответствующих собственных
функций. Один из таких наиболее трудных случаев и рассматривается
в статье.

Считаем, что в задаче (1)-(3) 𝛼 = 0, 𝛽 = −1, т.е. в дальнейшем
рассматривается такая задача

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), (5)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), (6)
𝑢′𝑥(0, 𝑡)− 𝑢′𝑥(1, 𝑡) + 𝛼1(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑢(1, 𝑡) = 0. (7)

Исследование проводится методом Фурье с помощью резольвентно-
го подхода и идеи А.Н. Крылова об ускорении сходимости рядов Фурье.
Такой подход в [1] для задачи (1), (3) с начальными условиями 𝑢(𝑥, 0) =
𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0 позволил получить классическое решение без завы-
шения гладкости 𝜙(𝑥); и с привлечением теорем Карлесона и Ханта о
сходимости тригонометрических рядов Фурье почти всюду (п.в.) пока-
зать, что формальное решение сходится п.в. для 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 > 1,
а его сумма является обобщенным решением. Аналогичные результаты
для задачи (1), (2) с граничными условиями 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0 или
𝑢′𝑥(0, 𝑡) +𝛼1𝑢(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 𝑢′𝑥(1, 𝑡) +𝛼2𝑢(0, 𝑡) + 𝛽2𝑢(1, 𝑡) = 0 получе-
ны в [2], [3].

Мы получим классическое решение задачи (5)-(2) при условии, что
𝜓(𝑥) абсолютно непрерывна и 𝜓′(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 ⩽ 2. А также
покажем, что в случае 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] ряд формального решения сходится
равномерно при 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и является обобщенным решением,
а если 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 ⩽ 2, то обобщенное решение является
значительно более гладким.

Классическое решение.

Берем 𝜓(𝑥) такую, что 𝜓(1) = 0 и для простоты считаем, что 𝜓(𝑥) ∈
𝑊 1

2 [0, 1]. Оператор Штурма-Лиувиля имеет вид

𝐿𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑦′(0)− 𝑦′(1) + 𝛼1𝑦(0) + 𝛽1𝑦(1) = 𝑦(1) = 0.
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Для его собственных значений справедливы формулы (4), где 𝑏1 = 𝑏2,
т.е. 𝜆𝑛 = 𝜌2𝑛, 𝜆

′
𝑛 = 𝜌′2𝑛 , 𝜌𝑛 = 2𝑛𝜋+ 𝑏+𝑜(1), 𝜌′𝑛 = 2𝑛𝜋+ 𝑏+𝑜(1). Обозначим̃︀𝛾𝑛 = {𝜌| |𝜌−2𝑛𝜋| = 𝛿}, где 𝛿 > 0 и достаточно мало, а 𝑛 ⩾ 𝑛0 и 𝑛0 таково,

что при 𝑛 ⩾ 𝑛0 внутри ̃︀𝛾𝑛 находятся по одному 𝜌𝑛 и 𝜌′𝑛 (которые могут
и совпадать). Пусть 𝛾𝑛 - образ ̃︀𝛾𝑛 в 𝜆 - плоскости (𝜆 = 𝜌2, Re𝜌 ⩾ 0).
Формальное решение задачи (5)-(2) берем в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ �

|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛⩾𝑛0

⎞⎟⎠ (𝑅𝜆𝜓)
𝑠𝑖𝑛𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

где 𝑟 > 0 таково, что внутри |𝜆| = 𝑟 находятся все собственные значения
𝜆𝑛 и 𝜆′𝑛, для котрых 𝑛 < 𝑛0, 𝑅𝜆 = (𝐿−𝜆𝐸)−1 - резольвента оператора 𝐿.

Представим 𝜓(𝑥) в виде 𝜓(𝑥) = 𝜓1(𝑥) + 𝜓2(𝑥), где 𝜓1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 [0, 1],

𝜓1(0) = 𝜓1(1) = 0, 𝜓2(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1], 𝜓2(𝑥) ∈ 𝐷𝐿 (область определения
оператора 𝐿). Формальное решение представим так

𝑢(𝑥, 𝑡) =
4∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡), где

𝑢1(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ �

|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛⩾𝑛0

�

𝛾𝑛

⎞⎟⎠(︀𝑅0
𝜆𝜓1

)︀ 𝑠𝑖𝑛𝜌𝑡
𝜌

𝑑𝜆, (8)

𝑢2(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ �

|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛⩾𝑛0

�

𝛾𝑛

⎞⎟⎠(︀𝑅𝜆𝜓1 −𝑅0
𝜆𝜓1

)︀ 𝑠𝑖𝑛𝜌𝑡
𝜌

𝑑𝜆, (9)

𝑢3(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ �

|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛⩾𝑛0

�

𝛾𝑛

⎞⎟⎠ 1

𝜆− 𝜇0

(︀
𝑅0
𝜆𝑔
)︀ 𝑠𝑖𝑛𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

𝑢4(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ �

|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛⩾𝑛0

�

𝛾𝑛

⎞⎟⎠ 1

𝜆− 𝜇0

(︀
𝑅𝜆𝑔 −𝑅0

𝜆𝑔
)︀ 𝑠𝑖𝑛𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

𝑅0
𝜆 - резольвента оператора 𝐿0 : 𝐿0𝑦 = −𝑦′′, 𝑦′(0) − 𝑦′(1) = 0, 𝑦(1) = 0;

𝜇0 находится вне контуров |𝜆| = 𝑟 и 𝛾𝑛 при 𝑛 ⩾ 𝑛0, 𝑔 = (𝐿− 𝜇0𝐸)𝜓2.
Теорема 1. Если 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] и 𝜓(𝑥) ∈ 𝑊 1

2 [0, 1], то сумма ряда
формального решения задачи (5)-(2) непрерывно дифференцируема по
𝑥 и 𝑡 и удовлетворяет условиям (6), (2); 𝑢′𝑥(𝑥, 𝑡) (𝑢′𝑡(𝑥, 𝑡)) абсолютно
непрерывна по 𝑥 (по 𝑡) и п.в. удовлетворяется уравнение (5).
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Обобщенное решение.

Пусть 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1]. Формальное решение берем в виде 𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡), где 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) - те же, что и в (8),(9), но с функцией
𝜓(𝑥) вместо 𝜓1(𝑥). Пусть 𝜓ℎ(𝑥) ∈ 𝑊 1

2 [0, 1] и 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) - решение задачи
(5)-(2) с функцией 𝜓ℎ(𝑥) вместо 𝜓(𝑥), даваемое теоремой 1.

Теорема 2. Если 𝑞(𝑥) и 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], то ряд 𝑢(𝑥, 𝑡) формального
решения задачи (5)-(2) сходится равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и
𝑢(𝑥, 0) = 0. Более того, если ‖ 𝜓ℎ − 𝜓 ‖1→ 0 при ℎ → 0, то решение
𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) задачи (5)-(2) сходится к 𝑢(𝑥, 𝑡) равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ].

Если же 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 ⩽ 2, то имеет место следующая теоре-
ма.

Теорема 3. Если 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 ⩽ 2, то сумма
ряда формального решения задачи (5)-(2) абсолютно неперывна по 𝑥, 𝑡
и удовлетворяет условиям 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(1, 𝑡) = 0; п.в. по 𝑥 ∈ [0, 1]
𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) и п.в. на [0,∞) выполняются условия 𝑢′𝑥(0, 𝑡)−𝑢′𝑥(1, 𝑡)+
𝛼1𝑢(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).

Более того, если ‖ 𝜓ℎ − 𝜓 ‖𝑝→ 0 при ℎ → 0, то 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) сходится к
𝑢(𝑥, 𝑡) равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] при любом 𝑇 > 0.
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