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О. А. Кривошеева (Уфа, Россия)
kriolesya2006@yandex.ru

В работе изучаются подпространства функций аналитических в неограниченной
выпуклой области комплексной плоскости и инвариантных относительно опе-
ратора дифференцирования. Исследуется задача фундаментального принципа –
представления всех функций из инвариантного подпространства рядами экспо-
ненциальных мономов. Эти экспоненциальные мономы являются собственными
и присоединенными функциями оператора дифференцирования в инвариантном
подпространстве. Получен простой геометрический критерий фундаментально-
го принципа. Он формулируется лишь при помощи индекса конденсации А. С.
Кривошеева последовательности показателей указанных экспоненциальных мо-
номов.
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A criterion of the fundamental principle for
invariant subspaces in an arbitrary convex

domain1
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We study subspaces of functions analytic in an unbounded convex domain of the
complex plane and invariant with respect to the differentiation operator. The problem
of the fundamental principle – the representation of all functions from an invariant
subspace by a series of exponential monomials-is investigated. These exponential
monomials are eigenfunctions and associated functions of the differentiation operator
in the invariant subspace. A simple geometric criterion of the fundamental principle
is obtained. It is formulated only with the help of A. S. Krivosheev’s condensation
index of sequence of exponents of the specified exponential monomials.
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Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}∞𝑘=1 — последовательность различных комплекс-
ных чисел 𝜆𝑘 и их кратностей 𝑛𝑘. Считаем, что |𝜆𝑘| не убывает и
|𝜆𝑘| → ∞, 𝑘 → ∞. Символом Ξ(Λ) обозначим множество пределов сходя-

щихся последовательностей вида

{︂
𝜆𝑘𝑗
|𝜆𝑘𝑗 |

}︂∞

𝑗=1

(𝜆 — комплексное сопряже-

ние). Множество Ξ(Λ) замкнуто и является подмножеством единичной

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
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1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

152



окружности 𝑆(0, 1). Введем семейство экспоненциальных мономов

ℰ(Λ) = {𝑧𝑛𝑒𝜆𝑘𝑧}∞,𝑛𝑘−1
𝑘=1,𝑛=0.

Пусть 𝐷 ⊂ C — выпуклая область и

𝐻𝐷(𝜙) = sup
𝑧∈𝐷

Re(𝑧𝑒−𝑖𝜙), 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]

— ее опорная функция. Положим

𝐽(𝐷) = {𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝑆(0, 1) : 𝐻𝐷(𝜙) = +∞}.

Пусть 𝐻(𝐷) — пространство функций аналитических в области 𝐷 с
топологией равномерной сходимости на компактах 𝐾 ⊂ 𝐷, и𝑊 ⊂ 𝐻(𝐷)
— нетривиальное замкнутое подпространство, которое инвариантно от-
носительно оператора дифференцирования. Спектр этого оператора в
подпространстве 𝑊 является не более чем счетным множеством {𝜆𝑘}
([1], гл.II,§7). Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} — кратный спектр оператора диффе-
ренцирования в подпространстве 𝑊 . Тогда ℰ(Λ) — семейство его соб-
ственных и присоединенных функций в 𝑊 . Через 𝑊 (Λ, 𝐷) замыкание
(в пространстве 𝐻(𝐷)) линейной оболочки системы ℰ(Λ).

Основной задачей в теории инвариантных подпространств является
проблема фундаментального принципа. Говорят, что в 𝑊 со спектром Λ
справедлив фундаментальный принцип, если для любой функции 𝑔 ∈ 𝑊
верно представление

𝑔(𝑧) =

∞,𝑛𝑘−1∑︁
𝑘=1,𝑛=0

𝑑𝑘,𝑛𝑧
𝑛𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷, (1)

причем ряд сходится равномерно на компактах из 𝐷.
В работе [2] приводится критерий фундаментального принципа для

инвариантных подпространств в произвольной выпуклой области при
условии Ξ(Λ) ⊆ 𝐽(𝐷). В данной работе этот результат распространяется
на случай, когда Ξ(Λ) лежит в замыкании 𝐽(𝐷) множества 𝐽(𝐷). Отме-
тим, что этот случай принципиально отличается от случая Ξ(Λ) ⊆ 𝐽(𝐷).
Получен простой геометрический критерий фундаментального принци-
па, который опирается лишь на понятие индекса конденсации последо-
вательности, составляющей спектр инвариантного подпространства.

Следуя [3], введем индекс конденсации

𝑆Λ = lim
𝛿→0

lim
𝑘→∞

ln |𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛿)|
|𝜆𝑘|

, 𝑞𝑘Λ(𝑧, 𝛿) =
∏︁

𝜆𝑚∈𝐵(𝜆𝑘,𝛿|𝜆𝑘|,𝜆𝑚 ̸=𝜆𝑘)

(︂
𝑧 − 𝜆𝑚
3𝛿|𝜆𝑚|

)︂𝑛𝑚
.
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Положим

𝑆Λ(𝜙) = min
{𝜆𝑘(𝑗)}

lim
𝛿→0

lim
𝑗→∞

ln |𝑞𝑘(𝑗)Λ (𝜆𝑘(𝑗), 𝛿)|
|𝜆𝑘(𝑗)|

,

где 𝜙 ∈ R и минимум берется по всем подпоследовательностям {𝜆𝑘(𝑗)}
последовательности {𝜆𝑘} таким, что 𝜆𝑘(𝑗)/|𝜆𝑘(𝑗)| → 𝑒−𝑖𝜙, 𝑗 → ∞.

Пусть 𝜙 ∈ R и 𝑎 ≤ +∞. Положим

Π(𝑎, 𝜙) = {𝑧 ∈ C : Re(𝑧𝑒−𝑖𝜙) < 𝑎}.

Множество Π(𝑎, 𝜙) является полуплоскостью, когда 𝑎 ∈ R. Если 𝑎 =
+∞, тоΠ(𝑎, 𝜙) = C. Пусть𝐷 — неограниченная выпуклая область и𝐷 ̸=
Π(𝑎, 𝜙), 𝜙 ∈ R, 𝑎 ≤ +∞. Тогда 𝜕𝐽(𝐷) = {𝑒𝑖𝜙1, 𝑒𝑖𝜙2} — двухэлементное
множество.

Теорема. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}, 𝐷 — выпуклая область, и система
ℰ(Λ) не полна в 𝐻(𝐷). Следующие утверждения эквивалентны:

1) Каждая функция 𝑔 ∈ 𝑊 (Λ, 𝐷) представляется рядом (1),
который сходится равномерно на компактах из области 𝐷0 =
Π(𝐻𝐷(𝜙1), 𝜙1) ∩ Π(𝐻𝐷(𝜙2), 𝜙2);

2) Ξ(Λ) ⊆ 𝐽(𝐷), 𝜕𝐽(𝐷) ⊆ {𝑒𝑖𝜙1, 𝑒𝑖𝜙2}, 𝑆Λ > −∞ and 𝑆Λ(𝜙) = 0,
𝜙 ∈ 𝜕𝐽(𝐷) ∖ 𝐽(𝐷).
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