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Введение

В докладе будет представлендаен обзор результатов, связанных с су-
ществованием, как ранее известных функций универсальных в том или
ином смысле в различных функциональных классах, так и новых (раз-
личных типов относительно классических систем) универсальных функ-
ций: Будут рассмотрены проблемы, связанные с существованием и свой-
ствами функций с универсальными рядами Фурье в разных смыслах
в различных функциональных пространствах, а также будет описана
структура таких универсальных функций.

Пусть 𝑀 [0, 1]— совокупность всех (не обязательно конечных) изме-
римых функций (соотв. 𝐿0[0, 1]) - класс всех (соотв. почти везде конеч-
ных ) измеримых на [0, 1] функций. Под сходимостью в метрике 𝑀 [0, 1]
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или в метрике 𝐿0[0, 1] мы будем подразумывать сходимость почти всю-
ду. Пусть 𝐸 ⊆ [0, 1] некоторое измеримое множество и |𝐸|– мера Лебега

измеримого множества 𝐸 ⊆ [0, 1], supp𝑓 = { 𝑥 ∈ [0, 1]; 𝑓(𝑥) ̸= 0},
𝐿𝑝(𝐸) (𝑝 > 0) – класс всех тех измеримых на 𝐸 функций, для которых�
𝐸 |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 <∞ и 𝐶(𝐸)−класс всех непрерывных на 𝐸 ⊆ [0, 1] функ-
ций. Пусть {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 – полная ортонормированная система на [0, 1], и
пусть 𝑐𝑘(𝑈) =

� 1

0 𝑈(𝑥)𝜙𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N−коэффициенты Фурье по систе-
ме {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 функции 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1],(N− совокупность всех натураль-
ных чисел). Пусть метрическое пространство 𝑆− какое-нибудь из про-
странств 𝑀 [0, 1], 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 ≥ 0.

Определение 1. Пусть Λ = {𝑁𝑚}∞𝑚=1 ⊂ N (подмножество) под-
последовательность { 𝑁𝑚}∞𝑚=1 натуральных чисел, и пусть

𝜌(Λ) := sup lim
𝑚→∞

Λ𝑚
𝑚
, (1.4)

(здесь Λ𝑚- число элементов из Λ, не превышающих 𝑚).
𝜌(Λ)−называется плотностью подпоследовательности { 𝑁𝑚}∞𝑚=1

(подмножества Λ).
В работах [1] -[13] были получены некоторые результаты связанные с

существованием и описанием структуры функций, ряды Фурье которых
по заданной классической системе универсальны тем или иным смыс-
лом в различных функциональных классах. Такие функции мы назовем
универсальными относительно классических систем.

Определение 2. Будем говорить, что для класса 𝑆 относительно
системы {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 : функция 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1]

а) универсальна, если ряд Фурье функции 𝑈(𝑥) по этой системе уни-
версален в 𝑆,

б) почти универсальна, если можно найти числа (знаки)
𝛿k = ±1 , k = 0 , 1 , 2 , .., с 𝜌(𝑘 ∈ N, 𝛿k = 1 ) = 1 такие, что ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝛿𝑘𝑐𝑘(𝑈)𝑊𝑘(𝑥) был бы универсальным в 𝑆,

в) в смысле знаков своих коэффициентов Фурье по этой системе, ес-
ли ряд Фурье функции 𝑈(𝑥) по этой системе универсален в 𝑆 в смысле
знаков. .

Замечание 1. Не существует функции 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1] универсальная
для классов𝑀 [0, 1] и 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 ∈ (0, 1)относительно тригонометриче-
ской системы (соотв. относительно системы Уолша) Отметим, что
в работе [2], [5] построена интрегрируемая функция 𝑈(𝑥) унивесальная
для классов 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 ∈ (0, 1) относительно системы Уолша в смысле
знаков.
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Отметим также, что нам не известен ответ и на вопрос 2:

Вопрос 1. Существует ли ограниченная ортонормированная си-
стема {𝜙𝑛(𝑥)} такая, что можно было бы построить функцию
𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1] универсальную для класса 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 ∈ (0, 1) или для
класса 𝑀 [0,1] относительно этой системы .

Справедливы следующие теоремы

Теорема 1. Существует функция 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1] которая является
почти универсальной для класса 𝑀 [0, 1]относительно тригонометри-
ческой системы {𝑒2𝜋𝑘𝑖𝑥}∞𝑘=−∞ .

Теорема 2. Существуют совокупность замкнутых множеств {
𝐹𝑛}∞𝑛=1, с 𝐹1 ⊂ ... ⊂ .. 𝐹𝑛 ⊂ 𝐹𝑛+1 ⊂ .. ⊂ [0, 1] и lim𝑛→∞|𝐹𝑛| = 1
и функция 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1] таких, что функция 𝑈(𝑥) является почти
универсальной для классов 𝐿𝑝[0, 1] , 𝑝 ∈ (0, 1) и 𝐿1(𝐹𝑛 ) 𝑛 ∈ 𝑁
относительно тригонометрической системы {𝑒2𝜋𝑘𝑖𝑥}∞𝑘=−∞ .

Теорема 3. Существует функция 𝑈 ∈ 𝐿1[0, 1] (supp𝑈 ⊂ [0, 𝜀] ,
здесь 𝜀 ∈ (0, 1)− наперед заданное число) со сходящимся по 𝐿1[0, 1]
норме и почти всюду на [0, 1] рядом Фурье -Уолша с монотонно убы-
вающими коэффициентами, и которая является универсальной для
класса 𝐿0[0, 1] относительно системы Уолша в смысле знаков.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что теорема 2 окончательна в
некотором смысле (неулучшаема), она не верна при 𝑝 ≥ 1. .

В этой работе мы опишем структуру тех функций, которые почти
универсальны для классов 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 ∈ (0, 1)относительно системы Уо-
лша с точки зрения ширoко известных классических теорем Лузина и
Меньшова "Об исправлении функций".

А именно доказывается следующая

Теорема 4. Для любого 𝜀 ∈ (0 , 1 ) существует совокупность за-
мкнутых множеств { 𝐹𝑛}∞𝑛=1, с 𝐸1 = 𝐹1 ⊂ ... ⊂ .. 𝐹𝑛 ⊂ 𝐹𝑛+1 ⊂ .. ⊂
[0, 1] и |𝐸1| ≥ 1−𝜀 , lim𝑛→∞|𝐹𝑛| = |𝐸|,таких, что для каждой функции
𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1] можно найти функцию 𝑔 ∈ 𝐿1[0, 1], совпадающую с 𝑓 на
𝐸1 со сходящимся по 𝐿1[0, 1] норме рядом Фурье -Уолша с монотонно
убывающими коэффициентами, и такую, что она была бы универсаль-
ной для пространств для классов 𝐿𝑝[0, 1] , 𝑝 ∈ (0, 1) и 𝐿1(𝐹𝑛 ), 𝐶(𝐹𝑛 )
𝑛 > 1 ∈ 𝑁 относительно системы Уолша.
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