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Пусть S𝑑 ⊂ R𝑑+1 — единичная сфера. Множество узлов {𝑥𝜈}𝑁𝜈=1 ⊂ S𝑑
и положительных весов {𝜆𝜈}𝑁𝜈=1,

∑︀𝑁
𝜈=1 𝜆𝜈 = 1, называется сферическим

𝑠-дизайном, если квадратурная формула
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�
S𝑑
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈𝑓(𝑥𝜈)

справедлива для любого алгебраического многочлена

𝑓(𝑥) =
∑︁

𝑘1+...+𝑘𝑑+1≤𝑠

𝑐𝑘1...𝑘𝑑+1
𝑥𝑘11 . . . 𝑥

𝑘𝑑+1

𝑑+1

степени не выше 𝑠. Дизайн называется минимальным, если он содержит
наименьшее число узлов 𝑁(𝑑, 𝑠).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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P. Delsarte, J.M. Goethals и J.J. Seidel (1977) в случае равных весов
𝜆1 = . . . = 𝜆𝑁 = 1

𝑁 доказали, что

𝑁(𝑑, 𝑠) ≥ 𝐴(𝑑, 𝑠) = sup 𝑓(1),

где супремум берется по всем неотрицательным непрерывным на отрезке
[−1, 1] функциям вида

𝑓(𝑡) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑃𝑘(𝑡), 𝑃𝑘(𝑡) =
𝑃

(𝑑2−1,𝑑2−1)
𝑛 (𝑡)

𝑃
(𝑑2−1,𝑑2−1)
𝑛 (1)

,

для которых 𝑓(1) > 0 и 𝑓𝑘 ≤ 0 для всех 𝑘 ≥ 𝑠+1. Данная оценка остается
справедливой и для произвольных весов.

Решение варианта задачи 𝐴(𝑑, 𝑠) для многочленов степени не выше 𝑠
(𝑓𝑘 = 0 при 𝑘 ≥ 𝑠+ 1) влечет оценку жестких дизайнов

𝑁(𝑑, 𝑠) ≥
(︂
𝑑+ [𝑠+1

2 ]− 1

𝑑

)︂
+

(︂
𝑑+ [𝑠2 ]

𝑑

)︂
.

В.А. Юдин, Н.Н. Андреев, P. Boyvalenkov с соавторами показали, что
решение общей задачи 𝐴(𝑑, 𝑠) позволяет в некоторых случаях усилить
оценку жестких дизайнов.

Предлагается метод точного решения задачи 𝐴(𝑑, 𝑠) в частных слу-
чаях. Он базируется на идее В.В. Арестова и А.Г. Бабенко (1997) для
сферических кодов, которая заключается в существовании специальной
квадратурной формулы, согласованной с экстремальной функцией.

Теорема. Пусть существуют узлы −1 ≤ 𝑟1 < 𝑟2 < . . . < 𝑟𝑢 < 𝑟𝑢+1 =
1, веса 𝜌1 > 0, . . . , 𝜌𝑢+1 > 0, целые числа 𝑠 + 1 ≤ 𝑘1 < . . . < 𝑘𝑣 и
неотрицательный на [−1, 1] многочлен 𝑓 *, такие что

𝑄(𝑃0) = 1, 𝑄(𝑃𝑘) = 0, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑣},

𝑄(𝑃𝑘) > 0, 𝑘 ∈ {𝑠+ 1, 𝑠+ 2, . . .} ∖ {𝑘1, . . . , 𝑘𝑣},

𝑓 *(𝑡) = 1 +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑓 *𝑘𝑃𝑘(𝑡) +
𝑣∑︁
𝑖=1

𝑓 *𝑘𝑖𝑃𝑘𝑖(𝑡),

𝑓 *(𝑟𝑖) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑓 *𝑘𝑖 < 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑣,

где

𝑄(𝑓) =
𝑢+1∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖𝑓(𝑟𝑖).

Тогда 𝑓 * — экстремальная функция и

𝐴(𝑑, 𝑠) = 𝑓 *(1) =
1

𝜌𝑢+1
.
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Практическое применение теоремы состоит из следующих шагов.
Вначале методами оптимизации многочлен 𝑓 * находится численно. Это
позволяет определить параметры 𝑢, 𝑣, 𝑘𝑖 в теореме и найти начальные
приближения неизвестных узлов 𝑟𝑖 и весов 𝜌𝑖. Затем узлы и веса мо-
гут быть рассчитаны с большой точностью из полиномиальной системы
уравнений с рациональными коэффициентами 𝑆(𝑟, 𝜌) = 0. Далее много-
член 𝑓 * уточняется, для чего веса 𝑟𝑖 берутся в качестве двойных нулей,
а оставшийся множитель вычисляется из решения системы линейных
уравнений. Убеждаемся, что все нули 𝑓 *, кроме 𝑟𝑖, лежат вне отрезка
[−1, 1] (в комплексной области), что влечет неотрицательность 𝑓 *. Смот-
рим знаки коэффициентов 𝑓 *𝑘 . Свойство 𝑄(𝑃𝑘) > 0 проверяется как и в
методе Арестова–Бабенко при помощи оценки Стилтьеса–Бернштейна
для многочленов Гегенбауэра.

Таким образом, численно с большой точностью убеждаемся, что все
условия из теоремы выполнены. Чтобы утверждать существовании соот-
ветствующего аналитического решения остается показать, что в малой
окрестности найденных численно узлов и весов существует действитель-
ное решение. Для этого в разобранных примерах мы успешно приме-
нили функцию certify из библиотеки HomotopyContinuation.jl, которая
реализует интервальный метод Кравчука проверки существования ана-
литического решения системы полиномиальных уравнений. В качестве
примера приведем решение задачи 𝐴(2, 4) = 9.31033 . . . , где 𝑢 = 𝑣 = 4,
{𝑘1, . . . , 𝑘4} = {7, 12, 17, 22}.
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