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Введение

Пусть 𝐿𝑝(R), 1 ≤ 𝑝 <∞, обозначает пространство измеримых по Лебегу
на R = (−∞,∞) функций, для которых норма

‖𝑓‖𝑝 =

⎛⎝�

R

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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конечна. При 𝑝 = ∞ вместо 𝐿∞(R) будем рассматривать пространство
𝐵(R) ограниченных измеримых функций или пространство 𝐶0(R) непре-
рывных функций 𝑓(𝑥), стремящихся к нулю при 𝑥 → ±∞, с нормой
‖𝑓‖∞ = sup𝑥∈R |𝑓(𝑥)|.

Для 𝑓 ∈ 𝐿1(R) определим комплексное преобразование Фурье ̂︀𝑓 ра-
венством ̂︀𝑓(𝑡) = (2𝜋)−1/2

�

R

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑡𝑥 𝑑𝑥.

Легко видеть, что в этом случае ̂︀𝑓 ∈ 𝐶0(R) (см. [1, гл. 5. предл. 5.1.2].
В случае 1 < 𝑝 ≤ 2 преобразование Фурье ̂︀𝑓 функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R)

определяется как предел при 𝑎→ +∞ функции (2𝜋)−1/2
𝑎�

−𝑎
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑥 𝑑𝑡 в

норме 𝐿𝑝
′
(R), где 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1, т.е.

̂︀𝑓(𝑥) = (𝐿𝑝
′
(R)) lim

𝑎→+∞
(2𝜋)−1/2

𝑎�

−𝑎

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑥 𝑑𝑡.

В частности, ̂︀𝑓 ∈ 𝐿𝑝
′
(R) и имеет место аналог неравенства Хаусдорфа-

Юнга ‖ ̂︀𝑓‖𝑝′ ≤ (2𝜋)1/(2𝑝
′)−1/(2𝑝)‖𝑓‖𝑝, доказанный Е. Титчмаршем (см. [2,

гл. 4, теорема 74] или [1, гл. 5. предл. 5.2.5]). При 𝑝 = 𝑝′ = 2 получаем̂︀𝑓 ∈ 𝐿2(R) и в этом случае справедливо равенство Планшереля ‖𝑓‖2 =

‖ ̂︀𝑓‖2 (см. [1, гл. 5. теорема 5.2.4]). Важной частью теоремы Планшереля
является восстановление 𝑓(𝑥) по формуле

𝑓(𝑥) = (𝐿2(R)) lim
𝑎→+∞

(2𝜋)−1/2

𝑎�

−𝑎

̂︀𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑥 𝑑𝑡.
Пусть 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 𝜔𝑝,𝑞(𝑥) = |𝑥|1/𝑝−1/𝑞. Рассмотрим весовое пространство
𝐿𝑞𝜔𝑝,𝑞

(R) измеримых на R функций с конечной нормой

‖𝑓‖𝑞,𝜔𝑝,𝑞
=

⎛⎝�

R

(|𝑥|1/𝑝−1/𝑞|𝑓(𝑥)|)𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑞

=

⎛⎝�

R

|𝑥|𝑞/𝑝−1|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑞

.

Пусть | · | — мера Лебега и 𝑓 * — невозрастающая перестановка 𝑓 , т.е.
𝑓 * нестрого убывает на (0,+∞) и

|{𝑥 ∈ (0,+∞) : 𝑓 *(𝑥) > 𝜆}| = |{𝑥 ∈ R : |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
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для любого 𝜆 > 0. Тогда при 1 ≤ 𝑝, 𝑞 <∞ пространство Лоренца 𝐿𝑝,𝑞(R)
(см. [3]) состоит из измеримых на R функций, для которых конечна нор-
ма

‖𝑓‖*𝐿𝑝,𝑞 =

⎛⎝ ∞�

0

(𝑥1/𝑝−1/𝑞𝑓 *(𝑥))𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑞

=

⎛⎝ ∞�

0

𝑥𝑞/𝑝−1(𝑓 *(𝑥))𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑞

.

Легко видеть, что 𝐿𝑞𝜔𝑞,𝑞
(R) = 𝐿𝑞,𝑞(R) = 𝐿𝑞(R) при 1 ≤ 𝑞 < ∞. При

1 ≤ 𝑝 <∞ по определению

‖𝑓‖∞,𝜔𝑝,∞ = sup
𝑥∈R

|𝑥|1/𝑝|𝑓(𝑥)|, ‖𝑓‖*𝐿𝑝,∞ = sup
𝑥∈R

𝑥1/𝑝𝑓 *(𝑥).

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 1 < 𝑝 ≤ 2, справедливо неравенство Харди-Литтлвуда⎛⎝�

R

| ̂︀𝑓(𝑥)|𝑝|𝑥|𝑝−2 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,

или ‖𝑓‖𝑝,𝜔𝑝′,𝑝 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝 (см. [2, гл. 4, теорема 80]).
Свертка функций 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R) (т.е. 𝑓, 𝑔 интегрируемы по Лебегу на
каждом компакте из R) определяется равенством 𝑓 * 𝑔(𝑥) =

�
R
𝑓(𝑥 −

𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦, если последний интеграл существует. Известно, что для 𝑓 ∈
𝐿𝑝(R), 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑔 ∈ 𝐿1(R), функция 𝑓 * 𝑔 принадлежит 𝐿𝑝(R) и
верно неравенство ‖𝑓 *𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖1 (см. [1, предл. 0.2.2]). Кроме того,
для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 1 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑔 ∈ 𝐿1(R) справедливо равенство 𝑓 * 𝑔(𝑥) =
(2𝜋)1/2 ̂︀𝑓(𝑥)̂︀𝑔(𝑥), почти всюду на R (см. [1, гл. 5, теоремы 5.1.3 и 5.2.12]).
Используя плотность 𝐿1(R) ∩ 𝐿𝑝,𝑞(R) в 𝐿𝑝,𝑞(R) при 1 < 𝑝 < 2, 1 ≤ 𝑞 ≤
∞, методом доказательства теоремы 5.2.12 из [1] можно установить, что
формула выше верна для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑞(R) при 1 < 𝑝 < 2, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞.

В случае тригонометрических рядов абсолютная сходимость рядов
Фурье 2𝜋-периодических сверток и ее обобщения изучались М. Изуми и
С. Изуми [4], а также К.Онневиром [5]. Положим для 2𝜋-периодической
интегрируемой на периоде функции 𝑓 (т.е. 𝑓 ∈ 𝐿1

2𝜋, пространства 𝐿
𝑝
2𝜋

вводятся аналогично)

𝑐𝑘(𝑓) = (2𝜋)−1

2𝜋�

0

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡, 𝑘 ∈ Z,

а для 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1
2𝜋 свертка вводится равенством (𝑓 *𝑔)2𝜋 =

2𝜋�
0

𝑓(𝑥−𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Будем писать также 𝐴𝑛 ≍ 𝐵𝑛, 𝑛 ∈ N, если 𝐴𝑛 = 𝑂(𝐵𝑛) и 𝐵𝑛 = 𝑂(𝐴𝑛)
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при 𝑛 ∈ N. Далее такое же обозначение будет использоваться для вы-
ражений, зависящих от функции 𝑓 . Результаты следующей теоремы A
содержатся в работе К. Онневира [5].

Теорема А. 1) Если 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝2𝜋, 1 < 𝑝 ≤ 2, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, то ряд∑︀
𝑘∈Z

|𝑐𝑘((𝑔 * ℎ)2𝜋)|𝑝
′/2 сходится.

2) Для любого 1 < 𝑝 ≤ 2 найдутся 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝2𝜋 такие, что для любого
0 < 𝛽 < 𝑝′/2 ряд

∑︀
𝑘∈Z

|𝑐𝑘((𝑔 * ℎ)2𝜋)|𝛽 расходится.

Аналог теоремы A для преобразования Фурье доказан в [6].
Н.А. Ильясов [7], [8], [9] рассматривал при 𝑟 > 0 величину

(𝜌(𝑟)𝑛 (𝑓))𝑟 =
∑︁
|𝑘|≥𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|𝑟, 𝑛 ∈ N,

где 𝑓 = (𝑔 *ℎ)2𝜋 и изучал соотношения между этой величиной и наилуч-
шими приближениями функций 𝑔 и ℎ в соответствующих метриках. В
частности, в [7] им доказан такой количественный вариант теоремы A.

Теорема B. 1) Пусть 1 < 𝑝 ≤ 2, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝2𝜋, 𝑓 =
(𝑔 * ℎ)2𝜋, 𝛾 = 𝑝′/2. Тогда

𝜌
(𝛾)
𝑛+1(𝑓) ≤ 𝐶(𝑝)𝐸𝑛(𝑔)𝐿𝑝

2𝜋
𝐸𝑛(ℎ)𝐿𝑝

2𝜋
, 𝑛 ∈ Z+ = {0, 1, . . . },

где 𝐸𝑛(𝑔)𝐿𝑝
2𝜋

= inf𝑡𝑛∈𝑇𝑛 ‖𝑔 − 𝑡𝑛‖𝐿𝑝
2𝜋

— наилучшее приближение триго-
нометрическими полиномами 𝑡𝑛 порядка не выше 𝑛 (𝑡𝑛 ∈ 𝑇𝑛) функции
𝑔 ∈ 𝐿𝑝2𝜋 в 𝐿

𝑝
2𝜋.

2) Пусть 1 < 𝑝 ≤ 2, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, 𝛼, 𝛽 > 0, 𝛾 = 𝑝′/2. Тогда
существуют 𝑔, ℎ ∈ 𝐿𝑝2𝜋, такие что 𝐸𝑛(𝑔)𝐿𝑝

2𝜋
≍ 𝑛−𝛼, 𝐸𝑛(ℎ)𝐿𝑝

2𝜋
≍ 𝑛−𝛽,

𝑛 ∈ N, и для 𝑓 = (𝑔 * ℎ)2𝜋 справедливо соотношение 𝜌
(𝛾)
𝑛+1(𝑓) ≍ 𝑛−𝛼−𝛽,

𝑛 ∈ N.
Хорошо известен критерий М. Рисса абсолютной сходимости триго-

нометрического ряда (см. [10, гл. 9, § 7]).
Теорема C. Ряд Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿1

2𝜋 сходится абсолютно тогда
и только тогда, когда функцию 𝑓 можно представить в виде 𝑓 = (𝑔 *
ℎ)2𝜋, где 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2

2𝜋.

В работе Н.А. Ильясова [9] установлен количественный вариант этой
теоремы.

Теорема D. Пусть последовательность{𝜆𝑛}∞𝑛=0 убывает и стре-
мится к нулю. Тогда множество непрерывных 2𝜋-периодических функ-

ций 𝑓 со свойством 𝜌
(1)
𝑛+1(𝑓) = 𝑂(𝜆𝑛), 𝑛 ∈ Z+, совпадает со множе-

ством

{(𝑔 * ℎ)2𝜋 : 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2
2𝜋, 𝐸𝑛(𝑔)𝐿2

2𝜋
= 𝑂(𝜆1/2𝑛 ), 𝐸𝑛(ℎ)𝐿2

2𝜋
= 𝑂(𝜆1/2𝑛 ), 𝑛 ∈ Z+}.
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Вместо 𝐸𝑛(𝑔)𝐿𝑝
2𝜋
мы будем рассматривать наилучшие приближения

целыми функциями экспоненциального типа. Пусть 𝜎 ≥ 0, 𝑔(𝑧) является
целой функцией и для любого 𝜀 > 0 существует 𝐴 = 𝐴(𝜀) > 0, такое
что |𝑔(𝑧)| ≤ 𝐴𝑒(𝜎+𝜀)|𝑧| для всех 𝑧 ∈ C. Тогда будем говорить, что 𝑔(𝑧)
принадлежит пространству целых функций 𝐸𝜎 экспоненциального типа
не выше 𝜎. Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑞(R), 1 ≤ 𝑝 <∞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞, 𝜎 ≥ 0, определим

𝐴𝜎(𝑓)𝐿𝑝,𝑞 = inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝,𝑞 : 𝑔 ∈ 𝐿𝑝,𝑞(R) ∩ 𝐸𝜎}.

При 𝑝 = 𝑞 вместо 𝐴𝜎(𝑓)𝐿𝑝,𝑝 будем писать 𝐴𝜎(𝑓)𝑝.
Целью нашей работы является установление аналога теоремы A для

двух различных пространств Лоренца и преобразований Фурье, а также
теоремы B для различных пространств Лебега и широких классов по-
следовательностей, эквивалентных последовательности наилучших при-
ближений. Приводится количественный аналог теоремы М. Рисса для
преобразований Фурье.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝1, 𝑝2 < 2, 1 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑝′1, 1 ≤ 𝑞2 ≤ 𝑝′2, 1/𝑟 =
1/𝑝1 + 1/𝑝2 − 1 ∈ (1/2, 1), 1/𝑠 = 1/𝑞1 + 1/𝑞2 (т.е. 1/𝑠 ≥ 1/𝑟′). Если
𝑓 ∈ 𝐿𝑝1,𝑞1(R), 𝑔 ∈ 𝐿𝑝2,𝑞2(R), то ℎ = 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐿𝑟,𝑠(R) и справедливы
неравенства⎛⎝�

R

|𝑥|𝑠/𝑟′−1|̂︀ℎ(𝑥)|𝑠 𝑑𝑥
⎞⎠1/𝑠

≤ 𝐶‖𝑓‖*𝐿𝑝1,𝑞1‖𝑔‖*𝐿𝑝2,𝑞2 ,

⎛⎜⎝ �

|𝑥|≥𝑛

|𝑥|𝑠/𝑟′−1|̂︀ℎ(𝑥)|𝑠 𝑑𝑥
⎞⎟⎠

1/𝑠

≤ 𝐶𝐴𝑛(𝑓)𝐿𝑝1,𝑞1𝐴𝑛(𝑔)𝐿𝑝2,𝑞2 , 𝑛 ∈ N,

где 𝐴𝑛(𝑓)𝐿𝑝,𝑞 определено в конце Введения.

Следствие 1. Пусть 1 < 𝑝1, 𝑝2 < 2, 1/𝑟 = 1/𝑝1+1/𝑝2− 1 ∈ (1/2, 1).
Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1(R), 𝑔 ∈ 𝐿𝑝2(R), то ℎ = 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐿𝑟(R) и справедливы
неравенства ⎛⎝�

R

|̂︀ℎ(𝑥)|𝑟′ 𝑑𝑥
⎞⎠1/𝑟′

≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝1‖𝑔‖𝑝2,

⎛⎜⎝ �

|𝑥|≥𝑛

|̂︀ℎ(𝑥)|𝑟′
⎞⎟⎠

1/𝑟′

≤ 𝐶𝐴𝑛(𝑓)𝑝1𝐴𝑛(𝑔)𝑝2, (1)
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где 𝐴𝑛(𝑓)𝑝 = 𝐴𝑛(𝑓)𝐿𝑝,𝑝.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝1, 𝑝2 < 2, 1 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑝′1, 1 ≤ 𝑞2 ≤ 𝑝′2, 1/𝑟 =
1/𝑝1 + 1/𝑝2 − 1 ∈ (1/2, 1), 1/𝑠 = 1/𝑞1 + 1/𝑞2. Если 1 ≤ 𝜃 < 𝑠, то
существуют 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝1,𝑞1(R), 𝑔0 ∈ 𝐿𝑝2,𝑞2(R), такие что ℎ0 = 𝑓0 * 𝑔0 /∈

𝐿𝑟,𝜃(R) и интеграл
∞�
0

𝑥𝜃/𝑟
′−1| ̂︀ℎ0(𝑥)|𝜃 𝑑𝑥 расходится.

Замечание 1. Теоремы 1 и 2 дают обобщение теоремы A на случай
различных пространств Лоренца и преобразований Фурье.

Докажем точность неравенства (1) из следствия 1.

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑝1, 𝑝2 < 2, 1/𝑟 = 1/𝑝1 + 1/𝑝2 − 1, последо-
вательности {𝜈𝑛}∞𝑛=1 и {𝜇𝑛}∞𝑛=1 убывают к нулю и для них выполнены
условия

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜈𝑝1𝑘 𝑘
−1 ≍ 𝜈𝑝1𝑛 , 𝑛 ∈ N;

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜇𝑝2𝑘 𝑘
−1 ≍ 𝜇𝑝2𝑛 , 𝑛 ∈ N. (2)

Пусть также {𝜈𝑛}∞𝑛=1 и {𝜇𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяют Δ2-условию 𝜈𝑛 ≤
𝐶𝜈2𝑛, 𝜇𝑛 ≤ 𝐶𝜇2𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда существуют функции 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝1(R),
𝑔0 ∈ 𝐿𝑝2R), такие что 𝐴𝑛(𝑓0)𝑝1 ≍ 𝜈𝑛, 𝐴𝑛(𝑔0)𝑝2 ≍ 𝜇𝑛, 𝑛 ∈ N. и для
ℎ0 = 𝑓0 * 𝑔0 ∈ 𝐿𝑟(R) верно, что⎛⎜⎝ �

|𝑥|≥𝑛

( ̂︀ℎ0(𝑥))𝑟′ 𝑑𝑥
⎞⎟⎠

1/𝑟′

≍ 𝜈𝑛𝜇𝑛, 𝑛 ∈ N.

Замечание 2. Следствие 1 и теорема 3 дают обобщение теоремы B на
более широкий класс двусторонних мажорант наилучших приближений
и на случай преобразований Фурье. Легко видеть, что последовательно-
сти 𝜈𝑛 = 𝑛−𝛼, 𝛼 > 0, 𝜇𝑛 = 𝑛−𝛽, 𝛽 > 0, удовлетворяют условию (2).

Теорема 4. Пусть выполнены условия следствия 1, 2 ≥ 𝜃 > 𝑟,
𝛾 ∈ (0, 𝑟′). Тогда существуют функции 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝1(R), 𝑔0 ∈ 𝐿𝑝2(R), такие
что ℎ0 = 𝑓0 * 𝑔0 /∈ 𝐿𝜃(R) и ̂︀ℎ0 /∈ 𝐿𝛾(R).

В заключение установим аналог теоремы 𝐷.

Теорема 5. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1(R), ̂︀𝑓 ∈ 𝐿1(R) и {𝜀𝑛}∞𝑛=1 — убываю-
щая к нулю последовательность. Тогда функция 𝑓 удовлетворяет со-
отношению

�
|𝑥|≥𝑛

| ̂︀𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝑂(𝜀𝑛), 𝑛 ∈ N, в том и только в том слу-

чае, когда 𝑓 = 𝑔 * ℎ, где 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(R) и при этом 𝐴𝑛(𝑓)2 = 𝑂(𝜀
1/2
𝑛 ) и

𝐴𝑛(𝑔)2 = 𝑂(𝜀
1/2
𝑛 ) для всех 𝑛 ∈ N.
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Замечание 3. Некоторые результаты для мультипликативных пре-
образований Фурье. близкие к теоремам 3-5 настоящей работы, можно
найти в [11].
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