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Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, ñõîäÿùèõñÿ ê ðàçëàãàåìîé
ôóíêöèè, ìíîæèòåëü Âåéëÿ W (k) = log22(k+1), êàê è äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëî-
æåíèé.
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Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ [1, 2] ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëå-
íèå.

Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( · , · ) (äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà íàä R), {en}∞n=1 ⊂ H

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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� ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà íîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ, f ∈ H � ðàñêëà-
äûâàåìûé ýëåìåíò. Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{rn}∞n=0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {f̂n}∞n=1:

r0 = f ; f̂n = (rn−1, en), rn = rn−1 − f̂nen, n = 1, 2, . . . .

Îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 íàçûâàåò-

ñÿ ðÿä
∞∑
n=1

f̂nen.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, òî îðòîðåêóð-
ñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî íåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Äàæå
áåç îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé âûïîë-
íÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé, òàêèå êàê ðà-
âåíñòâî Áåññåëÿ

∥rN∥2 =

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂nen

∥∥∥∥∥
2

= ∥f∥2 −
N∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ,
íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ≤ ∥f∥2

è ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðà-
âåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 = ∥f∥2

(ñì., íàïðèìåð, [2]).
Â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ èçâåñòíà òåîðåìà Ìåíüøîâà�Ðàäåìà-

õåðà (ñì. [3, 4] èëè [5, ñ. 332, 532]), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè

ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ðÿäà îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé σ =
∞∑
k=1

akφk(x)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|ak|2 log22(k + 1).

Ìåíüøîâûì Ä.Å. â [3] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðèâåäåííîì óñëî-
âèè log22(k+1) íåëüçÿ çàìåíèòü íà ëþáóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü o

(
log22(k + 1)

)
� ðàñòóùóþ ìåäëåííåå log22(k + 1). Äîêàçûâàþùèå

ýòîò ôàêò òåîðåìû ðÿäà àâòîðîâ ñì. â [5, ãë. 9, � 1].
Î ïåðåíîñå òåîðåìû Ìåíüøîâà�Ðàäåìàõåðà íà ðÿä äðóãèõ ñèñòåì ñì.

[6].
Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëîãè÷íîì óñëîâèè íà êîýôôèöèåíòû îðòî-

ðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, ãàðàíòèðóþùèå èõ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.
Îêàçàëîñü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ñëåäóþùàÿ (ñì. [7]).

94



Òåîðåìà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(Ω), 0 < µΩ < ∞, ñåïà-
ðàáåëüíî, à λk � òàêàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî âñå λk ≥ 1 è

∞∑
k=1

1

λk
= ∞,

òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(Ω), ∥f(x)∥ > 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ íîð-
ìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1, ÷òî îðòîðåêóð-
ñèâíûé ðÿä f(x) ïî ñèñòåìå {ek(x)}∞k=1 íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñò-
ðàíñòâà, íå ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ïî÷òè âñþäó íà Ω è ïðè ýòîì

∞∑
k=1

|f̂k|2 · λk <∞.

Òåîðåìà 2. Åñëè {ek(x)}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(Ω), íîðìû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè
sup
k

∥ek(x)∥ = C < ∞, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk ≥ 1 òà-

êîâà, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

1

λk
= Λ <∞,

à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∞∑
k=1

|ak|2 · λk = L <∞,

òî ôóíêöèîíàëüíàé ðÿä
∞∑
k=1

akek(x) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó

íà Ω è ∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

|akek(x)|

∥∥∥∥∥ ≤ C
√
LΛ.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè òåîðåìû äî-
ïîëíÿþò äðóã äðóãà è íå ìîãóò áûòü óñèëåíû.

Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

1
λk

ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî,

åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïî íîðìå ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè (÷òî èìååò ìåñòî, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì). Áîëåå êîíêðåòíî, ïîëó-
÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) ∈
L2(Ω) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1 ñõî-
äèòñÿ ê f(x) â L2(Ω) è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

|f̂k|2 log22(k + 1),

òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå
∞∑
k=1

f̂kek(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþ-

äó íà Ω.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ïî íîðìå ê ðàçëàãàåìîé
ôóíêöèè, ìíîæèòåëåì Âåéëÿ ÿâëÿåòñÿ, êàê è äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ
ñèñòåì (ñì. [5, Ãë. 9]), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk = log22(k + 1). Ýòî óñè-
ëåíèå ðåçóëüòàòà èç [7], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ
ðàçëîæåíèé, ñõîäÿùèõñÿ ïî íîðìå ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè, ìíîæèòåëåì
Âåéëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk =

√
k. Óëó÷øèòü òåîðåìó 3 íåëü-

çÿ, òàê êàê îêîí÷àòåëüíîñòü ìíîæèòåëÿ Âåéëÿ log22(k + 1) óñòàíîâëåíà
äàæå äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì (ñì. â [3] è [5, ãë. 9, � 1]).
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