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Â ðàáîòà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíîå ýëëèïòè÷åñêîå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå â êâàäðàíòå è ñâÿçàííàÿ ñ íèì äèñêðåòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Îïèñà-
íû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äèñêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è â äèñêðåòíûõ àíàëîãàõ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî. Äàåòñÿ ñðàâíåíèå äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ ñ
ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîíòèíóàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ïà-
ðàìåòðà äèñêðåòèçàöèè.
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Ââåäåíèå

Àâòîðû íà÷àëè ðàçðàáîòêó äèñêðåòíîé òåîðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà [1, 3]
êàê ïðîñòåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿ ê ìîäåëüíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-
ðàì è óðàâíåíèÿì (ïîêà â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ) â äèñêðåòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ L2(hZm), L2(hZm+), h > 0, è ñðàâíåíèå äèñêðåòíûõ è êîíòè-
íóàëüíûõ ðåøåíèé.

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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Îêàçàëîñü, ÷òî êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé âûãëÿ-
äèò ïîäîáíî êîíòèíóàëüíîìó ñëó÷àþ, è â ñëó÷àå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïà-
ðàìåòðà äèñêðåòèçàöèè äèñêðåòíûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåõîäÿò â
ñâîé êîíòèíóàëüíûé àíàëîã. Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäå-
íû äëÿ áîëåå îáùèõ ìîäåëüíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â
äèñêðåòíûõ àíàëîãàõ Hs-ïðîñòðàíñòâ [4, 5] ñî ñðàâíåíèåì äèñêðåòíûõ è
íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé [6, 7].

Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì íîâóþ ìîäåëüíóþ îáëàñòü � êâàä-
ðàíò â R2, âûäåëÿåì äèñêðåòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó è îïèñûâàåì åå óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå äàåì ñðàâíåíèå äèñêðåòíûõ è êîíòèíóàëüíûõ ðå-
øåíèé. Ìû èñïîëüçóåì ïåðèîäè÷åñêèé àíàëîã âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè [1]
äëÿ îïèñàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ìîäåëüíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ïîñòàíîâêè äèñêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Âñþäó íèæå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî òàêîå ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèìâîëà âîçìîæíî.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Z2 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì K = {x ∈
R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} ïåðâûé êâàäðàíò íà ïëîñêîñòè, ks =
hZ2 ∩ K,h > 0. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà
ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2,, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Îáîçíà÷èì T2 êâàäðàò [−π, π]2, h > 0, ℏ = h−1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèè, èçíà÷àëüíî çàäàííûå â êâàäðàòå, êàê ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå íà âñåé ïëîñêîñòè Rm ñ îñíîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ T2.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôîðìóëîé

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑
x̃∈hZ2

e−ix̃·ξud(x̃)h
2, ξ ∈ ℏT2,

â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè òàêîãî ðÿäà, è ôóíêöèÿ ũd(ξ) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèé â R2 ñ îñíîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ ℏT2.

Ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé è èõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå ìû îïðåäåëèì äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè øèðîêîãî êëàññà äèñêðåòíûõ óðàâíå-
íèé. Ââîäèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è îáîçíà÷åíèå

ζ2 = h−2((e−ih·ξ1 − 1)2 + (e−ih·ξ2 − 1)2).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZ2) ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ
(îáîáùåííûõ) ôóíêöèé è ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà S(hZ2)
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ïî íîðìå

||ud||s =

�

ℏT2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

.

Ïðîñòðàíñòâî Hs(Kd) ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-
ñòâà Hs(hZ2), ÷üè íîñèòåëè ñîäåðæàòñÿ â Kd. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
Hs(Kd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZ2).

Åñëè Ãd(ξ) � èçìåðèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â R2 ñ îñíîâíûì
êóáîì ïåðèîäîâ ℏT2, ìû íàçûâàåì åå ñèìâîëîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-
ðîì Ad ñ ñèìâîëîì Ãd(ξ) â äèñêðåòíîì êâàäðàíòå Kd íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

h2
�

ℏT2

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd,

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Ad � ýëëèïòè÷åñêèé, åñëè

ess inf
ξ∈ℏT2

|Ãd(ξ)| > 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ≤ |Ad(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ2|)α/2

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h.

Äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ

Ìû èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kd, (1)

â ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè∑
x̃1∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = fd(x̃2),
∑

x̃2∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = gd(x̃1),∑
x̃∈hZ++

ud(x̃1, x̃2)h
2 = 0.

(2)

Ïðè íàëè÷èè ñïåöèàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè
ñèìâîëà Ãd(ξ) ñ èíäåêñîì æ, òàêèì, ÷òî æ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2 ìîæíî
îòìåòèòü ñëåäóþùèé ôàêò.

67



Òåîðåìà 1. Ïóñòü fd, gd ∈ Hs+1/2(hZ). Òîãäà äèñêðåòíàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à (1),(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ àïðèîðíîé îöåíêîé

||ud||s ≤ const(||fd||s+1/2 + ||gd||s+1/2)

ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò h.
Êîíòèíóàëüíûé àíàëîã � ýòî ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (3)
+∞�

0

u(x1, x2)dx1 = f(x2),

+∞�

0

u(x1, x2)dx2 = g(x1),

�

K

u(x)dx = 0. (4)

ãäå A � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(ξ), ξ = (ξ1, ξ2),
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

c1(1 + |ξ)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ)α.

è äîïóñêàþùèì âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî K ñ èíäåêñîì æ,
òàêèì, ÷òî æ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2. Ñïåöèàëüíûé ïîäáîð äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé fd, gd è ýëåìåíòîâ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f, g ∈ S(R),æ > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà äëÿ ðåøåíèé u è ud êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è (3),(4) è åå äèñêðåò-
íîãî àíàëîãà (1),(2)

|u(x̃)− ud(x̃)| ≤ C(f, g)hβ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(f, g) çàâèñèò îò ôóíêöèé f, g, β > 0 ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì.
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