ВОПРОСЫ ГЭК
по Аналитической геометрии

1. Смешанное произведение векторов, его основные свойства и 
выражение в координатах.

Определение. Смешанным произведением трех некомпланарных  векторов 
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 называется  число, которое обозначается (
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) и получается следующим образом: первые два вектора перемножаются векторно, и полученный вектор на третий умножается скалярно: 
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Если указанные векторы компланарны, то их смешанное произведение по определению равно нулю.

Основные свойства смешанного произведения.

1. Смешанное произведение трех векторов обращается в 0 тогда и только тогда, когда эти векторы компланарны.

2. Смешанное произведение (
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) положительно (отрицательно) тогда и только тогда, когда указанная тройка векторов правая (левая).

3. Геометрический смысл модуля смешанного произведения – объём параллелепипеда, построенного на этих векторах как на сторонах.

4. При перестановке любых двух векторов смешанное произведение меняет знак.

5. При циклической перестановке сомножителей смешанное произведение сохраняется.
6. Числовой множитель может быть отнесен к любому сомножителю в смешанном произведении, а также ко всему смешанному произведению целиком (ассоциативность относительно числового множителя).

7. Смешанное произведение векторов дистрибутивно относительно сложения (дистрибутивность относительно сложения) 

Докажем, например, последнее свойство. Используя определение, имеем:
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) = (в силу дистрибутивности скалярного произведения) = 
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Используя свойства 6 и 7, получаем следующее правило 1:

Смешанное произведение трех векторов в координатах равно смешанному произведению базисных векторов, умноженному на определитель 3-го порядка, строчками которого являются координаты перемножаемых векторов.
В случае ортонормированного базиса (правого) смешанное произведение базисных векторов равно 1, поэтому получаем правило 2:

Смешанное произведение трех векторов в ортонормированных координатах равно определителю 3-го порядка, строчками которого являются координаты перемножаемых векторов.
Примечание. При подготовке данного вопроса студентам рекомендуется вспомнить ряд понятий, используемых  при изложении: определение векторного произведения, определение скалярного произведения, понятия компланарности векторов, правой и левой тройки, координат вектора в произвольном и в ортонормированном базисе (см Лекции по Анал. геом. или любой рекомендованный лектором учебник). 


2. Основная теорема о плоскости. Угол между 2-мя плоскостями.
Основная теорема о плоскости: В аффинной системе координат всякая плоскость определяется уравнением первой степени, и обратно – всякое уравнение 1-й степени определяет некоторую плоскость.
Доказательство. Необходимость. Зададим положение плоскости 
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 относительно аффинной системы координат следующими объектами: точка 
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 и два вектора 
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 причем указанные векторы не должны быть коллинеарными. Произвольная точка пространства 
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 будет принадлежать плоскости 
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 тогда и только тогда, когда три вектора: 
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 компланарны. Вспоминая, что условие компланарности трех векторов в координатах состоит в обращении в 0 определителя 3-го порядка, составленного из координат этих векторов, приходим к равенству:
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Раскладывая  данный определитель по 1-й строке и обозначая соответствующие алгебраические дополнения через   A, B, C, получаем  равенство:
A (
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) =0. Раскрывая скобки и обозначая свободный член через D, приходим к равенству: A
[image: image50.wmf]x

 + B
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 + C
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 + D = 0, которое и является уравнением плоскости 
[image: image53.wmf]p

. Заметим, что предположение, что все три коэффициента при неизвестных обращаются в 0,  влечет коллинеарность векторов 
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 и 
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 против нашего предположения. Таким образом, полученное уравнение является уравнением 1-й степени, что доказывает необходимость.
Достаточность. Дано уравнение 1-й степени вида: A
[image: image56.wmf]x

 + B
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 + C
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 + D = 0. Будем предполагать, что, например, третий коэффициент C не равен нулю. Надо доказать, что графиком этого уравнения является некоторая плоскость. Заметим, что всякое уравнение, в левой части которого стоит функция от переменных 
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 определяет в пространстве некоторую поверхность. Таким образом, заданное уравнение определяет в пространстве какую-то поверхность S. Зададим преобразование аффинных координат по формулам:
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(Указанная система определяет преобразование аффинных координат, т. к. определитель этой системы равен C  
[image: image63.wmf]0
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Тогда в новой аффинной системе координат уравнение поверхности S приобретает вид: 
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=0. Таким образом, поверхность S есть координатная плоскость 
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, то есть некоторая плоскость, ч.т.д.

Задача: Угол между 2-мя плоскостями (в декартовой системе координат)

 В некоторой декартовой системе координат заданы две плоскости своими общими уравнениями:
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Требуется найти угол между этими плоскостями (будем искать косинус угла). Как известно из школьной геометрии, пересекающиеся плоскости образуют двугранный угол, который измеряется своим  линейным углом. Обозначим линейный угол между заданными плоскостями через 
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. Построим вектора-нормали к данным плоскостям. Положим 
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 . Угол между нормалями равен либо углу 
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 (как углы со взаимно перпендикулярными сторонами). Поэтому 
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, а т.к. угол 
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 не может быть тупым, то 
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. Т.к. в декартовой системе координат координатами нормального вектора к плоскости являются коэффициенты общего уравнения этой плоскости, получаем: 
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. Отсюда находим, используя выражение косинуса через скалярное произведение векторов:
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Замечание. Рекомендуется при решении данной задачи сделать чертеж (см. лекции по Анал. геометрии  или любой рекомендованный учебник). 

3. Определение эллипса и его основные свойства
Определение. Эллипсом называется множество всех точек плоскости, для каждой из которых сумма их расстояний до двух фиксированных точек этой плоскости, называемых фокусами, есть некоторая постоянная для этого эллипса величина.
Для вывода уравнения эллипса зададим декартову систему координат так, чтобы фокусы находились на оси Ox симметрично друг другу относительно начала координат (эта система координат далее называется канонической). Обозначая расстояние между фокусами эллипса через 2
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 , а константу, упомянутую в определении, через 
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, получаем условие принадлежности произвольной точки плоскости 
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 к эллипсу в виде:
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Чтобы избавиться от радикалов, дважды возведем это равенство в квадрат. Далее, вводя новую константу 
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 получаем каноническое уравнение эллипса в виде:
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откуда следует, что эллипс является линией 2-го порядка.

Основные свойства эллипса.

1. Эллипс имеет две оси симметрии, совпадающие с осями канонической декартовой системы координат, и один центр симметрии, совпадающий с началом канонической декартовой системы координат. 

Доказательство следует из чётности левой части уравнения эллипса по переменным 
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 и  
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2. Эллипс находится в прямоугольнике со сторонами 
[image: image98.wmf]2
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 и 
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, параллельными осям симметрии эллипса, а центр прямоугольника совпадает с центром симметрии эллипса.
Доказательство. Из канонического уравнения эллипса находим:
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Легко видеть, что данная система определяет указанный выше прямоугольник.
3. Вершинами эллипса называются точки пересечения эллипса с его осями симметрии. Эллипс имеет 4 вершины, лежащие на осях канонической системы координат .
Для нахождения координат вершин надо составить систему из уравнения эллипса и уравнения одной из осей симметрии (то есть осей  Ox и Oy). В результате получаем 4 вершины:
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4. Часть эллипса, лежащая в 1-й координатной четверти, является графиком монотонно убывающей функции, убывающей от вершины 
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 до вершины 
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Для доказательства надо из канонического уравнения эллипса найти выражение переменной 
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 через  
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, т. е. функцию 
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откуда следует, что 
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 есть монотонно убывающая функция. Ее область определения представляет собой интервал 
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. Находим значения этой функции на концах интервала: 
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Соответствующие точки на графике есть 
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5. Эксцентриситетом эллипса называется неотрицательное число 
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 Следующие условия эквивалентны между собой:
             Фокусы эллипса совпадают;
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Эллипс есть окружность радиуса 
[image: image117.wmf]r

.
Таким образом, окружность может быть определена как эллипс с совпадающими фокусами или как эллипс с нулевым эксцентриситетом или как эллипс с равными полуосями.

Замечание. При подготовке данного вопроса студентам рекомендуется сделать чертеж, на котором указан эллипс, его фокусы и вершины. Полезно также провести сравнение эллипса с другой линией 2-го порядка – гиперболой (см. Лекции по Анал. геом. или любой учебник, рекомендованный лектором).
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