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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С СУММИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
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Методом Фурье получено классическое решение смешанной задачи для волнового
уравнения с суммируемым потенциалом на простейшем геометрическом графе,
состоящем из двух ребер, одно из которых образует цикл. Используется подход,
базирующийся на методе контурного интегрирования резольвенты оператора, ко-
торый позволяет с помощью специального преобразования формального ряда
получить классическое решение задачи, и при этом избежать трудоемкого иссле-
дования уточненных асимптотик собственных значений и собственных функций
соответствующего оператора.
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MIXED PROBLEM FOR A WAVE EQUATION
WITH INTEGRABLE POTENTIAL ON A TWO-EDGE

GRAPH CONTAINING A CYCLE1

M. Sh. Burlutskaya, Ya. P. Korzhova (Voronezh, Russia)
bmsh2001@mail.ru

A mixed problem for a wave equation with integrable potential on a two-edge graph
containing a cycle is considered. The approach used is based on the contour integration
of the operator’s resolvent. With the help of a special transformation of a formal series,
a classical solution of the problem by the Fourier method is obtained. This approach
makes it possible to do without an expensive analysis of improved asymptotics for the
eigenvalues and eigenfunctions of the operator.
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Рассматривается смешанная задача для волнового уравнения на про-
стейшим геометрическом графе Γ = {γ1, γ2}, состоящем из двух ребер,
одно из которых γ1 образует цикл. При параметризации каждого ребра
графа отрезком [0, 1] , задача будет иметь вид:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
−Q(x)u(x, t), (1)

u1(0, t) = u1(1, t) = u2(0, t), u2(1, t) = 0, (2)

u′1x(0, t)− u′1x(1, t) + u′2x(0, t) = 0, (3)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]. (4)

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 19-11-
00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете)
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Здесь u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T (T — знак транспонирования), ϕ(x) =

(ϕ1(x), ϕ2(x))
T , Q(x) = diag(q1(x), q2(x)), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞). Усло-

вия (2) обеспечивают непрерывность решения во внутреннем узле графа
и неподвижное закрепление свободного конца на втором ребре. Усло-
вие (3) является частным случаем условий трансмиссии [1], нулевые зна-
чения для производных в (2) берутся для простоты.

Различные задачи для волнового уравнения на геометрических гра-
фах активно изучались: имеется достаточно много результатов в случае
нулевого потенциала (см., например, [2–5]), исследовались задачи с при-
влечением теории обобщенных функций [6], а также с помощью описа-
ния дифференциального уравнения в терминах производных по мере [7],
проводилось численное решение задач [8,9].

Используя резольвентный подход (см., например, [10]), в [11] полу-
чено классическое решение смешанной задачи на графе из двух ребер-
колец, касающихся в одной точке (узле графа), в случае непрерывных
потенциалов. При этом метод Фурье применялся с использованием идей
по ускорению сходимости рядов, идущих от А.Н. Крылова, и позволя-
ющих получать классическое решение при минимальных требованиях
на начальные функции. Здесь рассматривается простейший граф иной
конфигурации. Такие простейшие графы являются базовыми: наличие
всего лишь двух ребер у графа упрощает техническую часть исследо-
вания, но позволяет понять трудности, возникающие при исследовании
подобных задач. Так, в [12], где впервые на графе Γ исследовалась сме-
шанная задача для уравнения с инволюцией, показано, что простейшим
может быть только рассматриваемый граф (на графе без цикла или с
двумя циклами постановка задачи для уравнения первого порядка ока-
зывается некорректной [12]).

Исследуем задачу (1)–(2) в предположении, что qj(x) ∈ L[0, 1] и ком-
плекснозначны. Здесь используется техника работ [13,14].

Классическим решением будем называть вектор-функцию
u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))

T , компоненты которой абсолютно непре-
рывны вместе с первой производной по x и t, удовлетворяют граничным
и начальным условиям (2)–(2), и удовлетворяют дифференциальному
уравнению (1) лишь почти всюду.

По методу Фурье, полагая в задаче (1)–(2) u1(x, t) = T (t)y1(x),
u2(x, t) = T (t)y2(x), придем к спектральной задаче для оператора

(Ly)(x) =
(
−y′′1(x) + q1(x)y1(x), −y′′2(x) + q2(x)y2(x)

)T
, y = (y1, y2)

T ,

y1(0) = y1(1) = y2(0), y2(1) = 0, y′1(0)− y′1(1) + y′2(0) = 0.

Через L0 обозначаем оператор, который есть оператор L при qj(x) ≡ 0.

81



Собственные значения оператора L0 есть λ(0k)n = (ρ
(0k)
n )2, где ρ(01)n = πn,

ρ
(02)
n = b1 + 2πn, ρ(03)n = b2 + 2πn, b1,2 = −i ln((2 ±

√
5i)/3) (под ln z

понимается главное значение Lnz, при arg z ∈ (−π; π]). Собственные
значения оператора L образуют три серии: λ(k)n = (ρ

(k)
n )2 с асимптоти-

кой ρ(k)n = ρ
(0k)
n + ε

(k)
n , k = 1, 2, 3, где ε(k)n = o(1), n > n0, n0 — некоторое

достаточно большое натуральное число.
Схема резольвентного подхода с использованием идей А.Н. Крылова

по ускорению сходимости ряда предполагает преобразование формаль-
ного ряда, и разбиение его на сумму двух рядов u(x, t) = u0(x, t)+u1(x, t)
(см., например, [10, теорема 2], [11, теорема 3]). Ряд u0(x, t) оказывается
формальным рядом задачи, соответствующей задаче (1)–(2) с qj(x) = 0
и ϕ̃(x) = R0

µ0
g вместо ϕ(x), и называемой эталонной (здесь µ0 не яв-

ляется собственным значением операторов L и L0, g = (L − µ0E)ϕ).
Возможность дифференцирования ряда u1(x, t) устанавливается за счет
имеющихся оценок резольвент операторов L и L0. При этом на ϕ(x) на-
кладываются следующие требования:

ϕj(x), ϕ
′
j(x) ∈ AC[0, 1], Lϕ ∈ L2

2[0, 1],

ϕ1(0) = ϕ1(1) = ϕ2(0), ϕ2(1) = 0, ϕ′1(0)− ϕ′1(1) + ϕ′2(0) = 0.
(5)

Теорема 1. При qj(x) = 0 и ϕ̃(x) = R0
µ0
g вместо ϕ(x) классическое

решение задачи (1)–(2) существует и дается формулой

u0(x, t) =
1

2
(F (x+ t) + F (x− t)),

где вектор-функция F (x) обладает следующими свойства-
ми: F (x) и F ′(x) абсолютно непрерывны при x ∈ (−∞,+∞),
F ′′(x) ∈ L2

2[−A,A], для любого A > 0, F (x) = ϕ̃(x) = R0
µ0
g при

x ∈ [0, 1], и F (x) удовлетворяет соотношениям

F1(−x) =
1

3
[2F1(1− x) + 2F2(x)− F1(x)],

F2(−x) =
1

3
[2F1(x) + 2F1(1− x)− F2(x)],

F1(1 + x) =
1

3
[2F1(x) + 2F2(x)− F1(1− x)],

F2(1 + x) = −F2(1− x).

Теорема 2. Если qj(x) ∈ L[0, 1], вектор-функция ϕ(x) удовлетво-
ряет условиям (5), то сумма u(x, t) формального решения является
классическим решением задачи (1)–(2), когда уравнение (1) удовлетво-
ряется почти всюду.
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