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Рассматривается задача минимизации невыпуклой в общем случае функции с
непрерывным по Липшицу градиентом на вещественном компактном многооб-
разии без края. Обсуждаются условия ограничения ошибки в указанной задаче,
которые могут заменить условие выпуклости. В качестве примера многообразий
рассмотрены вещественном многообразии Штифеля или Грассмана. Многобра-
зие Штифеля рассматривается как вложение в пространство матриц. Многообра-
зие Грассмана рассмотрено как вложение в пространство симметричных матриц.
В этой ситуации доказана проксимальная гладкость многообразия Штифеля с
константой 1 и многообразия Грассмана с константой 1/

√
2 в Фробениусовской

норме. Получены достаточные условия сходимости метода проекции градиента в
определенных случаях. Получены формулы для вычисления метрической проек-
ции на указанные многообразия для точек, достаточно близких к многообразию
(не далее константы проксимальной гладкости).
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The problem of minimization for a nonconvex in general function with Lipschitz
continuous gradient on a smooth manifold without egde is considered. Error bound
conditions which can replace the convexity condition are discussed in this problem.
As an example of manifolds the real Stiefel or Grassmann manifolds are considered.
The Stiefel manifold is embedded in a matrix space. The Grassmann manifold is
embedded in a space of symmetric matrices. Proximal smoothness of the Stiefel
manifold with constant 1 and the Grassmann manifold with constant 1/

√
2 in the

Frobenius norm is proved in this situation. Sufficient conditions of convergence for the
gradient projection algorithm are obtained in certain cases. Formulas for calculating
the metric projection onto considered manifolds for sufficiently close points (not
further than proximal smoothness constant) are obtained.
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Рассмотрим задачу
min
S
f(x), (1)

где S — компактное гладкое многообразие без края, а функция f имеет
липшицев градиент f ′ с константой L1 > 0. Мы будем предполагать, что
S задаётся системой S = {x ∈ Rn | g(x) = 0}, g : Rn → Rm, m < n. Для

матрицы Якоби g′(x) =
(
∂gi(x)
∂xj

)
i=1...m,j=1...n

∈ Rm×n ранг rank g′(x) = m

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 16-11-10015).
1The article is done with the financial support of RSF (project № 16-11-10015).
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для всех x ∈ S. Определим ̺S(X) = ̺(x, S) = inf
a∈S
‖x − a‖ — расстоя-

ние от точки x до множества S. Мы будем предполагать проксимальную
гладкость S [1,2] с константой R > 0. Последнее эквивалентно тому, что
для каждой точки x ∈ US(R) = {x ∈ Rn | 0 < ̺S(x) < R} существу-
ет единственная метрическая проекция PSx на множество S, которая
непрерывна по x ∈ US(R).

Пусть Ω — множество стационарных точек в (1), т.е. Ω = {x∗ ∈
S | f ′(x∗) ∈ −N(S, x∗)}. Для проксимально гладкого множества в ка-
честве N(S, x∗) можно понимать любой нормальный конус (они все сов-
падают). Рассмотрим алгоритм поиска стационарной точки в задаче (1),
а также точек минимума.

Обычно при решении задачи (1) используются шаги метода проекции
градиента, ассоциированные с геодезическими на многообразии S [3].

Мы предлагаем подход [4, 5], в котором метод проекции градиента
записывается в стандартном виде

x0 ∈ S, xk+1 = PS(xk − tf ′(xk)), k = 0, 1, . . . . (2)

Пусть Gt(x) = 1
t (x−PS(x−tf ′(x))), x ∈ S, — градиентное отображение

[6], а PTxf
′(x) — проекция f ′(x) на касательное подпространство Tx ко

множеству S в точке x ∈ S, т.е.

PTxf
′(x) =

(
In − g′(x)T

(
g′(x)g′(x)T

)−1
g′(x)

)
f ′(x),

In — единичная n× n матрица.
Рассмотрим некоторые условия ограничения ошибки: существует та-

кое µ > 0, что µ̺Ω(x) ≤ ‖PTxf ′(x)‖ (будем называть это условие каса-
тельное ограничение ошибки или tEB) или µ̺Ω(x) ≤ ‖Gt(x)‖ для всех
x ∈ S (будем называть это условие градиентное ограничение ошибки или
gEB). Условие tEB предложил А. Тремба.

Свойства tEB и gEB позволяют получить сходимость метода проек-
ции градиента со скоростью геометрической прогрессии в ряде случаев.

Пусть в задаче min
x∈Q

f(x) выполнено условие gEB и Ω есть множество

глобальных минимумов функции f на множестве Q ∩ {x ∈ Rn | f(x) ≤
f(x0)}, где x0 ∈ Q. В работе [5] доказано, что если множество Q ⊂ Rn

проксимально гладкое с константой R > 0 (Q не обязательно является
многообразием), а функция f : Rn → R липшицева с константой L0 и
ее градиент f ′ липшицев с константой L1, то при выборе 0 < t ≤ 1

L1+
3L0
R

метод проекции градиента (2) для задачи min
x∈Q

f(x) с начальным условием

x0 сходится со скоростью геометрической прогрессии.
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Пусть в задаче (1) множество Ω есть множество глобальных миниму-
мов функции f на множестве S ∩ {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(x0)}, где x0 ∈ S. В
работе [4] для гладкого и проксимально гладкого многообразия S ⊂ Rn

размерности n − 1 предложен алгоритм в духе метода проекции гради-
ента: zk = xk + tPTxkf

′(xk), xk+1 = PSzk. При выборе 0 < t ≤ 1

L1+
2L0
R

и

выполнении условия Лежанского-Поляка-Лоясевича [4], т.е.

∃µ > 0 : µ(f(x)− f(Ω)) ≤ ‖PTxf ′(x)‖2, ∀x ∈ S,
которое эквивалентно условию gEB, указанный метод также сходится со
скоростью геометрической прогрессии.

Аналогичный алгоритм можно предложить и в случаем многообразия
S любой размерности.

Рассмотрим z = (x, λ) ∈ Rn+m и F (z) =

(
f ′(x) + g′(x)Tλ

g(x)

)
. Пусть

λ(x) = −
(
g′(x)g′(x)T

)−1
g′(x)f ′(x) для всех x ∈ S. Заметим, что f ′(x) +

g′(x)Tλ(x) = PTxf
′(x) для всех x ∈ S.

Центральным моментом является следующий результат.

Теорема 3. Пусть в задаче (1) функции f и g дважды непрерывно
дифференцируемы и вторые производные имеют липшицев градиент.
Пусть множество стационарных точек Ω конечно и в каждой из то-
чек x0 ∈ Ω матрица

F ′z(x0, λ(x0)) =


 f ′′(x0) +

m∑
i=1

λi(x0)g
′′
i (x0) g′(x0)T

g′(x0) 0




невырождена. Тогда выполнено tEB: существует такое число µ > 0,
что

µ̺(x,Ω) ≤ ‖PTxf ′(x)‖ ∀x ∈ S.
Доказательство. В невырожденной задаче множество стационарных то-
чек конечно (Ω = {xj}Jj=1). Это легко доказать от противного. Заметим
также, что функция S ∋ x → λ(x) липшицева, обозначим её константу
Липшица через Lλ.

По определению стационарных точек F (xj, λ(xj)) = 0 для всякого
xj ∈ Ω. Тогда из дифференцируемости F (z) по формуле Тейлора имеем
для любого j ∈ {1, . . . , J} при ̺→ +0 асимптотическое равенство

Fx(x) = F (x, λ(x))− F (xj, λ(xj)) = F ′(xj, λ(xj))

[
x− xj

λ(x)− λ(xj)

]
+ oj(̺),
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где ̺ =
√
‖x− xj‖2 + ‖λ(x)− λ(xj)‖2 ≤ ‖x− xj‖

√
1 + L2

λ.
Пусть σ0 > 0 удовлетворяет условию ‖F ′(xj, λ(xj))−1‖ ≤ σ0, j =

1, ..., J . По теореме Банаха об обратном операторе это эквивалентно усло-
вию

‖F ′(xj, λ(xj))h‖ ≥
1

σ0
‖h‖, ∀h ∈ Rn+m, j = 1, ..., J.

Выберем число ℓ > 0 настолько малое, что для всех j = 1, ..., J и h ∈
Rn+m, ‖h‖ ≤ ℓ, выполняется ‖oj(‖h‖)‖ ≤ 1

2σ0
‖h‖.

Зафиксируем x ∈ S, ρ(x,Ω) ≤ ℓ√
1+L2

λ

. Используя разложение Тейлора

относительно ближайшей к x стационарной точки xj с учетом ̺ ≤ ‖x−
xj‖

√
1 + L2

λ ≤ ℓ имеем

‖Fx(x)‖ ≥
∥∥∥∥∥F

′(xj, λ(xj))

[
x− xj

λ(x)− λ(xj)

]∥∥∥∥∥− ‖oj(̺)‖ ≥
1

σ0
̺− 1

2σ0
̺ =

1

2σ0
̺

≥ 1

2σ0
‖x− xj‖ =

1

2σ0
ρ(x,Ω).

Таким образом, выполняется условие tEB

‖PTxf ′(x)‖ = ‖Fx(x)‖ ≥ µρ(x,Ω), ∀x ∈ ∪Jj=1intBr(xj), (3)

где µ = 1/(2σ0), r = ℓ√
1+L2

λ

.

На оставшемся компактном множестве S1 ={
x ∈ S : ρ(x,Ω) ≥ ℓ√

1+L2
λ

}
функция Fx(x) непрерывная, и, в силу

отсутствия в S1 стационарных точек, ‖Fx(x)‖ > 0 для всех x ∈ S1. По
теореме Вейерштрасса существует число b > 0 такое, что ‖Fx(x)‖ ≥ b > 0
для всех x ∈ S1. Посокольку diamS = supx,y∈S ‖x− y‖ ≥ ρ(x,Ω), то

‖Fx(x)‖ ≥ b ≥ b

diamS
ρ(x,Ω), ∀x ∈ S : ρ(x,Ω) >

ℓ√
1 + L2

λ

. (4)

Комбинируя неравенства (3) и (4), получаем условие tEB на всём мно-
жестве S:

‖Fx(x)‖ ≥ min
{ 1

2σ0
,

b

diamS

}
ρ(x,Ω), ∀x ∈ S.

Будем называть задачу (1) невырожденной, если выполнены усло-
вия теоремы 3. Например, условие теоремы выполнено для квадратич-
ной функции f(x) = (x,Λx) на единичной евклидовой сфере, Λ =
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diag{λ1, λ2, ..., λn}, λi < λj для всех i < j, с µ = min
1≤i 6=j≤n

|λi − λj|, а так-

же, более общо, для квадратичной функции на многообразии Штифеля
Sn,k = {X ∈ Rn×k | XTX = Ik}, k ≤ n [7].

Заметим, что условие невырожденности задачи не обязательно для
выполнения условия tEB. Пусть функция x→ λ(x) непрерывно диффе-
ренцируема в некоторой окрестности множества S вида US(δ), δ > 0, и
существует такое число µ > 0, что для любой точки x∗ ∈ Ω выполнено
условие

∥∥∥∥∥F
′
z(x∗, λ(x∗))

(
In

λ′(x∗)

)
h

∥∥∥∥∥ ≥ µ‖h‖, ∀h ∈ Tx∗ ⊂ Rn.

Тогда в соответствующей задаче (1) выполнено условие tEB. Доказа-
тельство повторяет доказательство теоремы 3. Заметим, однако, что об-
ратимость матрицы F ′(x, λ(x)) в точках x ∈ Ω полезна, например, для
применения метода Ньютона.

Условия tEB и gEB эквивалентны. Покажем, что условие tEB влечет
условие gEB. Действительно, пусть x ∈ S, x1 = PS(x − tf ′(x)). Тогда
известно, что ‖PTx1f ′(x1)‖ ≤ (1 + L1t) ‖Gt(x)‖ [4, стр. 7]. Отсюда

̺(x,Ω)− ‖x− x1‖ ≤ ̺(x1,Ω) ≤
1

µ
‖PTx1f

′(x1)‖ ≤
1 + tL1

µ
‖Gt(x)‖,

̺(x,Ω) ≤
(
1 + tL1

µ
+ t

)
‖Gt(x)‖.

Рассмотрим применение полученных результатов в случае многообра-
зий Штифеля и Грассмана. Мы ограничимся вопросами оценки констан-
ты проксимальной гладкости для указанных многообразий и формулами
для нахождения метрической проекции.

Мы можем вычислить наибольшую константу проксимальной глад-
кости для этих многообразий. Многообразие Штифеля определено вы-
ше, а многообразие Грассмана можно определить по формуле Gn,k =
{XXT | X ∈ Sn,k} [8]. Заметим, что многообразие Грассмана вложено (в
определенном смысле изометрично) в пространство симметричных n×n
матриц Sym(n).

Далее мы будем рассматривать указанные реализации многообразий
Sn,k иGn,k в соответствующих евклидовых пространствах Rn×k и Sym(n)
со скалярным произведением (X, Y ) = trXTY , X, Y ∈ Rn×k, и соответ-
ствующей Фробениусовской нормой ‖X‖ =

√
(X,X).

Из [9, Proposition 7] вытекает, что многообразие Штифеля прокси-
мально гладкое с константой R = 1 во Фробениусовской норме. При
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этом PSn,k
X = UIn,kV

T , где In,k = (Ik
...0)T ∈ Rn×k, а X = UΣV T — сингу-

лярное разложение матрицы X . Здесь Σ ∈ Rn×k, а U и V ортогональные
матрицы соответствующих размеров.

Пусть X ∈ Sn,k. Тогда X = UΣV T , U ∈ O(n), V ∈ O(k), Σ =

(Ik
...0)T ∈ Rn×k (сингулярное разложение). Таким образом, любой эле-

мент XXT ∈ Gn,k может быть представлен в ввиде

XXT = UZUT , Z =

(
Ik 0

0 0

)
∈ Rn×n.

Теорема 4. Пусть Y ∈ Sym(n) и Y = W TΛW , W ∈ O(n), Λ =
diag {λ1, λ2, . . . , λn} со свойством λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > λk+1 ≥ · · · ≥ λn,
то есть λk > λk+1. Тогда метрическая проекция PGn,k

Y = {W TZW}.

Доказательство. Легко проверить, что для произвольной ортогональ-
ной матрицы Q ∈ O(n) (Q ∈ O(k)) и для произвольной матрицы
X ∈ Rn×k выполнено равенство ‖QX‖ = ‖X‖ (‖XQ‖ = ‖X‖). Отсю-
да следует, что

‖W TΛW − UZUT‖ = ‖Λ−WUZUTW T‖ = ‖Λ−QZQT‖.

Положим Q = WU . Из равенства ‖Λ−QZQT‖2 =

‖Λ‖2 + ‖QZQT‖2 − 2(Λ, QZQT ) = ‖Λ‖2 + k − 2(Λ, QZQT )

мы получаем, что метрическая проекция матрицы Y на Gn,k реализуется
для таких матриц Q ∈ O(n), которые дают максимум выражения

(Λ, QZQT ) = trΛQZQT =
n∑

m=1

λm

k∑

i=1

Q2
mi,

т.е. когда
k∑
i=1

Q2
mi ≤ 1 для всех m и

n∑
m=1

k∑
i=1

Q2
mi = k. Следовательно

максимум (Λ, QZQT ) достигается тогда и только тогда когда матрица

Q ∈ O(n) такая, что
k∑
i=1

Q2
mi = 1 для всех 1 ≤ m ≤ k (напомним, что λ1 ≥

. . . λk > λk+1 ≥ . . . λn). Таким образом, равенство maxQ(Λ, QZQ
T ) =

k∑
m=1

λm имеет место только для матриц вида Q =

(
S 0

0 F

)
∈ Rn×n

с компонентами S ∈ O(k), F ∈ O(n − k). Из предыдущих рассуждений
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имеем ̺Gn,k
(Y ) = minQ ‖Λ−QZQT‖=

∥∥∥∥∥Λ−
(
S 0

0 F

)
Z

(
ST 0

0 F T

)∥∥∥∥∥ =

‖Λ− Z‖. Выбирая U = W T

(
S 0

0 F

)
для всех S ∈ O(k) и F ∈ O(n−k)

мы получаем ̺Gn,k
(Y ) = ‖W TΛW −W TZW‖. Следовательно W TZW ∈

PGn,k
Y . Предположим Y = W TΛW , W ∈ O(n), и UTZU ∈ PGn,k

Y для
некоторой U ∈ O(n). Тогда ̺Gn,k

(Y ) = ‖Λ − QZQT‖ для Q = WUT =(
S 0

0 F

)
для некоторых S ∈ O(k) и F ∈ O(n − k). Из равенства

W =

(
S 0

0 F

)
U мы получаем W TZW = UTZU .

Предположим, что Y = W TΛW = W T
1 Λ1W1, Λ и Λ1 — диагональные

матрицы, верхний-левый k× k и правый-нижний (n− k)× (n− k) блоки
матрицы Λ1 состоят из тех же собственных значений, что и соостветству-
ющие блоки Λ (но взятых в другом порядке); W,W1 ∈ O(n). Аналогично
с предыдущими рассуждениями легко показать, что W T

1 ZW1 = W TZW .
Следовательно PGn,k

Y одноточечно.

Дальнейшие результаты были доказаны вместе со студентом Р. Ка-
маловым.

Заметим, что для матрицы Y ∈ Sym(n) со свойством ̺Gn,k
(Y ) = ‖Λ−

Z‖ < 1/
√
2 мы получаем Λ = diag {1 + ε1, . . . , 1 + εk, εk+1, . . . εn}, где

n∑
i=1

ε2i <
1
2 . Для всех i, j имеем ε2i + ε2j <

1
2 , 1 + εi > 0 и

(1 + εi)
2 − ε2j = 1 + 2εi + 2ε2i − (ε2i + ε2j) > 1 + 2εi + 2ε2i −

1

2
≥ 0.

Следовательно, 1+ εi = |1+ εi| > |εj| ≥ εj для всех 1 ≤ i ≤ k, j ≥ k+1.
В силу предыдущих рассуждений множество PGn,k

Y одноточечно. Итак,
для всякого Y ∈ Sym(n) с ̺Gn,k

(Y ) < 1/
√
2 существует единственная

метрическая проекция PGn,k
Y . Значит, Gn,k проксимально гладкое мно-

жество с константой R = 1/
√
2.

Рассмотрим Λ = diag {1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−1 раз

, 1/2, 1/2, 0, . . . 0} ∈ Sym(n).

Для блочно-диагональной матрицы Q(ϕ), состоящей из блоков Ik−1,(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
(ϕ ∈ [0, 2π)) и In−k−1 мы получаем, что P (ϕ) =

60



Q(ϕ)ZQT (ϕ) =

=




Ik−1 0 0

0

(
cos2 ϕ − sinϕ cosϕ

− sinϕ cosϕ sin2 ϕ

)
0

0 0 0n−k−1




даёт равенство ‖Λ − P (ϕ)‖ = 1/
√
2. Поэтому константа R = 1/

√
2

неулучшаема (нельзя увеличить).

Мы хотим обратить внимание на то, что рассмотренное вложение
многообразия Грассмана в пространство Sym(n) не единственно возмож-
ное и другие вложения (см. детали в [8]) могут давать иные оценки для
константы проксимальной гладкости R.
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