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Введение

Пусть p = p(x) — измеримая 2π-периодическая функция такая, что
p(x) ≥ 1 почти всюду, w = w(x) — суммируемая неотрицательная почти
всюду положительная 2π-периодическая функция. Весовым простран-
ством Лебега с переменным показателем L

p(x)
2π,w назовем множество 2π-

периодических измеримых функций, для которых

π
ˆ

−π

|f(x)|p(x)w(x)dx <∞.

Как показано в [1], норму в пространстве Lp(x)2π,w можно определить сле-
дующим образом

‖f‖p(·),w = ‖f‖p(·),w([−π, π]) = inf



α > 0 :

π
ˆ

−π

∣∣∣∣
f(x)

α

∣∣∣∣
p(x)

w(x)dx ≤ 1



 .
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Рассмотрим в L
p(x)
2π,w подпространство W

r,p(x)
2π,w из r − 1-раз непрерывно

дифференциируемых функций f(x), для которых f (r−1)(x) абсолютно
непрерывна на [−π, π], а f (r)(x) ∈ Lp(x)2π,w. В настоящей работе исследуются
аппроксимативные свойства средних Валле Пуссена тригонометрических
сумм Фурье для функций из W r,p(x)

2π,w . Напомним их определение.
Пусть f(x) – интегрируемая на [−π, π] 2π-периодическая функция,

ak =

π
ˆ

−π

f(t) cos ktdt, bk =

π
ˆ

−π

f(t) sin ktdt

— коэффициенты Фурье,

Sn(f, x) =
a0
2
+

n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

— частичная сумма ряда Фурье. Средние Валле Пуссена определяются
следующим образом

V n
m(f, x) =

1

m+ 1
[Sn(f, x) + . . .+ Sn+m(f, x)].

Основной результат

Для формулировки результата нам потребуется наложить некоторые
ограничения на переменные показатели и весовые функции. Через P2π

обозначим класс 2π-периодических переменных показателей, для кото-
рых выполнено условие Дини–Липшица

|p(x)− p(y)| ln 2π

|x− y| ≤ c, x, y ∈ [−π, π].

Пусть E = [−π, π], E1 = {x ∈ E : p(x) = 1}, E2 = E \ E1. Через H(E, p)
обозначим класс весов, удовлетворяющих условиям

w(x) ≥ C1(w) > 0 для почти всех x ∈ E1,

‖w− 1
p(·)‖p(·),1(E2) <∞,

1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1, x ∈ E2.

В [2] показано, что f(x) ∈ L
p(x)
2π,w — суммируемая функция, если w(x) ∈

H(E, p). Таким образом, для f(x) ∈ L
p(x)
2π,w можно определить функцию

Стеклова

sh(f) = sh(f, x) =
1

h

h
ˆ

0

f(x+ t)dt.
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Ввиду того, что (см. [3])

‖sh(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)‖f‖p(·),w,

можно показать, что

lim
h→0

‖f − sh(f)‖p(·),w = 0.

назовем модулем непрерывности величину

Ω(f, 0)p(·),w = 0, Ω(f, δ)p(·),w = sup
0<h<δ

‖f − sh(f)‖p(·),w,

а через En(f)p(·),w обозначим величину наилучшего приближения функ-

ции f(x) ∈ Lp(x)2π,w тригонометрическими полиномами Tn(x) порядка n

En(f)p(·),w = inf
Tn
‖f − Tn‖p(·),w.

Далее, пусть N =
[
1
h

]
, где [a] – целая часть числа a, λ = 1

N , k ∈ Z,

xk = (kλ− 1)π, ∆k(λ) = [xk, xk+1],

∆̃k(λ) = ∆k−1(λ) ∪∆k(λ) ∪∆k+1(λ)

pk = p(∆̃k(λ)) = ess inf
x∈∆̃k(λ)

p(x).

Нам потребуются следующие системы отрезков

B1
ε = {∆k(λ) : pk = 1, |∆k(λ)| < ε}k∈Z,

Bp(·)
ε

{
∆̃k(λ) : pk > 1, |∆̃k(λ)| < 3ε

}
k∈Z

.

Основным результатом является следующая
Теорема 1. Пусть p = p(x) ∈ P2π, w(x) ∈ H(E, p), r ≥ 1 f ∈ W r,p(x)

2π,w ,
b > 0, n ≤ bm,

sup
B∈B1

ε

1

|B|

ˆ

B

w(x)dx ≤ c(p, w),

sup
B∈Bp(·)

ε


 1

|B|

ˆ

B

w(x)dx





 1

|B|

ˆ

B

w(x)
− 1

p(B)−1dx



p(B)−1

≤ c(p, w),

Тогда имеют место следующие оценки

‖f − V n
m(f)‖p(·),w ≤

cr(b, p, w)

(n+ 1)r
En(f

(r))p(·),w,
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‖f − V n
m(f)‖p(·),w ≤

cr(b, p, w)

(n+ 1)r
Ω

(
f (r),

1

n+ 1

)

p(·),w
.
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