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Рассматривается система сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна. Дока-
зывается, что такая система является переполненной в пространстве Lp и любое
конечное число функций из этой системы можно удалить, не теряя полноты си-
стемы.
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We consider scales and shifts of a binary basic spline. It is proved that such system
is overflow in Lp and we can remove any finite number of functions from this system
without losing the completeness.
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Введение

Система сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна является обоб-
щением системы Фабера-Шаудера [1] с заданным порядком гладкости.
Двоичный базисный сплайн определяется как результат многократного
интегрирования функции Уолша W2n−1.

Попытки нахождения обобщения системы Фабера-Шаудера или глад-
кого аналога предпринимались достаточно давно. В частности, в рабо-
тах [2] и [3] была доказана базисность в C[0, 1], однако без оценки погреш-
ности через модуль непрерывности. Как и система Фабера–Шаудера, си-
стема сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна является базисом в
C[0, 1](данный результат показан в работе [4]), в то время как антипери-
одический сдвиг этой функции является базисом Рисса в пространстве
L2 [5].
В данной работе указан алгоритм построения равномерного сходящегося
ряда по системе сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна степени
n > 1 и приведена оценка скорости сходимости этого ряда к приближа-
емой функции в терминах модулей непрерывности 1-го и 2-го порядка.
Полученная оценка является уточнением предыдущего результата [4].
Доказывается также, что построенная система сжатий и сдвигов не яв-
ляется минимальной в Lp. Для системы Фабера-Шаудера это свойство
было отмечено П.Л.Ульяновым [6]).
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Система сжатий и сдвигов двоичного базисного
сплайна в Lp

Пусть If(x) =
´ x

0 f(t)dt(x ∈ [0, 1]) - оператор интегрирования, rk(x) =
sign(sin(2k+1πx)) - функции Радемахера, W2n−1(x) =

∏n−1
k=0 rk(x) - функ-

ции Уолша. Тогда функцию

ϕn,N(x) = Q(n,N)INW2n−1(x), (x ∈ [0, 1], n,N ∈ N, N ≤ n)

будем называть двоичным базисным сплайном N -й степени от n-й функ-
ции Уолша, где Q(n,N) - нормирующий коэффициент ϕn,N(x) в C[0, 1].

Теорема 1.Нормирующий коэфициент Q(n,N) для 1 ≤ N ≤ n равен

2
2nN+3N−N2−2

2

Рассмотрим систему сжатий и сдвигов ψm,j(x) = ϕn,n(2
mx − j),m ∈

Z0, j ∈ [0, 2m − 1]. Пусть f(x) - функция из C0[0, 1]. Обозначим:

R0(x) = f(x),

S0(x) = R0

(
0 + 1/2

20

)
ψ0,0(x).

В общем случае полагаем:

Sm(x) = Rm

(
j + 1/2

2m

)
ψm,j(x), (1)

Rm+1(x) = Rm(x)− Sm(x), x ∈
[
j

2m
,
j + 1

2m

]
. (2)

Таким образом, Sm(x) — частичная сумма порядка 2m ряда по системе
ψm,j(x), Rm —отклонение частичной суммы от приближаемой функции
f .

Пусть ωf(δ) и ω2
f(δ) — соответственно модуль непрерывности 1 и 2

порядков.
Теорема 2. ψm,j(x) — базис в C0[0, 1]. Имеет место следующая

оценка через модуль непрерывности:

|R2m+1 (x)| ≤ ωf

(
1

22m+2

)
+

14

9
∗ ω2

f

(
1

2m+1

)
+

5/4 +m

22m+2
∗ ||f ||C0[0,1].

Теорема 3. Пусть p ≥ 1. Для любых m1, j1 ∈ Z0, для любого ε > 0
существует конечная сумма

∑
m>m1,j

ψm,j(x) такая что

||ψm1,j1(x)−
∑

ψm,j(x)||Lp
< ε
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