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На классе непрерывных функций ограниченной вариации изучены аппроксима-
тивные свойства интерполяционных процессов Лагранжа, построенных по реше-
ниям задачи Коши с потенциалом ограниченной вариации. Рассмотрена модифи-
кация таких интерполяционных процессов Лагранжа, позволяющая приближать
любую непрерывную функцию ограниченной вариации на всём отрезке [0, π].
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Approximative properties of Lagrange interpolation processes constructed by
solutions of Cauchy problem with potential of bounded variation are studied on the
class of continuous functions of limited variation. A modification of such Lagrange
interpolation processes is considered, which allows to approximate any continuous
function of bounded variation over the entire interval [0, π].
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Договоримся считать, что ρλ ≥ 0, ρλ = o(
√
λ

lnλ) при λ→ +∞, h(λ) ∈ R,
и при каждом неотрицательном λ функция qλ(x) есть произвольный эле-
мент из шара Vρλ[0, π] радиуса ρλ в пространстве функций с ограни-
ченным изменением, исчезающих в нуле. Тогда для любого потенциала
qλ ∈ Vρλ[0, π] нули решения задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = h(λ), (1)

или, при дополнительном условии h(λ) 6= 0, — задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = h(λ), (2)

перенумеруем следующим образом

0 ≤ x0,λ < x1,λ < . . . < xn,λ ≤ π.
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В сообщении речь пойдёт об аппроксимативных свойствах значений
операторов (см., например, [1,2]), построенных по решениям задачи Ко-
ши (1) или (2) вида:

Sλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
f(xk,λ) =

n∑

k=0

sk,λ(x)f(xk,λ), (3)

Tλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ)(x− xk,λ)
[f(xk,λ)−

f(π)− f(0)

π
xk,λ − f(0)]+

+
f(π)− f(0)

π
x+ f(0). (4)

Операторы (3), (4) обладают интерполяционным свойством Лагранжа,
т.е. Sλ(f, xk,λ) = Tλ(f, xk,λ) = f(xk,λ), для любых 0 ≤ k ≤ n, n ∈ N.

Г. И. Натансон в [3] получил признак Дини–Липшица равномер-
ной сходимости внутри интервала (0, π) процессов Лагранжа–Штурма–
Лиувилля вида

LSLn (f, x) =
n∑

k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′n(xk,n)(x− xk,n)
=

n∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x), (5)

где Un есть n−ая собственная функция регулярной задачи Штурма–
Лиувилля

U ′′ + [λ− q]U = 0, U ′(0)− hU(0) = 0, U ′(π) +HU(π) = 0

с непрерывным потенциалом q ограниченной вариации на [0, π] и гра-
ничными условиями h 6= ±∞, H 6= ±∞. Здесь через 0 < x1,n < x2,n <
· · · < xn,n < π обозначены нули функции Un.

Изучению аппроксимативных свойств операторов Лагранжа–
Штурма–Лиувилля (5) посвящены также работы [4–8]. Заметим, что (5)
являются частным случаем операторов (3), в случае задачи Коши (1).
Свойства операторов интерполирования функций (3), (4) и (5) тесно
связанны с поведением синк-приближений

Ln(f, x) =
n∑

k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
=

n∑

k=0

(−1)k sinnx
nx− kπ

f

(
kπ

n

)
,

также представляющих собой частный случай операторов (3), только те-
перь в случае задачи Коши (2). До появления работ [9–18] приближение
такими операторами на отрезке, или ограниченном интервале осуществ-
лялось только для некоторых классов аналитических функций сведе-
нием к случаю оси с помощью конформного отображения. Здесь при-
водятся полученные с помощью концепций работ [19–28] достаточные
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условия равномерной внутри интервала (0, π) и равномерной на отрезке
[0, π] сходимости интерполяционных процессов (3),(4). Будем обозначать
C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}.

Теорема 1. Пусть функция f ∈ C0[0, π] имеет ограниченную вариа-
цию. Тогда равномерно на всём отрезке [0, π] и шарах Vρλ[0, π] справед-
ливо соотношение

lim
λ→∞

|Sλ(f, x)− f(x)| = 0. (6)

Теорема 2. Пусть функция f ∈ C[0, π] имеет ограниченную вариацию.
Тогда равномерно внутри отрезка [0, π] (раномерно на шарах Vρλ[0, π] и
любом компакте, содержащемся в интервале (0, π)) справедливо соот-
ношение (6).

Предложение 1. Если функция f ∈ C[0, π] \ C0[0, π] имеет ограни-
ченную вариацию, то существует задача Коши вида (2) такая, что
сходимость в соотношении (6) на всём отрезке [0, π], оставаясь ква-
зиравномерной, равномерной не будет.

Теорема 3. Пусть функция f ∈ C[0, π] имеет ограниченную вариацию.
Тогда равномерно на всём отрезке [0, π] и шарах Vρλ[0, π] справедливо
соотношение

lim
λ→∞

|Tλ(f, x)− f(x)| = 0. (7)

Замечание. Проведены численные эксперименты [28], в которых по-
строены непрерывные функции, для которых погрешность аппроксима-
ции в соотношениях (6) и (7) неограниченно растёт с ростом вариации
приближаемой функции.
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