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Одним из ключевых свойств классических ортогональных полиномов является
так называемое трёхчленное рекуррентное соотношение. Оно используется в ис-
следовании дальнейших свойств систем ортогональных полиномов, а также для
вычисления значений полиномов в произвольно заданной точке. В настоящей
работе установлены рекуррентные соотношения для полиномов, ортогональных
по Соболеву и порождённых классическими ортогональными полиномами в об-
щем случае, а также для одного конкретного случая — полиномов порождённых
полиномами Якоби.
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One of the key properties of the classical orthogonal polynomials is the three-term
recurrent formula. It can be used for the polynomial systems’ further properties
investigation, as well as for calculating the values of these polynomials at the
given point. We establish the recurrent formulas for Sobolev orthogonal polynomials
generated by the classical orthogonal polynomials in the general case, as well as for
one specific case — polynomials generated by the Jacobi polynomials.
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Введение

Обозначим через {ϕn}∞n=0 систему функций, ортонормированную в про-
странстве Лебега L2

ω(a, b) измеримых на (a, b) функций f(x), для кото-

рых
b́

a

|f(x)|pω(x)dx <∞, где ω = ω(x) — весовая функция. Более точно,

〈ϕn, ϕm〉 = 〈ϕn, ϕm〉L2
ω
=

ˆ b

a

ϕn(t)ϕm(t)ω(t)dt = δn,m,

где δn,m — символ Кронекера.
Через W r

L2
ω(a,b)

обозначим пространство Соболева, состоящее из функ-
ций f(x), непрерывно-дифференцируемых (r − 1) раз на [a, b], для ко-
торых f (r−1)(x) абсолютно непрерывна на [a, b] и f (r)(x) ∈ L2

ω(a, b). Ска-
лярное произведение в W r

L2
ω(a,b)

имеет вид

〈f, g〉 =
r−1∑

ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

b
ˆ

a

f (r)(t)g(r)(t)ω(t)dt. (1)
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Скалярные произведения такого вида называются скалярными произве-
дениями типа Соболева.

В работе [1] показано, что из системы {ϕn}∞n=0 можно породить систе-
му функций, ортонормированную в смысле (1), посредством равенств

ϕr,n(x) =
(x− a)n

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1,

ϕr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

x
ˆ

a

(x− t)r−1ϕn(t)dt, n = 0, 1, . . . ,

причём эта новая система будет полна в W r
L2
ω(a,b)

, если исходная система
была полна в L2

ω(a, b). В дальнейшем будем считать ϕ0,n(x) = ϕn(x).
Положим теперь {ϕn}∞n=0 одной из систем классических ортогональ-

ных полиномов. Хорошо известно, что одним из ключевых свойств таких
систем является трёхчленная рекуррентная формула вида

ϕn(x) = (Anx+Bn)ϕn−1(x) + Cnϕn−2(x), n = 2, 3, . . . .

Эта формула применяется не только для отыскания значений полино-
ма ϕn(x) в любой заданной точке x, но и для исследования дальнейших
свойств системы {ϕn}∞n=0.

Нами доказано следующее утверждение, устанавливающее рекур-
рентные соотношения для полиномов, ортогональных по Соболеву и по-
рождённых классическими ортогональными полиномами, в общем слу-
чае.

Теорема 1. При r ≥ 1 для системы полиномов {ϕr,n}∞n=0, ортого-
нальных в смысле Соболева и порождённых системой ортогональных
полиномов {ϕn}∞n=0, имеют место следующие рекуррентные формулы

ϕr,0(x) = 1, ϕr,n(x) =
(x− a)

n
ϕr,n−1(x), 1 ≤ n ≤ r − 1;

ϕ0,n(x) = ϕn(x); ϕn+1,n+1(x) =
(x− a)

n+ 1
ϕn,n(x), n ≥ 0;

Anrϕr+1,r+n(x) = (Anx+Bn)ϕr,r+n−1(x)+

+Cnϕr,r+n−2(x)− ϕr,r+n(x), n ≥ 2,

где An, Bn и Cn имеют тот же смысл, что и в ().
Замечание 1. Рекуррентные соотношения для полиномов ϕ1,n+1(x),

n ≥ 1, для каждой конкретной системы необходимо устанавливать от-
дельно, используя специальные свойства исходной ортогональной систе-
мы {ϕn}∞n=0 (интегральные и дифференциальные свойства).
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Рекуррентные формулы для полиномов
Соболева – Якоби

Классические ортогональные полиномы Якоби P α,β
n (x) могут быть опре-

делены с помощью формулы Родрига (см. [2]) следующим образом

P α,β
n (x) =

(−1)n
2nn!

1

ρ(x)

dn

dxn
{ρ(x)σn(x)} ,

где ρ(x) = ρ(x;α, β) = (1 − x)α(1 + x)β, σ(x) = 1 − x2. При α, β > −1
полиномы Якоби образуют ортогональную систему в L2

ρ(−1, 1), т.е.

ˆ 1

−1
P α,β
n (t)P α,β

m (t)ρ(t)dt = hα,βn δnm,

где

hα,βn =
Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)2α+β+1

n!Γ(n+ α + β + 1)(2n+ α + β + 1)
.

Обозначим через pα,βn (x) = [hα,βn ]−1/2P α,β
n (x) ортонормированный вариант

полиномов Якоби.
Рассмотрим полиномы pr,k(x) (r = 1, 2, . . .), определённые на [−1, 1]

посредством равенств

pα,βr,k (x) =
(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1,

pα,βr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

x
ˆ

−1

(x− t)r−1pα,βn (t)dt, n = 0, 1, . . . .

Рекуррентные формулы для полиномов Соболева–Якоби такого вида
устанавливает следующее утверждение.

Теорема 2. Для полиномов {pα,βr,n } при α, β > −1 справедливы сле-
дующие соотношения

pα,βr,0 (x) = 1, pα,βr,k (x) =
(x+ 1)

k
pα,βr,k−1(x), 1 ≤ k ≤ r − 1;

pα,β0,n (x) = pα,βn (x); pα,βr,r (x) =
(x+ 1)

r
pα,βr−1,r−1(x), r ≥ 1;

pα,β1,k+1(x) =
2
(
hα,βk

)− 1
2

k + α + β

[
P α−1,β−1
k+1 (x) + (−1)k

(
k + β

k + 1

)]
, k = 1, 2, . . . ;

rpα,βr+1,r+n(x) =
(
x+ Aα,β

n

)
pα,βr,r+n−1(x)−
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−Bα,β
n−1p

α,β
r,r+n−2(x)− Bα,β

n pα,βr,r+n(x), r ≥ 1, n ≥ 2,

где

Aα,β
n =

α2 − β2

(2n+ α + β)(2n+ α + β − 2)
,

Bα,β
n =

2

2n+ α + β

√
n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β − 1)(2n+ α + β + 1)
.
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