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Для особых (сингулярных и гиперсингулярных) интегралов по действительной
оси с периодическими плотностями построены и исследованы квадратурные фор-
мулы с узлами различной кратности.
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For special (singular and hypersingular) integrals on the real axis with periodic
densities, quadrature formulas with nodes of various multiplicities are constructed
and investigated.
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Рассматриваются вопросы конечномерных аппроксимаций интегра-
лов (см.,например, в [1])

Apf = Ap(f ; x) =
1

π

+∞
ˆ

−∞

f(t)

(t− x)p
dt, p = 1, 2, ... (1)

понимаемых в смысле главного значения по Коши (p = 1) или конечного
значения по Адамару (p ≥ 2), f = f(x) − 2π -периодическая плотность
интегралов.

Приближенному вычислению интегралов типа (1) по отрезку дей-
ствительной оси посвящены работы [1–3]. Дробно-рациональная аппрок-
симация и синк-аппроксимация интеграла (1) при p = 2 рассматривалась
в работах [4] и [5] соответственно.

Ниже будем считать, что функция f(x) периодически продолжена
с промежутка [0, 2π) на всю числовую ось, причем f(0) = f(2π) =
1
2(f(+0) + f(2π − 0)). Если f(x) имеет непрерывные производные m-го
порядка, то предполагаем, что выполнены условия f (k)(0) = f (k)(2π), k =
0,m, гладкого периодического продолжения на всю числовую ось.
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Пусть H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1) — множество r раз непрерывно диф-

ференцируемых 2π-периодических функций, r-е производные которых
удовлетворяют условию Гельдера Hα, 0 < α ≤ 1.

Следуя [6], для f(x) ∈ H(r)
α положим

PNf = PN(f ; x) =
a
(n)
0

2
+

n∑

k=1

(1−(1−λ(n)k,v)
l+1)(a

(n)
k cos kx+b

(n)
k sin kx), (2)

где

a
(n)
k =

2

N

N∑

j=1

f(xj) cos kxj, b
(n)
k =

2

N

N∑

j=1

f(xj) sin kxj, k = 1, n− 1,

a(n)n =

[
N − 1

n

]
1

N

N∑

j=1

f(xj) cosnxj, b
(n)
n =

[
N − 1

n

]
1

N

N∑

j=1

f(xj) sinnxj,

xk = x
(N)
k =

2kπ

N
, k = 1, N, n =

[
N

2

]
, N = 1, 2, ..., l =

[r
2

]
,

[σ] — целая часть σ, v = 1, 4,λ(n)k,1 = 1;λ(n)k,2 = cos kπN ;λ
(n)
k,3 =

kπ
2n+2ctg

kπ
2n+2 ;

λ
(n)
k,4 =

n− k + 1

n+ 2
cos

kπ

n+ 2
+

sin k+1
n+2π

(n+ 2) sin π
n+2

, k = 1, n.

Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом (2), получим
квадратурную формулу

Apf = Ap(PNf ; x) +Rn,vf =
1

(p− 1)!

n∑

k=1

kp−1(1−

−(1− λ
(n)
k,v)

l+1)
(
a
(n)
k cos

(
kx+

pπ

2

)
+ b

(n)
k sin

(
kx+

pπ

2

))
+Rn,vf, (3)

где Rn,vf — остаточный член.
Квадратурную формулу (3) можно записать в виде

Apf = Ap(Pnf ; x) +Rn,vf =

=
2

N(p− 1)!

N∑

k=1

f(xk)
n∑

j=1

′jp−1(1−(1−λ(n)j,v )
l+1) cos(j(x−xk)+

pπ

2
)+Rn,vf,

где штрих у знака суммы означает, что слагаемое, соответствующее зна-
чению j = n при N = 2n следует разделить на 2.

С помощью результатов работ [6, 7] доказывается
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Теорема 1. Пусть f(x) ∈ H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1) . Тогда для остаточ-

ного члена квадратурной формулы (3) справедлива оценка

||Rn,vf ||C = O

(
lnN

N r+α−p+1

)
, N ≥ 2, r ≥ 1, v = 1, 4. (4)

Замечание 1. В квадратурной формуле (3) коэффициенты
a
(n)
k , b

(n)
k , k = 1, n, можно заменить на коэффициенты Фурье ak, bk, k =

1, n,функции f(x) , причем оценка (4) для f(x) ∈ H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1)

остается справедливой.
Замечание 2. Если f (k)(x), k = 0,m, в точках xl ∈ (0, 2π), l = 1, q,

имеет разрывы первого рода, то для их устранения можно воспользо-
ваться периодическими многочленами Бернулли [8].

Замечание 3. В квадратурной формуле (3) вместо множителей
1 − (1 − λ

(n)
k,v)

l+1 можно выбрать произвольную треугольную матрицу

µ
(n)
k , k = 0, n(µ

(n)
0 = 1) типа (A) ([9, с. 273]). Тогда из (3) получаются

квадратурные формулы, полученные путем аппроксимации плотности
интеграла (1) интерполяционным полиномом Лагранжа, дискретными
аналогами отрезка ряда Фурье, сумм Бернштейна–Рогозинского, Фейера,
Фавара, Коровкина, причем оценка вида (4) для них сохраняется. В слу-

чае дискретного аналога интеграла Валле-Пуссена
(
µ
(n)
l = (n!)2

(n−k)!(n+k)!

)
в

оценке типа (4) следует заменить N на
√
N .

Рассмотрим теперь квадратурные формулы с кратными узлами для
интеграла (1). Пусть p = 2 и Hnf = Hn(f ; x) — тригонометрический
полином порядка n с равным нулю коэффициентом при cosnx , ин-
терполирующий функцию f(x) в узлах xk = 2kπ

n , k = 1, n, такой, что
Hn(xk) = f(xk), H

′
n(xk) = f ′(xk), k = 1, n . Известно [10], что

Hnf = Hn(f ; x) =

=
1

n2

n∑

k=1

(f(xk) + f ′(xk) sin(x− xk))

(
sin

nx

2
cosec

x− xk
2

)2

. (5)

Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом (5), получим
квадратурную формулу

A2f = A2(Hnf ; x)+Rnf =
1

n2

n∑

k=1

(α(x−xk)f(xk)+b(x−xk)f ′(xk))+Rnf,

(6)
где

a(t) =
1

2

(
n(1 + cosnt)− sinnt ∗ ctg t

2

)
cosec2

t

2
,
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b(t) = n cos
2n− 1

2
t ∗ cosec t

2
− 1

2
sinnt ∗ cosec2 t

2
− n sinnt,

а Rnf = Rn(f ; x) — остаточный член.

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ H(r)
α , 0 < α ≤ 1, r ≥ 2. Тогда для остаточно-

го члена квадратурной формулы (6) справедлива оценка

||Rnf || = O

(
lnn

nr+α−2

)
, r + α > 2.

Замечание 4. Аналогично (6) можно построить и исследовать квад-
ратурные формулы с кратными узлами для интеграла (1) при p > 2.
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