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Рассматривается задача Коши для квазилинейного закона сохранения с кусочно
линейной функцией потока. Выделен специальный класс кусочно постоянных ре-
шений. Поставлен вопрос об устойчивости таких решений по малым возмущени-
ям функции потока. Указаны специальные предположения, при которых удается
получить желаемую оценку устойчивости. Доклад будет дополнен результатами
численного моделирования по обсуждаемой теме.
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We discuss the Cauchy problem for a quasi-linear conservation law with a piecewise
linear flow function. A special class of piecewise constant solutions is considered. The
question of stability of solutions for small perturbations of the flow function is raised.
We introduce special assumptions, under which it is possible to obtain the stability
estimate. The talk will be supplemented with the results of numerical simulation.
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Рассмотрим задачу Коши для квазилинейного закона сохранения

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), x ∈ R, t > 0, (1)

с начальным условием

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R. (2)

Задача (1), (2) активно используется в теоретических и численных иссле-
дованиях, связанных с квазилинейными дифференциальными уравнени-
ями (см. [1–10]). При этом функция потока f(u) часто предполагается
выпуклой вверх или вниз (см. [1, 4–6]). Сейчас мы не налагаем такого
ограничения (см. также [2, 9]).

Выберем специальный класс кусочно линейных функций потока f(u)
и класс кусочно постоянных начальных условий ϕ(x) с конечным набо-
ром значений E(ϕ) ⊂ R. При таких ограничениях единственное обоб-
щенное энтропийное решение u = u(x, t) задачи Коши (1), (2) также
будет кусочно постоянным (см. [8–10]), а каждая кривая сильного раз-
рыва решения должна удовлетворять условиям Гюгонио и Олейник.
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Так, если x = ξ(t) — кривая сильного разрыва обобщенного реше-
ния u = u(x, t) со значениями

u+ = u(ξ(t) + 0, t), u− = u(ξ(t)− 0, t)

справа и слева от разрыва, то условие Гюгонио (см. [3–6]) имеет вид

ξ′(t) =
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
. (3)

Соответственно, условие Олейник [2] означает, что

(f(u)− l(u))(u+ − u−) > 0 (4)

для любого численного значения u, находящегося между u+ и u−. При
этом l(u) есть уравнение секущей, соединяющей на плоскости (u, f) точ-
ки графика (u+, f(u+)) и (u−, f(u−)). Всюду в дальнейшем стандартные
соглашения (3), (4) считаем выполненными.

Так как ϕ(x) есть кусочно постоянная функция с конечным множе-
ством значений E(ϕ), то существуют такие ϕmin, ϕmax ∈ E(ϕ), что

ϕmin 6 ϕ(x) 6 ϕmax, x ∈ R.

Решение задачи Коши (1), (2) подчинено тем же ограничениям

ϕmin 6 u(x, t) 6 ϕmax, x ∈ R, t > 0. (5)

В силу ограничений (5) функцию потока f(u) будем рассматривать лишь
на отрезке [ϕmin, ϕmax]. Обсудим, что происходит с решением u = u(x, t)
при возмущении f(u) на этом отрезке.

Отметим типичный пример. Для одной и той же начальной функции

ϕ(x) =

{
2c, x < 0,

0, x > 0,
(6)

с фиксированным значением c > 0 возьмем функцию потока

f(u) ≡ 0, 0 6 u 6 2c, (7)

и возмущенную функцию fε(u), не сильно отличающуюся от первой

fε(u) =





ε

c
· u, 0 6 u 6 c,

2ε− ε

c
· u, c 6 u 6 2c,

(8)
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Обобщенное решение задачи Коши (1), (2) с начальным условием (6) и
функцией потока (7) очевидно имеет вид

u(x, t) ≡ ϕ(x), x ∈ R, t > 0. (9)

С другой стороны, решение uε(x, t), отвечающее тому же начальному
условию (6) и функции потока (8) имеет вид

uε(x, t) =





2c, x < −ε
c
· t,

c, −ε
c
· t < x <

ε

c
· t,

0, x >
ε

c
· t,

(10)

Условия (3), (4) для решения (10) проверяются непосредственно.
Несмотря на очевидную близость функций потока (7) и (8) (при ма-

лых значениях ε > 0), решения (9) и (10) заметно различаются. Напри-
мер, в любой момент времени t = t∗ > 0 имеется точка x∗ = εt∗/(2c),
в которой разность между uε(x, t) и u(x, t) оказывается равной c > 0.
При этом значение c > 0 является достаточно большим, как бы мы ни
выбирали малое ε > 0.

Дадим теперь оценку, позволяющую измерить отклонение решений
двух задач при специальных возмущениях функций потока. Пусть мно-
жество абсцисс M =M(f) точек излома функции f(u) включает в себя
всё множество значений E(ϕ) начальной функции ϕ(x), но, кроме то-
го, может содержать и другие точки из [ϕmin, ϕmax]. Пусть множество
абсцисс M1 = M(f1) точек излома функции f1(u) включает в себя мно-
жество M и содержит также другие точки из [ϕmin, ϕmax], т. е.

E(ϕ) ⊂M ⊂M1.

Пусть ∆ — максимальное расстояние между соседними точками из мно-
жества M . Справедлив следующий результат.

Теорема 1. Пусть u(x, t) и u1(x, t) — обобщенные решения задач
Коши (1), (2) с одним и тем же начальным условием и функциями по-
тока f(u) и f1(u) соответственно. Если функции f(u) и f1(u) удовле-
творяют перечисленным выше требованиям, то для любых x1, x2 ∈ R
и любого момента времени T > 0 справедлива оценка

∣∣∣∣∣∣

x2
ˆ

x1

(u(x, T )− u1(x, T ))dx

∣∣∣∣∣∣
6 (L+ L1)T∆. (11)

Здесь L = L(f) и L1 = L(f1) — константы Липшица функций f(u)
и f1(u) соответственно.
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Оценка (11) включает в себя важный параметр ∆, оценивающий мел-
кость разбиения функции потока f(u) на кусочно линейные участки по
оси u. Если величина ∆ достаточно мала, т. е. функция f(u) состоит из
большого числа малых звеньев, то и величина интегрального отклоне-
ния u1(x, t) от u(x, t) в формуле (11) на протяжении длительного времени
остается достаточно малой.

Данный принцип можно использовать при аппроксимации более
сложных кусочно гладких функций потока посредствам многозвенных
кусочно линейных функций f(u). В докладе будут представлены резуль-
таты численных расчетов применительно к нескольким важным квази-
линейным уравнениям математической физики.
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