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СХОДИМОСТЬ СУММ ФУРЬЕ
ПО МНОГОЧЛЕНАМ p̂α,βn,N(x), ОРТОГОНАЛЬНЫХ

НА НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ
В СЛУЧАЕ ЦЕЛЫХ α И β
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В данной работе для непрерывной на отрезке [−1, 1] функции f(x) построены

дискретные суммы Фурье Sα,β
n,N (f, x) по системе многочленов {p̂α,βk,N (x)}N−1

k=0 , яв-
ляющихся дискретными аналогами классических многочленов Якоби. Исследу-

ются аппроксимативные свойства построенных частных сумм Sα,β
n,N (f, x) порядка

n ≤ N − 1. В частности, получена оценка отклонения частной суммы Sn,N (f, x)
от f(x), которая зависит от n и положения точки x ∈ [−1, 1].
Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, дискретные суммы
Фурье, функция Лебега.

CONVERGENCE OF FOURIER SUMS BY POLYNOMIALS
p̂α,βn,N(x), ORTHOGONAL ON NON-UNIFORMS GRIDS IN THE

CASE INTEGERS α and β
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For continuous function f(x) on the segment [−1, 1] is constructed discrete sums by

Fourier Sα,β
n,N (f, x) on system polynomials {p̂α,βk,N (x)}N−1

k=0 representing descrete analogs
of classical Jacobi polynomials. Approximation properties of the constructing partial

sums Sα,β
n,N (f, x) order n ≤ N − 1 are investigated. In particular, is obtained the

estimation deflection partial sums Sα,β
n,N (f, x) from f(x) with is depended from n and

position of a point x on the [−1, 1].
Keywords: polynomial, orthogonal system, set, discrete Fourier sums, Lebesgue
function.

Пусть α, β — целые неотрицательные числа, Ω = {tj}Nj=0 — сетка,
состоящая из конечного числа различных точек отрезка [−1, 1] : −1 =
t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = 1. Рассмотрим также еще одну сетку
ΩN = {x0, x1, ..., xN−1}, состоящую из N точек xj, где xj =

tj+tj+1

2 , j =
0, 1, ..., N − 1.

Через p̂α,βk,N(x) = p̂α,βk (x; Ω) (k = 0, 1, . . . , N − 1) обозначим последо-
вательность многочленов, образующих ортонормированную систему на
сетке ΩN в следующем смысле (0 ≤ n,m ≤ N − 1):

(p̂α,βn,N , p̂
α,β
m,N) =

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βp̂α,βn,N(xj)p̂
α,β
m,N(xj)∆tj = δnm,

где ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1.
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Далее, пусть δN = max0≤j≤N−1∆tj, æ2 — наименьшая константа в
неравенстве типа В.А. Маркова для оценки производных алгебраиче-
ских многочленов в метрике пространства L1[−1, 1], P̂ α,β

n (x) — орто-
нормированный многочлен Якоби, C[−1, 1] — пространство непрерыв-
ных на отрезке [−1, 1] функций f(x) с нормой ‖ f ‖=‖ f ‖C[−1,1]=
max−1≤x≤1 | f(x) |, Pn — пространство алгебраических многочленов
степени n, En(f) = minln∈Pn

‖ f − ln ‖C[−1,1] — наилучшее приближение
функции f алгебраическими многочленами степени не выше n.

Через Sα,βn,N(f) = Sα,βn,N(f, x) обозначим частную сумму n–ого порядка

ряда Фурье функции f(x) по системе {p̂α,βk,N(x)}N−1k=0 , т.е.

Sα,βn,N(f) =
n∑

k=0

f̂α,βk,N p̂
α,β
k,N(x),

где

f̂α,βk,N =
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βf(xj)p̂
α,β
k,N(xj)∆tj.

Как известно, задача об оценке отклонения частной суммы Sα,βn,N(f)

ряда Фурье функции f ∈ C[−1, 1] по системе {p̂α,βk,N(x)}N−1k=0 от самой
функции f при x ∈ [−1, 1] и n,N →∞ посредством неравенства Лебега:

| f(x)− Sα,βn,N(f, x) |≤ (1 + Lα,βn,N(x))En(f)

сводится к оценке функции Лебега

Lα,βn,N(x) =
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N(x, xj)
∣∣∣∆tj,

где

Kα,β
n,N(x, xj) =

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂
α,β
k,N(xj).

В работе [1] нами исследованы асимптотические свойства многочлена
p̂α,βn,N(x) при n,N → ∞. А основными результатами настоящей работы
являются следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть f ∈ C[−1, 1], b > 0, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, α, β —

целые положительные числа, λ = max{α, β}, n = O(δ
−1/(λ+3)
N ). Тогда

справедлива оценка (−1 ≤ x ≤ 1) :

Lα,βn,N(x) ≤ c(α, β, a, b)

{
ln(n+ 1) +

nα+1/2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+1/2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
.
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Касаясь вопроса о точности полученнной нами оценки для функции
Lα,βn,N(x), то следует сказать, что указанная оценка точна по порядку.

Теорема 2. Пусть f ∈ C[−1, 1], b > 0, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, α, β —

целые положительные числа, λ = max{α, β}, n = O(δ
−1/(λ+3)
N ). Тогда

равномерно относительно −1 ≤ x ≤ 1 справедлива оценка

∣∣∣f(x)− Sα,βn,N(f, x)
∣∣∣ ≤

≤ c(α, β, a, b)En(f)

{
ln(n+ 1) +

nα+1/2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+1/2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
.
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