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Матрица оператора синтеза для равномерного жёсткого фрейма в явном виде по-
строена А. И. Мальцевым в 1947 году. Случайная матрица для оператора синтеза
фрейма с полным спарком представлена Б. С. Кашиным в 1977 году.

В данной работе рассмотрены детерминированные способы построения равно-
мерных жёстких фреймов с полным спарком.
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MATRICES OF SYNTHESIS OPERATORS FOR AN EQUAL
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The matrix of the synthesis operator for an equal norm tight frame was explicitly
constructed by A. I. Maltsev in 1947. Random matrix for the synthesis operator of
the full spark frame was presented by B. S. Kashin in 1977.

Deterministic construction methods for matrices of the synthesis operators for the full
spark equal norm tight frames are considered here.
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Определение 1. Система векторов Φ = {φn}Nn=1 называется фрей-
мом пространства Rd, если существуют константы 0 < A ≤ B < ∞
такие, что для всех x ∈ Rd

A‖x‖2 ≤
N∑

n=1

|〈x, φn〉|2 ≤ B‖x‖2.

В конечномерном пространстве понятие фрейма эквивалентно полно-
те системы, то есть span{φn}Nn=1 = Rd.

Определение 2. Фрейм называется
а) жестким, если A = B;
б) фреймом Парсеваля, если A = B = 1;
в) равномерным, если существует α > 0 такое, что ‖φn‖ = α,

n = 1, ..., N.
Понятие фрейма и терминология, связанная с ним, стала активно

использоваться сравнительно недавно. Некоторые классические резуль-
таты получили новое звучание.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-00138).
1The article is done with the financial support of RFBR (project № 17-01-00138).
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Теорема 1. [1] Система Φ = {φn}Nn=1 является фреймом Парсеваля
для Rd тогда и только тогда, когда существует N -мерное евклидово
пространство HN и ортонормированный базис {bn}Nn=1 ⊂ HN такие,
что Rd является подпространством HN и φn = PRdbn для всех n, где
PRd-ортопроектор из HN на Rd.

Теорема 1 была обобщена на фреймы общего вида в [2].
Конструкция фреймов Парсеваля в теореме 1 является универсаль-

ной, однако имеет недостаток, состоящий в том, что получающиеся из
нее фреймы Парсеваля не являются равномерными. Поэтому возникает
вопрос о существовании равномерного фрейма Парсеваля с произволь-
ным количеством элементов N ≥ d.

Оказалось, что положительный ответ на этот вопрос получил А.И.
Мальцев в [3]. На языке фреймов результат Мальцева звучит так: в про-
странстве Rd для ∀N ≥ d существует равномерный фрейм Парсеваля
Φ = {φn}Nn=1.

Важной для приложений характеристикой оказался так называемый
спарк.

Спарком системы векторов называется минимальное количество ли-
нейно зависимых векторов. Если это количество на единицу превосходит
размерность пространства, то говорят о системе с полным спарком. Та-
ким образом, если Φ ⊂ Rd имеет полный спарк, то любая подсистема Φ
из d векторов линейно независима.

Б.С. Кашин в [4] доказал существование случайной прямоугольной
матрицы, столбцы которой образуют систему с полным спарком в Rd.
Количество таких столбцов может быть произвольным больше или рав-
ным d.

Несмотря на то, что упомянутые выше результаты давно стали клас-
сическими, явных примеров равномерных жестких фреймов с полным
спарком очень мало.

В [5] дана общая схема построения таких систем с помощью орто-
гональных полиномов, но примеров реализации этой схемы пока нет. В
качестве примера покажем матрицу оператора синтеза (её столбцы со-
стоят из координат векторов фрейма) равномерного жесткого фрейма в
R2 с полным спарком из шести элементов.

Фактически главным и пока достаточно хорошо изученным источ-
ником равномерных жестких фреймов с полным спарком в Rd остается
матрица дискретного преобразования Фурье. Элементы этой матрицы -
комплексные числа, однако правильный выбор столбцов и строк матри-
цы и простые арифметические операции с ними приводят к матрицам
синтеза фреймов с заданными свойствами. Равномерные жесткие фрей-
мы для произвольных пар чисел (d,N) были построены на основе уточ-
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нений и исправлений работ предшественников в работах М.А. Лихоба-
бенко [6]. Исследование построенных в этой работе фреймов на полноту
спарка не проводилось, но непосредственное вычисление определителей
квадратных матриц операторов синтеза в пространствах малых размер-
ностей показывает, что эти матрицы имеют полные спарки. В качестве
примера приводим матрицы равномерных жестких фреймов с полным
спарком для пар (2, 6) и (2, 7).

Пример 1. Построим фрейм Φ1 для d = 2, N = 6.

Φ1 =

(
cos0 cosπ6 cosπ3 cosπ2 cos2π3 cos5π6
sin0 sinπ6 sinπ3 sinπ2 sin2π

3 sin5π
6

)
=

=
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.

Пример 2. Равномерный жесткий фрейм Φ2 для d = 2, N = 7.

Φ2 =

(
1 cos6π7 cos12π7 cos18π7 cos24π7 cos30π7 cos36π7
0 sin6π

7 sin12π
7 sin18π

7 sin24π
7 sin30π

7 sin36π
7

)
=

=

(
1 −0, 90... 0, 62... −0, 22... −0, 22... 0, 62... −0, 90...
0 0, 43... −0, 78... 0, 97.... −0, 97... 0, 78... −0, 43...

)
.
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