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Введение

Пусть Lp пространство измеримых на [0, 1] функций, таких что
´ 1

0 |f(x)|pdx < ∞. Через W r
Lp обозначим пространство заданных на от-

резке [0, 1] непрерывно дифференцируемых r− 1 раз функций f = f(x),
для которых f (r−1)(x) абсолютно непрерывна, а f (r) ∈ Lp. В пространстве
W r

L2 определим скалярное произведение соболевского типа

〈f, g〉 =
r−1∑

s=0

f (s)(0)g(s)(0) +

ˆ 1

0

f (r)(t)g(r)(t)dt, (1)

которое превращает W r
L2 в гильбертово пространство.

Обозначим через W = {wn(x)}∞n=0 систему функций Уолша в нумера-
ции Пэли [1, с. 10]. Введем в рассмотрение новую систему функций Wr,
r ≥ 1, порожденную системой функций Уолша W (x ∈ [0, 1]):

wr,k(x) =
xk

k!
, 0 ≤ k ≤ r − 1, (2)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00477 мол_а).
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wr,k(x) =
1

(r − 1)!

ˆ x

0

(x− t)r−1wk−r(t)dt, k ≥ r. (3)

Отметим, что Wr ⊂ W r
L1 при любом r.

Метод построения систем функций, ортогональных относительно ска-
лярного произведения вида (1) и порожденных классическими ортого-
нальными системами с помощью формул вида (2), (3), был предложен
в работах И.И. Шарапудинова (см., например, [2]). На данный момент в
той или иной степени исследованы алгебраические, асимптотические и
аппроксимативные свойства соболевских систем, порожденных такими
классическими ортогональными системами, как система функций Ха-
ара [2] и Уолша [3], система полиномов Чебышева [4], Лежандра, Яко-
би [5], Лагерра [6], система полиномов Чебышева дискретной перемен-
ной [7], система полиномов Мейкснера [8, 9] и др.

Из общих результатов, полученных в [2], вытекает, что система функ-
ций Wr полна в W r

L2 и ортонормирована относительно скалярного про-
изведения (1). Поэтому для функций f ∈ W r

L2 можно рассматривать ряд
Фурье по этой системе. Частичные суммы порядка n этих рядов будем
обозначать через Sr,n(f, x):

Sr,n(f, x) =
n−1∑

k=0

cr,k(f)wr,k(x).

Можно показать, что частичная сумма Sr,n(f, x) представима следую-
щим образом:

Sr,n(f, x) =
r−1∑

k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

n−1∑

k=r

cr,k(f)wr,k(x), n > r,

где cr,k =
´ 1

0 f
(r)(t)wk−r(t)dt.

В [2] было показано, что ряды Фурье по системам вида Wr в общем
случае равномерно сходятся к функциям из W r

L2. Нетрудно заметить,
что указанные ряды Фурье можно определить и для функций f ∈ W r

Lp,
p ≥ 1. В связи с этим возникают вопросы о сходимости (равномерной или
поточечной) рядов Фурье по системам вида Wr к функциям из прост-
ранств Соболева W r

Lp при различных p ≥ 1. Для некоторых конкретных
систем эти вопросы решены в некотором смысле окончательно. В част-
ности, в [3] доказана следующая теорема.

Теорема А. Для любой функции f ∈ W r
L1, r = 1, 2, . . ., ряд Фурье

этой функции по системе Wr равномерно на [0, 1] сходится к f .
Целью данной работы является исследование скорости сходимости

рядов Фурье по системе Wr к функциям f ∈ W r
L1.
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Основные результаты

Как известно, функции Уолша вполне естественным образом можно
определить на группе, элементами которой являются последовательно-
сти нулей и единиц, с операцией покоординатного сложения по модулю 2.
С помощью этой операции в теории рядов Уолша посредством специаль-
ных отображений вводится новое расстояние ρ∗(t, x) на отрезке [0, 1], об-
ладающее некоторыми преимуществами над стандартным расстоянием
ρ(t, x) = |t− x| [1, с. 20], и новый модуль непрерывности [1, с. 49]

∗
ω(δ, f) = sup

ρ∗(t,x)<δ
|f(t)− f(x)|, t, x ∈ [0, 1).

Теорема 1. Для f ∈ W r
L1 при n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, r ≥ 1,

справедлива оценка

|f (ν)(x)− S
(ν)
r,r+n(f, x)| ≤

xr−ν

(r − ν)!

∗
w(

1

2k
, f (r))(2 +

1

2
Ln), 0 ≤ ν ≤ r − 1,

где Ln константы Лебега для системы Уолша.

Теорема 2. Для f ∈ W 1
L1 при n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, имеет место

оценка

|f(x)− S1,1+n(f, x)| ≤
5

2
ω1(

1

2k
, f ′),

где ω1(δ, g) = sup0≤h≤δ
´ 1

0 |g(x+ h)− g(x)|dx.
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