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Для системы функций Уолша (в нумерации Пэли) {ϕn(x)}, n =
0, 1, 2, . . .; 0 ≤ x ≤ 1 (подробное определение см., например, в [1]) рас-
сматривается подсистема {ϕn(k)(x)}, где {n(k)} — некоторая возрастаю-
щая последовательность номеров.

Говорят, что подсистема {ϕn(k)(x)} подчинена закону повторного ло-
гарифма (ЗПЛ), если имеет место равенство:

lim
N→∞

(2N log logN)−1/2
N∑

k=1

ϕn(k)(x) = 1 почти всюду. (1)

В [2] было доказано, что если последовательность {n(k)} является лаку-
нарной, т.е.

n(k + 1)

n(k)
> c > 1 для некоторого c, k = 1, 2, . . . ,

то равенство (1) имеет место.
В дальнейшем этот результат обобщался (см. [3–5]) на случай так

называемой слабой лакунарности, когда

n(k + 1)

n(k)
→ 1 при k →∞; точнее,

n(k + 1)

n(k)
> 1 +

c

kα

для некоторого c > 0 и 0 < α < 1
2 .
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Показатель α, регулирующий размеры лакун (пробелов) в последо-
вательности {n(k)}, является «достаточным» для выполнения (1), если
α < 1

2 . В то же время ЗПЛ может выполняться и в случае более «густых»
(с показателем α > 1

2) последовательностей {n(k)}, если они подчинены
условию "нерегулярной"лакунарности (см. об этом в [5]).

В критическом случае (для «рубежа» α = 1
2) обычно рассматривается

лакунарность вида n(k+1)
n(k) > 1+ ck√

k
, где {ck}— неограниченная, монотонно

возрастающая (но не быстрее, чем
√
k ) последовательность. Оказывает-

ся, равенство (1) начинает «пропадать», если последовательность {n(k)}
растёт не слишком быстро, создавая сравнительно небольшие пробелы в
номерах последовательности {n(k)}. А именно, справедливо следующее
утверждение.

Теорема. Существует последовательность {n(k)}, для которой

n(k + 1)

n(k)
> 1 +

log(log k)√
k

, k = 1, 2, . . . ("регулярная"лакунарность),

и такая, что при этом для подсистемы {ϕn(k)(x)} закон повторного
логарифма не выполняется, т.е. равенство (1) не имеет места.

Этот факт уточняет результат, полученный в [6].
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