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В данной работе приводятся доказательства теорем из [1].
Рассмотрим смешанную задачу

u′′tt(x, t) = u′′xx(x, t)− q(x)u(x, t) + f(x, t), x, t ∈ Q = [0, 1]× [0, T ], (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

где q(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L(Q). В дальнейшем считаем, что ϕ(x) и ψ(x)
продолжены на [−1, 1] нечетным образом, а затем 2 — периодически на
всю ось, q(x) продолжена четным образом на [−1, 1] и 2 — периодически
на всю ось.

Под решением (1), (2) будем понимать непрерывно дифференцируе-
мую функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям (2), у которой u′t(x, t)
и u′x(x, t) абсолютно непрерывны по t и x соответственно и которая удо-
влетворяет (1) почти всюду. Через Π обозначим множество суммируемых
в Q функций f(x, t), нечетных и 2 — периодических по x ∈ R.

Обозначим

u1(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)) , u2(x, t) =

1

2

x+t
ˆ

x−t

ψ(τ)dτ,
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u3(x, t) =
1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃(η, τ)dτ,

где "волна"означает, что функция g̃(η, τ) — нечетная и 2 — периодиче-
ская по η ∈ R, g̃(η, τ) = g(η, τ) при η, τ ∈ Q.

Лемма 1. Если u(x, t) — решение задачи (1), (2) при q(x) = 0, то

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t),

причем u1(x, t) — решение (1), (2) при q(x) = ψ(x) = f(x, t) = 0, u2(x, t)
– решение при q(x) = ϕ(x) = f(x, t) = 0, u3(x, t) — решение при q(x) =
ϕ(x) = ψ(x) = 0.

Справедливость этой леммы следует из результатов работы [2].
Лемма 2. Пусть q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0, f(x, t) ∈ L(Q), почти при

каждом x f(x, t) абсолютно непрерывна по t и f ′t(x, t) ∈ L(Q). Тогда
u3(x, t) — решение задачи (1), (2).

Эта лемма совпадает с теоремой 3 из [2].
Теорема 1. Если решение задачи (1), (2) существует, то оно яв-

ляется решением уравнения

u(x, t) +
1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

q(η)ũ(η, τ)dη = F (x, t), (3)

где F (x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t).
Справедливость этой теоремы вытекает непосредственно из лемм 1,

2.
Введем в рассмотрение оператор B : C(Q)→ C(Q), действующий по

формуле

Bv = −1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

q(η)v(η, τ)dη,

где непрерывная в Q функция v(x, t) продолжена соответствующим об-
разом и в интеграле рассматривается как v(x, t) ∈ Π.

Уравнение (3) запишем в виде

u(x, t) = Bu+ F (x, t). (4)

Теорема 2. При F (x, t) ∈ C(Q) уравнение (4) имеет единственное
непрерывное решение, которое определяется формулой

u(x, t) = F (x, t) + BF +B2F + . . . . (5)
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Доказательство. Из оценок, полученных в лемме 16 в работе [2], сле-
дует, что B является линейным ограниченным оператором, причем неко-
торая его степень является сжимающим оператором в C(Q) (отсюда сле-
дует единственность решения уравнения (4)), и ряд (5) сходится абсолют-
но и равномерно в Q. Обозначим его сумму w(x, t). Тогда

w(x, t) = F (x, t) + BF +B2F + . . . = F (x, t)+

+B
(
F (x, t) + BF +B2F + . . .

)
= F (x, t) + Bw.

Следовательно, w(x, t) — решение (4).
Теорема доказана.
Теорема 3. Предположим, что ϕ(x), ϕ′(x), ψ(x) — абсолютно

непрерывны, ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) удовлетворяет
условиям леммы 2. Тогда задача (1), (2) имеет решение, которое опре-
деляется по формуле (5).

Доказательство. Непосредственная проверка, а также лемма 2, пока-
зывают, что при сделанных предположениях функции u1(x, t), u2(x, t)
и u3(x, t) имеют тот же смысл, что и в лемме 1. Следовательно F (x, t)
есть решение задачи (1), (2) при q(x) = 0. Обозначим сумму ряда (5) как
w(x, t). По теореме 2 справедливо тождество

w(x, t) ≡ F (x, t) + Bw. (6)

По лемме 2 функция Bw является решением задачи (1), (2) при
q(x) = 0, f(x, t) = −q(x)w(x, t) и нулевых краевых и начальных услови-
ях. Следовательно, почти всюду

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂u2

)
w(x, t) = f(x, t)− q(x)w(x, t),

и выполняются условия w(0, t) = w(1, t) = 0, w(x, 0) = ϕ(x), w′t(x, 0) =
= ψ(x).

Теорема доказана.
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