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В данной работе мы построим нестационарный кратно масштабный анализ и
всплесковый ортонормированный базис на произвольной локально компактной
нуль-мерной группе с произвольной образующей последовательностью, т. е. в
случае, когда порядки смежных классов — различные простые числа. В данном
случае НКМА порождается последовательностью функций, а всплесковый базис
— последовательностью всплеск-функций.
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We construct non-stationary multiresolution analysis and orthonormal wavelet basis
for locally compact zero-dimensional group with arbitrary generation sequence. In
this case MRA is generated by the sequence of refinable functions and wavelet basis
— by the sequence of wavelet functions.
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1. Локально компактные группы, топология,
характеры

В работе [1] была рассмотрена задача построения ортогональных всплес-
ковых базисов на произвольных локально компактных нульмерных груп-
пах, для которых порядки смежных классов совпадают и равны неко-
торому простому числу. Рассмотрим несколько более общую ситуацию,
когда порядки смежных классов могут быть различными.

Пусть (G, +̇) — локально компактная абелева группа, топология в
которой задана счётной системой открытых подгрупп:

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

таких, что
+∞⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞⋂
n=−∞

Gn = 0 (0-нулевой элемент группы G).

GN ⊃ GN+1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . .
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Так как каждая группа Gn компактна, то каждая фактор-группа
Gn/Gn+1 конечна, и пусть pn — её порядок. Можно считать, что pn —
простые числа.

Определим далее числа (mn)
+∞
n=−∞ следующим образом:

m0 = 1, mn+1 = mn · pn .

Ясно, что при n ≥ 1 mn = p0p1 . . . pn−1, m−n = 1
p−1p−2...p−n

. На каждом

смежном классе Gn+̇g мера µ определена равенством µ(Gn+̇g) = µGn =
1/mn. Таким образом, если n ∈ N и pn = p, то µGn · µG−n = 1.

При каждом N ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем
их. Тогда любой элемент x ∈ G единственным образом представим в
виде

x =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1),

причём в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное
число, т. е.

x =
+∞∑

n=−N
angn (an = 0, pn − 1, an 6= 0).

Систему элементов (gn) будем называть базисной.
Пусть далее X — совокупность характеров группы G, которая явля-

ется группой относительно умножения, G⊥n — аннулятор группы Gn, т.
е. G⊥n = {χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥n есть группа относительно умножения, G⊥n обра-
зуют возрастающую последовательность:

· · · ⊂ G⊥−n ⊂ · · · ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞
G⊥n = X,

+∞⋂

n=−∞
G⊥n = 1,

причём фактор-группа G⊥n+1/G
⊥
n имеет порядок pn. x ∈ G является ха-

рактером группы X и Gn есть аннулятор группы G⊥n .
Обозначим

Hn =



q ∈ G : q =

n−1∑

j=N

ajgj, N ∈ Z, aj = 0, pn − 1



 .
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2. Нестационарный кратно масштабный анализ
на локально компактной нуль-мерной группе

Определение. Нестационарным кратно масштабным анализом(НКМА)
будем называть совокупность замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G) ,
для которых справедливы следующие аксиомы:

A1. Vj ⊂ Vj+1.

A2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(G).

A3.
⋂
j∈Z

Vj = 0.

A4. Для любого n ∈ Z найдутся функции ϕ
(n)
j (x); j = 1, kn, и множе-

ства Hn такие, что система
(
ϕ
(n)
j (x−̇h); j = 1, kn, h ∈ Hn

)
образует

ортонормированный базис в Vn.

Для построения кратно масштабного анализа выберем функции
ϕ
(n)
jn,jn+1

∈ L2(G) следующим образом.

ϕ
(n)
jn,0

=
√
mn+1 1Gn+1+̇jngn(x), jn = 0, pn − 2,

ϕ
(n)
pn−1,jn+1

=
√
mn+2 1Gn+2+̇jn+1gn+1+̇(pn−1)gn(x), jn+1 = 0, pn+1 − 1,

suppϕ
(n)
jn,jn+1

⊂ Gn,

и положим

Vn = span
{
ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
}
,

jn = 0, pn − 2, jn+1 = 0, pn+1 − 1, hn ∈ Hn .

Теорема 1. Совокупность подпространств (Vn)n∈Z образует НК-
МА.

3. Всплесковые базисы

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить
базисы всплесков [2]. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (Vn)n∈Z — НКМА с масштабирующей последовательностью(
ϕ
(n)
jn,0
, ϕ

(n)
pn−1,jn+1

)
. Обозначим Wn — ортогональное дополнение к Vn в

пространстве Vn+1, т. е. Vn+1 = Vn ⊕Wn и Vn ⊥ Wn. Причём
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1. Wn ⊥ Wm, n 6= m;

2. L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn.

Определим пространства Wn следующим образом. Сначала опреде-
лим функции

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x) =
√
mn+1 · rαn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 2, hn ∈ Hn,

ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x) =
√
mn+2 · rαn+2

n+2 (x−̇(pn+1 − 1)gn+1−̇jngn−̇hn) ·
· 1Gn+2+̇(pn+1−1)gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+2 = 1, pn+2 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn,

Wn = span
{
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
}
.

Получим последовательность подпространств (Wn)
+∞
n=−∞ .

Теорема 2. Функции
(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)
, jn =

0, pn − 1, hn ∈ Hn, αn+1 = 1, pn+1 − 1, αn+2 = 1, pn+2 − 1 образуют ор-
тонормированную последовательность.

Итак, функции
(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)

образу-
ют ортонормированную систему, а значит и ортонормирован-

ный базис в Wn. В силу L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn последовательность

(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x), n ∈ Z
)

— ортонормированный базис

в L2(G).
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