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Работа посвящена исследованию аппроксимативных свойств специальных рядов
по модифицированным полиномам Мейкснера Mα

n,N (x) (n = 0, 1, . . . ). Эти поли-

номы при N > 0, δ = 1
N , α > −1 образуют ортогональную систему на равно-

мерной сетке Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .} относительно веса ρN (x, α) = e−x Γ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 −

e−δ)α+1. Основное внимание уделено получению верхней оценки для функции
типа Лебега частичных сумм специального ряда.

Ключевые слова: полиномы Мейкснера, ряды Фурье, специальные ряды, функ-
ция типа Лебега.
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The purpose of this paper is to study of approximative properties of a special series by
the modified Meixner polynomials Mα

n,N (x) (n = 0, 1, . . . ). For N > 0, δ = 1
N , α > −1

these polynomials form an orthogonal system on the uniform grid Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}
with respect to the weight function ρN (x, α) = e−x Γ(Nx+α+1)

Γ(Nx+1) (1− e−δ)α+1. The main

attention is paid to obtaining an upper estimate on
[
θn
2 ,∞

)
for the Lebesgue type

function of partial sums of these series, where θn = 4n+ 2α+ 2.
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Введение

Пусть N > 0, δ = 1
N , Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}, ρN(x) = ρN(x, α) =

e−xΓ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 − e−δ)α+1 – весовая функция. Обозначим через Mα

n,N(x)

модифицированные полиномы Мейкснера, которые при α > −1 ортого-
нальны на равномерной сетке Ωδ относительно веса ρN(x), т.е

∑

x∈Ωδ

Mα
n,N(x)M

α
k,N(x)ρN(x) = hαn,Nδnk, α > −1,

где δnk – символ Кронекера, hαn,N =
(
n+α
n

)
enδΓ(α + 1). Соответствующие

ортонормированные с весом ρN(x) полиномы обозначим через mα
n,N(x) =

(hαn,N)
−1/2Mα

n,N(x) (n = 0, 1, . . . ).
Далее через l2ρN (Ωδ) обозначим пространство дискретных функ-

ций f(x), заданных на множестве Ωδ и удовлетворяющих условию
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∑
x∈Ωδ

f 2(x)ρN(x) < ∞. Для x ∈ Ωr,δ = {rδ, (r + 1)δ, . . .} мы можем

определить дискретный аналог полинома Тейлора вида Pr−1,N(x) =
r−1∑
ν=0

∆ν
δf(0)
ν! (Nx)[ν], где ∆0

δf(x) = f(x), ∆1
δf(x) = f(x+ δ)− f(x), ∆k

δf(x) =

∆1
δ(∆

k−1
δ f(x)). Нетрудно проверить, что если f(x) ∈ l2ρN (Ωδ), тогда

функция fr(x) =
f(x)−Pr−1,N (x)

N−r(Nx)[r]
принадлежит пространству l2ρN,r

(Ωr,δ), где
ρN,r(x) = ρN(x−rδ). Поскольку модифицированные полиномы Мейксне-
ра mα

k,N,r(x) = mα
k,N(x− rδ) (k = 0, 1, . . .) при α > −1 образуют ортонор-

мированный базис в l2ρN,r
(Ωr,δ), то мы можем определить коэффициенты

Фурье–Мейкснера

f̂αr,k =
∑

t∈Ωr,δ

fr(t)ρN,r(t)m
α
k,N,r(t) =

∑

t∈Ωr,δ

f(t)− Pr−1,N(t)

N−r(Nt)[r]
ρN,r(t)m

α
k,N,r(t)

и ряд Фурье–Мейкснера fr(x) =
∞∑
k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x), который в силу базис-

ности в l2ρN,r
(Ωr,δ) системы полиномов mα

k,N,r(x) (k = 0, 1, . . .) сходится
равномерно относительно x ∈ Ωr,δ. Отсюда следует, что

f(x) = Pr−1,N(x) +N−r(Nx)[r]
∞∑

k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x). (1)

Ряд (1) и есть специальный ряд по модифицированным полиномам
Мейкснера для функции f(x). Частичную сумму ряда (1) обозначим че-
рез

Sαn+r,N(f, x) = Pr−1,N(x) +N−r(Nx)[r]
n∑

k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x).

Отсюда мы видим, что при n ≥ 1 имеет место равенства Sαn+r,N(f, x) =
f(x) для x ∈ {0, δ, 2δ, . . . , (r − 1)δ}. Кроме того, если f(x) = pn+r(x)
представляет собой алгебраический полином степени n + r, то, очевид-
но, f̂αr,k = 0 при k ≥ n + 1 и поэтому из (1) следует Sαn+r,N(pn+r, x) ≡
pn+r(x), т.е. Sαn+r,N(f, x) является проектором на подпространство алгеб-
раических полиномов pn+r(x) степени не выше n + r. Обозначим через
qn+r(x) алгебраический полином степени n + r, для которого ∆if(0) =
∆iqn+r(0) (i = 0, r − 1). Тогда

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ |f(x)− qn+r(x)|+

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ .

Отсюда для x ∈ Ωr,δ

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ e−

x
2x−

r
2+

1
4 |f(x)− qn+r(x)|+
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e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ . (2)

Так как Pr−1,N(qn+r − f, x) = 0, то

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ =

e−
x
2x−

r
2+

1
4 (Nx)[r]

∑

t∈Ωr,δ

|qn+r(t)− f(t)|
(Nt)[r]

ρN,r(t)
∣∣Kα

n,N(t− rδ, x− rδ)
∣∣ . (3)

Положим
Er
k(f, δ) = inf

qk
sup
x∈Ωr,δ

e−
x
2x−

r
2+

1
4 |f(x)− qk(x)| , (4)

где нижняя грань берется по всем алгебраическим полиномам qk(x) сте-
пени k, для которых ∆if(0) = ∆iqk(0) (i = 0, r − 1). Тогда из (2)–(4),
получаем

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ Er

n+r(f, δ)(1 + lα,rn,N(x)), (5)

где

lα,rn,N(x) = e−
x
2x−

r
2+

1
4 (Nx)[r](1− e−δ)α+1×

∑

t∈Ωr,δ

e−
t
2+rδt

r
2− 1

4Γ(Nt− r + α + 1)

(Nt)[r]Γ(Nt− r + 1)

∣∣Kα
n,N(t− rδ, x− rδ)

∣∣ . (6)

В связи с неравенством (5) возникает задача об оценке на [rδ,∞) функ-
ции типа Лебега lα,rn,N(x), определенной равенством (6). С этой целью вве-

дем следующие обозначения: G1 = [rδ, 3λθn ], G2 = [3λθn ,
θn
2 ], G3 = [θn2 ,

3θn
2 ],

G4 = [3θn2 ,∞). Для x ∈ G1

⋃
G2 это задача была решена в работе [1]. В

настоящей работе мы будем оценивать функцию lα,rn,N(x) на множествах
G3 и G4.

1. Некоторые сведения о полиномах Mα
n,N(x)

При оценке функции lα,rn,N(x) нам понадобятся некоторые сведения
о полиномах Mα

n,N(x). Для этих полиномов имеет место формула
Кристоффеля–Дарбу

Kα
n,N(t, x) =

n∑

k=0

mα
k,N(t)m

α
k,N(x) =

δ
√

(n+ 1)(n+ α + 1)

e
δ
2 − e−

δ
2

mα
n+1,N(t)m

α
n,N(x)−mα

n,N(t)m
α
n+1,N(x)

x− t
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и следующие весовые оценки [2]

e−
x
2

∣∣mα
n,N(x± sδ)

∣∣ ≤ c(α, λ, s)θ
−α

2
n Aα

n(x),

Aα
n(x) =





θαn , 0 ≤ x ≤ 1
θn
,

θ
α
2− 1

4
n x−

α
2− 1

4 , 1
θn
< x ≤ θn

2 ,[
θn(θ

1
3
n + |x− θn|)

]− 1
4

, θn
2 < x ≤ 3θn

2 ,

e−
3x
8 , 3θn

2 < x <∞.

Кроме того, нам понадобятся следующие утверждения, доказанные в [3].
Лемма 1. Пусть −1 < α ∈ R, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, t ≥ 0,

N = 1/δ, 0 < δ ≤ 1. Тогда для 1 ≤ n ≤ λN имеет место следующая
оценка

e−tKα
n,N(t, t) ≤ c(α, λ)n1−α(Aα

n(t))
2.

Лемма 2. Пусть −1 < α ∈ R, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, θn/2 ≤
t ≤ 3θn/2, N = 1/δ, 0 < δ ≤ 1. Тогда для 1 ≤ n ≤ λN равномерно
относительно t имеет место следующая оценка

e−tKα
n,N(t, t) ≤ c(α, λ)n−α.

2. Основной результат

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема. Пусть r ∈ N, r − 1

2 < α < r + 1
2, θn = 4n+ 2α + 2, λ > 0,

0 < δ ≤ 1, 1 ≤ n ≤ λN. Тогда имеют место следующие оценки:
1) если x ∈ G3, то

lα,rn,N(x) ≤ c(α, λ, r)


ln(n+ 1) +

(
θn

θ
1
3
n + |x− θn|

) 1
4


 ;

2) если x ∈ G4, то lα,rn,N(x) ≤ c(α, λ, r)n−
r
2+

5
4x

r
2+

1
4e−

x
4 .
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