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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà
ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé
îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè. Îáðàòíûå çàäà÷è ñîñòîÿò â âîññòàíîâëåíèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî èõ ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì. Ïîäîáíûå
çàäà÷è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷-
íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè, â ÷àñòíîñòè, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå,
ãåîôèçèêå, ýëåêòðîíèêå, ìåòåîðîëîãèè. Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷
âíåñëè Â.À. Àìáàðöóìÿí, Ð. Áèëñ, Ã. Áîðã, Ì.Ã. Ãàñûìîâ, Ì.Ã. Êðåéí,
Í. Ëåâèíñîí, Á.Ì. Ëåâèòàí, Ç.Ë. Ëåéáåíçîí, Â.À. Ìàð÷åíêî, Ë.À. Ñàõíîâè÷,
À.Í. Òèõîíîâ, Ë.Ä. Ôàääååâ, È.Ã. Õà÷àòðÿí, Â.À. Þðêî è äðóãèå ìàòåìà-
òèêè. Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèÿ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 1, 2, 3

−y′′ + q(x)y = λy. (1)

Âïîñëåäñòâèè èçó÷àëèñü îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ,
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñî-
áåííîñòÿìè è òî÷êàìè ïîâîðîòà, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ãðàôàõ è äðóãèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþ-
ùèõ â ïðèëîæåíèÿõ. Îáðàòíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, è ïîýòîìó�
äîñòàòî÷íî òðóäíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ ìíîãî íåðåøåííûõ âîïðîñîâ.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì

−Y ′′ +Q(x)Y = λY, x ∈ (0, π), (2)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U(Y ) := Y ′(0)− hY (0) = 0, V (Y ) := Y ′(π) +HY (π) = 0. (3)

Çäåñü Y (x) = [yk(x)]k=1,m � âåêòîð-ñòîëáåö, λ� ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,
Q(x) = [Qjk(x)]j,k=1,m �ìàòðè÷íûé ïîòåíöèàë èç êëàññà L2((0, π),Cm×m),
ò. å. m×m ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíê-
öèÿìè èç L2(0, π). Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè h = [hjk]j,k=1,m,

1Ìàð÷åíêî Â. À. Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Êèåâ: Íàóêîâà Äóìêà, 1977.
2Ëåâèòàí Á. Ì. Îáðàòíûå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. � Ì.: Íàóêà, 1984.
3Þðêî Â. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007.
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H = [Hjk]j,k=1,m, ãäå hjk è Hjk �êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (2) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1). Îäíàêî ïðè èññëå-
äîâàíèè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ âîçíèêàåò ðÿä ñóùåñòâåííûõ òðóäíîñòåé ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì (m = 1).

Íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åííûì âîïðîñîì äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè4. Îáðàò-
íûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå èçó÷åíû â ãîðàçäî ìåíü-
øåé ñòåïåíè, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà âîçíèêàþò çíà÷èòåëü-
íûå òðóäíîñòè, âûçâàííûå ñïåöèôèêîé ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà. Ñïåêòð ìàòðè÷-
íîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì (2) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3),
ìîæåò áûòü êðàòíûì è, äàæå áîëåå òîãî, ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ãðóïï êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè äî íàñòî-
ÿùåãî âðåìåíè áåç àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñïåêòð áûëè ïîëó÷åíû òîëüêî
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷5, 6, 7, 8. Ïîïûòêè äàëü-
íåéøåãî èçó÷åíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà (2)-(3) ïðåäïðèíèìàëèñü
ëèøü ñ íàëîæåíèåì æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå ñïåêòðà. Â ðàáîòå
Â.À. Þðêî9 áûëà ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîãî
ñïåêòðà. Ä. ×åëêàê è Å. Êîðîòÿåâ10 ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ ñ äðóãèì ñóùåñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì, çàêëþ÷àþùèìñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîñòîòå ñïåêòðà. Ïîýòî-
ìó âåñüìà àêòóàëüíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå â îáùåì
ñëó÷àå: ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîâåäåíèè ñïåêòðà.

Öåëü ðàáîòû.

1. Ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëè-
çà äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.
2. Ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé
çàäà÷è, ò.å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ èññëåäóåìîãî
ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà.
3. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

4Àãðàíîâè÷ Ç. Ñ., Ìàð÷åíêî Â. À. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàññåÿíèÿ. � Õàðüêîâ: Èçä-âî ÕÃÓ, 1960.
5Carlson R. An inverse problem for the matrix Schr�odinger equation // J. Math. Anal. Appl. � 2002. � Vol.

267. � Pp. 564�575.
6Chabanov V. M. Recovering the M-channel Sturm-Liouville operator from M+1 spectra // J. Math. Phys.

� 2004. � Vol. 45, no. 11. � Pp. 4255�4260.
7Malamud M. Uniqueness of the matrix Sturm-Liouville equation given a part of the monodromy matrix,

and Borg type results. Sturm-Liouville Theory. � Basel: Birkh�auser, 2005. � Pp. 237�270.
8Yurko V. A. Inverse problems for matrix Sturm-Liouville operators // Russ. J. Math. Phys. � 2006. � Vol.

13, no. 1. � Pp. 111�118.
9Yurko V. A. Inverse problems for the matrix Sturm-Liouville equation on a �nite interval // Inverse

Problems. � 2006. � Vol. 22. � Pp. 1139�1149.
10Chelkak D., Korotyaev E. Weyl-Titchmarsh functions of vector-valued Sturm- Liouville operators on the

unit interval // J. Funct. Anal. � 2009. � Vol. 257. � Pp. 1546�1588.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåíÿ-
åòñÿ ðàçâèòèå èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé11, â îñíîâå êîòîðîãî
ëåæèò ìåòîä êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Êîøè-Ïóàíêàðå. Òàêæå â ðàáîòå
èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, àïïàðàò òåîðèè öåëûõ è ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äðóãèå ìåòîäû âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî è ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì:
1. Ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòî-
ðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì.
2. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çà-
äà÷è.
3. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2 è â ðàâíîìåðíîé íîðìå.
Âñå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîâåäåíèè ñïåêòðà èçó÷àå-
ìîãî ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ è åå ïðèëîæåíèÿõ. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé êîí-
ñòðóêòèâíîé ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Ðàçâèòèå èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé, äàííîå â ðàáîòå ñ öå-
ëüþ èçó÷åíèÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíî ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äðóãèõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ, â
÷àñòíîñòè, ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ íà îñè è ïîëóîñè, äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ íà ãðàôàõ. Òàêæå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â
ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàí-
òîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîøëè àïðîáàöèþ íà 15-îé Ñà-
ðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 2010), íà Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå
¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ�XXI¿ (Âîðîíåæ, 2010), íà àïðåëüñêèõ êîíôåðåíöè-
ÿõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
êè è ìåõàíèêè¿ (Ñàðàòîâ, 2009, 2010), íà ñòóäåí÷åñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
ÑÃÓ (Ñàðàòîâ, 2010), íà îáúåäèíåííîì íàó÷íîì ñåìèíàðå ìàòåìàòè÷åñêèõ

11Þðêî Â. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.
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êàôåäð ÑÃÓ (ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ï. Õðîìîâà), íà íàó÷íûõ ñåìè-
íàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè (ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.À. Þðêî). Çà ðàáîòó, ñîäåðæàùóþ ÷àñòü ðåçóëü-
òàòîâ äèññåðòàöèè, àâòîðó áûëî ïðèñóæäåíî ïåðâîå ìåñòî â ¾Êîíêóðñå Ì¼áè-
óñà¿ � âñåðîññèéñêîì êîíêóðñå ñòóäåí÷åñêèõ è àñïèðàíòñêèõ íàó÷íûõ ðàáîò
ïî ìàòåìàòèêå, ïðîâîäèìîì Íåçàâèñèìûì Ìîñêîâñêèì Óíèâåðñèòåòîì.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 7 ðàáîòàõ. Ñòà-
òüÿ [1] îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, âêëþ÷åííîì â ñïèñîê ÂÀÊ ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 10 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 90
íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû� 117 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû, ïðèâåäåí êðàòêèé
îáçîð ëèòåðàòóðû è ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (ïàðàãðàôû 1.1, 1.2) è êîíñòðóê-
òèâíîìó ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è (ïàðàãðàôû 1.3, 1.4).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L = L(Q(x), h,H) êðàåâóþ çàäà÷ó (2)-(3). Â ðà-
áîòå èññëåäóåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ñëó÷àé, êîãäà Q(x) = Q∗(x) ïðè ï. â.
x ∈ (0, π), h = h∗, H = H∗.

Ââåäåì ϕ(x, λ) = [ϕjk(x, λ)]j,k=1,m �ìàòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2),
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕ(0, λ) = Im, ϕ

′(0, λ) = h, ãäå Im �
åäèíè÷íàÿ m×m ìàòðèöà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ ∆(λ) := V (ϕ) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è L.

Ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ è èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé.
Íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè çàäà÷è L ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à L èìå-
åò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λnq}n>0,q=1,m,
λ01 6 λ02 6 . . . 6 λ0m 6 λ11 6 . . . 6 λn1 6 λn2 6 . . . 6 λnm 6 . . . Ïðè
ýòîì

ρnq :=
√
λnq = n+O(n−1), n→∞.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðåøåíèåì Âåéëÿ çàäà÷è L íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2) Φ(x, λ) = [Φjk(x, λ)]j,k=1,m, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì U(Φ) =
Im, V (Φ) = 0m (çäåñü è äàëåå 0m �íóëåâàÿ ìàòðèöà). Ïîëîæèì M(λ) :=
Φ(0, λ). ÌàòðèöàM(λ) = [Mjk(λ)]j,k=1,m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âåéëÿ çàäà÷è
L.
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Ìàòðèöà Âåéëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ôóíêöèè Âåéëÿ äëÿ ñêà-
ëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ12. Ôóíêöèè Âåéëÿ è èõ îáîáùåíèÿ ÷à-
ñòî âîçíèêàþò â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ, îíè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè
ñïåêòðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ìàòðèöû-ôóíêöèè Φ(x, λ) è M(λ) ìåðîìîðôíû ïî λ, èõ ïîëþñû ïðî-
ñòûå è ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ðàíãè
âû÷åòîâ ìàòðèöû M(λ) îòíîñèòåëüíî åå ïîëþñîâ ñîâïàäàþò ñ êðàòíîñòÿìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è L.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåñîâûå ìàòðèöû αnq := Res
λ=λnq

M(λ).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè çàäà÷è L
âåëè÷èíû Λ := {λnq, αnq}n>0, q=1,m.

Â äèññåðòàöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1.1. Ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì Λ ïîñòðîèòü

Q, h è H.
Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîõðàíÿåò ïðååìñòâåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê

îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ13. Â ñëó÷àå m = 1
èññëåäóåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

{λn}n>0 è âåñîâûì ÷èñëàì αn :=

(
π∫
0
ϕ2(x, λn) dx

)−1

. Ââåäåííûå òàêèì îá-

ðàçîì âåëè÷èíû αn õàðàêòåðèçóþò íîðìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕ(x, λn). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âåñîâûå ÷èñëà ìîãóò áûòü ââåäåíû ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì
êàê âû÷åòû ôóíêöèè Âåéëÿ, è èìåííî òàêîé âàðèàíò îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîá-
íûì äëÿ îáîáùåíèÿ íà ìàòðè÷íûé ñëó÷àé.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïîëó÷åíû òî÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåñîâûõ ìàòðèö.

Ïóñòü ω = ω∗�íåêîòîðàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ðàçìåðà m ×m. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî çàäà÷à L(Q(x), h,H) ïðèíàäëåæèò êëàññó A(ω), åñëè h + H +
1
2

∫ π

0 Q(x) dx = ω. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî L ∈ A(ω),
ω ∈ D = {ω : ω = diag{ω1, . . . , ωm}, ω1 6 . . . 6 ωm}. Âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëî-
âèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å L óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü L ∈ A(ω), ω ∈ D. Òîãäà âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû:

ρnq =
√
λnq = n+

ωq

πn
+

κnq

n
, {κnq}n>0 ∈ l2, q = 1,m. (4)

Ïóñòü {λnkqk
}k>0 � âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èç íàáîðà

12Þðêî Â. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.
13Òàì æå.
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{λnq}n>0,q=1,m. Îáîçíà÷èì

α′nkqk
:= αnkqk

, k > 0, α′nq = 0m, (n, q) /∈ {(nk, qk)}k>0.

Ïóñòü ω = diag{ω1, . . . , ωm} ∈ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ωrs
}s=1,p âñå ðàçëè÷-

íûå çíà÷åíèÿ ñðåäè {ωq}q=1,m, ïðè÷åì

1 = r1 < . . . < rp+1 = m+ 1,

ωrs
= ωrs+1 = . . . = ωrs+1−1, s = 1, p

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

α(s)
n =

rs+1−1∑
q=rs

α′nq, s = 1, p.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü L ∈ A(ω), ω ∈ D. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

α(s)
n =

2

π
I(s) +

κ(s)
n

n
, {‖κ(s)

n ‖}n>0 ∈ l2, s = 1, p. (5)

ãäå

I(s) = [I
(s)
jk ]j,k=1,m, I

(s)
jk =

{
1, rs 6 j = k 6 rs+1 − 1,

0, èíà÷å

è ‖.‖�íîðìà ìàòðèöû.
Ïàðàãðàô 1.3 ïîñâÿùåí âûâîäó îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.1,

èíà÷å ãîâîðÿ, ñâåäåíèþ íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
â ñîîòâåòñòâóþùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ = {λnq, αnq}� ñïåêòðàëüíûå äàííûå íåêîòîðîé

êðàåâîé çàäà÷è L ∈ A(ω), ω ∈ D. Âûáåðåì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó L̃ =
L(Q̃(x), h̃, H̃) ∈ A(ω) òîãî æå âèäà, ÷òî è L, íî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè
(íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü Q̃(x) = 2

πω, h̃ = 0m, H̃ = 0m). Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè
íåêîòîðûé ñèìâîë γ îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê çàäà÷å L, òî ñèìâîë
γ̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê L̃.

Ââåäåì âåëè÷èíû

ξn :=
m∑

q=1

|ρnq − ρ̃nq|+
p∑

s=1

ms+1−1∑
q=ms

|ρnq − ρnms
|+

+

p∑
s=1

ms+1−1∑
q=ms

|ρ̃nq − ρ̃nms
|+

p∑
s=1

‖α(s)
n − α̃(s)

n ‖,

Ω :=

( ∞∑
n=0

((n+ 1)ξn)
2

)1/2

.
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Çàäà÷à L̃ âûáèðàåòñÿ â êëàññå A(ω) äëÿ òîãî, ÷òîáû åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
òàêæå óäîâëåòâîðÿëè àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì (4) è âûïîëíÿëîñü ñîîòíî-
øåíèå Ω <∞.

Îáîçíà÷èì

D(x, λ, µ) =
ϕ∗′(x, µ̄)ϕ(x, λ)− ϕ∗(x, µ̄)ϕ′(x, λ)

λ− µ
.

Ëåììà 1.11. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ϕ̃(x, λ) = ϕ(x, λ) +
∞∑

k=0

m∑
r=1

{
ϕ(x, λkr)α

′
krD̃(x, λ, λkr)−

− ϕ(x, λ̃kr)α̃
′
krD̃(x, λ, λ̃kr)

}
, (6)

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, π] è λ íà êîìïàê-
òàõ.

Ëåììà 1.11 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé

ϕ̃(x, λnq) = ϕ(x, λnq) +
∞∑

k=0

m∑
r=1

{
ϕ(x, λkr)α

′
krD̃(x, λnq, λkr)−

−ϕ(x, λ̃kr)α̃
′
krD̃(x, λnq, λ̃kr)

}
,

ϕ̃(x, λ̃nq) = ϕ(x, λ̃nq) +
∞∑

k=0

m∑
r=1

{
ϕ(x, λkr)α

′
krD̃(x, λ̃nq, λkr)−

−ϕ(x, λ̃kr)α̃
′
krD̃(x, λ̃nq, λ̃kr)

}
,

(7)

îòíîñèòåëüíî ϕ(x, λnq) è ϕ(x, λ̃nq) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííûì x ∈ [0, π].
Îäíàêî ñèñòåìó (7) íåóäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíå-

íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó ðÿäû â (7) ñõîäÿòñÿ ëèøü ¾ñî ñêîáêàìè¿.
Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ íàïðàâëåíû íà ïðåîáðàçîâàíèå óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ ê àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ è âûâîä èç (7) óðàâíåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóììû â (7) âîîáùå
ãîâîðÿ ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì ¾+¿ è ñî
çíàêîì ¾-¿ (ïîñêîëüêó ÷àñòü ìàòðèö α′kr è α̃

′
kr ìîãóò áûòü íóëåâûìè â çàâèñè-

ìîñòè îò êðàòíîñòè ñïåêòðîâ). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò ãðóïïèðîâêó
ñëàãàåìûõ, è ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ðàçáèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà
ãðóïïû ïî àñèìïòîòèêå, êàê îïèñàíî íèæå.

Ðàçîáüåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äâóõ çàäà÷ L è L̃ íà ãðóïïû

G0
n := {λnq, λ̃nq}q=1,m, n = 0, 1, 2, . . . ,

à èõ, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ìåíüøèå ãðóïïû Gs, s = 0, 1, 2, . . .:

Gnp+t−1 := {λnq, λ̃nq}q=rt,rt+1−1, t = 1, p, G0
n =

p⋃
t=1

Gnp+t.
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Çäåñü p�êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë â íàáîðå {ωq}q=1,m, ωrt
= ωq, rt <

q < rt+1. Ïóñòü mnp+t−1 := rt+1− rt (ðàçìåð ãðóïïû Gnp+t−1). Ïåðåîáîçíà÷èì
ýëåìåíòû ãðóïï Gs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gs = {λsq0, λsq1}q=1,ms
, s > 0, λs1i 6 λs2i 6 . . . 6 λsmsi, i = 0, 1.

Çäåñü λsq0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L, λsq1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L̃, ñîäåð-

æàùèåñÿ â ãðóïïå Gs. Ïóñòü ρsqi =
√
λsqi, αsqi � âåñîâûå ìàòðèöû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå λsqi. Ââåäåì α′sqi àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ââîäÿòñÿ α′nq â ïàðàãðàôå
1.2.

Îáîçíà÷èì

ϕsqi(x) = ϕ(x, λsqi), ϕ̃sqi(x) = ϕ̃(x, λsqi),

Frlj,sqi(x) = α′rljD(x, λsqi, λrlj), F̃rlj,sqi(x) = α′rljD̃(x, λsqi, λrlj),

s, r > 0, q = 1,ms, l = 1,mr, i, j = 0, 1.

Ðàññìîòðèì âåêòîðû-ñòðîêè ñ ìàòðè÷íûìè êîìïîíåíòàìè

ϕs(x) = [ϕs10(x), ϕs11(x), ϕs20(x), ϕs21(x), . . . , ϕsms0(x), ϕsms1(x)],

è îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷íî 2mr × 2ms ìàòðèöû F−
r,s(x), r, s > 0, F−

rlj,sqi(x) =

(−1)jFrlj,sqi(x). Àíàëîãè÷íî ââåäåì ϕ̃s(x) è F̃−
r,s(x). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (7)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ̃s = ϕs +
∞∑

r=0

ϕrF̃
−
r,s, s > 0, (8)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå χn := ξ−1
n ïðè ξn 6= 0 è χn = 0 ïðè ξn = 0. Ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, π] îïðåäåëèì ψsqi(x) ïî ôîðìóëàì

ψs10(x) = χn(ϕs10(x)− ϕs11(x)), ψs11(x) = ϕs11(x),

ψsqi(x) = χn(ϕsqi(x)− ϕs1i(x)),

s > 0, Gs ⊂ G0
n, q = 2,ms, i = 0, 1.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

ψs(x) = [ψs10(x), ψs11(x), ψs20(x), ψs21(x), . . . , ψsms0(x), ψsms1(x)] = ϕs(x)Xs.

Òàêæå ââåäåì Rr,s(x) = X−1
r F−

r,s(x)Xs, s, r > 0, ãäå

Xs =



χn 0 −χn 0 . . . −χn 0
−χn 1 0 −χn . . . 0 −χn

0 0 χn 0 . . . 0 0
0 0 0 χn . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . χn 0
0 0 0 0 . . . 0 χn


, X−1

r =



ξk 0 ξk 0 . . . ξk 0
1 1 1 1 . . . 1 1
0 0 ξk 0 . . . 0 0
0 0 0 ξk . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . ξk 0
0 0 0 0 . . . 0 ξk


,
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ò. å. Xs �÷èñëîâàÿ ms×ms ìàòðèöà, Gs ⊂ G0
n, Gr ⊂ G0

k. Óìíîæåíèå ýëåìåí-
òîâXs íà êîìïîíåíòû ϕs è F

−
r,s ïîíèìàåòñÿ êàê óìíîæåíèå ÷èñåë íà ìàòðèöû.

Àíàëîãè÷íî ââåäåì ψ̃s(x) è R̃r,s(x).
Óðàâíåíèå (8) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ψ̃s = ψs +
∞∑

r=0

ψrR̃r,s.

Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âèäà a = [as]s>0, ãäå

as = [as10, as11, as20, as21, . . . , asms0, asms1],

asqi �m×m ìàòðèöû, ñ íîðìîé

‖a‖B = sup
s>0

‖as‖ = sup
s>0

max
q=1,ms
i=0,1

‖asqi‖.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, π] âåêòîð ψ(x) = [ψs(x)]s>0 ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà B, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü R(x) = [Rr,s(x)]r,s>0 êàê
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç B â B.

Òåîðåìà 1.7. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, π] âåêòîð ψ(x) ∈ B
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψ̃(x) = ψ(x)(I + R̃(x)) (9)

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B. Çäåñü I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â B.
Óðàâíåíèå (9) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è.
Â ïàðàãðàôå 1.4 äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îñíîâíîãî óðàâíå-

íèÿ (9). Äàëåå ïî ðåøåíèþ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, ìîäåëüíîé çàäà÷å L̃ è èç-
âåñòíûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì Λ âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñêîìàÿ çàäà÷à L. Â
ðåçóëüòàòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.10. Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1.1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êî-
òîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

Ïóñòü äàíû âåëè÷èíû Λ = {λnq, αnq}n>0,q=1,m � ñïåêòðàëüíûå äàííûå
êðàåâîé çàäà÷è L ∈ A(ω), ω ∈ D.

(1) Âûáèðàåì L̃ ∈ A(ω) è âû÷èñëÿåì ψ̃(x) è R̃(x).
(2) Íàõîäèì ψ(x) èç óðàâíåíèÿ (9) è âû÷èñëÿåì ϕsqi(x).
(3) Ñòðîèì Q(x), h è H ïî ôîðìóëàì

Q(x) = Q̃(x) + ε(x), h = h̃− ε0(0), H = H̃ + ε0(π).

ãäå

ε0(x) =
∞∑

r=0

mr∑
l=1

1∑
j=0

(−1)jϕrlj(x)α
′
rljϕ̃

∗
rlj(x), ε(x) = −2ε′0(x).

11



Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ðàçðå-
øèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è 1.1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíû {λnq, αnq}n>0,q=1,m ∈ Sp, åñëè λnq � âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, λ01 6 λ02 6 . . . 6 λ0m 6 λ11 6 . . . 6 λn1 6 λn2 6 . . . 6 λnm 6
. . ., αnq �m×m ìàòðèöû è λnq = λkl âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò αnq = αkl.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
Òåîðåìà 2.1.

Ïóñòü ω ∈ D. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåëè÷èíû {λnq, αnq}n>0,q=1,m ∈ Sp áûëè
ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è L ∈ A(ω) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (4) è (5).
2) αnq = (αnq)

∗, αnq > 0 ïðè âñåõ n > 0, q = 1,m è ðàíãè ìàòðèö αnq

ðàâíû êðàòíîñòÿì λnq (ïîä êðàòíîñòüþ çäåñü ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàç,
êîòîðîå λnq âñòðå÷àåòñÿ â íàáîðå {λnq}).

3) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà-ñòðîêè γ(λ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé
è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

γ(λ) = O(exp(| Im
√
λ|π)), |λ| → ∞,

èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ γ(λnq)αnq = 0 ïðè âñåõ n > 0, q = 1,m ñëåäóåò, ÷òî
γ(λ) ≡ 0.

Îòìåòèì, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3 ñëåäóåò èç ïåð-
âûõ äâóõ óñëîâèé òåîðåìû 2.1. Îäíàêî â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå îíî ñóùåñòâåííî
è íå ìîæåò áûòü îïóùåíî. Ýòî ïîêàçûâàåò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â ïàðàãðà-
ôå 2.1 äèññåðòàöèè. Òàêæå â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî íåîá-
õîäèìîñòè óñëîâèé òåîðåìû 2.1.

Ïàðàãðàôû 2.2�2.4 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè â òåîðå-
ìû 2.1, öåíòðàëüíóþ ðîëü â êîòîðîì èãðàþò îñíîâíîå óðàâíåíèå (9) è àë-
ãîðèòì èç òåîðåìû 1.10.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíû {λnq, αnq}n>0,q=1,m ∈ Sp+, åñëè λnq � âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà, λ01 6 λ02 6 . . . 6 λ0m 6 λ1m 6 . . . 6 λn1 6 λn2 6
. . . 6 λnm 6 . . ., αnq �m × m ìàòðèöû, αnq = α∗nq > 0, αnq = αkl, åñëè
λnq = λkl è ðàíãè ìàòðèö αnq ñîâïàäàþò ñ êðàòíîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
λnq. Ïîä êðàòíîñòüþ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàç, êîòîðîå
÷èñëî λnq âñòðå÷àåòñÿ â íàáîðå. Îïðåäåëèì α′nq êàê â ïàðàãðàôå 1.2.

Ïóñòü äàíà çàäà÷à L̃ = L(Q̃(x), h̃, H̃) è Λ̃� åå ñïåêòðàëüíûå äàííûå.
Ïóñòü Λ ∈ Sp+ �íåêîòîðûå âåëè÷èíû. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàç-
áèåíèå ÷èñåë {λnq} è {λ̃nq} íà ãðóïïû

G0
n = {λnq, λ̃nq}q=1,m, n = 0, 1, 2, . . . .
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Òàê êàê äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è L̃ âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìó-
ëû (4), ñóùåñòâóåò òàêîå n∗, ÷òî ïðè n > n∗ çíà÷åíèå λ̃nq íå ìîæåò ñîâïàäàòü

íè ñ êàêèì λ̃kl, k 6= n. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç n∗ íàèìåíüøèé èç òà-
êèõ èíäåêñîâ è îòìåòèì, ÷òî n∗ çàâèñèò òîëüêî îò L̃ è îïðåäåëÿåòñÿ ïî L̃
îäíîçíà÷íî.

Ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïðè ìàëûõ âîçìó-
ùåíèÿõ ñïåêòðà ìîãóò èçìåíÿòüñÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñ ýòîé
öåëüþ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçáèåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ãðóïïû {Gs},
ñõîäíûå ñ ðàçáèåíèåì, ââåäåííûì â ïàðàãðàôå 1.3. Îäíàêî òåïåðü ìû áóäåì
èçó÷àòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ {Gs}, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðå-
äåëåííûì ñâîéñòâàì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèå ÷èñåë {λnq} è {λ̃nq} íà
ãðóïïû Gs, s = 0, 1, 2, . . . , êîððåêòíûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Êàæäàÿ ãðóïïà Gs ñîäåðæèò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç λnq è λ̃nq

ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ââåäåì íóìåðàöèþ Gs = {λsq0, λsq1}q=1,ms
, ms �

ðàçìåð ãðóïïû, 0 < ms 6 m. Çäåñü λsq0 � çíà÷åíèÿ èç Λ, λsq1 � çíà-

÷åíèÿ èç Λ̃, ñîäåðæàùèåñÿ â ãðóïïå Gs. Îáîçíà÷èì {αsq0, αsq1}q=1,ms
�

ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå ìàòðèöû. Ââåäåì α′sqi è α
s
i =

∑ms

q=1 α
′
sqi.

2. Êàæäàÿ ãðóïïà êðàòíûõ çíà÷åíèé èç {λnq} (èëè èç {λ̃nq}) öåëèêîì ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãðóïïå Gs.

3. Ñóùåñòâóåò s∗ òàêîå, ÷òî
s∗⋃

s=0
Gs =

n∗−1⋃
n=0

G0
n è äëÿ ëþáîãî s > s∗ ãðóïïà

Gs öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãðóïïå G0
n (s∗ îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî ïî ðàçáèåíèþ {Gs}). Â ñâîþ î÷åðåäü G0
n =

⋃
Gs⊂G0

n

Gs ïðè âñåõ

n > n∗.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû Gs îïðåäåëèì äèàìåòð ds ïî ôîðìóëå

ds :=

ms∑
q=1

|ρsq0 − ρsq1|+
ms∑
q=1

1∑
j=0

|ρsqj − ρs1j|+ ‖αs
0 − αs

1‖.

è äëÿ ðàçáèåíèÿ {Gs} ââåäåì âåëè÷èíó Ω

Ω :=
s∗∑

s=0

ds +

( ∞∑
n=n∗

((n+ 1)ξn)
2

)1/2

, ξn =
∑

Gs⊂G0
n

ds, n > n∗.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíû Λ ∈ Sp+ δ-áëèçêè
ñî ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè Λ̃ êðàåâîé çàäà÷è L̃, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
êîððåêòíîå ðàçáèåíèå ÷èñåë {λnq}n>0,q=1,m è {λ̃nq}n>0,q=1,m íà ãðóïïû Gs,
s = 0, 1, 2, . . . , ÷òî Ω < δ.
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Îïðåäåëåíèå 3.2 ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î áëèçîñòè äâóõ íàáîðîâ ñïåêòðàëü-
íûõ äàííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì ñïåêòðîâ (â ñìûñëå
êðàòíîñòåé).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò ëîêàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çà-
äà÷è 1.1 è óñòîé÷èâîñòü åå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äàíà çàäà÷à L̃ = L(Q̃(x), h̃, H̃). Ñóùåñòâóåò δ > 0
(çàâèñÿùåå îò L̃) òàêîå, ÷òî åñëè âåëè÷èíû Λ = {λnq, αnq}n>0,q=1,m ∈ Sp+

δ-áëèçêè ñ Λ̃, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à L(Q(x), h,H),
äëÿ êîòîðîé Λ ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè, ïðè÷åì

‖Q(x)− Q̃(x)‖L2((0,π),Cm×m) = max
j,k=1,m

‖Qjk‖L2(0,π) 6 CΩ,

‖h− h̃‖ 6 CΩ, ‖H − H̃‖ 6 CΩ,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò L̃.
Â ïàðàãðàôå 3.2 íàëàãàþòñÿ áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà áëèçîñòü ñïåê-

òðàëüíûõ äàííûõ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷ è èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è 1.1 â ðàâíîìåðíîé íîðìå.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ {Gs} îïðåäåëèì

Ω1 :=
s∗∑

s=0

ds +

( ∞∑
n=n∗

((n+ 1)2ξn)
2

)1/2

.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äàíà çàäà÷à L̃ = L(Q̃(x), h̃, H̃). Ñóùåñòâóåò δ > 0
(çàâèñÿùåå îò L̃) òàêîå, ÷òî åñëè äëÿ âåëè÷èí Λ = {λnq, αnq}n>0,q=1,m ∈
Sp+ ñóùåñòâóåò êîððåêòíîå ðàçáèåíèå íà ãðóïïû Gs, ïðè êîòîðîì Ω1 < δ,
òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à L(Q(x), h,H), äëÿ êîòîðîé
Λ ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè, ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû Q(x)−
Q̃(x) íåïðåðûâíû íà [0, π] è

max
x∈[0,π]

‖Q(x)− Q̃(x)‖ 6 CΩ1, ‖h− h̃‖ 6 CΩ1, ‖H − H̃‖ 6 CΩ1,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò L̃.
Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ14.
Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ ïðîôåññîðó Âÿ÷åñëàâó Àíàòîëüåâè÷ó Þðêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïî-
ñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëüíîãî
íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-ÍÍÑ) è Ôîíäà
ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Êîíêóðñ Ì¼áèóñà¿.

14Þðêî Â. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.
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