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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì ïðèáëèæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíàìè è èõ îáîáùåíèÿìè íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè. Îäèí èç âàæíåéøèõ êðóãîâ âîïðîñîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèé íà

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ îáúåäèíÿåòñÿ íàçâàíèåì �ïîëèíîìû è ðàöèîíàëü-

íûå äðîáè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ� è áåð¼ò íà÷àëî ñ ìåìóàðà

Ï. Ë. ×åáûø¼âà �Òåîðèÿ ìåõàíèçìîâ, èçâåñòíûõ ïîä íàçâàíèåì ïàðàëëå-

ëîãðàììîâ�, ïðåäñòàâëåííîãî â Àêàäåìèþ Íàóê â 1853 ãîäó.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ �ðàöèîíàëüíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå� ôóíêöèè âèäà

rN(ϕ) =

=
A cos N

2 ϕ + B sin N
2 ϕ + a1 cos

(
N
2 − 1

)
ϕ + . . . + b[N

2 ] sin
(

N
2 −

[
N
2

])
ϕ√

A(ϕ)
, (1)

N ∈ N; A, B ∈ R, A2 + B2 6= 0, � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà;

A(ϕ) � ôèêñèðîâàííûé äåéñòâèòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïî-

ðÿäêà a ≤ N , ïîëîæèòåëüíûé íà çàäàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìå îòðåçêîâ

E = [α1, α2] ∪ . . . ∪ [α2l−1, α2l],

α1 < α2 < . . . < α2l, 0 < α2l − α1 < 2π;

èõ àëãåáðàè÷åñêèå àíàëîãè

xN + c1x
N−1 + . . . + cN√

A(x)
, (2)

ãäå A(x) � ôèêñèðîâàííûé äåéñòâèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè a ≤ N ,

ïîëîæèòåëüíûé íà E ⊂ [−1, 1].

Äðîáè âèäà (2), íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1], áûëè íàé-

äåíû Ï. Ë. ×åáûø¼âûì1 è À. À. Ìàðêîâûì2. Ðàçëè÷íûì èõ îáîáùåíèÿì

ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ñðåäè àâòîðîâ, âíåñøèõ ñóùåñòâåííûé

âêëàä â ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè, îòìåòèì Í. È. Àõèåçåðà, À. Á. Áîãàòûð¼-

âà, Å. È. Çîëîòàð¼âà, Â. È. Ëåáåäåâà, À. Ë. Ëóêàøîâà, Â. À. Ìàëûøåâà,

Í. Í. Ìåéìàíà, Ô. Ïåõåðñòîðôåðà, Ì. Ë. Ñîäèíà, Ï. Ì. Þäèöêîãî.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àíàëîã äðîáåé ×åáûø¼âà-Ìàðêîâà áûë íàéäåí

âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, Ã. Ñåã¼ 3 (äëÿ E = [0, 2π]). Ðàçëè÷íûå èõ îáîáùåíèÿ

1×åáûø¼â, Ï. Ë. Èçáðàííûå òðóäû. � Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1955.
2Ìàðêîâ, À. À. Èçáðàííûå òðóäû ïî òåîðèè íåïðåðûâíûõ äðîáåé è ôóíêöèé, íàèìåíåå óêëîíÿþ-

ùèõñÿ îò íóëÿ. � Ì., Ë.: Ãîñòåõòåîðèçäàò, 1948.
3Szeg�o, G. On a Problem of the best Approximation // Abh. Math. Univ. Hamburg. � 1964. � Vol.27.

� Pp.193�198.
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ðàññìàòðèâàëè Â. Ñ. Âèäåíñêèé, Ý. Êðóïèöêèé, À. Ë. Ëóêàøîâ, À. Ï. Ïå-

òóõîâ, Ô. Ïåõåðñòîðôåð, Ð. Øòàéíáàóåð.

Ïîëíîå îïèñàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ×åáûø¼âà-Ìàðêîâà íà íåñêîëüêèõ

îòðåçêàõ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíàìåíàòåëÿ, ÿâëÿþùåìñÿ ïðîèçâîëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ, ïîëîæèòåëü-

íûì íà ýòîé ñèñòåìå îòðåçêîâ, à òàêæå ñî çíàìåíàòåëåì, ïðåäñòàâëÿþùèì

ñîáîé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìíîãî÷ëåíà, ïîëîæèòåëüíîãî íà âûïóêëîé îáî-

ëî÷êå ñèñòåìû îòðåçêîâ, äàíî â ðÿäå ðàáîò À. Ë. Ëóêàøîâà4. Òàì æå ïî-

ëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé àíàëîãà çàäà÷è ×åáûø¼âà-Ìàðêîâà äëÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ.

Âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîëó÷è-

ëè ñâîå ðàçâèòèå íåñêîëüêî ïîçæå, ÷åì àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ôóíêöèé

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, ïîëó÷èâøèõ çíà÷èòåëü-

íûå â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòû, ñëåäóåò îòìåòèòü Â. Ñ. Âèäåíñêîãî,

Ê. Äýòåÿ, À. Í. Êîëìîãîðîâà, Ô. Ïåõåðñòîðôåðà, Å. ß. Ðåìåçà, Äæ. Ï. Òè-

ðàíà, Äæ. Ë. Óîëøà, Ð. Ôðîéíäà, Ï. Ì. Þäèöêîãî è äð.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîìû ×åáûø¼âà, íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà

ôèêñèðîâàííîì êîìïàêòå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðè-

ìåð, ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ åãî òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà, äëÿ îöåíêè îï-

òèìàëüíîé îøèáêè ýêñòðàïîëÿöèè ñ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà öåëûõ ôóíêöèé

èç êëàññà Âèíåðà. Ïîýòîìó çàäà÷è î ìíîãî÷ëåíå ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàð-

øèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äó-

ãàõ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, íóëè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû íà ýòèõ äóãàõ, è

èõ ðàöèîíàëüíûõ àíàëîãàõ âåñüìà àêòóàëüíû.

È. Â. Áåëÿêîâûì5 áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ

îò íóëÿ îòîáðàæåíèé ×åáûø¼âà, ñâîéñòâà êîòîðûõ âî ìíîãîì ïîâòîðÿ-

þò ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà, íà äåëüòîèäå (îáëàñòè

Øòåéíåðà). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ àíàëîãè òàêèõ îòîáðà-

æåíèé äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûì çíàìåíàòåëåì - òàê

íàçûâàåìûå êâàçèïîëèíîìû.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû è èõ îáîáùåíèÿ,

íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè.

4Lukashov, A. L. On Chebyshev-Markov rational function over several intervals // J. Approx. Theory. �
1998. � Vol.24. � Pp.333�352.

Ëóêàøîâ, À. Ë. Àëãåáðàè÷åñêèå äðîáè ×åáûø¼âà è Ìàðêîâà íà íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ // Analysis
Math. � 1998. � Vol.24. � Pp.111�130.

5Áåëÿêîâ, È. Â. Ìèíèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò íóëÿ îòîáðàæåíèé ×åáûø¼âà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâ-
íîñòîðîííåìó òðåóãîëüíèêó // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1996. � Ò.59, � 6. � Ñ.919�921.
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Öåëü ðàáîòû � ðåøåíèå íåêîòîðûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè

ïðèáëèæåíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à èìåííî:

• íàéòè ìíîãî÷ëåí ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìå-

íåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ åäèíè÷íîé îêðóæíî-

ñòè, íóëè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû íà ýòèõ äóãàõ;
• íàéòè ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàìåíàòåëåì è

ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ÷èñëèòåëÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùóþñÿ îò íó-

ëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíîñòè, ñ íóëÿìè íà ýòèõ äóãàõ;
• íàéòè ìíîãî÷ëåí ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàðøèì è ñâîáîäíûì êîýôôè-

öèåíòàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà ïðîèçâîëüíîé äóãå

îêðóæíîñòè;
• ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäå-

íèé Áëÿøêå îáîáù¼ííûé ïîëèíîì (êâàçèïîëèíîì), íàèìåíåå óêëîíÿ-

þùèéñÿ îò íóëÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè;
• íàéòè êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà

äâóõ îòðåçêàõ è óäîâëåòâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíîìó èíòåðïîëÿöèîí-

íîìó óñëîâèþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèìå-

íÿþòñÿ îáùèå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèè ïîòåíöèàëà è òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå âïåðâûå íàéäåí ÿâíûé

âèä ìíîãî÷ëåíà ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå

óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, íóëè

êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû íà ýòèõ äóãàõ (â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîñòè ðàâíîâåñ-

íûõ ìåð äóã); ýòîò ðåçóëüòàò îáîáù¼í íà ñëó÷àé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ

ôèêñèðîâàííûì çíàìåíàòåëåì, ò.å. íàéäåí ÿâíûé âèä ðàöèîíàëüíîé ôóíê-

öèè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàìåíàòåëåì è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ÷èñëè-

òåëÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùåéñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíîñòè,

ñ íóëÿìè íà ýòèõ äóãàõ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà âçàèìíîå ðàñïî-

ëîæåíèå äóã è íóëåé çíàìåíàòåëÿ; íàéäåí ìíîãî÷ëåí ñ ôèêñèðîâàííûìè

ñòàðøèì è ñâîáîäíîì êîýôôèöèåíòàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ

íà ïðîèçâîëüíîé äóãå îêðóæíîñòè; ïîñòðîåí îáîáù¼ííûé ïîëèíîì, ïðåä-

ñòàâëÿþùèé ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå, íàèìåíåå

óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè; íàéäåí ìíîãî÷ëåí ÷¼ò-

íîé ñòåïåíè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà äâóõ îòðåçêàõ è óäîâëå-

òâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíîìó èíòåðïîëÿöèîííîìó óñëîâèþ.

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîèñêàòåëåì è âîøåäøèå â äèññåðòàöè-

îííóþ ðàáîòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñòðîãî äîêàçàííûìè.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò íàéòè ïðèìåíå-

íèÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé, òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé; îíè ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå

ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàí-

òîâ.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöè-

îííóþ ðàáîòó, ïîëó÷åíû åå àâòîðîì ëè÷íî è ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ñîâìåñò-

íûõ ïóáëèêàöèÿõ [3, 4] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà

çàäà÷è, â ðàáîòå [2] � ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìîâ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé

äóãè (l = 1).

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-

ñóæäàëèñü íà:

• íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ïðèáëèæåíèé è

íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñîòðóäíèêîâ Ñàðàòîâñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (Ñàðàòîâ, 1998-2009);
• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé è å¼ ïðèëîæå-

íèÿì, ïîñâÿù¼ííîé ïàìÿòè Â. Ê. Äçÿäûêà (Êèåâ, 1999);
• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â åñòå-

ñòâåííûõ íàóêàõ, ýêîíîìèêå è îáðàçîâàíèè� (Ñàðàòîâ � Ýíãåëüñ,

2002);
• 11-îé è 13-îé Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ øêîëàõ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Ñàðàòîâ, 2002, 2006);
• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

øêîëà�ñèìïîçèóì� (Ñèìôåðîïîëü, Ñåâàñòîïîëü, 2004);
• 15-îé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè

ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿù¼ííîé 125-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-

íèÿ Â. Â. Ãîëóáåâà è 100-ëåòèþ ÑÃÓ (Ñàðàòîâ, 2010).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ,

èç êîòîðûõ 3 � â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

• òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ìíîãî÷ëåíå ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàðøèì êî-

ýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, íóëè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû íà ýòèõ äóãàõ (â

ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ ìåð äóã);
• ÿâíûé âèä ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàìåíàòåëåì

è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ÷èñëèòåëÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùåéñÿ îò
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íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíîñòè, ñ íóëÿìè íà ýòèõ äóãàõ ïðè

äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äóã è íóëåé çíà-

ìåíàòåëÿ;

• ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàð-

øèì è ñâîáîäíîì êîýôôèöèåíòàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ

íà ïðîèçâîëüíîé äóãå îêðóæíîñòè;

• òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îáîáù¼ííîì ïîëèíîìå, ïðåäñòàâëÿþùåì

ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå, íàèìåíåå óêëî-

íÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè;

• ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíà ÷¼òíîé ñòåïåíè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò

íóëÿ íà äâóõ îòðåçêàõ è óäîâëåòâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíîìó èíòåð-

ïîëÿöèîííîìó óñëîâèþ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òð�åõ ãëàâ è áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 82 íàèìåíîâàíèÿ. Êàæäàÿ ãëàâà

ðàçáèòà íà ðàçäåëû, âñåãî â äèññåðòàöèè 8 ðàçäåëîâ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû

104 ñòðàíèöû.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû, îïðåäåëåíà åå öåëü, îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåíà ïðåä-

ñòàâëåíèÿì ýêñòðåìàëüíûõ â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé íîðìû òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ íà íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ. Â íåé ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå

ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîòåíöèàëà è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîò À. Ë. Ëóêà-

øîâà, Ô. Ïåõåðñòîðôåðà è Ð. Øòàéíáàóåðà6, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèÿì äâóõ ýêñòðåìàëü-

íûõ çàäà÷: î ìíîãî÷ëåíå ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàè-

ìåíåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíîñòè, ñ íóëÿìè íà

ýòèõ äóãàõ (â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ ìåð äóã), è î ðàöèîíàëü-

íîé ôóíêöèè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàìåíàòåëåì è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì

÷èñëèòåëÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùåéñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíî-

ñòè, ïðè îãðàíè÷åíèè íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äóã îêðóæíîñòè è íóëåé çíàìåíàòåëÿ. Â ðàçäå-

6Ëóêàøîâ, À. Ë. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì.
� 2004. � Ò.68, � 3. � Ñ.115�138.

Lukashov, A. L., Peherstorfer, F. Zeros of polynomials orthogonal on two arcs of the unit circle // J.
Approx. Theory. � 2005. � Vol.132. � Pp.42�71.

Peherstorfer, F., Steinbauer, R. Orthogonal polynomials on arcs of the unit circle. Orthogonal
polynomials with periodic re�ection coe�cients // J. Approx. Theory. � 1996. � Vol.87. � Pp.60�102.
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ëå 2.1 ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç çàäà÷, å¼ ðåøåíèå ïðèâîäèòñÿ

â òåîðåìå 5.

Ïóñòü α1, α2, . . . , α2l òàêîâû, ÷òî

α1 < α2 < . . . < α2l, 0 < α2l − α1 < 2π,

è

E =
l⋃

k=1

Ek, Ek = [α2k−1, α2k] ,

ΓE = {z = eiϕ : ϕ ∈ E},
ΓEk

= {z = eiϕ : ϕ ∈ Ek}.

Íà ìíîæåñòâå ΓE áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû

PN(z) =
N∏

j=1

(z − zj), zj ∈ ΓE , j = 1, N.

Êëàññ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îáîçíà÷èì PN(E).

Òåîðåìà 5. Åñëè ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû äóã ΓEk
, k = 1, l, � ðàöèîíàëü-

íûå ÷èñëà âèäà p
N , òî ìèíèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

max
z∈ΓE

|P ∗
N(z)| = min

PN∈PN (E)
max
z∈ΓE

|PN(z)|

äîñòàâëÿþò ìíîãî÷ëåíû

P ∗
N(eiϕ) = A∗

NεeiN
2 ϕ cos

πN

2

∫
E∩[0,ϕ]

(
ω(∞, ξ) + ω(0, ξ)

)
dξ

 ,

ãäå

ω(z, x) =
∂

∂x
ω
(
z, ΓE ∩ {eiϕ : b ≤ ϕ ≤ x}, C \ ΓE

)
� ïëîòíîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû, |ε| = 1, A∗

N � ïîäõîäÿùàÿ ïîëîæè-

òåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Â ðàçäåëå 2.2 âòîðîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ðàöèîíàëüíîé ôóíê-

öèè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàìåíàòåëåì è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ÷èñëè-

òåëÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùåéñÿ îò íóëÿ íà íåñêîëüêèõ äóãàõ îêðóæíîñòè,

ïðè îãðàíè÷åíèè íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà

âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äóã îêðóæíîñòè è íóëåé çíàìåíàòåëÿ. Å¼ ðåøåíèå

äà¼ò òåîðåìà 6.
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Ïóñòü α1, α2, . . . , α2l òàêîâû, ÷òî

α1 < α2 < . . . < α2l, 0 < α2l − α1 < 2π,

è

E =
l⋃

k=1

Ek, Ek = [α2k−1, α2k] ,

ΓE = {z = eiϕ : ϕ ∈ E},
ΓEk

= {z = eiϕ : ϕ ∈ Ek}.

Íà ìíîæåñòâå ΓE áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè

RN(z) =
PN(z)√

D(z)
,

PN(z) =
N∏

j=1

(z − zj), zj ∈ ΓE , j = 1, N,

D(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2a,

z−aD(z) > 0 ïðè z ∈ ΓE ;

âåòâü êîðíÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî√
z−aD(z) > 0 ïðè z ∈ ΓE .

Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì RD
N(E).

Òåîðåìà 6. Åñëè äëÿ êàæäîãî j, j = 1, . . . , l, óäâîåííàÿ ñóììà ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ìåð äóãè ΓEj
îòíîñèòåëüíî íóëåé ìíîãî÷ëåíà

D(z) =
m∗∏
j=1

(z − zj)
mj

ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, òî÷íåå

(N − a)ωj(∞) +
1

2

m∗∑
k=1

mkωj(zk) = q
(N)
j−1,

q
(N)
j−1 ∈ N, j = 2, . . . , l,

òî ìèíèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

max
z∈ΓE

|R∗
N(z)| = min

RN∈RD
N (E)

max
z∈ΓE

|RN(z)|
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äîñòàâëÿþò ôóíêöèè

R∗
N(eiϕ) = A∗

NεeiN−a
2 ϕ cos

π

2

∫
E∩[b,ϕ]

(
(N − a)(ω(∞, ξ) + ω(0, ξ))+

+
m∗∑
j=1

mjω(zj, ξ)
)

dξ

)
,

|ε| = 1, A∗
N � ïîäõîäÿùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ñëåäóþùèì çàäà÷àì: î íàèìå-

íåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà ïðîèçâîëüíîé äóãå îêðóæíîñòè ìíîãî÷ëåíå

ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàðøèì è ñâîáîäíûì êîýôôèöèåíòàìè, î íàèìåíåå

óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ íà îêðóæíîñòè êâàçèïîëèíîìàõ, ò.å îáîáù¼ííûõ

ïîëèíîìàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäåíèé

Áëÿøêå, è î ìíîãî÷ëåíå, íàèìåíåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà äâóõ îòðåç-

êàõ è óäîâëåòâîðÿþùåì èíòåðïîëÿöèîííîìó óñëîâèþ. Ïåðâàÿ èç íàçâàí-

íûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 3.1 ýòîé ãëàâû.

Íà ìíîæåñòâå

ΓE = {z ∈ C : z = eiϕ, ϕ ∈ E},

ãäå

E = [α1, α2], 0 < α2 − α1 < 2π,

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû

pN(z) = azN + aN−1z
N−1 + . . . + a1z + b,

a, b, aN−1, . . . , a1 ∈ C, a = b̄, a 6= 0.

Êëàññ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îáîçíà÷èì P
(a)
N .

Îïèøåì ðåøåíèå p∗N(z) çàäà÷è

max
z∈ΓE

|p∗N(z)| = min
pN∈P(a)

N

max
z∈ΓE

|pN(z)| (3)

â çàâèñèìîñòè îò

E = [α1, α2].

Îïðåäåëèì ÷èñëî κ

κ2 = (eiα1, eiα2, eiα3, eiα4),

ãäå

(z1, z2, z3, z4) :=
z4 − z1

z4 − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
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� àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷åòûð¼õ òî÷åê z1, z2, z3, z4.

Îáîçíà÷èì:

K = K(κ) =

1∫
0

dx√
(1− x2)(1− κ2x2)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåì κ, 0 < κ < 1;

K ′ = K ′(κ′) =

1∫
0

dx√
(1− x2)(1− (κ′)2x2)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåì κ′, κ′ =√
1− κ2;

snz = sn(z, κ), cnz = cn(z, κ) =
√

1− sn2z, dnz = dn(z, κ) =
√

1− κ2sn2z

� ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê

� = {u ∈ C : −K < Reu < 0,−K ′ < Imu ≤ K ′}.

Èçâåñòíî, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà � íà îá-

ëàñòü

C \ ([−1, α] ∪ [β, 1]) , −1 < α < β < 1,

çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

w(u) =
sn2u cn2a + cn2u sn2a

sn2u− sn2a
= α +

1− α2

2(sn2u− sn2a)
,

ãäå

α = 1− 2sn2a,

β = 2sn2(K + a)− 1 = 2
cn2a

dn2a
− 1,

0 < a < K.

Îòîáðàæåíèå

z =
w − i tan α1

2

w + i tan α1

2
ïåðåâîäèò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ïðè

ýòîì îòðåçêè [−1, α] ∪ [β, 1] ïåðåéäóò â äóãè ΓE1
∪ ΓE2

, ãäå

E1 = [α1, α2], E2 = [α3, α4].
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Ïîýòîìó êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = φ(u), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé

êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé w = w(u) è z = z(w), ïåðåâîäèò ïðÿìîóãîëüíèê

� íà îáëàñòü C \ ΓE è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

z = φ(u) =
2sn2u sin α1

2 eiα2/2 + (α− 1)eiα1/2

2sn2u sin α1

2 e−iα2/2 + (α− 1)e−iα1/2 , (4)

ãäå

α = − tan
α1

2
cot

α2

2
= 1− 2sn2a,

β = − tan
α1

2
cot

α3

2
= 2

cn2a

dn2a
− 1.

Ôóíêöèÿ z = φ(u), îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (4), ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé

ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðèìèòèâíûìè ïåðèîäàìè 2K

è 2iK ′ è ïðîñòûìè ïîëþñàìè ±ζ â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ

{u ∈ C : −K ≤ Reu < K,−K ′ < Imu ≤ K ′},

ãäå ζ ∈ � îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

sn2ζ =
sin α1+α2

2 ei
α1−α2

2

sin α1 sin α2

2
.

Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷åðåç òýòà-

ôóíêöèè H ôóíêöèÿ φ(u) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

φ(u) = c
H(u− ζ)H(u + ζ)

H(u− ζ)H(u + ζ)
,

ãäå êîíñòàíòà c îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà φ(0) = eiα1.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé òåî-

ðåìå.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü p∗N(z) � ðåøåíèå çàäà÷è (3).

1) Åñëè îòðåçîê E = [α1, α2], 0 < α2 − α1 < 2π, ñîäåðæèò N òî÷åê

ϕk,N = −2γ

N
+

2πk

N
, k ∈ Z,

cos γ =
Re b

|b|
, sin γ = −Im b

|b|
,

âçÿòûõ ïîäðÿä, òî

p∗N
(
eiϕ
)

= MNeiN
2 ϕ cos

(
N

2
ϕ + γ

)
.
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2) Åñëè îòðåçîê E = [α1, α2], 0 < α2 − α1 < 2π, òàêîâ, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} è v, ïðè êîòîðûõ

α1 = uk − v,

α2 ≥ uk + 2 arcsin
(
sin

v

2
cos

π

N

)
,

ëèáî

α2 = uk + v,

α1 ≤ uk + 2 arcsin

(
sin

v

2
cos

π(N − 1)

N

)
,

òî

p∗N
(
eiϕ
)

=
MN

2N−1e
iN

2 ϕ sinN v

2
cos

(
N arccos

sin ϕ−uk

2

sin v
2

)
,

ãäå

uk =
2

N
sign

(
−Im b

|b|

)
arccos

Re b

|b|
+

4πk

N
, k = 0, N − 1.

3) Åñëè óñëîâèÿ íè îäíîãî èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ íå âû-

ïîëíÿþòñÿ, òî íàéäóòñÿ α3 è α4,

α1 < α2 < α3 < α4,

0 < α4 − α1 < 2π,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

2N Re ζ = −(N − 1)K,

è

p∗N
(
eiϕ
)

=
MN

2
(FN(u) + FN(−u)) ,

ãäå

FN(u) = εN

(
H(u + ζ)

H(u− ζ)

)N

,

|εN | = 1, MN � ïîäõîäÿùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, z = eiϕ =

φ(u) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (4).

Çàäà÷à î íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ íà îêðóæíîñòè îáîáù¼í-

íûõ ïîëèíîìàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäå-

íèé Áëÿøêå (êâàçèïîëèíîìàõ) ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé

ãëàâû. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äà¼ò, îïèðàÿñü íà êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà, òåî-

ðåìà 8.
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Ïóñòü

ci, c′i ∈ C, i = 1, . . . , N − 1, N = 1, 2, . . . ; c0 = 1, c′0 = 1;

ak ∈ C, k = 1, 2, . . . , N ;

S = {z ∈ C : |z| = 1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçRN ïðè ôèêñèðîâàííûõ ÷èñëàõ ak ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé RN(z) âèäà

RN(z) =
N−1∑
i=0

ci

N−i∏
k=1

z − ak

1− akz
+

N−1∑
i=0

c′i

N−i∏
k=1

1− akz

z − ak
. (5)

Òåîðåìà 8. Ñðåäè ôóíêöèé âèäà (5) ìèíèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çà-

äà÷å

max
z∈S

|R∗
N(z)| = min

RN∈RN

max
z∈S

|RN(z)|

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèè

R∗
N(z) =

N∏
k=1

z − ak

1− akz
+

N∏
k=1

1− akz

z − ak
.

Ðàçäåë 3.3 òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿù¼í çàäà÷å î êîìïëåêñíîì ìíîãî÷ëåíå

÷¼òíîé ñòåïåíè, íàèìåíåå óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà äâóõ îòðåçêàõ è óäî-

âëåòâîðÿþùåì èíòåðïîëÿöèîííîìó óñëîâèþ.

Ïóñòü Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2N ,

çàäàííûõ íà ñèñòåìå îòðåçêîâ E = [−1,−α] ∪ [α, 1], ò.å. Π ∈ P2N ,

P2N =
{
c2Nz2N + c2N−1z

2N−1 + . . . + c0 : ci ∈ C, i = 0, 1, . . . , 2N, z ∈ E
}

.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè âèäà

max
z∈E

∣∣p∗2N(z)
∣∣ = min

p2N (z)∈P2N , p2N (a)=1
max
z∈E

∣∣p2N(z)
∣∣, (6)

ãäå a ∈ C \ E.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü a = iR, R ∈ R.
Ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ êëàññà P2N ìèíèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (6)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëåíà

p∗2N,a(z) =
TN

(
2z2−1−α2

1−α2

)
TN

(−2R2−1−α2

1−α2

) ,
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ïðè÷¼ì

min
p2N (z)∈P2N , p2N (a)=1

max
z∈E

∣∣p2N(z)
∣∣ = c2N,a,

ãäå

c2N,a =
1

2N−1

∣∣∣∣TN

(−2R2−1−α2

1−α2

) ∣∣∣∣ .
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