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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В классической теории игр целевая структура
задается при помощи числовых функций (функций выигрыша, функций
полезности). В последние десятилетия значительное внимание исследовате-
лей, как в нашей стране, так и за рубежом, было привлечено к играм, в ко-
торых целевая структура задается не функциями выигрыша, а отношени-
ями предпочтения. Это объясняется двумя обстоятельствами. Во-первых,
понятие предпочтения является первичным, в то время как понятие це-
левой функции – производным. Во-вторых, построение целевой функции в
практических задачах требует большого объема дополнительной информа-
ции и связано с преодолением значительных трудностей как технического,
так и принципиального характера.

Для построения отношения предпочтения на множестве объектов пер-
вичная информация должна быть задана в виде результатов измерений
их существенных признаков в порядковых или ранговых шкалах, а так-
же необходимо фиксировать некоторое решающее правило; важнейшими
из них являются доминирование по Парето, модифицированное доминиро-
вание по Парето и предпочтение по решающей системе коалиций.

Первые результаты об играх с отношениями предпочтения появились в
конце 50-х–начале 60-х годов в работах Р. Фаркуарсона [1], Р. Аумана [2,3],
Б. Пелега [4], П. Фишберна [5]. В дальнейшем различные аспекты теории
игр с отношениями предпочтения исследовались в работах отечественных
ученых; отметим среди них работы Э. И. Вилкаса [6,7], Е. Б. Яновской [8,9],
О. Н. Бондаревой [10], Т. Е. Кулаковской [11], Б. Г. Миркина [12], В. В. По-
диновского [13,14], В. В. Розена [15–21].

Можно выделить следующие направления, активно развивающиеся в
последние десятилетия в теории игр с отношениями предпочтения: выра-
ботка принципов оптимальности для классов игр с отношениями предпо-
чтения; нахождение условий существования решений игр как в чистых, так
и в смешанных стратегиях; разработка кооперативной теории для игр с от-
ношениями предпочтения; перенос важнейших понятий теории игр с функ-
циями выигрыша игроков на игры с отношениями предпочтения (нижняя
и верхняя цена игры, обобщение соотношения максимина, ситуации рав-
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новесия, характеристическая функция игры, построение смешанного рас-
ширения игры и другие). В работах В. В. Розена [15–24] была построена
теория игр с упорядоченными исходами, для которых важнейшим свой-
ством предпочтения является его транзитивность. В то же время некото-
рые типы решающих правил приводят к предпочтениям, не обладающим
свойством транзитивности. Из сказанного ясно, что разработка теории игр
с отношениями предпочтения общего вида является весьма актуальной.

Цель диссертационной работы состоит в переносе принципов опти-
мальности классической теории игр на игры с отношениями предпочтения
общего вида и описании оптимальных решений игр с отношениями пред-
почтения на базе понятия гомоморфизма игр.

Методы исследований. При выполнении работы использовались ме-
тоды теории игр с функциями выигрыша, общей алгебры и теории упо-
рядоченных множеств, отдельные результаты и методы алгебры бинарных
отношений и теории графов.

Научная новизна и выносимые на защиту положения. Рассмот-
рен новый класс игр, в которых целевая структура задается произволь-
ными рефлексивными бинарными отношениями (отношениями предпочте-
ния). Для этого класса игр введены следующие типы оптимальных реше-
ний: равновесие общего вида, равновесие по Нэшу, допустимые, а также
вполне допустимые ситуации и исходы. При сужении на подкласс стратеги-
ческих игр с функциями выигрыша игроков эти принципы оптимальности
переходят в известные принципы оптимальности классической теории игр.
При этом, как и в теории игр с функциями выигрыша игроков, оптималь-
ные ситуации всех введенных типов характеризуются тем, что они могут
быть стабилизированы с помощью простых угроз.

Основные результаты диссертации, выносимые на защиту:
1) для игр с отношениями предпочтения введены гомоморфизмы раз-

личных типов и доказаны структурные теоремы о факторизациях, приво-
дящих к гомоморфизмам введенных типов;

2) найдены достаточные условия непустоты множества допустимых ис-
ходов для игры с отношениями предпочтения общего вида;

3) для различных типов оптимальных решений (общее равновесие, рав-
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новесие по Нэшу, допустимые и вполне допустимые ситуации или исходы)
найдены ко- и контравариантные гомоморфизмы;

4) для антагонистических игр с транзитивной структурой предпочте-
ний, а также для игр общего вида с упорядоченными исходами дано пол-
ное описание их оптимальных решений с помощью ковариантно полных
семейств контравариантных гомоморфизмов.

Все вышеназванные результаты являются новыми.
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоре-

тический характер. Полученные в работе результаты могут быть исполь-
зованы при анализе социально-экономических моделей конфликтов и в ме-
неджменте.

Апробация работы. Основные результаты, изложенные в диссерта-
ции, докладывались и обсуждались на следующих конференциях: на Меж-
дународной конференции «Теория игр и менеджмент» (Санкт-Петербург,
2009-2011 гг.); на X Международном семинаре «Дискретная математика и
математическая кибернетика» (Москва, 2010); на Международной научной
конференции «Современные проблемы дифференциальной геометрии и об-
щей алгебры» (Саратов, 2008); на Международной научной конференции
«Компьютерные науки и информационные технологии» (Саратов, 2009);
на ежегодных научных конференциях механико-математического факуль-
тета Саратовского государственного университета «Актуальные проблемы
математики и механики» в 2009-2011 гг.

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах [A1] –
[A12]. Работы [A1], [A2] опубликованы в издании, содержащемся в Перечне
ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных
ВАК.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве-
дения, трех глав и списка литературы, включающего 65 наименований. Об-
щий объем диссертации составляет 139 страниц.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дается краткое описание основных направлений теории
игр с отношениями предпочтения игроков. Указаны основные способы вы-

5



явления предпочтений.
В главе 1 вводятся различные типы гомоморфизмов для структур

предпочтения, а затем для игр с отношениями предпочтения: строгие, ре-
версивные, взаимные, точные. При этом указана связь между введенными
типами гомоморфизмов.

Игра игроков N = {1, . . . , n} с отношениями предпочтения в нормаль-
ной форме определяется как система объектов

G = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉, (1.18)

где Xi — множество стратегий игрока i (i ∈ N), A — множество исходов,
ρi — рефлексивное бинарное отношение на A, выражающее предпочтения
игрока i, F — отображение множества ситуаций X = X1 × . . . × Xn в
множество исходов A, называемое функцией реализации.

Наряду с игрой G рассматривается игра тех же игроков с отношениями
предпочтения Γ = 〈(Yi)i∈N , B, (σi)i∈N , Φ〉.

Определение 1.5. Набор отображений f = (ϕ1, . . . , ϕn, ψ), где
ϕi : Xi → Yi (i ∈ N) и ψ : A → B, называется гомоморфизмом игры G в
игру Γ, если для любого индекса i ∈ N , любых элементов a1, a2 ∈ A и лю-
бой ситуации x = (x1, . . . , xn) ∈ X выполняются следующие два условия:

Hom1: ψ(F (x1, . . . , xn)) = Φ(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)),

Hom2: a1
ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi
. ψ(a2).

Определение 1.6. Гомоморфизм f игры G в игру Γ называется

• строгим, если для каждого i ∈ N отображение ψ является строгим
гомоморфизмом структуры предпочтений 〈A, ρi〉 в структуру пред-
почтений 〈B, σi〉, т.е. дополнительно выполняется условие

Str: a1
ρi
< a2 ⇒ ψ(a1)

σi
< ψ(a2);

• реверсивным, если для каждого i ∈ N отображение ψ является ревер-
сивным гомоморфизмом структуры предпочтений 〈A, ρi〉 в структуру
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предпочтений 〈B, σi〉, т.е. выполняются следующие условия:

Rev1: ψ(a1)
σi
< ψ(a2) ⇒ a1

ρi
< a2,

Rev2: ψ(a1) 6= ψ(a2), ψ(a1)
σi∼ ψ(a2) ⇒ a1

ρi∼ a2;

• взаимным, если для каждого i ∈ N отображение ψ является взаим-
ным гомоморфизмом структуры предпочтений 〈A, ρi〉 на структуру
предпочтений 〈B, σi〉;

• точным, если для каждого i ∈ N отображение ψ является точным
гомоморфизмом структуры предпочтений 〈A, ρi〉 в структуру пред-
почтений 〈B, σi〉.

Построение для заданной игры G гомоморфной ей игры Γ делается на
базе понятия факторизации игры по конгруэнции. При этом конгруэнции
различных типов могут быть охарактеризованы как ядра гомоморфизмов
соответствующих типов.

Определение 1.7. Набор эквивалентностей ε = (ε1, . . . , εn, ε), где
εi ⊆ X2

i (i ∈ N), ε ⊆ A2, называется конгруэнцией в игре G, если для него
выполнено условие согласованности, которое имеет следующий вид:

x′1
ε1≡ x1

x′2
ε2≡ x2

. . .

x′n
εn≡ xn

⇒ F (x′1, . . . , x
′
n)

ε≡ F (x1, . . . , xn).

Определение 1.8. Конгруэнция ε в игре G называется str-
конгруэнцией, если для каждого i ∈ N выполняется дополнительное усло-
вие:

a1
ρi

. a2

a′1
ε≡ a1

a′2
ε≡ a2

a′2
ρi

. a′1


⇒ a1

ρi∼ a2.

Конгруэнция ε в игре G называется rev-конгруэнцией, если для любого
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i ∈ N выполняются следующие два условия

a1
ε

6≡ a2

a1
ρi
< a2

a′1
ε≡ a1

a′2
ε≡ a2


⇒ a′1

ρi
< a′2,

a1
ε

6≡ a2

a′1
ε≡ a1

ε≡ a′′1

a′2
ε≡ a2

ε≡ a′′2

a′1
ρi

. a′2

a′′2
ρi

. a′′1


⇒ a1

ρi∼ a2.

Конгруэнция ε в игре G называется rec-конгруэнцией, если для любого
i ∈ N выполняется следующее условие

a1
ρi

. a2

a′1
ε≡ a1

a′2
ε≡ a2

⇒ a′1
ρi

. a′2.

Теорема 1.1. О каноническом гомоморфизме игры с отноше-
ниями предпочтения

Пусть G — игра с отношениями предпочтения вида (1.18) и ε — кон-
груэнция в игре G. Тогда справедливы следующие утверждения.

1) Можно построить фактор-игру G/ ε с отношениями предпочтения в
виде:

G/ ε = 〈X1/ ε1, . . . , Xn/ εn, A/ ε, ρ1/ ε, . . . , ρn/ ε, Fε〉,

где Xi/ εi — фактор-множество, полученное факторизацией множества
стратегий Xi игрока i по соответствующему отношению эквивалентно-
сти εi; A/ ε — фактор-множество по эквивалентности ε; ρi/ ε — фактор-
отношение на A/ ε (i ∈ N); Fε — функция реализации, которая корректно
определена равенством Fε([x1]ε1 , . . . , [xn]εn)

df
= [F (x1, . . . , xn)]ε .

2) Набор отображений fε = (ϕε1, . . . , ϕεn, ψε), где ϕεi есть каноническое
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отображение Xi → Xi/ εi (i ∈ N) и ψε есть каноническое отображение
A→ A/ ε, является сюръективным гомоморфизмом игры G на фактор-
игру G/ ε (этот гомоморфизм называется каноническим).

3) Канонический гомоморфизм fε будет строгим тогда и только тогда,
когда конгруэнция ε является str-конгруэнцией.

4) Канонический гомоморфизм fε будет реверсивным тогда и только
тогда, когда конгруэнция ε является rev-конгруэнцией.

5) Канонический гомоморфизм fε будет взаимным тогда и только тогда,
когда конгруэнция ε является rec-конгруэнцией.

Найдены необходимые и достаточные условия, накладываемые на кон-
груэнцию ε, при которых фактор-отношения игроков обладают «хороши-
ми» свойствами.

Теорема 1.3. ПустьG — игра с отношениями предпочтения вида (1.18)
и ε — конгруэнция в игре G.

1. Для того чтобы фактор-игра G/ ε была игрой с транзитивной струк-
турой предпочтений, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i ∈ N
из условий

a1
ρi

. a2

a2
ε≡ a′2

a′2
ρi

. a3


следовало a′′1

ρi

. a′′3 для некоторых a′′1
ε≡ a1, a

′′
3

ε≡ a3.
2. Для того чтобы фактор-игра G/ ε была игрой с ацикличной струк-

турой предпочтений, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i ∈ N
отношение ρi ∪ ε было ацикличным относительно ε, т.е. чтобы выполнялась
импликация:

a0
ρi∪ε
. a1

ρi∪ε
. . . .

ρi∪ε
. am

ρi∪ε
. a0 ⇒ a0

ε≡ a1
ε≡ . . .

ε≡ am.

3. Для того чтобы фактор-игра G/ ε была игрой с линейной структурой
предпочтений, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i ∈ N и любых

a1, a2 ∈ A существовали a′1, a′′1
ε≡ a1, a′2, a′′2

ε≡ a2 такие, что a′1
ρi

. a′2∨a′′2
ρi

. a′′1.
4. Для того чтобы фактор-игра G/ ε была игрой с упорядоченными
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исходами, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i ∈ N
1) из условий

a1
ρi

. a2

a2
ε≡ a′2

a′2
ρi

. a3


следовало a′′1

ρi

. a′′3 для некоторых a′′1
ε≡ a1, a

′′
3

ε≡ a3;
2) из условий

a1
ρi

. a2

a′1
ε≡ a1

a′1
ρi

& a′2

a2
ε≡ a′2


следовало a1

ε≡ a2.
Указаны условия вложимости игры с отношениями предпочтения в

класс игр с функциями выигрыша. В частности, справедлив следующий
результат.

Теорема 1.6. Для того чтобы игра G с конечным множеством исходов
была вложима в класс игр с функциями выигрыша, необходимо и доста-
точно, чтобы для каждого i отношение ρi было слабо ацикличным.

В главе 2 для изучаемого класса игр введены следующие типы опти-
мальных решений: общее равновесие, равновесие по Нэшу, допустимые и
вполне допустимые исходы и ситуации.

Определение 2.8. Ситуация x0 =
(
x0i
)
i∈N ∈ X в игре G называется

• ситуацией общего равновесия, если для любых xi ∈ Xi выполнено
условие

F (x0 ‖ xi)
ρi
≯ F (x0);

• ситуацией равновесия по Нэшу, если выполняется

F (x0 ‖ xi)
ρi

. F (x0).
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Определение 2.9. В игре G вида (1.18) исход a называется

• допустимым для игрока i, если

¬ (∃xi ∈ Xi)
(
∀xN\i ∈ XN\i

)
F
(
xi, xN\i

) ρi
> a,

• вполне допустимым для игрока i, если

(
∃xN\i ∈ XN\i

)
(∀xi ∈ Xi)F

(
xi, xN\i

) ρi
≯ a.

Следующая теорема устанавливает связь между введенными типами
оптимальных решений.

Теорема 2.3. В любой игре G вида (1.18) с отношениями предпочтения
выполнены включения:

NEq (G) ⊆ Eq (G) ⊆ qAc (G) ⊆ Ac (G) .

Найдены достаточные условия непустоты множества допустимых исхо-
дов игры с отношениями предпочтения, а именно справедлива следующая
теорема.

Теорема 2.4. Пусть G — игра с отношениями предпочтения вида (1.18)
с конечными множествами стратегий игроков и ацикличной структурой
предпочтений. Тогда в ней существует ситуация, допустимая для всех иг-
роков, т.е. Ac (G) 6= ∅.

Для антагонистических игр предложен метод нахождения допустимых
и вполне допустимых исходов.

Определение 2.11. Зафиксируем некоторый класс H гомоморфизмов
из игр класса K в игры класса K . Гомоморфизмы класса H называются
ковариантными относительно классов (K,K ), если для любых двух игр
G ∈ K и Γ ∈ K и любого гомоморфизма f ∈ H f–образ оптимального
решения игры G есть оптимальное решение в игре Γ.

Определение 2.12. Зафиксируем некоторый класс H гомоморфизмов
из игр класса K в игры класса K . Гомоморфизмы класса H называются
контравариантными относительно классов (K,K ), если для любых двух
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игр G ∈ K и Γ ∈ K и любого гомоморфизма f ∈ H f–прообраз
оптимального решения игры Γ есть оптимальное решение в игре G.

Для всех вышеперечисленных типов оптимальных решений найдены
ковариантные и контравариантные гомоморфизмы.

Теорема 2.5. В классе K игр с отношениями предпочтения с фикси-
рованным множеством игроков N имеют место следующие утверждения.

1. Для принципа равновесия:

a) строгие гомоморфизмы являются контравариантными,

b) реверсивные сюръективные гомоморфизмы являются ковариант-
ными.

2. Для равновесия по Нэшу:

сюръективные гомоморфизмы являются ковариантными.

3. Для принципов допустимости и вполне допустимости:

a) строгие сюръективные гомоморфизмы являются контравариант-
ными,

b) реверсивные сюръективные гомоморфизмы являются ковариант-
ными.

Для некоторых видов оптимальных решений построены полные семей-
ства гомоморфизмов, что позволяет дать точное описание оптимальных
решений игр одного класса через оптимальные решения игр другого клас-
са. Сформулируем две теоремы о полных семействах гомоморфизмов.

Пусть K — класс игр с упорядоченными исходами, K — класс
игр с линейно упорядоченными исходами. В качестве оптимальных
решений игры G = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ∈ K возьмем множе-
ство ее ситуаций равновесия, в качестве оптимальных решений игры
Γ = 〈(Yi)i∈N , B, (σi)i∈N , Φ〉 ∈ K — множество ее ситуаций равновесия
по Нэшу:

OptG = Eq (G) , OptΓ = NEq (Γ) .

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.8.
1. Относительно указанных классов игр и их оптимальных решений все

строгие гомоморфизмы являются контравариантными.
2. Для каждой игры G ∈ K семейство всех ее строгих гомоморфизмов

в игры класса K является ковариантно полным.
Пусть K — класс игр с упорядоченными исходами игроков N , в которых

множества стратегий игроков конечны, K — класс игр того же множества
игроков с функциями выигрыша. В качестве оптимальных решений игры
G ∈ K возьмем множество ее допустимых исходов, а в качестве оптималь-
ных решений игры Γ ∈ K — множество ее индивидуально рациональных
исходов. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.10.
1. Относительно указанных классов игр и их оптимальных решений все

строгие сюръективные гомоморфизмы являются контравариантными.
2. Для каждой игры G ∈ K семейство всех ее строгих сюръективных

гомоморфизмов в игры Γ ∈ K является ковариантно полным.
В главе 3 рассматривается кооперативный аспект игр с отношения-

ми предпочтения. Предполагается, что фиксировано некоторое правило
согласования предпочтений, которое для каждой коалиции S ⊆ N и на-
бора отношений предпочтения (ρi)i∈S задает отношение предпочтения ρS
коалиции S. Множество стратегий коалиции S в игре G вида (1.18) зада-
ется в виде

∏
i∈S

Xi. Пусть Σ — некоторое семейство коалиций. Введенные в

главе 2 принципы оптимальности естественным образом распространяют-
ся на семейство коалиций Σ, приводя к понятиям: ситуации Σ–равновесия,
ситуации Σ–равновесия по Нэшу, Σ–допустимого и вполне Σ–допустимого
исхода.

Гомоморфизм f = (ϕ1, . . . , ϕn, ψ) игры G в игру Γ называется коали-
ционным гомоморфизмом, если для любой коалиции S ⊆ N выполнено

a1
ρS

. a2 ⇒ ψ(a1)
σS
. ψ(a2).

Понятия сюръективного, строгого и реверсивного гомоморфизма есте-
ственным образом переносятся на коалиционные гомоморфизмы. Для ука-
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занных выше принципов оптимальности найдены ковариантные и контра-
вариантные гомоморфизмы. В частности, доказаны следующие результа-
ты.

Теорема 3.2. Пусть в качестве правила согласования предпочтений
взято Парето-согласование или модифицированное Парето-согласование
предпочтений игроков. Тогда для Σ-равновесия по Нэшу всякий сюръек-
тивный гомоморфизм является ковариантным.

Теорема 3.3. Пусть в качестве правила согласования предпочтений
взято Парето-согласование или модифицированное Парето-согласование
предпочтений игроков. Тогда для Σ-равновесия всякий строгий сюръек-
тивный гомоморфизм является контравариантным.

Теорема 3.4. Пусть в качестве правила согласования предпочтений
взято Парето-согласование или модифицированное Парето-согласование
предпочтений игроков. В качестве оптимального решения игры рассмот-
рим Σ-допустимый исход. Тогда всякий строгий сюръективный гомомор-
физм является контравариантным.
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