
íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ëóêúÿíåíêî Îëüãà Àëåêñàíäðîâíà

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÏÐÎÑÒÛÕ È ÊÐÀÒÍÛÕ ÐßÄÎÂ
ÂÈËÅÍÊÈÍÀ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÎÐÅÍÖÀ

01.01.01 - ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàðàòîâ 2007



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ñàðàòîâ-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ëóêîìñêèé Ñåðãåé
Ôåäîðîâè÷.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ðóáèíøòåéí Àëåêñàíäð
Èîñèôîâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Âîëîñèâåö Ñåðãåé Ñåðãååâè÷.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ � Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 12 íîÿáðÿ 2007 ã. â 15 ÷àñ. 30 ìèí. íà çàñåäà-
íèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ê 212.243.02 ïðè Ñàðàòîâñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî ïî àäðåñó: 410012,
Ñàðàòîâ, óë. Àñòðàõàíñêàÿ, 83, Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ñàðàòîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 11 îêòÿáðÿ 2007 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Â.Â. Êîðíåâ

2



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Õîðîøî èçâåñòíî1, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Lp,

(1 < p < ∞), òî ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ
ê f ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp è äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå
ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Sn(f)‖p ≤ Cp‖f‖p, (1 < p < ∞).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà2. Â
ðàáîòå ßíã Âîñàíã 3 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå-
Âèëåíêèíà âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà Âèëåíêèíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Lp äëÿ 1 < p < ∞. Ïðè÷åì
ýòîò ðåçóëüòàò ßíã Âîñàíã áûë äîêàçàí áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé íà
îáðàçóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåìû Âèëåíêèíà.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâàì, ëåæà-
ùèì ìåæäó Lp è L∞ èëè L1 è Lp.

Âíà÷àëå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à, ëåæà-
ùèõ ìåæäó L1 è Lp.

Â ìîíîãðàôèè À. Çèãìóíäà4 äëÿ êëàññîâ Îðëè÷à Lϕ, ãäå ϕ(u) =
uα(u) è α(u) � ñëàáî êîëåáëþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, äîêàçàíî, ÷òî åñëè
f ∈ Lϕ̃(0, 2π), òî

1∫
0

ϕ (|Sn(f)− f |) dt → 0,

ãäå ϕ̃(u) = u
u∫
0

t−2ϕ(t) dt

1Áàðè Í.Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.Ì.: Ôèçìàòãèç, 1961.
2Àãàåâ Ã.Í., Âèëåíêèí Í.ß., Äæàâàðëè Ã.Ì., À.È.Ðóáèíøòåéí. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñè-

ñòåìû ôóíêöèé è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà íóëü-ìåðíûõ ãðóïïàõ. Áàêó: Èçä."Ýëì", 1981.
3Yong W.-S. Mean convergence of generalized Walsh-Fourier series// Trans. Amer. Math. Soc.,

218. 1976, 311-320.
4Çèãìóíä À. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ò.1,2. Ì.: Ìèð,1965.
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Ñõîæàÿ ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàëàñü â ñòàòüå Ôàéíà è Òêåáó÷àâû5

äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à Lϕ. (Çàìåòèì, ÷òî ñåïàðà-
áåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ Lϕ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∆2, à èìåííî: ϕ(2x) < γϕ(x)). Âîïðîñû ñõî-
äèìîñòè áûëè ðàññìîòðåííû äëÿ ñèñòåì Âèëåíêèíà, îáðàçóþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè

ôóíêöèÿ f ∈ Lϕ̃, ãäå ϕ̃(u) = u
u∫
1

t−2ϕ(t) dt, òî ðÿä Ôóðüå-Âèëåíêèíà

òåì íå ìåíåå ñõîäèòñÿ ê íåé ïî íîðìå áîëåå øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà
Lϕ. Áûëà äîêàçàíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Â ðàáîòàõ Ëóêîìñêîãî Ñ.Ô.6 7 áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ ñõîäèìîñòè
êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà â ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à.

Ëóêîìñêèé Ñ.Ô.8 ðàññìàòðèâàë âîïðîñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-
Óîëøà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ Lp,α, ëåæàùèõ ïî øêàëå ïðîñòðàíñòâ
Îðëè÷à ìåæäó Lp è L∞ è îïðåäåëèë â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íîðìó

||f ||p,α =

( ∞∑
n=1

(
||f ||n
nα

)p
) 1

p

è äîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Lp,α, òî ||Sn(f)− f ||p,α+1 → 0.
Àñòàøêèí Ñ.Â.9 îòìåòèë, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Lp,α åñòü íè ÷òî èíîå

êàê ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà.
Âîïðîñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

5C. Finet and Tkebuchava. Walsh-Fourier Series and Their Genralization in Orlicz Spaces// J.

Math. Anal. Appl. 221, (1996), 405-418.
6Lukomskii S.F. Convergence of multiple series in mesure and in L// East J. on Approx. 1997.

V.3. �3. P.317-332.
7Lukomskii S.F. Convergence of multiple Walsh series in near L∞ Orlich spaces// East J. on

Approx. 2003. V.9. �3. P.295-308.
8Ëóêîìñêèé Ñ.Ô. Î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà â ïðîñòðàíñòâàõ, áëèçêèõ ê

L∞//Ìàòåì. çàìåòêè. 2001. Ò.70. �6, Ñ.882-889.
9Àñòàøêèí Ñ.Â. Îá ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ñâîéñòâàõ øêàëû Lp-ïðîñòðàíñòâàõ.//Ìàòåì. ñá.

2003. Ò.194. �6. Ñ.26-42.
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è ñèñòåìå Óîëøà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà áûë òàêæå èçó÷åí Ëó-
êîìñêèì Ñ.Ô.10 11. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè f ∈ ΛΨ,p (ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ Ψ), òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíê-
öèè f òåì íå ìåíåå ñõîäèòñÿ â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà
ΛΨ̃,p, ãäå

Ψ̃(x) =

1∫
x

Ψ(t)

t
dt,

è áûëà ïîêàçàíà òî÷íîñòü äàííîãî ðåçóëüòàòà. Áîëåå òîãî, äëÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè íåçà-
âèñèìî îò òîãî, ïî êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nk ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè íîìåð ÷àñòè÷íîé ñóììû Snk

(f), (nk ↑ +∞).
Â ñëó÷àå ñèñòåìû Óîëøà ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ. Ñõîäèìîñòü ðÿ-

äîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà çàâèñèò îò òîãî, îãðàíè÷åíû èëè íåò â
ñîâîêóïíîñòè êîíñòàíòû Ëåáåãà Ln ñ íîìåðàìè, ïðîáåãàþùèìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}.
Öåëü ðàáîòû.Èçó÷èòü âîïðîñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà

â ïðîñòàíñòàâàõ Ëîðåíöà. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Âèëåíêèíà íå ÿâëÿ-
åòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà, îäíàêî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ ΛΨ,q ÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå-Âèëåíêèíà Sn(f) ñõîäÿòñÿ â áîëåå
øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå ΛΨ̃,q. Ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ
êðàòíûõ ðÿäîâ Âèëåíêèíà.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèé ôóíê-

öèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðè-
ìåíÿþòñÿ òàêæå ìåòîäû òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïðèâî-

äÿòñÿ ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

10Lukomskii. S.F. Convergence of fourier series in Lorents spaces.//East J. on Approx. 2003.

V.9. No. 2. P. 229-238.
11Ëóêîìñêèé Ñ.Ô. Î ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå Óîëøà â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà.// Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. 2006. Ìàòåìàòèêà. �6. Ñ.48-55.
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1) Ââåäåíî ïîíÿòèå p-âàðèàöèè ÷èñëà n ∈ N äëÿ ñèñòåìû Âèëåí-
êèíà.

2) Íàéäåíû îöåíêè êîíñòàíò Ëåáåãà äëÿ ñèñòåì Âèëåíêèíà â òåð-
ìèíàõ p-âàðèàöèè.

3) Äîêàçàíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ïðîñòûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ Ôó-
ðüå Âèëåíèíà ôóíêöèè f ∈ ΛΨ,q â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà ΛΨ̃,q.

4) Ïîñòðîåíû ïðèìåðû äëÿ ïðîñòûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-
Âèëåíêèíà, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ðÿäû Ôóðüå-Âèëåíêèíà íå ñõîäÿòñÿ
â ïðîñòðàíñòâàõ áîëåå óçêèõ ÷åì ΛΨ̃,q.
Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ

íîñèò òåðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî îðòîãîíàëüíûì ðÿäàì.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðîøëè àïðîáàöèþ

íà ñåìèíàðàõ ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî Ñà-
ðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü � ïðîô.
Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé, 2004-2007 ã.ã.), íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìà-
òè÷åñêîé øêîëå (2005 ã.), íà Ñàðàòîâñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé
øêîëå (2006 ã.) ã., íà îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó (2007 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû

â ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

äâóõ ðàçäåëîâ, ðàçáèòûõ íà 6 ïîäðàçäåëîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç
40 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 108 ñòðàíèö ìàøèíî-
ïèñíîãî òåêñòà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è äàåòñÿ êðàòêîå
ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà ΛΨ,q

áëèçêèõ ê L∞. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà Âèëåíêèíà íå ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà, îäíàêî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ ΛΨ,q

÷àñòè÷íûå ñóììûÔóðüå-Âèëåíêèíà Sn(f) ñõîäÿòñÿ â áîëåå øèðîêîì
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ïðîñòðàíñòâå ΛΨ̃,q. Òàêæå áóäóò ðàññìîòðåíû àíàëîãè÷íûå âîïðîñû
äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà.

Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå ïåðâîãî ðàçäåëà äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèñòå-
ìû Âèëåíêèíà. Óòî÷íÿåòñÿ îáùåïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ è ïðèâî-
äÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ðÿäîâ
Ôóðüå Âèëåíêèíà.

Ïóñòü {pk}∞k=0 îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåìû Âèëåí-
êèíà {Vn(x)}, m0 = 1, mk+1 = pkmk, òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

n =
∞∑

k=0

akmk, (ak = 0, 1, . . . , pk − 1).

Â ðàáîòå ââåäåíî ïîíÿòèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ÿäðà Äèðèõëå äëÿ
ñèñòåìû Âèëåíêèíà:

D∗
n(x) = Vn∗(x)Dn(x),

ãäå

n∗ =
∞∑

k=0

a∗kmk, ãäå (a∗k = (pk − ak) mod pk),

� äîïîëíèòåëüíîå ÷èñëî äëÿ n, è ìîäèôèöèðîâàííîé ÷àñòè÷íîé ñóì-
ìû

S∗
n(f, x) =

∫
G

D∗
n(x⊕ t)f(t) dt.

Â ïîäðàçäåëå 1.2 ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ñèñòåìû Âèëåíêèíà è äî-
êàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà
âàæíóþ ðîëü ñûãðàëè îöåíêè êîíñòàíò Ëåáåãà.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà èìååò ìåñòî îöåíêè êîíñòàíò
Ëåáåãà â òåðìèíàõ âàðèàöèè ÷èñëà n12

V (n)

4
< Ln < V (n),

12F. Shipp, Wade and P. Simon. W.R. Walsh Series. An Intrduction to Dyadic Harmonic Analisis,

Akademia Kiado, Budapesht, 1990.

7



ãäå

V (n) = ε0 +
∞∑

k=1

|εk − εk−1|

� âàðèàöèÿ ÷èñëà

n =
∞∑

k=0

εk2
k, (εk = 0, 1).

Äî ñèõ ïîð àíàëîãè÷íûõ îöåíîê äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà íå áûëî.
Â òðåòüåì ïîäðàçäåëå ïåðâîãî ðàçäåëà äàåòñÿ îïðåäåëåíèå p-âàðèàöèè

äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïóñòü

n =
∞∑

k=0

akmk

� p-è÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n,

n∗ =
∞∑

k=0

a∗kmk

� äîïîëíèòåëüíîå ÷èñëî ê n, òîãäà ÷èñëî

V ar(n) = a∗0 +
∞∑

k=1

((a∗k + a∗k−1) mod 2dk) +
∞∑

k=0

a∗k (a∗k−1 − 1) ,

ãäå dk = max{a∗k−1, a
∗
k}, (â ñëó÷àå, êîãäà dk = 0, áóäåì ñ÷èòàòü(

a∗k + a∗k−1

)
mod 2dk =

(
a∗k + a∗k−1

)
), íàçîâåì p-âàðèàöèåé ÷èñëà n.

Â ñëó÷àå êîãäà îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk íå îãðàíè÷åíà
âìåñòî V ar(n) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëî

V ar
{pk}

(n) =
a∗0
p2

0
+

∞∑
k=1

(
a∗k + a∗k−1

)
mod 2dk

p2
k

+
∞∑

k=0

a∗k
(
a∗k−1 − 1

)
p2

k

,
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êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü p-âàðèàöèè ÷èñëà n ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{pk}.

Â òåðìèíàõ îïðåäåëåííîé âàðèàöèè íàéäåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà
äëÿ êîíñòàíò Ëåáåãà Ln êàê äëÿ îãðàíè÷åííîé îáðàçóþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, òàê è äëÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Òåðåìà 1.3.1 Ïóñòü ÷èñëî n çàïèñàíî ââèäå

n =
s∑

i=1

(ak2i−1−1mk2i−1−1 + ak2i−1−2mk2i−1−2 + ... + ak2i
mk2i

),

ãäå aj = pj− qi, j = k2i−1−1, k2i−1−2, ..., k2i, i = 1, 2, ..., s, k1 > k2 >

... > ks,

Ln =

1∫
0

|Dn(t)| dt

� êîíñòàíòû Ëåáåãà äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà, òîãäà

V ar
{pk}

(n) ≤ Ln ≤ V ar(n)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p}∞k=0 îãðàíè÷åíà ÷èñëî p ñâåðõó, òî

V ar(n)

p2 ≤ Ln ≤ V ar(n).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà pk = 2, äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, ...,
p-âàðèàöèÿ îïðåäåëåííàÿ â îïðåäåëåíèè 1.3.1 ïðèíèìàåò âèä âàðè-
àöèè V (n), à îáå îöåíêè èç óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1 ïðåâðàùàþòñÿ â
èçâåñòíóþ îöåíêó äëÿ êîíòàíò Ëåáåãà ïî ñèñòåìå Óîëøà â òåðìèíàõ
âàðèàöèè, êîòîðàÿ áûëà ïðèâåäåíà âûøå.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí âîïðîñàì ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà
â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà.
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Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå îïðåäåëåíû îäíîìåðíûå13 è m-ìåðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà Ëîðåíöà. Äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è èçëîæåíû âñïî-
ìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Íàçîâåì Ψ ôóíêöèåé Ëîðåíöà, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

1) Ψ(t) > 0 íà (0, 1), óáûâàåò íà (0, 1) è âûïóêëà;
2) lim Ψ(t)

t→0
= +∞;

3)
1∫
0

dt
Ψq(t)t < +∞ (q ≥ 1).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà

ΛΨ,q =

f ∈ L[0,1) : ‖f‖Ψ,q =

 1∫
0

(
f ∗(t)

Ψ(t)

)q
dt

t

1/q

< ∞


� ïîðîæäåííûå ôóíêöèåé ËîðåíöàΨ(t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

Ψ

(
x

p

)
≤
(

1 +
Cp

1 + log 1
x

)
Ψ(x), (p ∈ N, Cp > 0).

Ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à èìåííî

Λm
Ψ,q =

f ∈ L[0,1)m : ‖f‖Ψ,q =

 1∫
0

(
f ∗(t)

Ψ(t)

)q
dt

t

1/q

< ∞

 ..

Â ïîäðàçäåëå 2.2 ðàññìîòðåíû ïðîñòûå (îäíîêðàòíûå) ðÿäà Ôóðüå-
Âèëåíêèíà. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåðåìà 2.2.1 Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(Ψ, q) > 0 òàêàÿ,

13Lindenstrauss J., Tzafriri L. Classical Banach spaces 2, Function spaces.� Berlin: Springer-

Verlag, 1979.
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÷òî ∀f ∈ ΛΨ,q

‖Sn(f)‖Ψ̃,q ≤ C‖f‖Ψ,q.

ãäå ôóíêöèÿ Ëîðåíöà Ψ̃ ïðè 0 < x ≤ 1
2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Ψ̃(x) =

1∫
x

Ψ(t)

t
dt.

Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà ΛΨ,q èç ýòîé òåîðåìû ñëå-
äóåò
Òåðåìà 2.2.2 Åñëè f ∈ ΛΨ,q, òî ðÿä Ôóðüå-Âèëåíêèíà ôóíêöèè

f ñõîäèòñÿ â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå ΛΨ̃,q

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû ïîñòðîåí ïðèìåð, äîêà-
çûâàþùèé òî÷íîñòü òåîðåìû 2.2.2. Ïðèìåð áûë ïîñòðîåí äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Òåðåìà 2.2.3 Ïóñòü îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}∞k=1

îãðàíè÷åíà ÷èñëîì p ñâåðõó, ôóíêöèÿ Ëîðåíöà Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò

äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

(
1 +

C ′
p

1 + log 1
x

)
Ψ(x) ≤ Ψ(

x

p
).

Åñëè N = {nk} ïðîèçâîëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî supn∈N Ln = +∞, òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè α(t) ↓ 0 ïðè t ↓ 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f ∈ ΛΨ,q òàêàÿ,

÷òî îòíîøåíèå
‖Snf‖Ψ̃α,q

‖f‖Ψ,q
� íåîãðàíè÷åíî.

Â ïîäðàçäåëå 2.3 ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿ-
äîâ Ôóðüå-Âèëåíêèíà. Òàêæå êàê è äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåðåìà 2.3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëîðåíöà Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

Ψ

(
x

p

)
≤
(

1 +
Cp

1 + log 1
x

)
Ψ(x), (p ∈ N, Cp > 0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(Ψ, q) > 0 òàêàÿ, ÷òî ∀f ∈

ΛΨ,q([0, 1)m) âûïîëíÿåòñÿ

‖Sn(f)‖Ψ̃,q ≤ C‖f‖Ψ,q,

ãäå

Ψ̃(x) =


(

ln 1
x

)m−1 ∫ 1
x

Ψ(t)
t dt ïðè 0 < x ≤ 1

2 ,

Ψ̃(1
2) ïðè 1

2 < x < 1.

Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà èç òåîðåìû 2.3.1
ñëåäóåò
Òåðåìà 2.3.2. Åñëè f ∈ ΛΨ,q([0, 1)m), òî ðÿä Ôóðüå-Âèëåíêèíà

ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå ΛΨ̃,q([0, 1)m).
Òåîðåìà äîêàçûâàþùàÿ òî÷íîñòü òåîðåìå 2.3.2 äîêàçàíà äëÿ ñëó-

÷àÿ ñõîäèìîñòè ïî êóáàì, ñëåäîâàòåëüíî òåì áîëåå ïðåäûäóùàÿ òåî-
ðåìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.
Ïðèìåð ïîñòðîåí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèñòåìû Âèëåíêèíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Òåðåìà 2.3.3. Ïóñòü {Vn(t)} � êðàòíàÿ ñèñòåìà Âèëåíêèíà,

ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}∞k=0, êîòîðàÿ îãðàíè÷åííà
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÷èñëîì p, è Sn(f, t) � êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå-

Âèëåíêèíà,

Ψ(x) =


(

ln 1
x

)mγ

ïðè 0 < x ≤ 1
2 ,

Ψ(1
2) ïðè 1

2 < x < 1,

(γ ≥ m). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè α(t) ↓ 0 ïðè t ↓ 0 îòíîøåíèå
‖Snf‖Ψ̃α,q

‖f‖Ψ,q
�íåîãðàíè÷åíî.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ëóêîìñêîìó Ñåðãåþ Ôåäîðîâè÷ó çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷ è ïîääåðæêó â èññëåäîâàíèÿõ.
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