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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность исследуемой проблемы. Синхронизация колебаний ди-
намических систем, способных демонстрировать сложное хаотическое пове-
дение, является универсальным явлением1, которое наряду с фундаменталь-
ным значением, имеет широкий спектр практических приложений, охваты-
вающих, помимо физических, химические, биологические и физиологические
системы2. В настоящее время известно достаточно большое число различных
типов хаотической синхронизации (например, полная синхронизация, синхро-
низация с запаздыванием (лаг-синхронизация), обобщенная синхронизация,
фазовая синхронизация, синхронизация, индуцированная шумом, и др.) и,
если каждый тип синхронного поведения в отдельности исследован доста-
точно полно, то проблема выявления взаимосвязи различных типов хаотиче-
ской синхронизации друг с другом находится в развитии и требует активно-
го изучения, поскольку понимание механизмов, приводящих к установлению
разных типов хаотической синхронизации и их взаимосвязи друг с другом
имеет важное значение, как с фундаментальной, так и прикладной точек
зрения. Так, например, известны работы, направленные на выявление взаи-
мосвязи различных типов хаотической синхронизации в системах с единым
типом связи3, когда меняется только интенсивность связи между системами.
В этих работах предложены общие подходы к анализу синхронного поведения
хаотических осцилляторов — синхронизация временных масштабов и синхро-
низация спектральных компонент, которые естественным образом обобщают
различные типы синхронного поведения, перечисленные выше. В то же са-
мое время, вопрос о взаимосвязи разных типов хаотической синхронизации
при переходе от однонаправлено связанных систем к системам с взаимной
связью в настоящее время остается открытым. Поэтому в диссертационной
работе большое внимание уделено определению закономерностей поведения
границ этих типов хаотической синхронизации при переходе от однонаправ-
лено связанных систем к системам с взаимной связью.
Важную роль при исследовании хаотической синхронизации играют пока-

1А.С. Пиковский, М.Г. Розенблюм, Ю. Куртс, Синхронизация. Фундаментальное нелинейное явление,
М.: Техносфера, 2003; V.S. Anishchenko, V.V. Astakhov, A.B. Neiman, T.E. Vadivasova, L. Schimansky-
Geier, Nonlinear Dynamics of Chaotic and Stochastic Systems. Tutorial and Modern Development., 2nd
Edition, Springer, 2007.
2L. Glass, Nature (London) 410 (2001) 277; V.S. Anishchenko, A.G. Balanov, N.B. Janson, N.B. Igosheva,
G.V. Bordyugov, Int. J. Bifurcation and Chaos 10 (10) (2000) 2339; O.V. Sosnovtseva, A.N. Pavlov,
E. Mosekilde, N.-H. Holstein-Rathlou, Phys. Rev. E 66 (6) (2002) 061909; A.E. Hramov, A.A. Koronovskii,
V.I. Ponomarenko, M.D. Prokhorov, Phys. Rev. E 75 (5) (2007) 056207; А.Н. Павлов, А.Е. Храмов,
А.А. Короновский, Е.Ю. Ситникова, В.А. Макаров, А.А. Овчинников, Успехи физических наук 182
(9) (2012) 905.
3A.E. Hramov, A.A. Koronovskii, CHAOS 14(3) (2004) 603; A.E. Hramov, A.A. Koronovskii,
M.K. Kurovskaya, O.I. Moskalenko, Phys. Rev. E 71 (5) (2005) 056204; A.V. Shabunin, V.V. Astakhov,
J. Kurths, Phys. Rev. E 72 (1) (2005) 016218.
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затели Ляпунова4. В частности, известно, что в двух связанных хаотических
системах при увеличении параметра связи, как правило, происходит после-
довательный переход в область отрицательных значений двух показателей
Ляпунова: сначала нулевого, а затем положительного5. Изменение знака по-
казателя Ляпунова свидетельствует о качественных изменениях, произошед-
ших в динамике системы. В ряде случаев, переход одного из показателей
Ляпунова в область отрицательных значений связывают с возникновением
синхронного поведения, как например, в случае синхронизации периодиче-
ских колебаний или при установлении режима обобщенной хаотической син-
хронизации. В то же самое время, для связанных хаотических осцилляторов
при установлении режима фазовой синхронизации нулевой условный показа-
тель Ляпунова является уже существенно отрицательным. Переход старшего
условного показателя Ляпунова через нуль происходит тоже немного раньше
установления режима обобщенной хаотической синхронизации, однако, раз-
ница между критическими значениями параметра связи оказывается столь
незначительной, что зачастую не принимается в рассмотрение. Причины раз-
личия значений параметра связи, при которых устанавливается синхронный
режим, и при которых условный показатель Ляпунова становится отрица-
тельным, до настоящего времени нигде не рассматривались. Изучению этого
вопроса также посвящена настоящая диссертационная работа.
При исследовании по отдельности некоторых типов синхронного пове-

дения часть вопросов также остается неизученной. В частности, подобные
вопросы существуют для режима обобщенной хаотической синхронизации6.
Данный тип хаотической синхронизации явно выделяется среди известных
типов синхронного поведения. Изначально он был введен в рассмотрение
только для однонаправлено связанных хаотических систем. Позднее появи-
лись попытки обобщения этого режима на случай взаимной связи — две вза-
имно связанные хаотические динамические системы и сети связанных нели-
нейных элементов7. В то же самое время, известные работы, посвященные
этой проблеме, направлены лишь на установление факта существования этого
режима, в то время как само понятие обобщенной синхронизации для таких
систем, как правило, автоматически переносилось со случая обобщенной син-
хронизации в системах с однонаправленным типом связи, а правомерность та-
кого переноса никоим образом не рассматривалась и не обосновывалась. Бо-

4K. Pyragas, Phys. Rev. E 56 (5) (1997) 5183; A. Politi, F. Ginelli, S. Yanchuk, Yu. Maistrenko, Physica D
224 (2006) 90; A.E. Hramov, A.A. Koronovskii, M.K. Kurovskaya, Phys. Rev. E 78 (2008) 036212.
5Несмотря на то, что эти ляпуновские показатели могут претерпевать изменения (например, стано-
виться отрицательными) здесь и далее используются термины “нулевой” и “положительный” условные
показатели Ляпунова.
6N.F. Rulkov, M.M. Sushchik, L.S. Tsimring, H.D.I. Abarbanel, Phys. Rev. E 51 (2) (1995) 980.
7Z. Zheng, X. Wang, M.C. Cross, Phys. Rev. E 65 (2002) 056211; S. Guan, X. Wang, X. Gong, K. Li,
C.-Y. Lai, CHAOS 19 (2009) 013130.
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лее того, во всех известных работах диагностика обобщенной синхронизации
производится при помощи модификации метода вспомогательной системы8,
являющегося эффективным средством анализа обобщенной синхронизации в
системах с однонаправленной связью, однако вопрос о корректности примене-
ния этого метода к системам с взаимным типом связи до настоящего времени
оставался открытым. Поэтому настоящая диссертационная работа направле-
на также на рассмотрение данных вопросов и построение универсальной кон-
цепции обобщенной синхронизации, справедливой для систем, связанных как
однонаправлено, так и взаимно.
Изучение режима обобщенной хаотической синхронизации в системах с

взаимной связью оказывается важным еще и потому, что если для двух свя-
занных осцилляторов однонаправленный и взаимный характеры связи явля-
ются равноправными, то в решетках и сетях, как правило, реализуется взаим-
ный характер связей между элементами. Это связано с тем, что все элементы
сети действуют друг на друга, если не непосредственно, то, по крайней ме-
ре, опосредовано, через соседние (промежуточные) элементы. В то же самое
время, изучение синхронного поведения в таких сложных объектах, помимо
фундаментального интереса, имеет важное практическое значение, связанное
с задачами распознавания и хранения информации, анализа временных рядов
(нейронные сети), передачи и обработки информации (нелинейные антенны),
описания и изучения физиологических процессов, начиная с моделирования
отдельных нейронов и заканчивая рассмотрением глобальных нейронных ан-
самблей и анализом поведения головного мозга животных и человека. По-
этому исследование режима обобщенной хаотической синхронизации являет-
ся одной из основных задач настоящей диссертационной работы. В рамках
решения этой задачи разработаны универсальные методы диагностики и ана-
лиза обобщенной синхронизации, справедливые как для модельных систем,
связанных однонаправлено или взаимно, так и реальных экспериментальных
данных, полученных от систем различной природы. Подобная задача, влеку-
щая за собой пересмотр и уточнение существующей концепции обобщенной
синхронизации однонаправлено и взаимно связанных систем, носит как фун-
даментальный, так и прикладной характер, а методы анализа этого режима
смогут найти применение при обработке временных рядов (по всей видимо-
сти, прежде всего, радиофизической и физиологической природы).
Таким образом, на основании описанного выше можно заключить, что те-

ма диссертации является актуальной и важной для радиофизики и нелиней-
ной динамики, при этом вопросов, требующих дальнейших исследований в
этой области, оказывается достаточно много.

Цель диссертационной работы. Целью настоящей диссертационной
8H.D.I. Abarbanel, N.F. Rulkov, M.M. Sushchik, Phys. Rev. E 53 (5) (1996) 4528.
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работы является выявление особенностей различных типов хаотической син-
хронизации в диссипативно связанных потоковых системах и дискретных
отображениях, разработка новых методов их анализа и определение взаи-
мосвязи между ними.
Основными вопросами, подробно рассмотренными в диссертационной ра-

боте, являются следующие:

• аналитическое и численное исследование влияния степени взаимности
связи на установление различных типов хаотической синхронизации в
потоковых системах и дискретных отображениях;

• разработка концепции обобщенной синхронизации, справедливой как
для однонаправлено, так и взаимно связанных потоковых систем и дис-
кретных отображений, демонстрирующих хаотическую динамику;

• исследование закономерностей поведения спектра показателей Ляпунова
при установлении различных типов хаотической синхронизации;

• исследование возможности установления индуцированной шумом син-
хронизации в неавтономных системах;

• изучение перемежающегося поведения на границе синхронизации, инду-
цированной шумом;

• пересмотр и уточнение общепринятой концепции обобщенной синхрони-
зации в потоковых системах и дискретных отображениях, разработка
новых методов анализа синхронного режима.

Результаты проведенных аналитических и численных исследований, изло-
женные в настоящей диссертационной работе, позволяют определить законо-
мерности возникновения различных типов синхронного поведения в потоко-
вых системах и дискретных отображениях. Полученные результаты обладают
высокой степенью общности, что позволяет распространить полученные ре-
зультаты на множество нелинейных динамических систем, демонстрирующих
хаотическое поведение.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Пороги режимов полной синхронизации, синхронизации с запаздывани-
ем, фазовой и обобщенной синхронизаций диссипативно связанных ха-
отических потоковых систем и дискретных отображений уменьшаются
при увеличении степени взаимности связи между системами, при этом,
граница возникновения полной синхронизации в зависимости от коэф-
фициента взаимности связи подчиняется гиперболическому закону.
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2. Отрицательность условных показателей Ляпунова, имеющая место пе-
ред возникновением режимов фазовой хаотической и обобщенной хао-
тической синхронизации, является следствием синхронизма, наблюдаю-
щегося в определенные периоды времени вблизи границ установления
синхронных режимов, где полностью синхронный режим еще не устано-
вился и наблюдается перемежающееся поведение.

3. Два идентичных периодических осциллятора, находящихся под внеш-
ним периодическим воздействием, но не синхронизованных им, демон-
стрируют идентичное поведение — режим неавтономной индуцирован-
ной шумом синхронизации — при добавлении шума, при этом средняя
длительность переходного процесса обратно пропорциональна интенсив-
ности шумового воздействия.

4. Переход к синхронизации, индуцированной шумом, сопровождается пе-
ремежающимся поведением, характеристики которого соответствуют пе-
ремежаемости типа “on-off”.

5. Состояния взаимодействующих однонаправлено или взаимно связан-
ных систем, находящихся в режиме обобщенной синхронизации, связаны
между собой не функциональной зависимостью, а функционалом в слу-
чае потоковых систем или зависимостью, зависящей от K предыдущих
состояний, в случае дискретных отображений; при этом, диагностику
синхронного режима можно осуществлять по моменту перехода одного
из положительных показателей Ляпунова в область отрицательных зна-
чений или при помощи метода фазовых трубок, а для однонаправлено
связанных систем — и при помощи метода вспомогательной системы.

Научная новизна. Научная новизна результатов диссертационной рабо-
ты заключается в определении общих закономерностей возникновения раз-
личных типов хаотической синхронизации в диссипативно связанных систе-
мах при переходе от однонаправленного типа связи к взаимному, разработке
непротиворечивой концепции обобщенной синхронизации, справедливой для
двух (и более) хаотических систем, а также в выявлении особенностей по-
ведения спектра показателей Ляпунова при установлении различных типов
синхронизации.
Впервые получены следующие научные результаты:

• Получена аналитическая зависимость порога возникновения полной син-
хронизации от коэффициента взаимности связи между системами, спра-
ведливая как для отображений, так и для потоков.
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• Предложена универсальная концепция обобщенной синхронизации в ха-
отических системах как с однонаправленным, так и взаимным типами
связи. Показано, что установление обобщенной синхронизации связано
с переходом одного из положительных показателей Ляпунова в область
отрицательных значений.

• Установлено, что за отрицательность условных нулевого (до момента
возникновения фазовой синхронизации) и положительного (вблизи гра-
ницы обобщенной синхронизации) показателей Ляпунова в однонаправ-
лено связанных хаотических системах отвечают ламинарные фазы (фа-
зы синхронного поведения) систем.

• Выявлен новый тип синхронного поведения — неавтономная индуциро-
ванная шумом синхронизация.

• Обнаружено перемежающееся поведение на границе синхронизации, ин-
дуцированной шумом. Установлено, что в данном случае имеет место
перемежаемость типа “on-off”.

• Пересмотрена и дополнена концепция обобщенной синхронизации в по-
токовых системах и дискретных отображениях. Для изучения этого типа
синхронного поведения в системах с непрерывным и дискретным време-
нем предложен подход, основанный на рассмотрении трубок траекторий
в фазовом пространстве.

Научная и практическая значимость работы. Диссертационная ра-
бота решает научную задачу, имеющую существенное значение для радио-
физики, нелинейной динамики и современной теории колебаний, связанную
с выявлением общих закономерностей хаотической синхронизации в диссипа-
тивно связанных потоковых системах и дискретных отображениях при изме-
нении степени взаимности связи между ними. В большинстве случаев рас-
сматривались эталонные модели нелинейной динамики, демонстрирующие
периодическое (автогенератор Ван дер Поля, отображение окружности) и ха-
отическое (системы Ресслера, Лоренца, логистические отображения, отобра-
жения Эно) поведение. Благодаря тому, что все рассмотренные модели явля-
ются базовыми, результаты диссертационной работы носят общий характер и
могут быть обобщены на системы различной природы (радиофизической, фи-
зиологической, биологической и т.д.). Полученные результаты позволяют по-
нять общие закономерности синхронного поведения связанных хаотических
систем, определить механизмы их возникновения и выявить тесную взаимо-
связь между ними. В частности, разработанный метод анализа обобщенной
синхронизации, основанный на рассмотрении трубок траекторий в фазовом
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пространстве и учете предыстории взаимодействующих систем, может найти
применение при обработке экспериментальных данных, полученных от си-
стем различной природы.
Определение взаимосвязи между поведением связанных хаотических ос-

цилляторов, находящихся около границ возникновения синхронных режимов,
и поведением условных показателей Ляпунова имеет важное не только тео-
ретическое, но и практическое значение, так как позволяет применять ап-
парат, связанный с использованием ляпуновских показателей, при изучении
широкого круга нелинейных систем, демонстрирующих хаотическое поведе-
ние, значения управляющих параметров которых находятся вблизи границ
установления синхронных режимов.
Более того, обнаруженное в рамках диссертационной работы сходство свя-

занных хаотических систем и неавтономных периодических осцилляторов,
находящихся под действием шума, хорошо согласующееся с известными опуб-
ликованными работами9, позволяет расширить применимость как известных,
так и полученных в рамках диссертационной работы результатов на боль-
шое число систем, находящихся под действием внешних шумов. Понятно, что
шумы присутствуют всегда, как в численном моделировании, так и в экспе-
рименте. И хотя в ряде случаев влиянием шума можно пренебречь, вбли-
зи границ синхронных режимов роль шума становится существенной. Шум
влияет существенным образом как на статистические характеристики пере-
межающегося поведения и значения показателей Ляпунова, так и приводит к
возникновению новых типов поведения, например, неавтономной синхрони-
зации, индуцированной шумом. Поэтому выявление особенностей поведения
систем, обусловленных добавлением шума, имеет важное фундаментальное
и прикладное значение.
Результаты, изложенные в диссертационной работе, внедрены в учебный

процесс по подготовке специалистов по специальностям “Радиофизика и элек-
троника”, “Физика открытых нелинейных систем”, а также по направлению
подготовки бакалавров и магистров “Радиофизика” в ФГБОУ ВПО “Саратов-
ский государственный университет имени Н.Г. Чернышевского”. Результаты,
полученные в рамках выполнения настоящей диссертационной работы, вошли
в монографию С.А. Шурыгиной, О.И. Москаленко, А.А. Короновского “Хао-
тическая синхронизация в отображениях и потоках. Взаимосвязь различных
типов синхронного поведения, показатели Ляпунова, перемежаемость”, из-
данную в Германии в 2011 году.

9В.С. Анищенко, Т.Е. Вадивасова, Г.А. Окрокверцхов, Г.И. Стрелкова, Радиотехника и электроника 48
(7) (2003) 824; V.S Anishchenko, T.E. Vadivasova, G.I. Strelkova, Fluctuation and Noise Letters 4 (1) (2004)
L219; V.S Anishchenko, G.A. Okrokvertskhov, T.E. Vadivasova, G.I. Strelkova, New Journal of Physics
7 (2005) 76; Т.Е. Вадивасова, В.С. Анищенко, Г.А. Окрокверцхов, А.С. Захарова, Радиотехника и
электроника 51 (5) (2006) 580-592
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Достоверность полученных результатов обеспечивается использова-
нием строгих математических процедур; известных уравнений, описывающих
нелинейные процессы; общепризнанных методов и подходов, апробированных
на различных системах и хорошо зарекомендовавших себя при проведении
научных исследований; обоснованным выбором параметров численных ме-
тодов. Достоверность полученных результатов подтверждается их воспроиз-
водимостью, сопоставлением аналитически и численно полученных результа-
тов, совпадением результатов при использовании различных методов диагно-
стики колебательных режимов, а также отсутствием противоречий с извест-
ными в научной литературе достоверными общепризнанными результатами.

Личный вклад. Большая часть представленных в диссертационной ра-
боте результатов получена автором лично либо при его непосредственном
участии. В совместных работах автором выполнена значительная часть ана-
литических и численных расчетов. Постановка задач, разработка методов
их решения, объяснение и интерпретация результатов были осуществлены
совместно с научным руководителем и другими соавторами научных работ,
опубликованных соискателем.

Апробация работы. Материалы диссертационной работы использова-
лись при выполнении научно–исследовательских работ по грантам Рос-
сийского Фонда Фундаментальных Исследований (проекты 07–02–00044–
а, 12–02–00221–а), Федеральной целевой программы “Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России” на 2009–2013 годы (соглаше-
ния № 14.B37.21.0751 от 27 августа 2012 г., № 14.B37.21.1289 от 21 сентября
2012 г., ГК № П586 от 18 мая 2010 г., П2492 от 20 ноября 2009 г., П1136 от
27 августа 2009 г., П451 от 31 июля 2009 г.), Президентской Программы под-
держки ведущих научных школ Российской Федерации (2010–2011 и 2012–
2013 гг., руководитель ведущей научной школы — чл.-корр. РАН, профес-
сор Д.И. Трубецков), гранта Президента Российской Федерации для государ-
ственной поддержки молодых российских ученых — кандидатов наук (проект
№ МК–672.2012.2, руководитель проекта — к.ф.-м.н., доцент О.И. Москален-
ко, 2012–2013 гг.), Фонда некоммерческих программ “Династия” и Москов-
ского Международного Центра Фундаментальной Физики (2009–2011 гг.).
Результаты диссертационной работы неоднократно докладывались на раз-

личных научных конференциях и семинарах и отражены в тезисах докладов:
IX Всероссийской научной конференции “Нелинейные колебания механиче-
ских систем” (ННГУ, Нижний Новгород, 2012), школы-семинара “Волны”
(МГУ, Москва, 2009, 2012, 2013), III Всероссийского научно-практического
форума “Экология: синтез естественно-научного, технического и гуманитар-
ного знания” (СГТУ, Саратов, 2012), научной школы-конференции “Нели-
нейные дни в Саратове для молодых” (СГУ, Саратов, 2011), IX Между-
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народной школы “ХАОС-2010” (СГУ, Саратов, 2010), 3rd Chaotic Modeling
and Simulation International Conference (Хания, Греция, 2010), 18th IEEE
Workshop on Nonlinear Dynamics of Electronic Systems (NDES2010) (Дрез-
ден, Германия, 2010), конференции для молодых ученых “Presenting Academic
Achievements to the World” (СГУ, Саратов, 2010), конференции молодых уче-
ных “Фундаментальные и прикладные задачи нелинейной физики” (ИПФ
РАН, Нижний Новгород, 2010), Всероссийской научной школы для молодежи
“Нелинейные феномены, хаос, критические явления и методы их исследова-
ния с помощью вейвлетного, кластерного и спектрального анализа в геоэколо-
гических процессах” (СГУ, Саратов, 2009), Международной школы-семинара
“Statinfo-2009” (СГУ, Саратов, 2009). Результаты, изложенные в диссертаци-
онной работе, неоднократно обсуждались на научных семинарах кафедры
электроники, колебаний и волн факультета нелинейных процессов СГУ.

Публикации. Результаты работы опубликованы в монографии, в цен-
тральных реферируемых научных журналах (8 статей), рекомендованных
ВАК РФ для опубликования основных научных результатов диссертаций на
соискание ученой степени доктора и кандидата наук, а также в трудах кон-
ференций (14 статей и тезисов докладов).

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве-
дения, трех глав и заключения. Она содержит 139 страниц текста, включая
38 иллюстраций. Список литературы содержит 131 наименование.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении обоснована актуальность выбранной темы диссертационной
работы, сформулирована цель работы, описаны научная новизна и практиче-
ская значимость полученных результатов. Введение содержит основные по-
ложения и результаты, выносимые на защиту, сведения о достоверности и
апробации результатов.

Первая глава диссертационной работы посвящена изложению резуль-
татов исследования различных типов хаотической синхронизации в потоко-
вых системах и дискретных отображениях при изменении степени взаимно-
сти связи между ними. В начале главы дается детальное описание известных
типов синхронизации в однонаправлено и взаимно связанных системах и ме-
тодов их диагностики, обсуждаются проблемы и вопросы, возникающие при
исследовании каждого из них в отдельности. Дальнейшее изложение главы
посвящено исследованию влияния степени взаимности связи на установление
режимов полной синхронизации, обобщенной синхронизации, фазовой син-
хронизации и синхронизации с запаздыванием в потоковых системах, а также
на границы установления полной и обобщенной синхронизации в дискретных
отображениях.
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В главе получена аналитическая зависимость порога возникновения пол-
ной синхронизации от коэффициента взаимности связи, справедливая как
для потоковых систем, так и дискретных отображений. В частности, уста-
новлено, что в случае взаимодействия двух систем с идентичными управля-
ющими параметрами порог возникновения полной синхронизации целиком
определяется степенью α влияния второй системы на первую и находится с
ней в следующей зависимости:

εα ∼ 1

1 + α
. (1)

Из соотношения (1) следует, что пороги установления полной синхронизации
в системах с однонаправленным ε1 (α = 0) и взаимным ε2 (α = 1) типами
связи находятся в соотношении:

ε1

ε2
=

2

1
. (2)

Для других типов синхронного поведения соотношения (1)–(2) нарушают-
ся, однако, в области относительно слабых значений расстройки собственных
частот взаимодействующих систем пороги фазовой синхронизации и синхро-
низации с запаздыванием потоковых систем и полной синхронизации дис-
кретных отображений все же примерно удовлетворяют установленной зако-
номерности. Кроме того, независимо от величины расстройки между систе-
мами, границы вышеупомянутых типов синхронного поведения снижаются с
ростом коэффициента взаимности связи.
Отдельно рассмотрен вопрос о существовании режима обобщенной син-

хронизации во взаимно связанных системах. Как упоминалось выше, понятие
обобщенной синхронизации до настоящего времени было введено в рассмот-
рение только для однонаправлено связанных систем10. Поэтому этот режим
был, прежде всего, расширен на случай взаимной связи между системами.
В рамках первой главы диссертационной работы предложена универсальная
концепция обобщенной синхронизации, справедливая как для двух однона-
правлено, так и взаимно связанных потоковых систем и дискретных отобра-
жений, находящихся в хаотическом режиме. Под режимом обобщенной син-
хронизации в данном случае понимается установление функционального со-
отношения F[·] между состояниями взаимодействующих систем x1(t) и x2(t),
которое с учетом взаимного влияния систем друг на друга запишется в виде

F[x1(t),x2(t)] = 0. (3)

Показано, что установление обобщенной синхронизации в таких системах свя-
зано с переходом второго (положительного) показателя Ляпунова в область

10N.F. Rulkov, M.M. Sushchik, L.S. Tsimring, H.D.I. Abarbanel, Phys. Rev. E 51 (2) (1995) 980
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отрицательных значений. Полученные результаты подтверждены при помо-
щи метода ближайших соседей. Рисунок 1 иллюстрирует работоспособность
этих методов на примере двух взаимно связанных систем Ресслера. Здесь
приведены зависимости четырех старших показателей Ляпунова от парамет-
ра связи ε (а) (момент перехода одного из положительных показателей Ля-
пунова в область отрицательных значений εLE показан стрелкой) и фазовые
портреты взаимодействующих систем при различных ε (б–и). На фазовых
портретах первой системы x(t) (рисунок 1, б,г,е,з) приведены также три слу-
чайно выбранные точки xk и их ближайшие соседи xkn. Рисунки 1,в,д,ж,и
иллюстрируют соответствующие им состояния uk,kn в фазовом пространстве
второй системы u(t). Нетрудно заметить, что при малых значениях парамет-
ра связи все точки в фазовом пространстве второй системы распределены
случайным образом по всему аттрактору (рисунок 1, в). При увеличении па-
раметра связи точки начинают группироваться в ограниченном диапазоне
аттрактора, что соответствует режиму фазовой хаотической синхронизации,
причем радиус этой области уменьшается с ростом параметра связи (сравните
рисунки 1,д,ж). При ε > εLE все состояния второй системы, соответствую-
щие ближайшим соседям первого осциллятора, оказываются также близкими
и наоборот (рисунок 1, е,ж и рисунок 1, з,и), что доказывает возникновение
обобщенной синхронизации. Аналогичные результаты получены для других
потоковых систем (генераторов на туннельном диоде) и дискретных отобра-
жений (логистических отображений, отображений Эно).
По аналогии с другими рассмотренными типами синхронного поведения,

в данной главе диссертации проанализирована зависимость границы возник-
новения обобщенной хаотической синхронизации от степени взаимности свя-
зи на примере потоковых систем и дискретных отображений. Показано, что
тенденция к уменьшению порогового значения установления синхронного ре-
жима с ростом коэффициента взаимности связи по-прежнему наблюдается,
однако, установить какой-либо закон как в области относительно больших,
так и относительно слабых значений расстройки собственных частот пред-
ставляется затруднительным. Более того, для двух связанных осцилляторов
Ресслера с сильно различающимися параметрами имеет место слабая зави-
симость порога установления синхронного режима от коэффициента взаим-
ности связи.
Во второй главе диссертационной работы представлены результаты ис-

следования поведения спектра показателей Ляпунова при установлении раз-
личных типов синхронного поведения в связанных потоковых системах и дис-
кретных отображениях при изменении параметра связи между ними.
В первой части второй главы исследован переход одного из нулевых пока-

зателей Ляпунова в область отрицательных значений как в системах, демон-
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Рисунок 1 — (а) Зависимость четырех старших показателей Ляпунова от параметра связи
ε для системы двух взаимно связанных осцилляторов Ресслера ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 +
ε(x2,1 − x1,2), ẏ1,2 = ω1,2x1,2 + ay1,2, ż1,2 = p+ z1,2(x1,2 − c), ω1 = 0.99, ω2 = 0.95, a = 0.15,
p = 0.2, c = 10.0. Момент перехода одного из положительных показателей Ляпунова в
отрицательную область εLE = 0.106 показан стрелкой. (б–и) Фазовые портреты осцил-
ляторов Ресслера для различных значений параметра связи: (б-в) ε = 0.01 (асинхронное
состояние); (г-д ) ε = 0.05 (режим фазовой синхронизации); (е-ж) ε = 0.12 (режим обоб-
щенной синхронизации); (з-и) ε = 0.18 (режим синхронизации с запаздыванием). На ри-
сунках (б,г,е,з) приведены хаотические аттракторы первой системы x(t) с тремя случайно
выбранными точками xk и их ближайшими соседями xkn. Рисунки (в,д,ж,и) иллюстри-
руют соответствующие им состояния uk,kn в фазовом пространстве второй системы u(t)

стрирующих периодическую динамику (отображение окружности на себя, ос-
циллятор Ван дер Поля), находящихся под действием шума, так и связанных
хаотических системах (однонаправлено связанные системы Ресслера). Пока-
зано, что переход одного из нулевых показателей Ляпунова в область отри-
цательных значений в таких системах происходит до момента установления
режима фазовой синхронизации, причем в системах с периодической динами-
кой добавление шума приводит к уменьшению значения управляющего пара-
метра, соответствующего этому переходу. В рассмотрение введены локальные
условные показатели Ляпунова λl отдельно для ламинарных и турбулентных
фаз и изучено их распределение на плоскости “значение условного показа-
теля Ляпунова — длительность фазы”. На основании проведенных исследо-
ваний установлено, что за отрицательность условного нулевого показателя
Ляпунова отвечают ламинарные фазы: распределение локальных условных
показателей Ляпунова на плоскости “значение показателя — длительность
фазы” сдвигается в область отрицательных значений, в то время как рас-
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Рисунок 2 — (a) Распределения локальных показателей Ляпунова, полученных для син-
хронных и асинхронных фаз хаотических колебаний однонаправлено связанных осцил-
ляторов Ресслера ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 + ε(x1 − x1,2), ẏ1,2 = ω1,2x1,2 + ay1,2, ż1,2 =
p + z1,2(x1,2 − c), ω1 = 0.93, ω2 = 0.95, a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0. Значение параметра свя-
зи ε = 0.034, условный показатель Ляпунова Λ0 = −0.037. (б ) Проекция распределений
синхронных Ns(λl, τ) и асинхронных Na(λl, τ) фаз на плоскость (τ, λl)

пределение соответствующих показателей Ляпунова для турбулентных фаз
остается практически симметричным относительно нуля. Эта ситуация про-
иллюстрирована на рисунке 2, где приведены распределения локальных ну-
левых показателей Ляпунова для двух однонаправлено связанных осцилля-
торов Ресслера. Отрицательность условного нулевого показателя Ляпунова
является следствием синхронизма, наблюдающегося в определенные момен-
ты времени вблизи границы установления режима фазовой синхронизации,
где полностью синхронный режим еще не наступил.
Интересным следствием из полученных результатов является тот факт,

что два идентичных периодических осциллятора, находящихся под внешним
периодическим воздействием, но не синхронизованные им, должны демон-
стрировать идентичное поведение при добавлении шума, в то время как в
отсутствии шума их динамика должна отличаться. Это обусловливается тем,
что в этом случае условный нулевой показатель Ляпунова является стар-
шим и его отрицательность при добавлении шума свидетельствует об уста-
новлении режима индуцированной шумом синхронизации. В данном случае
для того, чтобы подчеркнуть факт неавтономного поведения, целесообразно
говорить о неавтономной индуцированной шумом синхронизации. В рамках
второй главы диссертационной работы на примере двух несвязанных генера-
торов Ван дер Поля, находящихся под внешним воздействием, в отсутствии
синхронизации, изучен вопрос о возможности установления в этой системе
режима неавтономной синхронизации, индуцированной шумом. Проанализи-
рована длительность установления синхронного режима и ее зависимость от
интенсивности шума. Показано, что средняя длительность переходного про-
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цесса зависит как от величины интенсивности шума (обратно пропорциональ-
но), так и от того, какое воздействие оказывается на исследуемую систему:
гармоническое и cтохастическое одновременно или только стохастическое.
Дальнейшее изложение этой главы посвящено результатам исследования

закономерностей перехода одного из положительных показателей Ляпунова
в область отрицательных значений. В качестве объекта исследования выбра-
ны два однонаправлено связанных логистических отображения. Показано,
что переход условного показателя Ляпунова через нуль происходит немного
раньше установления режима обобщенной хаотической синхронизации, опре-
деленной с помощью метода вспомогательной системы. В той области, где
соответствующий условный показатель отрицателен, но режим обобщенной
синхронизации еще не наступил, имеет место перемежающееся поведение.
Установлено, что, как и в случае нулевого показателя Ляпунова, отрицатель-
ность старшего (положительного) условного показателя Ляпунова является
следствием синхронизма, наблюдающегося в определенные периоды времени,
что соответствует ламинарным фазам поведения, в то время как в турбулент-
ных фазах старший условный показатель Ляпунова положителен и близок к
нулю.
Также во второй главе диссертации рассмотрен еще один режим, детекти-

рование которого возможно по моменту перехода старшего показателя Ляпу-
нова через ноль, — режим синхронизации, индуцированной шумом, в хаоти-
ческих системах. Проведено исследование перехода к этому типу синхрониза-
ции. На примере одномерных отображений (логистическое и экспоненциаль-
ное отображения) и потоковых систем (осцилляторы Лоренца), демонстриру-
ющих хаотическую динамику, находящихся под воздействием общего источ-
ника шума, установлено, что на границе этого типа синхронного поведения
имеет место перемежаемость типа “on–off”11, при этом распределение дли-
тельностей ламинарных фаз подчиняется степенному закону N(τ) ∼ τ−3/2,
а зависимость средней длительности ламинарных фаз 〈τ〉 от параметра над-
критичности ε удовлетворяет закономерности 〈τ〉 ∼ ε−1. На рисунке 3 приве-
дены распределение длительностей ламинарных фаз N(τ) (a) и зависимость
средней длительности ламинарных фаз от параметра надкритичности εc − ε
(б ) для двух логистических отображений, находящихся под общим источни-
ком шума12, а также соответствующие аппроксимации. Из рисунков видно,
что полученные характеристики с хорошей степенью точности подчиняются
степенным законам в четком соответствии с известными закономерностями
для перемежаемости типа “on-off”.

Третья глава диссертационной работы посвящена детальному изучению
11C.M. Kim, Phys. Rev. E 56 (3B) (1997) 3697–3700.
12A.E. Hramov, A.A. Koronovskii, O.I. Moskalenko, Phys. Lett. A 354 (5–6) (2006) 423–427.
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Рисунок 3 — Распределение длительностей ламинарных фаз (a) и зависимость средней
длительности ламинарных фаз 〈τ〉 от параметра надкритичности (εc − ε) (б ) логистиче-
ских отображений11, находящихся вблизи границы индуцированной шумом синхрониза-
ции, и соответствующие аппроксимации степенными законами, характерными для переме-
жаемости типа “on-off”. Данные, полученные путем численного моделирования, показаны
точками, теоретические зависимости — сплошными линиями

одного из наименее изученных типов хаотической синхронизации — режима
обобщенной синхронизации. В рамках настоящей главы пересмотрена и до-
полнена концепция обобщенной синхронизации в однонаправлено и взаимно
связанных потоковых системах и дискретных отображениях. Показано, что
состояния взаимодействующих систем, демонстрирующих этот тип синхрон-
ного поведения, целесообразно рассматривать как связанные между собой не
функциональной зависимостью, а функционалом в случае потоковых систем

y(t) = F[x(s)], t− τ < s ≤ t; (4)

или зависимостью, зависящей от K предыдущих состояний, в случае дис-
кретных отображений

yn = F[xn,xn−1, . . . ,xn−K ]. (5)

Иными словами, состояние одной из взаимодействующих хаотических систем
определяется не только состоянием другой системы в данный момент време-
ни, но и его “предысторией”, длительность которой обратно пропорциональна
величине показателя Ляпунова, отвечающего за сходимость фазовых траек-
торий. Предложен подход для анализа обобщенной синхронизации в таких
системах, основанный на рассмотрении трубок траекторий в фазовом про-
странстве, для определения порога возникновения обобщенной синхрониза-
ции и изучения данного типа синхронного поведения в системах с дискретным
и непрерывным временем. Данный подход представляет собой модификацию
метода ближайших соседей5 с тем лишь отличием, что близкими считают-
ся только те состояния, которые будут оставаться близкими на всей длине
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Рисунок 4 — Фазовая трубка и фазовые траектории одной из взаимодействующих систем

“предыстории” (длине фазовой трубки). Например, на рисунке 4, где пред-
ставлены фазовые траектории одной из взаимодействующих систем, опорные
траектории 3 и 1 являются близкими в рассматриваемый момент времени t
(показан серым), но с различной “предысторией”. Траектории 2 и 3 удовле-
творяют условию близости и имеют сходную “предысторию”. Траектория 4
не является близкой к траекториям 1-3 в момент времени t.
Учет предыстории приводит к тому, что векторы yJ состояния одной из

взаимодействующих систем, будут однозначно определяться векторами xJ

состояния другой системы, причем связь между ними должна выражаться
соотношением δzJ = δyJ = CδxJ , полученным путем линеаризации соотно-
шения (4) для потоковых систем [соотношения (5) для дискретных отображе-
ний]. Рисунок 5 иллюстрирует вышесказанное на примере двух однонаправ-
лено связанных осцилляторов Ресслера. Здесь представлены векторы yJ и zJ
для случаев, когда используются все ближайшие соседи (а) и только точки,
прошедшие через фазовую трубку длиной τ (б ). Из рисунка видно, что в пер-
вом случае вектора возмущений zJ и yJ достаточно сильно отличаются друг
от друга (рисунок 5,а), в то время как вычисленные вектора возмущений
zJ для точек, прошедших через трубку, находятся в хорошем соответствии
с векторами yJ (рисунок 5,б ), что доказывает предположение о необходимо-
сти принятия во внимание предыстории. Аналогичные результаты получены
также для генераторов на туннельном диоде, связанных взаимно, а также
однонаправлено связанных логистических отображений и взаимно связанных
отображений Эно. При этом установлено, что метод расчета спектра показа-
телей Ляпунова и метод вспомогательной системы (последний — только для
однонаправлено связанных систем) оказываются по-прежнему справедливы-
ми, в то время как при использовании метода ближайших соседей целесооб-
разно принимать во внимание “предысторию” состояний взаимодействующих
систем.
В Заключении подведены итоги диссертационной работы, сформулиро-

ваны основные результаты и намечены направления дальнейших исследова-
ний в данном направлении.
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Рисунок 5 — Векторы yJ (�) состояний ведомой системы Ресслера из ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 −
z1,2 + ε(x1 − x1,2), ẏ1,2 = ω1,2x1,2 + ay1,2, ż1,2 = p + z1,2(x1,2 − c), ω1 = 0.99, ω2 = 0.95,
a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0, и соответствующие им векторы возмущений zJ (◦), вычисленные
с учетом выполнения соотношения (4), при ε = 0.3 для всех ближайших соседей (а) и для
точек, прошедших через трубку длиной τ = 100 (б ). Номера векторов J показаны прямым
шрифтом и курсивом, соответственно

Основные результаты и выводы

1. Получена аналитическая зависимость порога возникновения полной син-
хронизации от коэффициента взаимности связи между системами. Пока-
зано, что в области относительно слабых значений расстройки собствен-
ных частот режимы фазовой синхронизации и синхронизации с запаз-
дыванием потоковых систем приближенно подчиняются установленной
закономерности.

2. Предложена концепция обобщенной синхронизации, справедливая как
для однонаправлено, так и взаимно связанных потоковых систем и дис-
кретных отображений, демонстрирующих хаотическую динамику. По-
казано, что возникновение режима обобщенной синхронизации в таких
системах связано с переходом одного из положительных показателей Ля-
пунова в область отрицательных значений.

3. Выявлены закономерности поведения спектра показателей Ляпунова
при установлении различных типов хаотической синхронизации. В рас-
смотрение введены локальные условные показатели Ляпунова отдельно
для ламинарных и турбулентных фаз. Показано, что за отрицательность
положительного и нулевого условных ляпуновских показателей отвеча-
ют одинаковые механизмы.

4. Обнаружен новый тип синхронного поведения — неавтономная инду-
цированная шумом синхронизация. Показано, что возникновение этого
режима возможно как при одновременном воздействии внешнего сигна-
ла и шума, так и при отдельном влиянии на систему только стохасти-
ческого сигнала. Установлено, что средняя длительность установления
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синхронного режима обратно пропорциональна интенсивности шумового
воздействия.

5. Обнаружено перемежающееся поведение на границе синхронизации, ин-
дуцированной шумом. Установлено, что в данном случае имеет место
перемежаемость типа “on-off”.

6. Пересмотрена и дополнена концепция обобщенной синхронизации в по-
токовых системах и дискретных отображениях. Показано, что при уста-
новлении обобщенной синхронизации векторы состояний взаимодейству-
ющих систем следует рассматривать, как связанные функционалом, а не
функциональным соотношением.

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих
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