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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Òåîðèÿ ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì

ðàçäåëîì òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. ßâëÿÿñü áîëåå ãèáêèì àïïàðàòîì ïðè-

áëèæåíèÿ, ÷åì ìíîãî÷ëåíû, ñïëàéíû ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè,

ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèé, ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ðå-

øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ â çàäà÷àõ àïïðîêñè-

ìàöèè.

Âïåðâûå áàçèñíûå ñïëàéíû ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Â. À. Äæåíêèíñà1 â ñâÿçè ñ

îñíîâíîé çàäà÷åé èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì2íåîáõîäèìî

ïî çíà÷åíèÿì (fj)j∈Z ïîñòðîèòü ôóíêöèþ S(x) òàêóþ, ÷òî:

1) S(x) îïðåäåëåíà íà R è m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà íà R, m ≥ 1;

2) S(j) = fj ïðè âñåõ j ∈ Z.

Ôóíêöèþ S(x) åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ðÿäà

S(x) =
∞∑

j=−∞
yjL(x− j),

êîòîðûé íàçûâàþò êàðäèíàëüíûì ðÿäîì. Åñëè â êàðäèíàëüíîì ðÿäå yj � çà-

äàííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. yj = fj, òî òàêóþ èíòåðïîëÿöèþ íàçûâàþò ïðàâèëüíîé

(ordinary), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ãëàäêîé. Â. À. Äæåíêèíñ ïåðâûì ïîñòðîèë

êàê ïðàâèëüíûå, òàê è ãëàäêèå êàðäèíàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû, â

êîòîðûõ ôóíêöèè L(x) áûëè áàçèñíûìè ñèììåòðè÷íûìè ñïëàéíàìè 3-é è 4-é

ñòåïåíè ñ íîñèòåëåì [−3, 3]. Íî òîãäà èõ íàçûâàëè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè.

1Jenkins, W. A. Osculatory interpolation: New derivation and formulae / W. A. Jenkins // Record of the

American Institute of Actuaries. � 1926. �Vol. 15. � P. 87.
2×óè, Ê. Ââåäåíèå â âåéâëåòû / Ê. ×óè. �Ìîñêâà : Ìèð, 2001. � 412 ñ. �DOI: 10.2307/2153134
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È. ß. Øåíáåðã îïðåäåëèë3,4 áàçèñíûå ñïëàéíû ðàâåíñòâîì

Mk(x) =
1

(k − 1)
δkxk−1+ ,

ãäå δk �öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà ñ åäèíè÷íûì øàãîì, è ïîëó÷èë

ãëàäêóþ ïîëèíîìèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó. Áàçèñíûå ñïëàéíû òàê-

æå íàçûâàëèñü áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè.

Â 1947 ã. â ñîâìåñòíîé ðàáîòå5 Õ. Á. Êàððè è È. ß. Øåíáåðãà áàçèñ-

íûå ñïëàéíû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. Åñëè òåî-

ðåìà îòñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ïðèáëèæàòü òîëüêî ôóíêöèè îãðàíè÷åííîãî ïîðÿä-

êà, ñóììèðóåìûå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî èì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðàçäå-

ëåííûå ðàçíîñòè ïîçâîëÿþò ïðèáëèæàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà

Pk(0,+∞). Ïðîñòðàíñòâî Pk(0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-

ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé k-é ñòåïåíè, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà

[0,+∞), è êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå
[
t
2k
, t+1

2k

]
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì ìíî-

ãî÷ëåíîì k-é ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ïðîñòðàíñòâî Pk(−∞,+∞).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

Pk(−∞,+∞). Íà îñíîâàíèè ýòîãî È. ß. Øåíáåðã6 òàêèå ðàçäåëåííûå ðàçíî-

ñòè íàçâàë B-ñïëàéíàìè. Â äàëüíåéøåì òåðìèíîëîãèÿ B-ñïëàéíîâ ïîëó÷èëà

øèðîêîå ðàçâèòèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè òðàäèöèîííî ðåøàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ öåíòðèðîâàííûõ B-ñïëàéíîâ Ä. Î. Ñòð¼ìáåðãà Nm(x). Ïîäðîáíîå

îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè ×. Ê. ×óè, îäíà-

3Schoenberg, I. J. Contributions to the problem of approximation of equidistant data by analytic functions.

Part A. On the problem of smoothing or graduation. A �rst class of analytic approximation formulae /

I. J. Schoenberg // Quarterly of Applied Mathematics. � 1946. �Vol. 4. P. 45�99. �DOI: 10.1090/qam/15914
4Schoenberg, I. J. Contributions to the problem of approximation of equidistant data by analytic functions.

Part B. On the problem of osculatory interpolation. A second class of analytic approximation formulae /

I. J. Schoenberg // Quarterly of Applied Mathematics. � 1946. �Vol. 4. P. 112�141. �DOI: 10.1090/qam/16705
5Curry, H. B. On spline distributions and their limits: the P�olya distributions / H. B. Curry, I. J. Schoenberg //

Bulletin of the American Mathematical Society. � 1947. �Vol. 53
6Schoenberg, I. J. On spline functions / I. J. Schoenberg // Inequalities I / ed. O. Shisha. �New York : Academic

Press, 1967. � P. 255�291.
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êî â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü íîâûé âèä áàçèñíûõ

ñïëàéíîâ, êîòîðûå íàçâàíû äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-

øåíèÿ: 

c−1 = an−1

ψ
(n−1)
n,n ( 1

2n )
= an−1·Q(1,1)

Q(n,n) = an−1·2
2+3−1−2

2

2
2n2+3n−n2−2

2

= an−1

2
n2+3n−4

2

,

c−2 =
(
an−2 − c−1ψ(n−2)

n,n

(
1
2n

)) Q(2,2)
Q(n,n) =

(an−2−c−1ψ
(n−2)
n,n ( 1

2n ))

2
n2+3n−10

2

,

. . .

c−2k =
an−k−

∑k
j=0 c−2jψ

(k)
n,n( 1

2n−k )

2
(n2−k2)+3(n−k)

2

,

ãäå êîýôôèöèåíòû c−2k îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ââåäåííûå äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ðåøàþò è äðóãèå çàäà÷è, î ÷åì

ïîéäåò ðå÷ü äàëåå.

Çà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé äî âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè ñïëàéíîâ ïîÿâèëàñü ñè-

ñòåìà À. Õààðà7. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â ïðîñòðàí-

ñòâå L2[0, 1]. Ñàì À. Õààð, îäíàêî, íå îòìåòèë â ñâîèõ ðàáîòàõ òîò ôàêò, ÷òî âñå

ýëåìåíòû ïîñòðîåííîé èì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè

îäíîé ôóíêöèè. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé (åñëè èñêëþ÷èòü òîò ôàêò, ÷òî ñàìè ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà íå ïîïà-

äàþò â êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, îíà ëîêàëèçîâàíà, à òàê æå âû÷èñëåíèå åå êîýôôèöè-

åíòîâ ðàçëîæåíèÿ èìååò íèçêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Îäíàêî ôóíêöèè

ñèñòåìû Õààðà ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò êëàññ ðåøàåìûõ çà-

äà÷.

7Haar, A. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme / A. Haar // Mathematische Annalen. � 1910. �

Vol. 69. � P. 331�371. �DOI: 10.1007/BF01456326
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Ð. Â. Ìàðòåíñ ðàññìîòðåë8 ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ áàçèñíîãî ñïëàéíà

ϕ =



8t, t ∈
[
0, 14
]
,

4− 8t, t ∈
[
1
4 ,

3
4

]
,

8t− 8, t ∈
[
3
4 , 1
]
,

0, t /∈ [0, 1]

è äîêàçàë åå ïîëíîòó â L2(0, 1). Ïîçäíåå, Ð. Â. Ìàðòåíñ , ÷òî ýòà ñèñòåìà åñòü

áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1). Áîëåå òîãî, îí íàøåë âèä ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, êîòî-

ðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé àíàëîã ñèñòåìû Õààðà.

Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò òàê è îñòàëñÿ íåîïóáëèêîâàííûì, íî ïðèâåë ê çàäà÷å ïî-

ñòðîåíèÿ àíàëîãîâ áàçèñîâ Ðèññà ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå áàçèñ Ðèññà. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñèñòåìà {fn}∞n=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà ñ ïîñòîÿííûìè A,B ≥ 0,

åñëè äëÿ ëþáîãî c = {cn}∞n=1 ∈ l2 ðÿä
∞∑
n=1

cnfn ñõîäèòñÿ â H è

A‖c‖l2 ≤
∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cnfn

∥∥∥∥ ≤ B‖c‖l2.

Àíàëîãè ñèñòåìû Õààðà ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè áûëè ïîñòðîåíû . Ýòè

ïðîèçâîäíûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè, è ñèñòåìû

ñæàòèé è ñäâèãîâ òàêèõ ñïëàéíîâ îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1), ïðè÷åì

ðèññîâñêèå ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ñïëàéíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-

÷åííóþ ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîì ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðûì ãëàäêèì àíàëîãîì

ñèñòåìû Õààðà (îðòîãîíàëüíîñòü çàìåíåíà íà áàçèñíîñòü ïî Ðèññó).

Â 1910 ã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ã. Ôàáåð ïðîèíòåãðèðîâàë ñèñòåìó Õààðà.

Åãî ðåçóëüòàò â 1927 ã. ïîâòîðèë ëüâîâñêèé ìàòåìàòèê Þ. Øàóäåð. Íîâàÿ ñè-

ñòåìà ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà9. . Îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

8Ìàðòåíñ, Ð. Â. Î ïîëíîé ìèíèìàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé / Ð. Â. Ìàðòåíñ // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá.

íàó÷. òð. � Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2012. � Âûï. 14. � Ñ. 50�53. � EDN: TXMPHX.
9Êàøèí, Á. Ñ. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû / Á. Ñ. Êàøèí, À. À. Ñààêÿí. �Ìîñêâà : ÀÖÔ, 1999. � 550 c.
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â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] è äëÿ îòêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî ∣∣∣∣f − SN(f)
∣∣∣∣
C
≤ ω2

(
1

N
, f

)
,

ãäå

ω2(δ, f) := sup
0<h<δ,h≤x≤1−h

|f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)| .

Ôóíêöèè ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà íå äèôôåðåíöèðóåìû, ïîýòîìó â äàëü-

íåéøåì ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ìîäèôèöèðîâàòü ýòó ñèñòåìó. Òàê, â ðàáîòå

Ò. Ó. Àóáàêèðîâà è Í. À. Áîêàåâà10 îïðåäåëåí íîâûé êëàññ ñèñòåì, îáîáùà-

þùèõ ñèñòåìó Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pn} íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî p0 = 1, à pn ≥ 2, n = 1, 2, . . . , îïðåäåëÿþò ÷èñëà

mn = p0p1 . . . pn. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [0, 1]\Q, ãäå

Q =

{
l

mn

}
, 0 ≤ l ≤ mn, n ≥ 0, l ∈ Z,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
k=1

αk(x)

mk
,

ãäå 0 ≤ αk(x) ≤ pk − 1, αk(x)�öåëûå. Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìó ôóíêöèé

Φ {pn} = {ϕk(x)}∞k=0 , x ∈ [0, 1],

â êîòîðîé ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, àâòîðû îïðåäåëèëè ðàâåíñòâàìè

ϕk(x) =


mn+1(x)− pn+1r − αn+1(x)e

2πisαn+1(x)

pn+1 +
1− e

2πisαn+1(x)

pn+1

1− e
2πis
pn+1

, x ∈
(

r
mn
, r+1
mn

)
Q,

0, x /∈
[

r
mn
, r+1
mn

]
.

ãäå s = 1, 2, . . . , pn+1−1. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà Φ{pn} ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà.

Òàêæå â ýòîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ,

10Àóáàêèðîâ, Ò. Ó. Î íîâîì êëàññå ñèñòåì ôóíêöèé òèïà Ôàáåðà �Øàóäåðà / Ò. Ó. Àóáàêèðîâ, Í. À. Áî-

êàåâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1974. � Ò. 82, � 5. �C. 643�651. �DOI: 10.1134/S0001434607110016
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êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, è ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ ÷åðåç

ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà:∥∥∥∥∥f(x)−
l∑

k=0

αk(f)ϕk(x)

∥∥∥∥∥ ≤ ω2

(
1

mn
, f

)
, l = mn + r(pn+1 − 1).

Â 1965 ã. Ê. Ì. Øàéäóêîâûì11 áûë ïîñòðîåí áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùèé èç äóã ïàðàáîë (èç ãëàäêèõ ôóíêöèé)

g1(x) = (1− x2)2, g2(x) = x4, 0 ≤ x ≤ 1,

gsk =
(x− a)2(x− c)2

(b− a)2(b− c)2
·Θ2(ax+ cx− x2 − ac),

ãäå

Θ(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0,

a =
s

2k
, b =

s+ 1

2k
, c =

s+ 2

2k
, s = 0, 2, 4, . . . , 2k − 2, k = 1, 2, 3, . . .

Â ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà {gn(x)}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îäíàêî îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷åðåç ìî-

äóëü íåïðåðûâíîñòè îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì

òèïà Ôàáåðà �Øàóäåðà ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ.

Àâòîðîì äèññåðòàöèè12 áûë îïðåäåëåí äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí 2-é ñòå-

ïåíè, äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ýòîãî ñïëàéíà îáðàçóåò áàçèñ â

C0[0, 1] è ïîëó÷åíà îöåíêà îòêëîíåíèÿ ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Ê ñîæà-

ëåíèþ, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàí-

ñòâå L2, à òàê æå íå ïîðîæäàåò áàçèñ Ðèññà. Ïîäðîáíî îá ýòîì ðàññêàçàíî â

ãëàâå 3 äèññåðòàöèè.

11Øàéäóêîâ, Ê. Ì. Î áàçèñàõ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ èç äóã ïàðàáîë /

Ê. Ì. Øàéäóêîâ // Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 1965. � Ò. 125, � 2. �C. 133�142.
12×óìà÷åíêî, Ñ. À. Îá îäíîì èç àíàëîãîâ ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà / Ñ. À. ×óìà÷åíêî // Òðóäû ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî öåíòðà èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî. � 2016. � Ò. 53. � Ñ. 163�164.
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Â ðàáîòå Ñ. Ô. Ëóêîìñêîãî è Ì. Ä. Ìóøêî13 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé

áàçèñíûé ñïëàéí 2-é ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ, ïî-

ðîæäàÿ êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç. Íàïîìíèì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êðàò-

íîìàñøòàáíîãî àíàëèçà.

Ïóñòü Vj ⊂ L2(R)� ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñîâîêóïíîòü

{Vj}j∈Z íàçûâàåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ (àêñèîìû)14:

MR1. Vj ⊂ Vj+1 äëÿ âñåõ j ∈ Z;

MR2.
⋃
j∈Z

Vj ïëîòíî â L2(R);

MR3.
⋂
j∈Z

Vj = {0};

MR4. f ∈ Vj ⇐⇒ f(2j·) ∈ V0 äëÿ âñåõ j ∈ Z;

MR5. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ V0, òàêàÿ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ϕ(·+ n)}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â V0.

Â ñòàòüå Ñ. Ô. Ëóêîìñêîãî è Ì. Ä. Ìóøêî15 ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êëàññè-

÷åñêèé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, à êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç â ñìûñëå Äå

Áîðà, ÄåÂîðà è Ðîíà16,17. Â íåì íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå àêñèîìû MR5. Ýòî

ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ ìíîæåñòâà ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé. Ñ. Ô. Ëóêîìñêîìó

è Ì. Ä. Ìóøêî óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè

Vn ìîæíî õîðîøî ïðèáëèæàòü ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Åñòåñòâåí-

13Ëóêîìñêèé, Ñ. Ô. Î äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíàõ 2-é ñòåïåíè / Ñ. Ô. Ëóêîìñêèé, Ì. Ä. Ìóøêî //

Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. � 2018. �

T. 18, âûï. 2. � C. 172�182. �DOI: 10.18500/1816-9791-2018-18-2-172-182
14Íîâèêîâ, È. ß. Òåîðèÿ âñïëåñêîâ / È. ß. Íîâèêîâ, Â. Þ. Ïðîòàñîâ, Ì. À. Ñêîïèíà. �Ìîñêâà : ÔÈÇ-

ÌÀÒËÈÒ, 2006. � 616 c.
15Ëóêîìñêèé, Ñ. Ô. Î äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíàõ 2-é ñòåïåíè / Ñ. Ô. Ëóêîìñêèé, Ì. Ä. Ìóøêî //

Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. � 2018. �

T. 18, âûï. 2. � C. 172�182. �DOI: 10.18500/1816-9791-2018-18-2-172-182
16De Boor, C. Approximation from shift-invariant subspaces of L2(Rd) / C. De Boor, R. A. DeVore, A. Ron //

Transactions of the American Mathematical Society. � 1994. �Vol. 341, iss. 2. � P. 787�806. �DOI: 10.1090/S0002-

9947-1994-1195508-X
17De Boor, C. On the construction of multivariate (pre)wavelets / C. De Boor, R. A. DeVore, A. Ron //

Constructive Approximation. � 1993. �Vol. 9, iss. 2. � P. 123�166. �DOI: 10.1007/BF01198001
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íûì îáðàçîì âîçíèêëà çàäà÷à ïåðåíîñà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà äâîè÷íûå

áàçèñíûå ñïëàéíû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿþùèõ è

àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàé-

íîâ

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1 Äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàé-

íîâ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è íàéäåíà îöåíêà ñõîäèìîñòè

÷åðåç ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.

2 Äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóÿ ïîñòðîåííûå ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâî-

è÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, ìû ïîëó÷àåì áàçèñû Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2.

3 Äîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùå-

ìó óðàâíåíèþ è ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (Vn). Íàéäåí ïîðÿ-

äîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïîäïðîñòðàíñòâàìè Vn

ïî íîðìå L2(R).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòî-

äû òåîðèè ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âñïëåñ-

êîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áàçèñíûå ñïëàéíû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà, ïîñòðî-

åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ, ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ñãëàæèâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå â îáðàçîâàòåëü-

íîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
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1 Áàçèñíîñòü ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå è îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-

æåíèÿ (òåîðåìà 1.1).

2 Áàçèñíîñòü ïî Ðèññó ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ ïðîèçâîäíûõ äâîè÷íûõ áà-

çèñíûõ ñïëàéíîâ (òåîðåìà 2.1).

3 Àïïðîêñèìàöèÿ ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ôóíê-

öèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà (òåîðåìà 3.4).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1 � 18-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 27 ÿíâàðÿ�3 ôåâðàëÿ

2016 ã.);

2 � XV Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-

2016¿ (Êàçàíü, 24�29 íîÿáðÿ 2016 ã.);

3 � XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíê-

öèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, (Êàçàíü, 21�27 àâãóñòà 2017 ã.);

4 � XXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçî-

âàíèå¿. X Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿. Ìî-

ëîä¼æíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó (Íîâîðîññèéñê,

27 ìàÿ�03 èþíÿ 2018 ã.);

5 � 19-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ àêàäåìèêà Ï. Ë. Óëüÿíîâà (Ñàðàòîâ, 29 ÿíâàðÿ�2 ôåâðàëÿ 2018 ã.);

6 � 20-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 28 ÿíâàðÿ�1 ôåâðàëÿ
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2020 ã.);

7 � Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåî-

ðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (28 ÿíâàðÿ�2 ôåâðàëÿ 2021 ã.);

8 � Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå¿ (Ñàìàðà, 10�12 íîÿáðÿ 2021 ã.);

9 � 21-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 31 ÿíâàðÿ�4 ôåâðàëÿ

2022 ã.).

Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðåãóëÿðíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå

¾Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâààòåëüñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Í. Ã. ×åðíûøåâñêîãî.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 12 ïå÷àòíûõ ðàáîò, â

òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè [1�3] â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ Web of Science, SCOPUS,

RSCI (âñå æóðíàëû âêëþ÷åíû â ¾Ïåðå÷åíü ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê¿ ÂÀÊ

ÐÔ, 9 ðàáîò îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêàõ òðóäîâ êîíôåðåíöèé êàê òåçèñû äîêëà-

äîâ [4�13].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû

áûëè ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì. Â ðàáîòå [1], âûïîëíåííîé â ñîàâòîðñòâå ñ

Ï. À. Òåðåõèíûì è Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì, àâòîðó íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðèíàäëå-

æàò ðåçóëüòàòû äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí, ïîñòðîåííûé

ïî ôóíêöèè ψn,n−1, ïîðîæäàåò áàçèñ Ðèññà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáñóæäåíèå è

èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëåì, à òàêæå ñ ñîàâòîðàìè îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòà-

òîâ äðóãèõ àâòîðîâ è, ïîëó÷åííûõ â ñîàâòîðñòâå, ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
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ññûëêè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (69 íàèìåíîâàíèé). Äèññåðòàöèÿ èçëî-

æåíà íà 101 ñòðàíèöå, ñîäåðæèò 1 òàáëèöó è 16 ðèñóíêîâ. ×àñòü ðèñóíêîâ ïîëó-

÷åíà ïðîãðàììàìè, íàïèñàííûìè íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ è Python,

ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 1, ðàçäåë 1.1 ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð çàäà÷, ðåøàåìûé â õîäå

äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, è êëàññè÷åñêèå ìåòîäû

èõ ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.2 îáîáùàåòñÿ îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ââå-

äåííîå Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì è Ì. Ä. Ìóøêî18.

Ïóñòü

If(x) =
x∫
0

f(t)dt (x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ;

rk(x) = sign(sin(2k+1πx)) � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà19;

W2n−1(x) =
∏n−1

k=0 rk(x) � ôóíêöèè Óîëøà20,21.

Ôóíêöèþ

ψn,N(x) = Q(n,N)INW2n−1(x), x ∈ [0, 1], n,N ∈ N, N ≤ n,

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì N -é ñòåïåíè îò ôóíêöèè Óîë-

øà W2n−1, ãäå Q(n,N)�íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò ψn,N(x) â ïðîñòðàíñòâå

C[0, 1].

Íàçâàíèå ¾äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû¿ áûëî âûáðàíî ïîòîìó, ÷òî:

18Ëóêîìñêèé, Ñ. Ô. Î äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíàõ 2-é ñòåïåíè / Ñ. Ô. Ëóêîìñêèé, Ì. Ä. Ìóøêî //

Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. � 2018. �

T. 18, âûï. 2. � C. 172�182. �DOI: 10.18500/1816-9791-2018-18-2-172-182
19Êà÷ìàæ, Ñ. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ / Ñ. Êà÷ìàæ, Ã. Øòåéíãàóç. �Ìîñêâà : Ãîñóäàðñòâåííîå èçäà-

òåëüñòâî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1958. � 508 c.
20Àëáåðã, Äæ. Òåîðèÿ ñïëàéíîâ è åå ïðèëîæåíèÿ / Äæ. Àëáåðã, Ý. Íèëüñîí, Äæ. Óîëø ; Ïåðåâîä ñ àíãë.

Þ. Í. Ñóááîòèíà ; Ïîä ðåä. Ñ. Á. Ñòå÷êèíà ; Ñ äîá. Ñ. Á. Ñòå÷êèíà è Þ. Í. Ñóááîòèíà. �Ìîñêâà : Ìèð,

1972. � 318 ñ.
21Ahlberg, J. The theory of splines and their application / J. Ahlberg, E. Nilson, J. Walsh. �N. Y. : Academic

Press, 1967. � 284 p
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1) ïîñòðîåííûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñïëàéíàìè, ïðè ýòîì äå-

ôåêòà 1 íåçàâèñèìî îò ÷èñëà èíòåãðèðîâàíèé N , ÷òî áóäåò äîêàçàíî â õîäå

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû;

2) ñèñòåìà ñòðîèòñÿ ïî äâîè÷íîé ñåòêå;

3) ýòè ñïëàéíû ïîðîæäàþò áàçèñû â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, ÷òî áóäåò äîêàçàíî â õîäå ðàáîòû.

Ôóíêöèÿ ψn,N(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà N−1 âêëþ-

÷èòåëüíî. Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü äâîè÷íûå áàçèñíûå

ñïëàéíû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.

Äàëåå â ðàçäåëå 1.2 îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk(0,+∞) ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-

ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé k-é ñòåïåíè, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî

(k − 1)-ãî ïîðÿäêà íà [0,+∞), è êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå [t, t + 1] ñîâ-

ïàäàþò ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì k-é ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è

ïðîñòðàíñòâî Pk(−∞,+∞).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Fn,N(x) = ψn,N

( x
2n

)
. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

Fn,n(x− j), j ∈ Z, j > −2n, j /∈
[
−2d+1 + 1,−2d − 1

]
,

0 ≤ d < n, d ∈ N,

îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn(0,+∞).

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ áóäóò îïðåäåëåíû ðåêóððåíòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè.

Â ðàçäåëå 1.3 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâè-

ãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

φm,j(x) = ψn,n(2
mx− j), m ∈ Z0, j ∈ [0, 2m − 1].

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ èç C0[0, 1]. Îáîçíà÷èì:

R0(x) = f(x), S0(x) = R0

(
0 + 1/2

20

)
φ0,0(x).
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì:

Sm(x) = Rm

(
j + 1/2

2m

)
φm,j(x), x ∈

[
j

2m
,
j + 1

2m

]
,

Rm+1(x) = Rm(x)− Sm(x).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü

ωf(δ) = sup
0≤h≤δ

(f(x+ h)− f(x)), x ∈ [0, 1− h],

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè,

ω2
f(δ) = sup

0≤h≤δ
(f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)), x ∈ [0, 1− 2h],

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (ìîäóëü ãëàäêîñòè).

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü φm,j(x) � áàçèñ â C0[0, 1]. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

îöåíêà:∣∣∣∣∣f(x)−
m∑
i=0

Si(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ωf

(
1

2m+2

)
+

17

2
ω2
f

(
1

2
m−3
2

)
+ 5 · 2−

3
10 (m−1)||f ||+ 24−

3
5m‖f‖.

Â ãëàâå 2, ðàçäåë 2.1 äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

àíàëîãè ñèñòåì Õààðà è Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìó ñæàòèé

è ñäâèãîâ ôóíêöèè ψn,n−1 ñïðàâåäëèâî íàçûâàòü ãëàäêèì àíàëîãîì ñèñòåìû

Õààðà â òåðìèíîëîãèè äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, òàê êàê ïðè n = 1 ψ1,0 ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèñòåìîé Õààðà ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà. Â òî æå

âðåìÿ ñèñòåìó, ïîñòðîåííóþ ïî ψn,n, ñïðàâåäëèâî íàçûâàòü ãëàäêèì àíàëîãîì

ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ýòè äâå ñèñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: èç ¾àíàëîãà

ñèñòåìû Õààðà¿ ìîæíî ïîëó÷èòü ¾àíàëîã ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà¿, ïðîèç-

âåäÿ îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà).

Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí, ïîñòðîåí-

íûé ïî ôóíêöèè ψn,n−1, ïîðîæäàåò áàçèñ Ðèññà.

Ââåäåì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà (ïðåä-

ëîæåíî Ï. À. Òåðåõèíûì), êîòîðîå áóäåò îñíîâàíî íà ïðèíöèïå èíäóêòèâíîãî

ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f(t) îáîçíà÷èì

W0f(t) = f(2t), W1f(t) = r(t)f(2t)
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� îïåðàòîðû äâîè÷íûõ ñæàòèÿ-ìîäóëÿöèè. Íàêîíåö, ïîëîæèì

U = 4W1I

� îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåé àíòèïåðèîäèçàöèè. Òîãäà

ψn+1,n(x) = Uψn,n−1(x).

Áóäåì ïîíèìàòü ïîä ñèñòåìîé ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ñ íîñèòåëåì

supp f ⊂ [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

fk,j(t) = 2
k
2f(2kt− j).

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ñïëàéíîâàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà

{ψk,jn,n−1}
∞,2k−1
k=0,j=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà, è äëÿ âñåõ c = {ck,j}∞,2

k−1
k=0,j=0 ∈ `2 âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

10
‖c‖2 ≤

∥∥∥∥∞,2
k−1∑

k=0,j=0

ck,jψ
k,j
n,n−1(x)

∥∥∥∥ ≤ 19

10
‖c‖2.

Ïîäâîäÿ èòîã, îòìåòèì, ÷òî ¾ãëàäêèé Õààð¿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â

L2
0[0, 1], à ¾ãëàäêèé Ôàáåð �Øàóäåð¿� áàçèñîì â C[0, 1].

Â ðàçäåëå 2.3 îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî

ñïëàéíà ñ ïîëó÷åíèåì ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ22,23,24,25. Ìàòðèöà çíà÷åíèé

ïîëó÷åíà ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ýòîé ãëàâå, íà ÿçûêå C++.

Ïðîãðàììà, ïîëó÷àþùàÿ ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Python

ïî îïèñàíèþ àëãîðèòìà, òàêæå ïðèâåäåííîãî â ýòîì ïàðàãðàôå.

Â ðàäåëå 2.4 ïî ïîñòðîåííîé ñèñòåìå ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñ-

íîãî ñïëàéíà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ñ

ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ïðîãðàììà, ïîëó÷àþùàÿ

22Äå Áîð, Ê. Ïðàêòè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî ïî ñïëàéíàì / Ê. Äå Áîð ; Ïåð. ñ àíãë. Â. Ê. Ãàëèöêîãî, Ñ. À. Øå-

ñòàêîâà. �Ìîñêâà : Ðàäèî è Ñâÿçü, 1985. � 304 ñ.
23De Boor, C. A Practical Guide to Spline / C. De Boor. �American Mathematical Society, 1978.
24Ìàëëà, Ñ. Âýéâëåòû â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ : Ïåð. ñ àíãë. / Ñ. Ìàëëà. �Ìîñêâà : Ìèð, 2005. � 671 ñ.
25Mallat, S. A theory for multiresolution signal decomposition: the wavelet representation / S. Mallat //

IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence. � 1989. �Vol. 11, � 7. � P. 674�693. �DOI:

10.1109/34.192463
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ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Python íà îñíîâå îïèñàíèÿ

àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â ýòîé ãëàâå.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà, ïîðîæäåííî-

ãî äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì.

Â ðàçäåëå 3.1 âûâåäåíû ìàñøòàáèðóþùèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëå-

òâîðÿåò äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí ïðè ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ N = n− 1 è

N = n.

Òåîðåìà 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Fn,n−1(x) =
1

2n−1
Fn,n−1(2x− 0) +

2n−1∑
t=1

1

2n−2
Fn,n−1(2x− t) +

1

2n−1
Fn,n−1(2x− n).

Òåîðåìà 3.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Fn,n(x) =
1

2n
Fn,n(2x− 0) +

2n−1∑
t=1

1

2n−1
Fn,n(2x− t) +

1

2n
Fn,n(2x− n).

Â ðàçäåëå 3.2 îáñóæäàþòñÿ àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíà-

ëèçà äëÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà Fn(x) = ψn,n

( x
2n

)
. Ñèñòåìà ñæàòèé è

ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ψn,n íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà è áàçèñîì

Ðèññà, è ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Fn(x) íå ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé êðàò-

íîìàñøòàáíûé àíàëèç. Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íåîðòîãîíàëüíîãî

êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà.

Ëåììà 3.3. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàâåíñòâîì

f̂(ω) =

∞∫
−∞

f(ω)e−2πiωx dx.

Òîãäà

F̂n,N(ω) = 2−N ·n−N−1 ·
(

1

πiω

)N+1

Q(n,N)
(
1− e−2πiω

) n∏
k=1

(
1− e−2kπiω

)
.

Îáðàçóåì ïîäïðîñòðàíñòâà

Vm = (2
m
2 Fn(2mx+ k)k∈Z).
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Òåîðåìà 3.3. Ñîâîêóïíîñòü (Vm,n,n−1), m ∈ Z, îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé

ÊÌÀ:

MR1. Vj ⊂ Vj+1 äëÿ âñåõ j ∈ Z;
MR2.

⋃
j∈Z

Vj ïëîòíî â L2(R);

MR3.
⋂
j∈Z

Vj = {0};

MR4. f ∈ Vj ⇐⇒ f(2j·) ∈ V0 äëÿ âñåõ j ∈ Z;
MR5. ùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ V0, òàêàÿ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ϕ(·+ n)}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â V0.

Ñîâîêóïíîñòü (Vm,n,n), m ∈ Z, îáðàçóåò ÊÌÀ îáùåãî âèäà, ò. å. âûïîëíå-

íû àêñèîìû MR1�MR3.

Ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-

ìîé Ðèññà è áàçèñîì Ðèññà è íå ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé êðàòíîìàñøòàáíûé

àíàëèç26,27,28. Îäíàêî âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç ïðî-

ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ïî íîðìå L2[0,+∞] ôóíêöèÿìè èç Vm. Òåìå ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåíèé ïîñâÿùåí ðàçäåë 3.3.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü f, g ∈ L2(R). Âûðàæåíèå

[f, g](ω) =
∑
k∈Z

f(ω + k)g(ω + k)

íàçûâàþò ñêîáî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü s > 0. Ìíîæåñòâî

W s
2 (R) =

{
f ∈ L2(R) : ‖f‖W s

2 (R) = ‖ (1 + | · |)s f̂‖L2(R) < +∞
}

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü ϕ ∈ L2(R), ϕm,k(x) = 2
m
2 ϕ (2mx+ k). Îïåðàòîð

βm : f →
∑
k∈Z

(f, ϕm,k)ϕm,k

íàçûâàþò êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðîì.

26Äîáåøè, È. Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì / È Äîáåøè. �Èæåâñê : ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äè-

íàìèêà¿, 2001. � 464 ñ.
27Daubechies, I. Ten Lectures on Wavelets / I. Daubechies. � Philadelphia,PA : SIAM Press, 1992. � 357 p.

ISBN: 0-89871-274-2
28Íîâèêîâ, È. ß. Îñíîâû òåîðèè âñïëåñêîâ / È. ß. Íîâèêîâ, C. Á. Ñòå÷êèí // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê. � 1998. � Ò. 53, âûï. 6 (324). � Ñ. 53�128. �DOI: 10.4213/rm89
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Îïåðàòîð βm äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà t ∈
R+, åñëè äëÿ âñåõ f ∈ W t

2(R)

‖f − βmf‖L2(R) = O(2−mt).

Ëåììà 3.429. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) [ϕ̂, ϕ̂] ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà;

2) [ϕ̂, ϕ̂]− |ϕ̂|2 = O(| · |2t);
3) 1− |ϕ̂|2 = O(| · |2t0).
Òîãäà βm äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà t1 = min(t, 2t0).

Çäåñü ñèìâîë f = O(| · |t) îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→0

|f(x)|
|x|t

≤ C, C > 0.

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà î ïîðÿäêå àïïðîêñèìàöèè). Ñåìåéñòâî îïå-

ðàòîðîâ βm, m ∈ Z, ïîñòðîåííûõ ïî ôóíêöèè ϕn(x), äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìà-

öèþ ïîðÿäêà 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1
2

‖f − βm‖L2(R) = O(2−m).

Â Çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

1 Äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ îáðà-

çóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî

â ðàçäåëå 1.3 ãëàâû 1.

2 Äîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîäíûõ ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷-

íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2. Ãðàíèöû

ýòîãî áàçèñà Ðèññà íå çàâèñÿò îò âûáðàííîãî äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî â ðàçäåëå 2.2 ãëàâû 2.

3 Ïðåäëîæåíû êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû, ìîäåëèðóþùèé ñàì äâîè÷íûé áà-

çèñíûé ñïëàéí, à òàêæå åãî ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ. Ýòè àëãîðèòìû èç-

ëîæåíû â ðàçäåëàõ 2.3 è 2.4 ãëàâû 2.

4 Óñòàíîâëåíî, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþ-

ùåìó óðàâíåíèþ, è, çíà÷èò, ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, êîòîðûé

29Mathematics in Image Processing / ed. H. Zhao. � Providence : American Mathematical Society; Institute for

Advanced Study, 2013. � 245 p. � (IAS/Park City Mathematics Series, vol. 19). DOI: 10.1090/pcms/019
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íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî âðàçäåëå 1.2 ãëàâû 1.

Â ðàçäåëå 2.4 ãëàâû 2 íàéäåí ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-

ñòâà Ñîáîëåâà â ìåòðèêå L2(R) ïîäïðîñòðàíñòâàìè, îáðàçóþùèìè ÊÌÀ.

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â òåîðèè ñïëàéíîâ. Èç ïåðñïåêòèâíûõ

íàïðàâëåíèé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

1) èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ æåñòêîãî ôðåéìà íà îñíîâå àíàëîãà

ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà;

2) èññëåäîâàíèå âåéâëåòà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå àíàëîãà ñèñòåìû Õààðà;

3) ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà ïðî-

èçâîëüíîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè;

4) ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â çàäà÷àõ êîäèðîâàíèÿ

ñèãíàëîâ, ñæàòèÿ èíôîðìàöèè è çàäà÷àõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ;

5) ïîèñê ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ñâîéñòâà, áëèçêèå ê ñâîéñòâàì äâîè÷-

íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà;

6) ïîñòðîåíèå ìíîãîìåðíîãî èíâàðèàíòà äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðîôåññîðó Ëóêîìñêîìó Ñåðãåþ Ôåäîðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû, ïîñòîÿí-

íóþ ïîääåðæêó, âíèìàíèå ê ðàáîòå, ó÷àñòèå â îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ è ïîìîùü ïðè îôîðìëåíèè äèññåðòàöèè. Òàêæå àâòîð âûðàæàåò îãðîì-

íóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Òåðåõèíó Ïàâëó Àëåêñàíäðîâè÷ó çà ïëîäîòâîð-

íîå ñîòðóäíè÷åñòâî, íîâûå èäåè è äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå. Àâòîð áëàãî-

äàðèò ñîòðóäíèêîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî íàöè-

îíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Í. Ã. ×åð-

íûøåâñêîãî çà ïîìîùü â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.
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