
ФГБОУ ВО «Саратовский национальный исследовательский государственный

университет имени Н.Г. Чернышевского»

На правах рукописи

РЫБАЛОВА Елена Владиславовна

ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОСТЕЙ И ВНЕШНИХ

ВОЗДЕЙСТВИЙ НА ФОРМИРОВАНИЕ И

СИНХРОНИЗАЦИЮ

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ СТРУКТУР В

АНСАМБЛЯХ НЕЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

1.3.4. – Радиофизика

Диссертация на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:

доктор физико-математических наук,

доцент СТРЕЛКОВА Г.И.

Саратов – 2023



2

СОДЕРЖАНИЕ

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Влияние внешних шумов и случайного распределения

значений параметров на реализацию химерных состояний в ан-

самблях нелокально связанных нелинейных осцилляторов . . . . 23

1.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2 Воздействие шума на химерные структуры в кольцах нелокально

связанных отображений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2.1 Модели и характеристики режимов . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2.2 Влияние аддитивного шума на химерные состояния . . . . . 28

1.2.3 Влияние шумовой модуляции и случайного распределения

значений управляющих параметров парциальных элемен-

тов на существование химерных состояний . . . . . . . . . . 42

1.2.4 Шумовая модуляция силы связи между парциальными эле-

ментами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.3 Управление переходом между химерами и различными

пространственно-временными структурами с помощью воз-

действия внешнего шума . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

1.3.1 Управление временем жизни мультихимерного состояния

в кольце нелокально связанных дискретных осцилляторов

ван дер Поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

1.3.2 Влияние аддитивного шума на мультистабильность в коль-

це нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо . 68

1.4 Выводы по первой главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



3

Глава 2. Влияние внешних шумов и случайного распределения

значений параметров на реализацию уединенных состояний в

ансамблях нелокально связанных нелинейных осцилляторов . . . 78

2.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.2 Влияние аддитивного шума на возникновение уединенных состо-

яний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.3 Влияние шумовой модуляции и случайного распределения значе-

ний управляющих параметров парциальных элементов на реали-

зацию уединенных состояний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

2.3.1 Шумовая модуляция управляющих параметров элементов

ансамбля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

2.3.2 Случайное распределение значений управляющих парамет-

ров элементов ансамбля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

2.4 Влияние шумовой модуляции и случайного распределения значе-

ний силы связи парциальных элементов на реализацию уединен-

ных состояний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

2.4.1 Шумовая модуляция силы связи между элементами ансамбля106

2.4.2 Случайное распределение значений силы связи по ансамблю 109

2.5 Выводы по второй главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

Глава 3. Взаимодействие химерных и уединенных состояний в

неоднородных многослойных ансамблях. Эффекты синхрониза-

ции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.2 Взаимодействие химерных и уединенных состояний в двухслой-

ной сети нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо . 118

3.2.1 Синхронизация двухслойной сети осцилляторов ФитцХью-

Нагумо при взаимной межслойной связи . . . . . . . . . . . 122



4

3.2.2 Синхронизация двухслойной сети осцилляторов ФитцХью-

Нагумо при однонаправленной межслойной связи . . . . . . 128

3.3 Эффекты синхронизации в двухслойной сети колец нелокально

связанных отображений при шумовой межслойной связи . . . . . 131

3.3.1 Синхронизация идентичных по управляющим параметрам

слоев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

3.3.2 Синхронизация неидентичных по управляющим парамет-

рам слоев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3.4 Влияние разреженной межслойной связи на синхронизацию слож-

ных структур . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.4.1 Динамика взаимно связанных колец . . . . . . . . . . . . . 146

3.4.2 Динамика однонаправленно связанных колец . . . . . . . . 152

3.5 Удаленная и полная синхронизация в неоднородной трехслойной

сети хаотических отображений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

3.5.1 Синхронизация в сети отображений Эно-Лози-Эно . . . . . 158

3.5.2 Синхронизация в сети отображений Лози-Эно-Лози . . . . . 164

3.6 Выводы по третьей главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

ЗАКЛЮЧЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177



5

ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследуемой проблемы

Коллективная динамика сложных ансамблей взаимодействующих подси-

стем различной природы на протяжении многих лет является предметом осо-

бого внимания специалистов различных научных областей [1–9]. В связи с этим

одними из главных задач, которые решает радиофизика и нелинейная динами-

ка, являются исследования динамики таких сложных ансамблей, установление

условий и механизмов формирования тех или иных пространственно-временных

режимов, выявление эффектов их подавления или поддержания, а также изу-

чение явлений синхронизации различных сложных структур в многослойных

сетях.

В связи с тем, что в реальных системах всегда существуют шумы и раз-

личные неоднородности, дополнительной задачей является исследование устой-

чивости пространственно-временных структур к возмущениям различной при-

роды. Известно, что шум может оказывать как конструктивное, так и деструк-

тивное влияние на пространственно-временную динамику систем [10–17]. Так

источники шума могут использоваться для стабилизации и/или эффективного

управления режимами работы систем [11–13, 18–22], а также для улучшения

некоторых характеристик динамики, к таким эффектам относится стохасти-

ческий резонанс [10, 15, 23] и когерентный резонанс [14, 24]. Кроме того, шум

может привести к появлению новых структур и режимов, которые невозможно

наблюдать в сложных сетях нелинейных систем без его влияния [11]. Кроме

этого, исследования показывают наличие в реальных сетях неоднородностей,

связанных с распределением значений управляющих параметров парциальных

элементов или связей между ними в сетях. Неоднородность, безусловно, оказы-
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вает большое влияние на разнообразие пространственно-временных режимов

сетей [25–27]. Изучение неоднородных сетей может сыграть важную роль в по-

нимании того, насколько эти системы стабильны и надежны при различных

степенях и типах неоднородностей, и в понимании того, как улучшить и кон-

тролировать общую производительность этих сетей [28]. В частности, недавно

было показано, что неоднородность, наблюдаемая в нейронных сетях мозга,

может быть жизненно важным компонентом его способности адаптироваться к

новым условиям (обучаться) [29].

В последнее время вопросам влияния шумов и неоднородностей на ди-

намику сетей уделяется особое внимание в связи с открытием новых режимов

частичной синхронизации в сетях связанных систем, а именно химерных состо-

яний [30–34] и уединенных состояний [35,36].

Химерные состояния (химеры) впервые были обнаружены в ансамблях

нелокально связанных идентичных фазовых осцилляторов [30, 31]. Этот осо-

бый пространственно-временной режим динамики представляет собой проме-

жуточный этап перехода между режимом когерентной динамики (синхрониза-

ции) и некогерентной (пространственно-временной хаос) и соответствует сосу-

ществованию кластеров с когерентной (синхронизированной) и некогерентной

(десинхронизированной) динамикой осцилляторов сети. Недавние теоретиче-

ские и численные исследования показали, что химеры могут возникать в сетях

с парциальными элементами различной природы и при различной топологии

связей между ними [30–34, 37–45] Этот режим кластерной синхронизации на-

блюдается не только в компьютерных экспериментах, но и в реальных экспери-

ментах [46–54]. Кроме того, химерные состояния имеют место в реальных си-

стемах, например, в нейробиологии [55–57], в сетях электроснабжения [58–60],

в социальных системах [61,62] и др.

Устойчивость химерных состояний к шумовым возмущениям исследо-

валась в нелокально связанных сетях осцилляторов с дискретным [63, 64] и

непрерывным временем [65–68]. В частности, было показано, что шум может
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индуцировать появление новых химерных состояний, таких как когерентно-

резонансные химеры в кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-

Нагумо [66]. Вместе с этим изучалось время жизни химерных состояний при

введение в систему шумовых возмущений [67–69]. Показано, что амплитудные

химеры являются долгоживущими переходными процессами и время их жизни

может контролироваться шумовым воздействием. Шум позволяет уменьшить

время жизни амплитудных химер, как это было показано для кольца осцилля-

торов Стюарта-Ландау [67, 68], или увеличить его, как это было показано для

ансамбля хаотических осцилляторов [69]. Тем не менее до сих пор не до конца

понятно, как зависит вероятность наблюдения химерных состояний в се-

тях нелокально связанных хаотических осцилляторов от интенсивности ад-

дитивного шума, силы связи и случайных начальных условий, а также неод-

нородного распределения управляющих параметров сети.

Уединенные состояния представляют собой еще один важный режим

пространственно-временной динамики, который наблюдается в ансамблях свя-

занных осцилляторов [35,36]. Для этого режима характерно наличие одного или

нескольких элементов, которые ведут себя отлично от других элементов сети,

такие элементы принято называть уединенными узлами. Как правило, уединен-

ные узлы распределены по ансамблю случайным, но достаточно равномерным

образом, и их количество увеличивается при уменьшении силы связи между

элементами сети. Исследования показали, что возникновение уединенных со-

стояний связано с появлением бистабильности в системе за счет нелокального

взаимодействия парциальных элементов [35, 36]. Уединенные состояния были

обнаружены в сетях моделей Курамото-Сакагути и осцилляторов Курамото с

инерцией [35, 36, 70–72], системах с дискретным временем [42, 73–75], системах

осцилляторов ФитцХью–Нагумо [76–78], моделях электрических сетей [79–81]

и даже в экспериментальных установках связанных маятников [52]. Однако, в

отличие от химерных состояний, устойчивость уединенных состояний по

отношению к шуму вообще не изучена, за исключением работы [82], где бы-
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ло показано, что наличие шума в кольце нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо приводит к переходу от уединенных состояний к пятни-

стой синхронизации (patched synchrony). Таким образом, требуется более де-

тальный анализ поведения уединенных состояний при наличии внешних слу-

чайных флуктуаций, а также неоднороднойстей в ансамблях.

Помимо анализа эволюции химерных состояний и уединенных со-

стояний в отдельных ансамблях ставится вопрос о взаимодействии таких

пространственно-временных структур друг с другом в многослойных сетях,

и, следовательно, необходимо решать задачу возможности их синхрониза-

ции. Изучение явления синхронизации в сложных сетях имеет большое зна-

чение для приложений в различных областях исследований, таких как физи-

ка [3,9,46,83–85], химия [86], нейронаука [87–89], социология [90–92] и т.д., а так-

же в реальных системах, например, системах связи [61], энергосистемах [58,60],

транспортных сетях [93]. В частности, синхронизация имеет решающее значе-

ние для работы мозга, так как наряду с положительным эффектом, она может

быть крайне нежелательна, например, при эпилепсии [94,95], шизофрении [89],

болезни Паркинсона [96]. Ранее были обнаружены и исследованы различные

формы синхронизации в сложных сетях, например, частичная [97–99] и пол-

ная [9, 100] синхронизации, кластерная синхронизация [101, 102], вынужденная

и взаимная синхронизации [103, 104], взрывная [105–107] и удаленная [108–111]

синхронизации. Однако, анализ условий вынужденной и взаимной синхрони-

зации остается актуальной задачей радиофизики, поскольку мало исследован

вопрос синхронизации сложных пространственно-временных режимов, та-

ких как химерные и уединенные состояния, а также слабо изучено взаимодей-

ствия этих структур в многослойных системах, в особенности при наличии

неоднородностей и шумов в этих системах.

Приведенные данные о направлениях работ и уже имеющихся результа-

тах убедительно свидетельствуют о том, что анализ влияния неоднородностей

и внешних возмущений на формирование и синхронизацию пространственно-
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временных структур в ансамблях нелинейных осцилляторов являются совре-

менными и актуальными научными проблемами нелинейной теории колебаний

и волн, традиционно относящимися к задачам радиофизики.

Цель диссертационной работы

Целью работы является выявление особенностей эволюции

пространственно-временных структур, в частности химерных и уединен-

ных состояний, в одномерных ансамблях нелокально связанных нелинейных

осцилляторов различной природы с дискретным и непрерывным временем

под влиянием внешних шумовых возмущений и неоднородностей парциальных

элементов и топологии связей, а также анализ эффектов вынужденной,

взаимной и удаленной синхронизации таких структур в неоднородных двух- и

трехслойных сетях.

Для достижения поставленной цели определены и сформулированы ос-

новные задачи диссертационного исследования:

1. Анализ влияния аддитивного шума различной статистики на вероятность

установления химерных и уединенных состояний в ансамблях нелокально

связанных нелинейных осцилляторов;

2. Выявление особенностей динамики ансамблей нелокально связанных отоб-

ражений при шумовой модуляции управляющих параметров парциальных

элементов и силы связи между элементами;

3. Анализ времени жизни химерных структур в ансамблях нелокально свя-

занных отображений при введении в систему аддитивного шума;

4. Установление особенностей взаимодействия химерных и уединенных состо-

яний в двухслойных системах связанных ансамблей нелокально связанных

нелинейных осцилляторов при различном типе межслойной связи и введе-

нии неоднородностей в межслойную связь;



10

5. Анализ полной и удаленной синхронизации химерных и уединенных состо-

яний в трехслойной системе с различным типом парциальных элементов

во внешних слоях и передающем слое, а также выявление особенностей

перехода к синхронизации при различной динамике передающего слоя.

Научная новизна

Диссертационная работа содержит решение принципиально новых радио-

физических задач анализа установления, существования, подавления и синхро-

низации химерных и уединенных состояний в ансамблях нелокально связанных

нелинейных осцилляторов с дискретным и непрерывным временем. Постановка

задачи по исследованию свойств сложных пространственно-временных струк-

тур в присутствии шумовых возмущений и неоднородностей в управляющих

параметрах является приоритетной. Результаты диссертации находятся в со-

ответствии с уже установившимися представлениями в этой области знаний,

гармонично расширяя и дополняя их. Несомненная новизна основных резуль-

татов работы подтверждается их публикацией в целом ряде научных статей в

высокорейтинговых отечественных и зарубежных физических журналах с вы-

соким импакт-фактором, входящих в международные и российские системы

цитирования Web of Science, Scopus, РИНЦ. Содержание диссертационной ра-

боты соответствует паспорту специальности «1.3.4. – Радиофизика».

В работе впервые получены следующие научные результаты:

1. В ансамблях нелокально связанных хаотических отображений введение ад-

дитивного шума (с равномерным или нормальным распределением) спо-

собно увеличить вероятность установления и наблюдения фазовых химер.

При этом наблюдается резонансо-подобный эффект, который характеризу-

ется существованием оптимальной (ненулевой) интенсивности аддитивно-

го шума, при которой вероятность наблюдения фазовых химер возрастает

до максимума. Показано, что в отсутствие шумового возбуждения вероят-
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ность установления данных пространственно-временных структур не до-

стигает 100%. Более того, резонансо-подобный эффект также установлен

по силе связи: существует оптимальное значение силы связи между элемен-

тами, при которой вероятность установление фазовых химер максимальна.

2. Разработана методика на основе расчета коэффициента взаимной корреля-

ции, позволяюшая в автоматическом режиме определять наличие фазовых

химер и уединенных состояний (количество уединенных узлов) в ансамблях

нелокально связанных хаотических отображений при аддитивном и/или

мультипликативном введении шумовых возмущений и проводить анализ

эволюции этих структур при использовании большого набора различных

реализаций начальных значений динамических переменных, а также ре-

ализаций шума, что способствует получению статистически достоверных

результатов при численных исследованиях.

3. Впервые проанализирована устойчивость уединенных состояний к адди-

тивным и мультипликативным источникам шума. Показано, что воздей-

ствие аддитивного шума (с равномерным или нормальным распределени-

ями) в ансамблях связанных нелинейных осцилляторов приводит к умень-

шению интервала наблюдения уединенных состояний по силе связи между

элементами при увеличении интенсивности шума. Вместе с этим, увели-

чение интенсивности шума ведет к уменьшению количества уединенных

узлов в ансамбле преимущественно только на границах интервала суще-

ствования уединенных состояний по параметру силы связи. Подобные эф-

фекты также наблюдаются при постоянной шумовой модуляции управля-

ющих параметров ансамблей. С другой стороны, показано, что, фиксиро-

ванное неоднородное распределение силы связи или параметров локальной

динамики парциальных элементов может привести к увеличению интерва-

ла наблюдения уединенных состояний и их количества.
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4. Предложен метод оценки степени синхронизации пространственно-

временных структур в двух- и трехслойных сетях ансамблей нелокаль-

но связанных нелинейных осцилляторов, основанный на сочетании рас-

чета локальной и глобальной ошибки синхронизации, где под локальной

ошибкой понимается квадрат разности для всех пар связанных элементов,

усредненный по времени, а под глобальной квадрат разности для всех пар

связанных элементов, усредненный по времени и по ансамблю элементов.

Данные количественные показатели позволяют четко диагностировать эф-

фекты полной и кластерной синхронизации, что особенно важно при ис-

следовании эффектов синхронизации химерных и уединенных состояний в

многослойных сетях.

5. Показано, что разреженность межслойной связи в двухслойной сети ан-

самблей нелокально связанных хаотических отображений приводит к то-

му, что пространственные профили взаимодействующих колец расщепля-

ются на отдельные части, связанные с динамикой связанных и несвязан-

ных узлов. При этом увеличение силы и радиуса внутрислойной связи не

приводит к «сглаживанию» мгновенных пространственных профилей син-

хронных структур в ансамблях. Проиллюстрирована возможность установ-

ления вынужденной и взаимной синхронизации (на профилях связанных

элементов) сложных пространственно-временных структур, включая химе-

ры и уединенные состояния, в случае неразреженной и слаборазреженной

межслойной связи. Увеличение количества отсутствующих связей (> 50%

всех элементов сети) сильно снижает степень синхронизации и даже при-

водит к рассинхронизации элементов сетей.

6. Обнаружены и описаны эффекты удаленной и полной синхронизации хи-

мерных и уединенных состояний в неоднородной трехслойной сети нело-

кально связанных хаотических отображений, в которой присутствует связь

(взаимная) только между соседними слоями (средним и внешними), а дина-
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мика внешних слоев принципиально отличается от динамики передающего

(среднего) слоя. Показано, что динамика трехслойной системы определяет-

ся преимущественно структурами, реализующимися во внешних слоях. Вы-

делены особенности пространственно-временного поведения такой системы

при различных типах установившихся структур в передающем (среднем)

слое. Установлено, что наличие режима уединенных состояний в переда-

ющем слое приводит к реализации только удаленной синхронизации, при

этом полная синхронизация структур не достигается. В случае реализации

химерных структур в передающем слое сети полная и удаленная синхро-

низация имеют место в большем диапазоне изменения межслойной связи.

Достоверность полученных результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается использованием

обоснованных методов теоретического (статистического) и численного анализа

сложных нелинейных процессов в радиофизических системах, при этом исполь-

зовались классические математические модели нелинейной динамики и строго

обоснованные и многократно протестированные методы анализа их динамики.

Достоверность всех полученных результатов подтверждается их воспроизво-

димостью и согласованием с ранее известными результатами в этой научной

области, полученными другими авторами, а также использованием специаль-

ных программных комплексов, разработанных и протестированных на широком

классе задач нелинейной динамики.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. В ансамблях хаотических отображений с нелокальным взаимодействием,

демонстрирующих в отсутствие шума режим химерных состояний, введе-

ние независимых источников как аддитивного, так и мультипликативно-

го (модулирующего параметры элементов) белого шума с гауссовым или

равномерным распределением приводит к резонансо-подобному эффекту:
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существует ненулевая оптимальная интенсивность шума, при которой ве-

роятность установления химерных состояний становится максимальной и

увеличивается интервал значений силы связи, в котором имеют место

данные структуры. Кроме того, существует «резонансное» значение силы

связи, соответствующее наибольшему диапазону изменения интенсивности

шума, в котором химерные состояния реализуются с высокой (близкой к

1) вероятностью.

2. В ансамблях хаотических отображений с нелокальным взаимодействием,

демонстрирующих в отсутствие шума режим уединенных состояний, введе-

ние независимых источников как аддитивного, так и мультипликативного

(модулирующего параметры элементов или коэффициенты связи) белого

шума с гауссовым или равномерным распределением приводит к уменьше-

нию (вплоть до 0) интервала значений силы связи, в котором устанавли-

ваются уединенные состояния, при увеличении интенсивности шума.

3. В неоднородных двухслойных сетях нелокально связанных хаотических

отображений в случае неразреженной и слаборазреженной (< 50% эле-

ментов сети не связаны) межслойной связи имеет место эффективная (с

заданной точностью) вынужденная и взаимная синхронизация сложных

пространственно-временных структур, включая химерные и уединенные

состояния. При этом эффективная взаимная синхронизация наблюдается

в конечном диапазоне значений силы межслойной связи, а ширина этого

диапазона и порог синхронизации по силе межслойной связи не зависят

от степени разреженности. Сильноразреженная межслойная связь (> 50%

элементов сети не связаны) приводит к уменьшению степени синхрониза-

ции и к рассинхронизации элементов сетей. Порог синхронизации и ширина

области эффективной вынужденной синхронизации по параметру степе-

ни разреженности и силе межслойной связи зависят от пространственно-

временного режима управляющего ансамбля.
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4. В неоднородной трехслойной сети нелокально связанных хаотических отоб-

ражений, в которой внешние слои взаимно связаны только со средним (пе-

редающим) слоем и их динамика принципиально отличается от динамики

передающего слоя, возможно установление удаленной и полной синхрони-

зации химерных и уединенных состояний. При этом динамика всей сети

определяется преимущественно структурами, реализующимися во внеш-

них слоях. Наличие уединенных состояний в передающем слое препятству-

ет полной синхронизации сети, но не влияет на удаленную синхронизацию

внешних слоев. В случае реализации химерных структур в передающем

слое сети полная и удаленная синхронизация наблюдаются в большем диа-

пазоне изменения межслойной связи.

Научная и практическая значимость

Результаты диссертационного исследования влияния внешних шумовых

воздействий и неоднородностей на пространственно-временную динамику слож-

ных ансамблей нелинейных осцилляторов и эффекты синхронизации сложных

структур вносят вклад в область радиофизики и нелинейной теории колебаний.

Научные результаты, полученные в ходе выполнения работы, носят, прежде все-

го, фундаментальный характер. В частности, выявление особенностей реакций

сложных систем на внешние воздействия обеспечивают возможность эффек-

тивного управления динамикой и эффектами синхронизации.

Прикладная значимость диссертационной работы обусловлена возможно-

стями применения полученных результатов при анализе работы систем переда-

чи информации, инфокоммуникационных и телерадиовещательных комплек-

сов, энергетических систем, биологических систем, в которых наблюдается вза-

имодействие большого количества парциальных систем и наличие внутренних

и внешних шумов. Подобное многокомпонентное взаимодействие приводит к

установлению различных пространственно-временных структур, которые могут

как улучшать, так и препятствовать нормальному функционированию системы.
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Результаты исследований, приведенные в данной диссертационной работе, спо-

собствуют более глубокому пониманию условий и способов поддержания или

разрушения такой пространственно-временной динамики. Разработанный ме-

тод автоматического распознавания различных типов сложных структур может

найти практическое применение при обработке и анализе экспериментальных

данных радиофизической природы, в том числе в присутствии помех.

Результаты фундаментальных исследований, полученные при подготов-

ке диссертации, частично внедрены в учебный процесс подготовки бакалавров

и магистров по направлению “Радиофизика” в Институте физики ФГБОУ ВО

“СГУ имени Н.Г. Чернышевского”. При выполнении диссертационной работы

было создано 6 программ, на которые получены свидетельства о государствен-

ной регистрации программ для ЭВМ. Данные программы были использованы

при выполнении ряда НИР, а также в учебном процессе при постановке курсо-

вых и выпускных квалификационных работ студентов.

Апробация результатов и публикации

Результаты, представленные в диссертационной работе, неоднократно до-

кладывались на всероссийских и международных конференциях, школах и се-

минарах:

1. Международная конференция «School and Workshop on Patterns of

Synchrony: Chimera states and beyond», Триест, Италия, 8–15 мая, 2019.

2. Международная конференция «Saratov Fall Meeting 2019», Саратов, Рос-

сия, 23–27 сентября, 2019.

3. Международная конференция «Saratov Fall Meeting 2020», Саратов, Рос-

сия, 28 сентября – 2 октября, 2020.

4. Международная конференция «Shilnikov WorkShop», Нижний Новгород,

Россия, 17–18 декабря, 2020.
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5. Всероссийская конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых»,

Саратов, Россия, 26-29 апреля, 2021.

6. Международная конференция «CHAOS», Афины, Греция, 8–11 июня, 2021.

7. Международная конференция «Dynamics Days Europe», Ницца, Франция,

23–27 августа, 2021.

8. Международная конференция «Complex Networks», Мадрид, Испания, 30

ноября – 2 декабря, 2021.

9. Международная конференция «Saratov Fall Meeting 2021», Саратов, Рос-

сия, 27 сентября – 1 октября, 2021.

10. Международная конференция «Динамические системы. Теория и прило-

жения», Дзержинск, Россия, 26–29 июня, 2022.

11. Международная конференция «Нелинейные волны – 2022», Бор, Россия,

5–14 ноября, 2022.

12. Международная конференция «Saratov Fall Meeting 2022», Саратов, Рос-

сия, 26–30 сентября, 2022.

13. Всероссийская конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых»,

Саратов, Россия, 15-19 мая, 2023.

Результаты работы неоднократно обсуждались на научных семинарах ка-

федры радиофизики и нелинейной динамики СГУ и Института теоретической

физики Технического университета г. Берлина (Германия) по приглашению

проф. E. Schöll и проф. А. Захаровой (2018–2020 гг.).

Гранты. Результаты диссертации получены в рамках выполнения гран-

тов при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (про-

ект № 20-52-12004), Российского научного фонда (проект № 20-12-00119, № 20-

12-00119 (продолжение)), Министерства науки и высшего образования Россий-
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ской Федерации в рамках базовой части Государственного задания (проект

№ 3.8616.2017/8.9), Немецкого Физического Общества (DFG) в рамках проекта

SFB 910 (подпроект B11, 2015–2022 гг.).

Публикации. По результатам диссертационной работы опубликовано 15

статей в центральных реферируемых научных журналах, входящих в систе-

мы цитирования Web of Science, Scopus, РИНЦ, рекомендованных ВАК РФ

для опубликования основных научных результатов диссертаций на соискание

ученой степени кандидата наук, среди которых Chaos: An Interdisciplinary

Journal of Nonlinear Science [112–117], Chaos, Solitons & Fractals [118–121],

Regular and Chaotic Dynamics [122, 123], Journal of Difference Equations and

Applications [124], Известия высших учебных заведений. Прикладная нелиней-

ная динамика [125, 126]. Всего по теме диссертации опубликовано 10 статей в

журналах Q1. Вместе с этим опубликовано 8 статей в сборниках трудов кон-

ференций [127–134], из них 4 индексируются в базе данных Web of Science и

Scopus. Получено 6 свидетельств о государственной регистрации программ для

ЭВМ [135–140].

Личный вклад соискателя

Результаты диссертационной работы, выносимые на защиту, получены со-

искателем лично. Автором разработаны оригинальные программные комплексы

и программы на языке С, с помощью которых проводились все численные рас-

четы и обработка экспериментальных данных. Постановка задач, планирование

проведения исследований, интерпретация и обсуждение результатов, написание

научных статей осуществлялись совместно с научным руководителем и соавто-

рами опубликованных работ.
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Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка ци-

тируемой литературы. Диссертационная работа содержит 199 страниц текста,

включая 75 иллюстраций. Список литературы включает 175 наименований.

Во Введении проанализированы направления работы и имеющиеся ре-

зультаты по теме диссертационной работы, обоснована актуальность выбранной

темы диссертационной работы, сформулированы цель работы и задачи иссле-

дований, описаны научная новизна и практическая значимость полученных ре-

зультатов. Введение содержит основные результаты и положения, выносимые

на защиту, сведения о достоверности и апробации результатов.

В первой главе диссертационной работе приводятся результаты деталь-

ного численного анализа влияния аддитивного и мультипликативного шума на

химерные состояния различного типа в кольцах нелокально связанных нелиней-

ных осцилляторов с дискретным и непрерывным временем. Для автоматическо-

го обнаружения химерных в зашумленных системах используется коэффициент

взаимной корреляции между элементами ансамбля. Для получения статисти-

чески надежных результатов во всех численных исследованиях используется

несколько (от шести до ста) различных реализаций случайно распределенных

начальных значений динамических переменных и реализаций шумового воздей-

ствия. Представлен детальный анализ пространственно-временной динамики

колец нелокально связанных нелинейных осцилляторов при введении в систе-

му аддитивного шума, при шумовой модуляции управляющих параметров пар-

циальных элементов и силы связи, а также при неоднородном распределении

значений управляющий параметров. Установлено, что существует оптимальная

ненулевая интенсивность аддитивного шума и шумовой модуляции управляю-

щих параметров, при которой вероятность обнаружения химер становится мак-

симальной и значительно увеличивается интервал наблюдения данных струк-

тур по силе связи между элементами. Также показана возможность увеличе-
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ния вероятности появления особых химер, называемых химерами уединенных

состояний, при модуляции источниками шума силы связи между элементами

в кольце нелокально связанных отображений. И, наоборот, проиллюстрирова-

на возможность уменьшения вероятности появления режима сосуществования

химерных состояний и уединенных узлов и установление только химерных со-

стояний в кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо под

воздействием аддитивного источника шума.

Во второй главе диссертационной работы приводятся результаты чис-

ленных исследований влияния аддитивного и мультипликативного шума на

уединенные состояния различного типа в кольцах нелокально связанных нели-

нейных осцилляторов с дискретным и непрерывным временем. Определяется

область наблюдения уединенных состояний и количество уединенных узлов на

плоскости параметров "сила связи – интенсивность шума". Для автоматическо-

го обнаружения режима уединенных состояний и подсчета уединенных узлов,

как и в первой главе, используется коэффициент взаимной корреляции меж-

ду элементами ансамбля. В результате использования нескольких (от 10 до

50) различных случайно распределенных начальных значений динамических

переменных и реализаций шумового воздействия во всех исследованиях были

получены статистически обоснованные и достоверные результаты.

Анализ влияния аддитивного шума на установление режима уединенных

состояний и количество уединенных узлов, показывает, что такое внешнее воз-

действие приводит к уменьшению интервала наблюдения уединенных состояний

по силе связи между элементами при увеличении интенсивности шума. Вме-

сте с этим, увеличение интенсивности шума ведет к уменьшению количества

уединенных узлов в ансамбле преимущественно только на границах интервала

существования уединенных состояний по параметру силы связи. Однако, для

кольца нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо введение адди-

тивного шума в интервале слабой силы связи способствует появлению уединен-

ных состояний при силе связи большей, чем максимальная сила связи, при ко-
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торой наблюдались уединенные состояния в ансамбле без шума. Показано, что

неоднородное распределение управляющих параметров приводит к подавлению

уединенных узлов и уменьшению интервала наблюдения уединенных состояний

по параметру, задающему постоянную составляющую (среднее значение) силы

связи. Исследования влияния неоднородного распределения параметров, управ-

ляющих локальной динамикой элементов, и силы связи, показывает, что оно

может привести к увеличению интервала наблюдения уединенных состояний и

их количества.

Третья глава диссертационной работы посвящена изложению результа-

тов численного анализа эффектов вынужденной и взаимной синхронизации в

двух- и трехслойных сетях осцилляторов с дискретным и непрерывным време-

нем. При этом исследуется влияние структур, устанавливающихся в слоях без

связи (которыми можно управлять с помощью параметров отдельных слоев или

начальных значений динамических переменных), и характера межслойной свя-

зи (межслойная связь через разные переменные, в присутствии и отсутствие

шумовой модуляции межслойной связи, разреженная или полная межслойная

связь) на степень синхронизации слоев и возможность установления в них раз-

личных структур.

Исследуется несколько сетей: 1. двухслойная сеть нелокально связанных

осцилляторов ФитцХью-Нагумо, один из слоев которой демонстрирует уединен-

ные состояния, а другой – химерные состояния. Межслойная связь в такой сети

задавалась через быстрые или через медленные переменные; 2. двухслойная

сеть нелокально связанных хаотических отображений с бистабильной динами-

кой при межслойном взаимодействии с коэффициентами связи, задаваемыми

источниками шума при межслойном взаимодействии с коэффициентами связи,

задаваемыми источниками шума; 3. двухслойная сеть нелокально связанных

хаотических отображений, каждый слой которой демонстрирует либо режим

уединенных состояний, либо химерных состояний при разреженной межслойной

связи; 4. трехслойная сеть нелокально связанных хаотических отображений, в
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которой внешние слои взаимно связаны только со средним слоем, а также ди-

намика внешних слоев принципиально отличается от динамики передающего

слоя.

Определяются параметры межслойной связи, которые способствуют реа-

лизации эффективной, полной или удаленной синхронизации. Для оценки сте-

пени синхронизации используются локальная и глобальная ошибки межслой-

ной синхронизации, что позволяет обнаруживать и оценивать не только полную

синхронизацию, но и кластерную.

В Заключении подведены итоги диссертационной работы, сформулиро-

ваны основные результаты и выводы.
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Глава 1. Влияние внешних шумов и случайного

распределения значений параметров на

реализацию химерных состояний в ансамблях

нелокально связанных нелинейных осцилляторов

1.1 Введение

В последнее время большое число исследований посвящено анализу

эволюции и свойств одного из недавно открытых типов пространственно-

временных структур – химерных состояний, обнаруженных в ансамблях нело-

кально связанных осцилляторов [30–34,37,41,141,142]. Недавние теоретические

и численные исследования показали, что химерные состояния могут возникать

в сетях с парциальными элементами различных типов и с различной топологией

связи между ними [30–33, 37–40, 42–45]. Химерные структуры также наблюда-

лись в ряде экспериментов [46–54]. Кроме того, химерные состояния могут быть

связаны с различными процессами, происходящими в реальных системах, на-

пример, в нейронных сетях [55–57], в сетях энергосистем [58–60], в социальных

системах [61,62] и др.

Принимая во внимание тот факт, что случайные возмущения неизбежно

присутствуют во многих реальных системах и в той или иной степени влияют

на режимы их функционирования, актуальной задачей является анализ вли-

яния внешних случайных воздействий на устойчивость и эволюцию сложных

режимов динамики системы. В ряде более ранних работ уже проводились ис-

следования устойчивости химерных состояний по отношению к внешнему воз-

действию [63, 65, 67, 68]. В частности, было продемонстрировано, что шум мо-
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жет приводить к появлению новых химерных структур, таких как когерентно-

резонансные химеры в кольцах нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-

Нагумо [66]. В работах [67–69] были проведены исследования зависимости вре-

мени жизни химерных структур от параметров шумового воздействия. Установ-

лено, что амплитудные химеры являются долгоживущими переходными процес-

сами и временем их жизни (наблюдения) можно управлять с помощью шумово-

го воздействия. В работах [67,68] было показано, что шум позволяет уменьшить

время жизни амплитудных химер в кольцевой сети осцилляторов Стюарта-

Ландау. Тем не менее, до сих пор не до конца выяснено, как зависит вероятность

наблюдения химерных состояний в сетях нелокально связанных нелинейных ос-

цилляторов от интенсивности аддитивного шума или влияния источников шума

на параметры этих ансамблей.

В первой главе диссертационной работы приводятся результаты числен-

ного исследования влияния аддитивного и мультипликативного шума на химер-

ные состояния различного типа в кольцах нелокально связанных нелинейных

осцилляторов с дискретным и непрерывным временем. Проводится детальный

анализ влияния источников шума на область существования химерных струк-

тур по параметру силы связи и интенсивности шума. Для автоматического

обнаружения фазовых химер в зашумленных системах используется коэффи-

циент взаимной корреляции между элементами ансамбля, который позволяет

четко выделять некогерентные кластеры химерных структур. Для получения

статистически надежных результатов во всех численных исследованиях исполь-

зуется несколько (от шести до ста) различных реализаций случайно распреде-

ленных начальных значений динамических переменных и реализаций шумового

воздействия.

В данной главе также приводятся результаты исследования влияния адди-

тивного шума на время жизни амплитудных химер и мультихимерных состо-

яний, которые включают несколько когерентных и некогерентных кластеров.

Показана возможность увеличения вероятности появления химер уединенных
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состояний при модуляции источником шума силы связи между элементами в

кольце нелокально связанных отображений. И, наоборот, проиллюстрирована

возможность уменьшения вероятности появления режима сосуществования хи-

мерных состояний и уединенных узлов и установление только химерных со-

стояний в кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо под

воздействием источников аддитивного шума.

Результаты исследований, изложенные в первой главе, опубликованы в

работах [116,121–124,126,128,129].

1.2 Воздействие шума на химерные структуры в кольцах

нелокально связанных отображений

1.2.1 Модели и характеристики режимов

В качестве модели в данном разделе рассматривается ансамбль нелокаль-

но связанных отображений с кольцевой топологией. В общем случае данная

модель описывается следующей системой уравнений:

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) + (1.1)

+
𝜎𝑖(𝑛)

2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝐹 (𝑥𝑗(𝑛), 𝑦𝑗(𝑛)) − 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛))] +𝑁𝑖(𝑛),

𝑦𝑖(𝑛+ 1) = 𝐺(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)),

где 𝑥𝑖(𝑛) и 𝑦𝑖(𝑛) – динамические переменные, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 – номер элемента

в ансамбле, 𝑁 – общее количество элементов в ансамбле, 𝑛 – дискретное время.

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) и 𝐺(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) – функции, задающие правые части выбранных

отображений. Коэффициенты 𝜎𝑖(𝑛) задают силу связи между элементами и в

общем случае различны для всех элементов ансамбля и могут изменяться во
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времени. Параметр 𝑅 (радиус связи) определяет количество ближайших сосе-

дей, с которыми связан 𝑖-й элемент справа и слева. При нелокальной связи

между элементами 1 < 𝑅 < 𝑁/2. 𝑁𝑖(𝑛) – функция, описывающая внешнее воз-

действие. В силу кольцевой топологии рассматриваемых ансамблей граничные

условия являются периодическими, то есть 𝑥𝑖±𝑁(𝑛) = 𝑥𝑖(𝑛). Начальные условия

для динамических переменных выбираются случайно распределенными равно-

мерно в определенных интервалах значений переменных в зависимости от типа

парциального элемента.

Для численного моделирования динамики ансамблей (колец) с нелокаль-

ной связью в данном разделе были выбраны следующие отображения.

Логистическое отображение является самым простым одномерным отоб-

ражением (𝐺(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в модели 1.1) [143,144], демонстрирующим хаотическую

динамику, которая возникает через каскад бифуркаций удвоения периода, а

также демонстрирующим негиперболический аттрактор и эффект мультиста-

бильности [145]. Логистическое отображение описывается следующей функци-

ей:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛼𝑖(𝑛)𝑥𝑖(𝑛)(1 − 𝑥𝑖(𝑛)), (1.2)

где 𝛼𝑖(𝑛) ∈ [0, 4] – управляющий (бифуркационный) параметр. В данном и по-

следующих отображениях управляющий параметр 𝛼𝑖(𝑛) в общей случае может

зависеть как от времени, так и от номера элемента в ансамбле.

Отображение Рикера также является хорошо известным одномерным

отображением (𝐺(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в модели 1.1), описываемое следующим итераци-

онным уравнением: 𝑥(𝑛 + 1) = 𝑥(𝑛) exp
[︁
𝑟
(︁

1 − 𝑥(𝑛)
𝐾

)︁]︁
[146]. Однако, при моде-

лировании динамики кольца нелокально связанных отображений Рикера тра-

ектория быстро уходит на бесконечность при воздействии внешнего шума. Для

избежания данного эффекта используется модифицированный аналог, предло-

женный в работе [64] и имеющий следующий вид:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛼𝑖(𝑛)|𝑥𝑖(𝑛)| exp(−𝑥𝑖(𝑛)), (1.3)
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где 𝛼𝑖(𝑛) – управляющий параметр.

Кубическое отображение в одномерном случае (𝐺(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в модели

1.1) [147] задается следующей функцией:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛)) = (𝛼𝑖(𝑛)𝑥𝑖(𝑛) − [𝑥𝑖(𝑛)]3) exp(−[𝑥𝑖(𝑛)]2/10), (1.4)

где 𝛼𝑖(𝑛) – управляющий параметр отображения. В функцию 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛)) (1.4) до-

бавлен экспоненциальный множитель для обеспечения более стабильной дина-

мики и исключения ухода траекторий на бесконечность в присутствии внешнего

воздействия. При вариации управляющих параметров 𝛼𝑖 в системе наблюдается

бистабильность [147]. За счет этого в кольце нелокально связанных кубических

отображений возможно появление двухъямных химер [148], которые по струк-

туре и форме качественно схожи с фазовыми химерами, наблюдаемыми в коль-

цах нелокально связанных логистических отображений, отображений Рикера и

Эно.

Отображение Эно представляет собой двумерную систему с дискретным

временем [149]. Как и логистическое отображение, отображение Эно является

классическим примером отображение с хаотическим аттрактором негиперболи-

ческого типа. Данное отображение описывается следующими функциями:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) = 1 − 𝛼𝑖(𝑛)[𝑥𝑖(𝑛)]2 + 𝑦𝑖(𝑛), (1.5)

𝐺(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛽𝑥𝑖(𝑛),

где 𝛼𝑖(𝑛) > 0 и 𝛽 > 0 – управляющие параметры. При сильном сжатии (𝛽 → 0)

отображение Эно сводится к логистическому отображению. При изменении па-

раметров отображение Эно демонстрирует переход к хаосу через каскад би-

фуркаций удвоения периода, в результате которого формируется негиперболи-

ческий хаотический аттрактор. Кроме того, отображение Эно также характе-

ризуется свойством мультистабильности [145].

Для анализа динамики колец нелокально связанных элементов строят-

ся мгновенные профили (показывают значение всех динамических переменных
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в фиксированный момент времени), пространственного-временные диаграммы

(на плоскости параметров номер элемента и время цветом отображаются ампли-

туды парциальных элементов), сечения и проекции многомерных аттракторов

системы на плоскость динамических переменных. Однако для получения пол-

ной картины эволюции различных пространственно-временных режимов ансам-

блей в присутствии шумовых воздействий представляется целесообразным рас-

чет коэффициента взаимной корреляции между элементами ансамбля и постро-

ение пространственного распределения его значений. Коэффициент взаимной

корреляции между 1-м элементом ансамбля и всеми остальными вычисляется

по следующей формуле:

𝐶1𝑖 =
⟨𝑥̃1(𝑛)𝑥̃𝑖(𝑛)⟩√︀

⟨(𝑥̃1(𝑛))2⟩⟨(𝑥̃𝑖(𝑛))2⟩
, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁, (1.6)

где 𝑥̃𝑖(𝑛) = 𝑥𝑖(𝑛) − ⟨𝑥𝑖⟩, ⟨𝑥𝑖⟩ – усреднение значений 𝑥𝑖 по ансамблю реализа-

ций, которое в численных экспериментах заменялось усреднением по времени.

Величина (1.6) показывает степень корреляции или синхронизации между пер-

вым элементом ансамбля и всеми остальными и изменяется от −1 до 1, где “1”

соответствует полной синфазной синхронизации, “−1” – противофазной син-

хронизации. При отсутствие корреляции между элементами данный коэффи-

циент равен 0. Таким образом, даже в зашумленной системе можно выделить

когерентные и некогерентные кластеры фазовой и двухъямной химер, что ис-

пользуется для их автоматического поиска.

1.2.2 Влияние аддитивного шума на химерные состояния

В данном разделе работы приводятся результаты анализа влияния ад-

дитивного шума на химерные состояния в кольцах нелокально связанных ос-

цилляторов с дискретным временем (1.1). В качестве парциальных элементов

ансамблей рассматривались логистическое отображение (1.2), отображение Ри-



29

кера (1.3), отображение Эно (1.5). При этом значения управляющих параметров

для всех парциальных элементов выбирались равными: 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0 (в функциях

(1.2), (1.3), (1.5)) и 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 (в системе1.1). Радиус нелокальной связи 𝑅 = 320

был фиксирован для всех рассмотренных случаев. Данное значение параметра

𝑅 является классическим, при котором наблюдаются химерные структуры и

гладкие профили с волновым числом 𝑘 = 1 [32]. Число осцилляторов в ансам-

блях выбиралось равным𝑁 = 1000. В качестве внешнего шумового воздействия

использовались источники шума с нормальным и равномерным распределени-

ем. Последнее слагаемое в 1-м уравнении системы (1.1) записывается как

𝑁𝑖(𝑛) = 𝐷𝜉𝑖(𝑛), (1.7)

если изучается влияние источника шума с равномерным распределением, где 𝐷

– интенсивность шума, 𝜉𝑖(𝑛) – источник белого шума с равномерным распреде-

лением в интервале [−1, 1]. Для источника шума с нормальным распределением

имеем

𝑁𝑖(𝑛) = 𝐴𝜓𝑖(𝑛), (1.8)

где 𝐴 – интенсивность шума, 𝜓𝑖(𝑛) – источник белого шума с нормальным

распределением со средним равным 0 и единичным стандартным отклонением

(гауссовский источник шума).

Кольцо нелокально связанных логистических отображений. Пре-

обладающим сценарием поведения данного ансамбля является постепенный пе-

реход от некогерентной динамики к когерентной через химерные состояния

при увеличении силы связи между элементами. Изменения пространственно-

временной структуры в кольце нелокально связанных логистических отобра-

жений проиллюстрирована на рисунке 1.1 с помощью мгновенных профилей

(рис. 1.1,а), пространственного распределения коэффициента взаимной корре-

ляции (рис. 1.1,б) и пространственно-временных диаграмм (рис. 1.1,в). При

слабой силе связи (0 < 𝜎0 < 0.15) система демонстрирует полное некоге-

рентное пространственно-временное поведение, которое, с увеличением силы
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связи, переходит в режим пространственной некогерентности с периодической

динамикой во времени (рис. 1.1,I). В интервале 0.25 < 𝜎0 < 0.4 существу-

ет ненулевая вероятность наблюдения амплитудных (кластер некогерентности

200 < 𝑖 < 350) и фазовых химер (кластеры некогерентности 500 < 𝑖 < 620

и 870 < 𝑖 < 980) (рис. 1.1,II) или только фазовых химер (рис. 1.1,III). Для

некоторых случайных распределений начальных состояний может наблюдать-

ся только амплитудная химера, существующая на профиле с разрывами вместо

некогерентных кластеров фазовой химеры. При дальнейшем увеличении си-

лы связи между элементами некогерентные кластеры амплитудной и фазовой

химер уменьшаются (занимают меньший интервал по элементам ансамбля), а

вероятность появления амплитудной химеры вовсе стремится к 0. В работе [142]

было аналитически показано, что химерные состояния в кольце нелокально

связанных логистических отображений при значении управляющих парамет-

ров элементов 𝛼0 = 3.8 возникают при уменьшении силы связи, начиная с

критического значения 𝜎0 ≈ 0.41, при котором на гладком пространственном

профиле появляются два разрыва, в точках которых производная стремится к

бесконечности. При больших значениях 𝜎0 пространственный профиль в пре-

деле 𝑁 → ∞ непрерывен, а при меньших значениях он разбивается в этих

точках разрыва на две ветви. Возникающие впоследствии некогерентные кла-

стеры характеризуются пространственно-некоррелированным распределением

элементов между этими двумя ветвями. Однако из-за конечного числа элемен-

тов в рассматриваемом ансамбле химерные состояния наблюдаются в нашем

исследовании только при 𝜎0 / 0.4. При этом некоторые реализации случай-

но распределенных начальных условий могут привести к появлению профилей

с разрывом (без некогерентных кластеров, то есть химерных состояний) даже

при 𝜎0 < 0.4 (см. рис. 1.1,IV). При 𝜎0 > 0.62 ансамбль связанных логистиче-

ских отображений переходит в режим полной синхронизации в пространстве,

характеризующийся хаотическим поведением элементов во времени [142].
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Рисунок 1.1. Динамика кольца нелокально связанных логистических

отображений в отсутствие шума при различных значениях силы связи между

элементами 𝜎0: 0.24 (столбец I), 0.295 (столбец II), 0.345 (столбец III), 0.38

(столбец IV). Мгновенные профили переменной 𝑥𝑖 (а), пространственное

распределение значений коэффициента взаимной корреляции 𝐶1𝑖 (б),

пространственно-временные диаграммы переменной 𝑥𝑖(𝑛) (в). Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝐷 = 0, 𝑁 = 1000

Теперь добавим независимые источники шума с равномерным распреде-

лением (1.7) в ансамбль аддитивным способом и проанализируем эффекты, на-

блюдающиеся в системе. На рисунке 1.2 приведены зависимости вероятности

наблюдения химерных состояний 𝑃 от силы связи 𝜎0 и интенсивности шума

𝐷. Значение 𝑃 представляет собой нормированное число случайных началь-

ных распределений 𝑃 = 𝐾/𝑀 , где 𝐾 – число начальных реализаций, которые

ведут к установлению химерных состояний в кольце, 𝑀 – число пар случайных

начальных распределений переменной и реализаций шума. Можно выделить

интервалы значений 𝐷, соответствующие слабому (𝐷 ∈ [0, 0.005]) и сильному

шуму (𝐷 > 0.005), а также интервал слабой связи 𝜎0 < 0.3 и сильной связи

𝜎0 > 0.3.

Как видно из диаграммы (рис. 1.2,а), при слабой интенсивности шума

(𝐷 < 0.005) все еще существует широкий интервал по силе связи 𝜎0, в котором
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Рисунок 1.2. Распределение 𝑃 вероятности появления химерных состояний в

кольце нелокально связанных логистических отображений при введении

аддитивного белого шума с равномерным распределением: (а)

двупараметрическая диаграмма на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷); (б) при

изменении 𝜎0 и фиксированных значениях 𝐷; (в) при изменении 𝐷 и

фиксированных 𝜎0. Расчет производился с использованием 𝑀 = 50 пар

случайных начальных распределений переменной 𝑥𝑖(0) в интервале [0, 1) и

реализаций шума для фрагмента (а) и 𝑀 = 100 для (б),(в). Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000

высока вероятность наблюдения химерных состояний (желтый и оранжевый

цвета). С увеличением интенсивности шума вероятность наблюдения химер в

области правой границы этого интервала сдвигается в область больших значе-

ний силы связи в связи с тем, что шум индуцирует переход элементов между

бассейнами притяжения двух ветвей профиля, что приводит к появлению неко-

герентного кластера в точках, где были разрывы профиля. То же самое иллю-

стрирует рисунок 1.2,б. При этом видно, что в отсутствие аддитивного шума

максимальная вероятность наблюдения химер находится на уровне 𝑃 ≈ 0.95,

и только введение аддитивного шума в некотором оптимальном интервале ин-

тенсивности может увеличить эту вероятность до 𝑃 = 1 (рис. 1.2,б, 𝐷 = 0,

𝐷 = 0.005, 𝐷 = 0.015, рис. 1.2,в, розовая и синяя линии). При больших зна-

чениях интенсивности шума вероятность начинает падать до 𝑃 = 0 (рис. 1.2).

Однако можно говорить и о наличии оптимального значения силы связи, при
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которой для данной интенсивности шума наблюдается максимальная вероят-

ность появления химерных структур (рис. 1.2,б). На рисунок 1.2,б также отчет-

ливо видно, что такое оптимальное значение 𝜎0 сдвигается в область сильной

связи с увеличением интенсивности шума.

Рисунки 1.3,I-IV иллюстрируют динамику кольца нелокально связанных

логистических отображений при слабой интенсивности аддитивного шума и тех

же значениях силы связи, которые были представлены в случае отсутствия шу-

ма в системе (рис. 1.1). Видно, что мгновенные профили ансамбля в присут-

ствии слабого шума достаточно схожи с теми, что были в отсутствие шума, на-

блюдается только слабое зашумление пространственных профилей (рис. 1.3,I-

III). В то же время рисунок 1.3,IV демонстрирует ситуацию, когда введение

аддитивного шума приводит к появлению узкого некогерентного кластера фа-

зовой химеры в точках разрыва (сравните рис. 1.1,IV без химеры и рис. 1.3,IV с

фазовой химерой с одним некогерентным кластером 895 < 𝑖 < 899). Причиной

этого являются вызванные шумом переходы между двумя бассейнами притяже-

ния двух ветвей, что делает некогерентные кластеры шире. В этом заключается

конструктивное влияние шума.

В случае большой интенсивности аддитивного шума 𝐷 > 0.005 шири-

на области существования химер по параметру 𝜎0 значительно уменьшается

(рис. 1.2,а,б). Изменения в динамике ансамбля при наличии сильного шума

показаны на рисунке 1.4,I-IV для тех же значений 𝜎0, что и в предыдущих

случаях. В случае очень слабой силы связи некогерентный профиль не претер-

певает качественных изменений (сравните рис. 1.1,I и рис. 1.4,I). При большей,

но все еще слабой силе связи, которая соответствует наблюдению химерных со-

стояний в системе в отсутствие шума, вводимый аддитивный шум разрушает

всю пространственную структуру в сети (рис. 1.4,II). В этом случае динамике

ансамбля отвечает сильно некогерентный мгновенный пространственный про-

филь (рис. 1.4,а,II). Однако элементы по-прежнему периодически колеблются

во времени (рис. 1.4,в,II), а значения коэффициентов взаимной корреляции ле-
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Рисунок 1.3. Динамика ансамбля нелокально связанных логистических

отображений в присутствии слабого аддитивного белого шума (D=0.0045) с

равномерным распределением для различных значений силы связи 𝜎0: 0.24

(столбец I), 0.295 (столбец II), 0.345 (столбец III), 0.38 (столбец IV). Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000

жат в области довольно больших значений 𝐶1𝑖 > 0.89 (рис. 1.4,б,II). С увели-

чением силы связи четко наблюдается фазовая химера с зашумленными коге-

рентными кластерами (рис. 1.4,III). Наконец, когда сила связи соответствует

пространственному профилю с разрывом или узкими некогерентными класте-

рами фазовой химеры, аддитивный шум размывает и «сглаживает» профиль

(рис. 1.4,а,IV), что особенно отчетливо проявляется в распределении значений

коэффициентов взаимной корреляции (рис. 1.4,б,IV).

Таким образом, из полученных результатов (рис. 1.2) следует, что суще-

ствует оптимальная ненулевая интенсивность шума𝐷, при которой 𝜎0-интервал

наблюдения химеры максимален, а вероятность появления химерных состояний

стремится к 1. Этот контринтуитивный конструктивный эффект шума в некото-

ром смысле можно трактовать как эффект, подобный когерентному резонансу

(возникновение незатухающих стохастических колебаний в возбудимых систе-

мах под действием относительно малого шума [14, 24]). Эффект, наблюдаемый

в ансамбле нелокально связанных отображений под воздействием шума, можно
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Рисунок 1.4. Динамика ансамбля нелокально связанных логистических

отображений в присутствии сильного аддитивного белого шума (D=0.02) с

равномерным распределением для различных значений силы связи 𝜎0: 0.24

(столбец I), 0.295 (столбец II), 0.345 (столбец III), 0.38 (стоблец IV). Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000

сравнить с когерентным резонансом, поскольку введение аддитивного шума ве-

дет к возбуждению химерного режима из некоторого нехимерного (“невозбуж-

денного”) состояния. Однако, из-за того, что некогерентный кластер фазовой

химеры представляет собой случайное распределение элементов в пространстве

между двумя “ветвями”, можно проводить параллель со стохастическим резо-

нансом (увеличение регулярности переключений между двумя бистабильными

состояниями под воздействием оптимальной интенсивности шума [10, 150]). С

другой стороны, существует оптимальное значение силы связи, при котором

𝐷-интервал наблюдения химеры максимален, а 𝑃 → 1, что также является

проявлением эффекта, подобного резонансу.

Более детальное изучение динамики кольца нелокально связанных логи-

стических отображений показало, что существует малая область по управляю-

щему параметру элементов, в которой наблюдается немного отличный сценарий

перехода от некогерентной динамики к когерентной при увеличении силы свя-

зи. Возможна ситуация, когда после перехода в область когерентной динамики
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с гладким профилем на некотором интервале значений 𝜎0 появляются профили

с разрывом. Данный эффект отражен на карте режимов для трех различных

случайных распределений начальных значений переменных 𝑥𝑖(0) в интервале

[0, 1) (рис. 1.5). Видно, что в окрестности 𝛼0 ≈ 3.7 есть область фиолетового

цвета, которая отделена от основной области. В этом случае при увеличении

силы связи можно перейти из области химеры в область с разрывом в мгно-

венном профиле. Далее, находясь в области гладкого профиля и при большем

значении 𝜎0, можно вновь попасть в область с разрывом профиля, и только

после этого (при дальнейшем увеличении 𝜎0) в кольце установится полностью

когерентная динамика.

Такая динамика кольца приводит к тому, что при введении шума в си-

стему на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴) возникает уже не одна, а две области

наблюдения химер с ненулевой вероятностью. На рисунке 1.6 приведены карты

распределения вероятности для различных значений параметра 𝛼0. Отметим,

что в данном случае использовался источник шума с нормальным распределе-

нием (1.8), чтобы подчеркнуть отсутствие качественных различий наблюдае-

(а) (б) (в)

Рисунок 1.5. Карта динамических режимов для кольца нелокально связанных

логистических отображений на плоскости параметров (𝛼0,𝜎0) для трех разных

случайных распределений начальных условий в интервале [0, 1). КОГЕР –

гладкий профиль или полная синхронизация между элементами, РАЗРЫВ –

профиль с разрывами, ХИМЕР – химерные состояния, НЕКОГ –

некогерентная динамика. Другие параметры: 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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(а) (б) (в)

Рисунок 1.6. Двупараметрические диаграммы на плоскости параметров (𝜎0,

𝐴), показывающие вероятность 𝑃 появления химерных состояний в кольце

нелокально связанных логистических отображений при введении аддитивного

белого шума с нормальным распределением (1.8) при различных значениях

управляющего параметра парциальных элементов 𝛼0: (а) 3.69, (б) 3.7, (в) 3.75.

Расчет производился с использованием 50 случайных начальных

распределений переменной 𝑥𝑖(0) в интервале [0, 1). Другие параметры:

𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

мых эффектов при использовании источников шума с различным распределе-

нием. Из распределений видно, что в случае значений 𝛼0, лежащих в интервале

появления профилей с разрывом в области, соответствующей уже наблюдению

когерентных гладких профилей, область наблюдения химер состоит из двух

подобластей (рис. 1.6,а,б). В классическом же случае, когда увеличение силы

связи приводит к наблюдению только когерентных профилей, имеет место одна

область на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴) (рис. 1.6,в и рис. 1.2).

Кольцо нелокально связанных отображений Эно может демон-

стрировать фазовые и амплитудные химеры в определенном диапазоне силы

связи [37, 42]. Как и для кольца нелокально связанных логистических отобра-

жений, на карте режимов для кольца нелокально связанных отображений Эно

существует зона по параметру 𝛼0, в которой область когерентного режима при

увеличении 𝜎0 прерывается участком с профилями с разрывами, а есть область,

где наблюдается классический переход от некогерентности к когерентности че-
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рез химерные структуры и профиль с разрывом. На рисунке 1.7 приведены

карты динамическиз режимов для трех различных начальных распределений

динамических переменных 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0). Из приведенных данных следует, что в

интервале 𝛼0 ∈ [1.26, 1.43] существует область с разрывом профиля, которая

лежит в области когерентного гладкого профиля, при остальных же значениях

управляющего параметра 𝛼0 наблюдается переход сразу в область с гладким

профилем без повторного появления профилей с разрывом.

Таким образом, в кольце нелокально связанных отображений Эно тоже

может наблюдаться как одна область с ненулевой вероятностью появления хи-

мер на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴), так и две подобласти, в зависимости

от значений управляющих параметров парциальных элементов ансамбля. На

рисунке 1.8 приведены двумерные диаграммы распределения вероятности по-

явления химерных состояний на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴) для различных

значений 𝛼0. Отметим, что увеличение параметра 𝛼0 ведет к уменьшению ши-

рины второй области с разрывом по параметру 𝜎0 (см. рис. 1.7), что приводит и

(а) (б) (в)

Рисунок 1.7. Карта динамических режимов для кольца нелокально связанных

отображений Эно на плоскости параметров (𝛼0,𝜎0) для трех разных

случайных распределений начальных условий в интервале 𝑥𝑖(0) ∈ [−0.5, 0.5] и

𝑦𝑖(0) ∈ [−0.15, 0.15] при 𝛽 = 0.2. КОГЕР – гладкий профиль или полная

синхронизация между элементами, РАЗРЫВ – профиль с разрывами, ХИМЕР

– химерные состояния, НЕКОГ – некогерентная динамика. Другие параметры:

𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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(а) (б) (в)

Рисунок 1.8. Двупараметрические диаграммы на плоскости параметров (𝜎0,

𝐴), показывающие вероятность 𝑃 появления химерных состояний в кольце

нелокально связанных отображений Эно при введении аддитивного шума с

нормальным распределением при различных значениях управляющего

параметра парциальных элементов 𝛼0: (а) 1.35, (б) 1.4, (в) 1.6. Расчет

производился с использованием 50 случайных начальных распределений в

интервалах 𝑥𝑖(0) ∈ [−0.5, 0.5] и 𝑦𝑖(0) ∈ [−0.15, 0.15]. Другие параметры:

𝛽 = 0.2, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

к уменьшению второй области существованиях химер на плоскости параметров

(𝜎0, 𝐴) (сравните рис. 1.8,а-в).

В кольце нелокально связанных модифицированных отображе-

ний Рикера переход от некогерентности к когерентности также происходит

через химерные состояния, возникновению которых предшествует наличие раз-

рывов в мгновенном пространственном профиле значений элементов ансамбля.

Динамика кольца модифицированных отображений Рикера качественно совпа-

дает с динамикой рассмотренных ранее ансамблей, только для него характерна

большая амплитуда колебаний элементов (например, для 𝛼0 = 21.5 значения

динамических переменных лежат в интервале 𝑥𝑖(𝑛) ∈ [0, 8]).

Динамические режимы, реализующиеся в кольце нелокально связанных

модифицированных отображений Рикера при изменении управляющего пара-

метра отображения 𝛼0 и силы связи 𝜎0, приведены на рисунке 1.9 для трех раз-

личных случайных распределений начальных условий 𝑥𝑖(0) в интервале [−1, 1].
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(а) (б) (в)

Рисунок 1.9. Карта динамических режимов для кольца нелокально связанных

модифицированных отображений Рикера на плоскости параметров (𝛼0,𝜎0) для

трех различных случайных распределений начальных условий в интервале

𝑥𝑖(0) ∈ [−1, 1]. КОГЕР – гладкий профиль или полная синхронизация между

элементами, РАЗРЫВ – профиль с разрывами, ХИМЕР – химерные

состояния, НЕКОГ – некогерентная динамика. Другие параметры: 𝑅 = 320,

𝑁 = 1000.

Из построенных карт режимов видно, что как и в случае колец логистических

отображений и отображений Эно, для ансамбля отображений Рикера также

характерно появление когерентного окна в области профилей с разрывами в

интервале малых значений параметра 𝛼0.

Для оценки влияния аддитивного шума на вероятность наблюдения хи-

мерных состояний на рисунке 1.10 приведены три диаграммы распределения

вероятности 𝑃 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴), построенные для трех различ-

ных значений параметра 𝛼0. Можно видеть, что для двух зон с максимальной

вероятностью характерна более плавная граница перехода между ними, чем в

рассмотренных выше случаях (сравните рис. 1.10,а-в, рис. 1.6,а,б и рис. 1.8,а-

б). Более того, с увеличением параметра 𝛼0 данная граница нивелируется и две

зоны сливаются в одну.

Заметим, что при больших значениях 𝛼0 в ансамбле кроме химерных со-

стояния наблюдаются и уединенные состояния в областях слабой и сильной свя-

зи (два отдельных интервала по параметру 𝜎0), что приводит к незначительным
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(а) (б) (в)

Рисунок 1.10. Двупараметрические диаграммы на плоскости параметров (𝜎0,

𝐴), показывающие вероятность 𝑃 появления химерных состояний в кольце

нелокально связанных модифицированных отображений Рикера при введении

аддитивного шума с нормальным распределением при различных значениях

управляющего параметра парциальных элементов 𝛼0: (а) 20.0, (б) 21.0, (в)

22.0. Расчет производился с использованием 50 случайных начальных

распределений в интервале 𝑥𝑖(0) ∈ [−1, 1]. Другие параметры: 𝑅 = 320,

𝑁 = 1000.

изменениям диаграмм распределения вероятности 𝑃 . В этом случае добавление

шумового воздействия приводит к переходу от уединенных состояний к некоге-

рентной динамике, поэтому на диаграммах появляется дополнительная область

с нулевой вероятностью наблюдения химер, которая разделяет область с нену-

левой вероятностью на две подобласти. Однако данная сепарация происходит

со стороны сильной связи, а не слабой, как это было ранее. Более подробно

данный эффект исследован и описан в статье, которая готовится к публикации

в журнале Сhaos на момент опубликования данной диссертационной работы.
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1.2.3 Влияние шумовой модуляции и случайного

распределения значений управляющих параметров

парциальных элементов на существование химерных

состояний

В данном разделе представлены данные исследований влияния случай-

ных неоднородностей параметров и источников мультипликативного шума на

динамику ансамблей связанных хаотических отображений. В этом случае шум

модулирует параметры, управляющие локальной динамикой парциальных эле-

ментов, аддитивный шум в системе отсутствует 𝑁𝑖(𝑛) ≡ 0. Сила связи между

всеми элементами одинакова и постоянна: 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0. Шумовая модуляция

управляющих параметров парциальных элементов задается следующими соот-

ношениями: 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0 + 𝐷𝛼𝜉𝑖(𝑛), где 𝜉𝑖(𝑛) – независимые источники шума с

равномерным распределением в интервале [−1, 1], 𝐷𝛼 – интенсивность шума;

𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖(𝑛), где 𝜓𝑖(𝑛) – источник шума со стандартным распределе-

нием с нулевым средним и единичным отклонением, 𝐴𝛼 – интенсивность шума.

В случае случайного распределения значения управляющих параметров пар-

циальных элементов задаются следующими соотношениями: 𝛼𝑖 = 𝛼0 + 𝐷𝛼𝜉𝑖

(𝛼𝑖 = 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖).

В связи с тем, что при 𝛼 > 4.0 траектории логистического отображения

уходят на бесконечность, а среднее значение выбиралось равным 𝛼0 = 3.8, то

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 0.2 и 𝐴𝑚𝑎𝑥 = 0.0667, часть значений управляющих параметров выходит

за 𝛼 = 4.0, поэтому все значения 𝛼 > 4.0 приравниваются к 𝛼 = 3.9999999.

Случайное распределение значений управляющего параметра

по ансамблю. Рассмотрим динамику ансамбля нелокально связанных логи-

стических отображений, при наличии случайного распределения значений па-

раметра 𝛼𝑖 всех элементов, которое задается в начале итерирования и фиксиру-
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ется для всех последующих вычислений. На рисунке 1.11 приведен ряд мгновен-

ных профилей переменной 𝑥𝑖 и пространственных распределений значений ко-

эффициента взаимной корреляции (1.6), иллюстрирующих эволюцию режимов

динамики кольца в случае неоднородности по параметрам 𝛼𝑖, заданной в соот-

ветствии с нормальным распределением (𝐴𝛼 ̸= 0, 𝐷𝛼 = 0). Когда связь меж-

ду элементами довольно слабая, но достаточная для установления химерных

структур, рост интенсивности шума или среднеквадратичного отклонения 𝐴𝛼

ведет к расширению некогерентных кластеров фазовой и амплитудной химер

(рис. 1.11,а-в). Более того, увеличение 𝐴𝛼 может приводить к формированию

некогерентного кластера амплитудной химеры, который отсутствует в кольце с

однородным распределением параметра 𝛼𝑖. При сильной связи между элемен-

тами (рис. 1.11,г) в отсутствие неоднородного распределения управляющих па-

раметров динамика ансамбля характеризуется мгновенным пространственным

профилем с двумя разрывами (рис. 1.11,г, 53 < 𝑖 < 54, 569 < 𝑖 < 570), на месте

которых рождаются некогерентные кластеры фазовой химеры при уменьшении

силы связи, что было уже отмечено в предыдущих разделах работы. Неодно-

родное распределения значений 𝛼𝑖 ведет к появлению некогерентных кластеров,

которые отчетливо видны на пространственном распределении значений взаим-

ной корреляции (рис. 1.11,д, кластеры 383 < 𝑖 < 388 и 898 < 𝑖 < 904, рис. 1.11,е,

кластеры 262 < 𝑖 < 268 и 709 < 𝑖 < 720). Аналогичные изменения мгновенных

пространственных профилей наблюдаются и в случае равномерного распреде-

ления значений параметра 𝛼𝑖 (𝐴𝛼 = 0, 𝐷𝛼 ̸= 0).

Используя пространственные распределения значений 𝐶1𝑖, по которым

легче диагностировать фазовую химеру при сильно неоднородном разбросе зна-

чений управляющих параметров элементов (при больших значениях 𝐷𝛼 или

𝐴𝛼), были построены карты распределений вероятностей существования фазо-

вых химер на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝛼) (рис. 1.12,а) и (𝜎0, 𝐴𝛼) (рис. 1.12,б).

Для построения данных диаграмм использовалось 50 различных реализаций на-

чальных значений переменной 𝑥𝑖(0), случайно и равномерно распределенных в
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(а) (б) (в) (г) (д) (е)

Рисунок 1.11. Эволюция пространственно-временных структур в кольце

нелокально связанных логистических отображений для случая случайного

распределения значений 𝛼𝑖 при изменении интенсивности 𝐴𝛼 и значений силы

связи 𝜎0. Мгновенные профили (верхний ряд) и пространственные

распределения величины 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при (а) 𝐴𝛼 = 0, 𝜎0 = 0.290, (б)

𝐴𝛼 = 0.0323, 𝜎0 = 0.290, (в) 𝐴𝛼 = 0.0629, 𝜎0 = 0.290, (г) 𝐴𝛼 = 0, 𝜎0 = 0.380,

(д) 𝐴𝛼 = 0.0323, 𝜎0 = 0.380, (е) 𝐴𝛼 = 0.0629, 𝜎0 = 0.380. Другие параметры:

𝛼0 = 3.8, 𝐷𝛼 = 0, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

интервале [0, 1). Как можно видеть из рисунка 1.12, значительная разница меж-

ду типом распределения (равномерное или нормальное) отсутствует, различие

обусловлено только характером распределения по всему интервалу отклонения

от среднего значения 𝛼0 (равномерное или сосредоточенное вокруг среднего зна-

чения для нормального распределения). Левая граница области существования

химерных состояний почти не изменяется при увеличении параметра откло-

нения (𝐷𝛼 и 𝐴𝛼) в отличие от правой границы, которая сдвигается в область

больших значений 𝜎0.

Кроме выделенной области существования фазовых химер на плоскости

параметров (𝜎0, 𝐷𝛼) и (𝜎0, 𝐴𝛼), были найдены значения параметров для двух

реализаций начальных условий, при которых в системе наблюдаются химеры

уединенных состояний [117, 121] (рис. 1.12, красные и синие точки). Проведен-

ные исследования показали, что область существования химер уединенных со-
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(а) (б)

Рисунок 1.12. Двупараметрические диаграммы на плоскости параметров: (а)

(𝜎0, 𝐷𝛼) для источника шума с равномерным распределением, (б) (𝜎0, 𝐴𝛼) для

источника шума с нормальным распределением, показывающая вероятность

𝑃 появления химерных состояний в кольце нелокально связанных

логистических отображений для случая фиксированного неоднородного

распределения значений 𝛼𝑖. Красными и синими точками отмечены значения

параметров, соответствующие установлению химер уединенных состояний для

двух различных реализаций случайных начальных условий. Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

стояний увеличивается с ростом параметра отклонения (𝐷𝛼 или 𝐴𝛼) подобно

области существования фазовых химер.

Шумовая модуляция управляющих параметров элементов. Про-

анализируем эволюцию пространственно-временных режимов в кольце нело-

кально связанных логистических отображений, в присутствии независимых ис-

точников мультипликативного шума, порождающих флуктуации параметров

ансамбля. В данном случае при малой силе связи между элементами кольца

увеличение стандартного отклонения при нормальном распределении (𝐴𝛼 ̸= 0,

𝐷𝛼 = 0) (рис. 1.13,а-в) приводит к переходу ансамбля в режим пространствен-

ной некогерентности (рис. 1.13,в). В то же время значения коэффициента вза-

имной корреляции отличны от 0 и изменяются на уровне 𝐶1𝑖 ≈ 0.9, т.е. эле-

менты в кольце колеблются во времени с определенной степенью согласованно-
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сти. Таким образом, при слабой силе связи 𝜎0 постоянное воздействие шума на

управляющий параметр оказывает существенное влияние на форму простран-

ственного профиля (химерные состояния исчезают и мгновенный профиль ста-

новится некогерентным), а не на динамику элементов ансамбля во времени. Бо-

лее интересная ситуация наблюдается при довольно сильной силе связи между

элементами. Сначала, как и в рассмотренном в предыдущем разделе случае,

воздействие шума на управляющий параметр ведет к возникновению фазовых

химер при силе связи между элементами, которая в случае отсутствия шума

(𝐴𝛼 = 0, 𝐷𝛼 = 0) соответствует профилю с разрывами (рис. 1.13,г,д). Однако

дальнейшее увеличение интенсивности 𝐴𝛼 вновь приводит к мгновенному про-

филю с разрывами (рис. 1.13,е). Такие же изменения в профиле наблюдаются

при влиянии шума с равномерным распределением (𝐴𝛼 = 0, 𝐷𝛼 ̸= 0).

(а) (б) (в) (г) (д) (е)

Рисунок 1.13. Эволюция пространственно-временных структур в кольце

нелокально связанных логистических отображений для случая шумовой

модуляции управляющих параметров 𝛼𝑖(𝑛) и при изменении интенсивности

𝐴𝛼 и значений силы связи 𝜎0. Мгновенные профили (верхний ряд) и

пространственные распределения величины 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при (а) 𝐴𝛼 = 0,

𝜎0 = 0.290, (б) 𝐴𝛼 = 0.0323, 𝜎0 = 0.290, (в) 𝐴𝛼 = 0.0629, 𝜎0 = 0.290, (г) 𝐴𝛼 = 0,

𝜎0 = 0.370, (д) 𝐴𝛼 = 0.0153, 𝜎0 = 0.370, (е) 𝐴𝛼 = 0.0646, 𝜎0 = 0.370. Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝐷𝛼 = 0, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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По аналогии с предыдущим разделом, были также построены двупарамет-

рические диаграммы распределения вероятностей появления химерных струк-

тур на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝛼) (𝐴𝛼 = 0, 𝐷𝛼 ̸= 0, рис. 1.14,а) и (𝜎0, 𝐴𝛼)

(𝐴𝛼 ̸= 0, 𝐷𝛼 = 0, рис. 1.14,б). Как видно из приведенных диаграмм, левая гра-

ница существования химер при малой интенсивности шума (𝐴𝛼, 𝐷𝛼) почти не

меняется в обоих случаях, однако после 𝐷𝛼 ≈ 0.05 и 𝐴𝛼 ≈ 0.02 начинает сдви-

гаться в область большей силы связи. Расположение правой границы области

отличается для двух исследованных случаев. При малых интенсивностях шума

наблюдается сдвиг границы в область больших значений 𝜎0, но при дальнейшем

увеличении 𝐷𝛼 и 𝐴𝛼 граница сдвигается в область малых значений 𝜎0. Таким

образом, область существования фазовых химер сужается при увеличении 𝐷𝛼 и

𝐴𝛼, что особенно заметно для случая равномерного распределения (рис. 1.14,а).

То же самое наблюдалось и для области реализации химер уединенных состо-

яний.

(а) (б)

Рисунок 1.14. Двупараметрические диаграммы на плоскости параметров: (а)

(𝜎0, 𝐷𝛼) при модуляции управляющих параметров источником шума с

равномерным распределением, (б) (𝜎0, 𝐴𝛼) – с нормальным распределением,

показывающая вероятность 𝑃 появления химерных состояний в кольце

нелокально связанных логистических отображений для случая шумовой

модуляции параметров 𝛼𝑖(𝑛). Другие параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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1.2.4 Шумовая модуляция силы связи между

парциальными элементами

В данном разделе представлены результаты численного исследования ди-

намики колец нелокально связанных хаотических отображений при наличии

случайной модуляции коэффициентов связи. При этом в данном случае исполь-

зуется источник цветного шума. Сила связи определяется следующим уравне-

нием:

𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 + 𝐴

√︂
1 − 𝛾

2
𝑦𝑖(𝑛), (1.9)

𝑦𝑖(𝑛+ 1) = (1 − 𝛾)𝑦𝑖(𝑛) +
√︀

2𝛾𝜓𝑖(𝑛),

где 𝑦𝑖(𝑛) – дискретный источник цветного шума, 𝐴 – интенсивность шума. Все

источники цветного шума задаются одинаковыми уравнениями, содержащими

независимые источники дискретного белого шума 𝜓𝑖 со стандартным нормаль-

ным распределением (среднее значение распределения равно 0, а дисперсия рав-

на 1). Таким образом, все цветные источники шума 𝑦𝑖(𝑛) независимы. Параметр

𝛾 управляет шириной спектра и временем корреляции цветных источников шу-

ма: при 𝛾 = 1 соответствует источнику белого шума, а 𝛾 ≪ 1 – узкополосному

шуму. Для случая общего источника шума, воздействующего на силы связи

между всеми элементами, уравнение 1.9 может быть переписано следующим

образом:

𝜎(𝑛) = 𝜎0 + 𝐴

√︂
1 − 𝛾

2
𝑦(𝑛), (1.10)

𝑦(𝑛+ 1) = (1 − 𝛾)𝑦(𝑛) +
√︀

2𝛾𝜓(𝑛),

Таким образом, в данном разделе рассматривается два варианта введения ис-

точника шума в систему: 1) к каждому коэффициенту связи добавляется неза-

висимая шумовая составляющая, характеризующая влияние соседей на разные



49

элементы кольца; 2) все коэффициенты связи модулируются одной и той же

реализацией шума.

В рассматриваемом случае в системе отсутствует аддитивный шум

(𝑁𝑖(𝑛) ≡ 0), а управляющие параметры всех парциальных элементов равны

𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0.

Кольцо нелокально связанных логистических отображений.

Отсутствие шумовой модуляции параметров связи. В исследованиях были

зафиксированы следующие значения параметров: 𝜎0 = 0.32, 𝛼0 = 3.8, 𝑅 =

300, 𝑁 = 1000. В качестве изменяемых управляющих параметров исследуемого

ансамбля принимались характеристики цветного шума: ширина спектральной

линии 𝛾 и интенсивность шума 𝐴.

Рассмотрим сначала динамику кольца в отсутствие случайной модуляции

коэффициентов связи (𝐴 = 0). Начальные состояния 𝑥𝑖(0) элементов ансам-

бля выбирались случайно распределенными в интервале [0, 1]. Стационарное

(а) (б)

Рисунок 1.15. Химерная структура в кольце нелокально связанных

логистических отображений без шума (𝐴 = 0). Мгновенный профиль

переменных 𝑥𝑖 (а) и временная реализация для двух соседних элементов из

некогерентного кластера фазовой химеры (𝑖 = 867 и 𝑖 = 868) (б). Время

установления без шума составляет 𝑛0 = 20000 итераций. Другие параметры:

𝛼0 = 3.8, 𝜎0 = 0.32, 𝑅 = 300, 𝑁 = 1000.
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состояние устанавливается после переходного времени 𝑛0 = 20000 и соответ-

ствует фазовой химере, что проиллюстрировано на рисунке 1.15. Мгновенный

профиль всех элементов ансамбля и временная динамика двух соседних эле-

ментов из некогерентного кластера представлены на рисунке 1.15,а и рисун-

ке 1.15,б, соответственно. На мгновенном профиле видно, что установившаяся

химерная структура имеет хорошо выраженные некогерентные (428 ≤ 𝑖 ≤ 431

и 863 ≤ 𝑖 ≤ 924) и когерентные кластеры (1 ≤ 𝑖 ≤ 427, 432 ≤ 𝑖 ≤ 862 и

925 ≤ 𝑖 ≤ 1000). Колебания соседних элементов из некогерентного кластера

могут происходить как в фазе, так и в противофазе (как показано на рисун-

ке 1.15,б).

В дальнейшем, начальные условия, относящиеся к стационарной химе-

ре, показанной на рисунке 1.15, использовались для иллюстрации мгновенных

профилей системы после введения шумовой модуляции. Однако для построе-

ния областей существования различных пространственно-временных режимов

в ансамбле с модулированной шумом связью в качестве начальных условий ис-

пользовались шесть различных стационарных химерных состояний.

Модуляция силы связи независимыми источниками шума. Проследим за

эволюцией химерных состояний в кольце нелокально связанных логистических

отображений в случае модуляции коэффициентов связи независимыми источ-

никами шума. После установлении химеры в кольце без шума включалась шу-

мовая составляющая связи, и после переходного процесса 𝑛 = 10000 итераций

исследовался новый режим, который установился в системе под воздействием

шумовой модуляции параметров связи.

На рисунке 1.16 приведены в качестве примера мгновенные профили ис-

следуемого ансамбля, полученные при нескольких значениях параметра 𝛾, опре-

деляющего время корреляции и ширину спектра источника шума, а также при

увеличении интенсивности шума 𝐴. При малой интенсивности шума и любом

значении 𝛾 мгновенные профили практически неотличимы от исходного (срав-

ните рис. 1.15,а и рис. 1.16,а,г,ж). С увеличением интенсивности шума 𝐴 химер-
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

(ж) (з) (и)

Рисунок 1.16. Эволюция химерных состояний в кольце нелокально связанных

логистических отображений с модуляцией коэффициентов связи

независимыми источниками шума при различных значениях интенсивности

шума (𝐴) и параметра 𝛾, управляющего шириной спектра шума: (а)

𝐴 = 0.0001, 𝛾 = 0.0001, (б) 𝐴 = 0.05, 𝛾 = 0.0001, (в) 𝐴 = 0.11, 𝛾 = 0.0001, (г)

𝐴 = 0.0001, 𝛾 = 0.1, (д) 𝐴 = 0.05, 𝛾 = 0.1, (е) 𝐴 = 0.0875, 𝛾 = 0.1, (ж)

𝐴 = 0.0001, 𝛾 = 1.0, (з) 𝐴 = 0.05, 𝛾 = 1.0, (и) 𝐴 = 0.15, 𝛾 = 1.0. Другие

параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝜎0 = 0.32, 𝑅 = 300, 𝑁 = 1000.

ное состояние, существовавшее без шума, эволюционирует таким образом, что

кластер некогерентности постепенно сужается и при 𝐴≫ 0.05 практически ис-

чезает. Его ширина в несколько раз меньше ширины некогерентного кластера в
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системе без шумовой модуляции параметров связи (рис. 1.16,б,д,з). Дальнейшее

увеличение интенсивности шума приводит к сильно зашумленным мгновенным

профилям (рис. 1.16,в,е,и). Начиная с некоторого значения 𝐴, которое зависит

от значения 𝛾, значения динамических переменных системы уходят на беско-

нечность.

Обратим внимание на режим, показанный на рисунке 1.16,в. При малых

значениях 𝛾 и интенсивности шума 𝐴 вблизи границы, когда траектории ухо-

дят на бесконечность, на мгновенном пространственном профиле появляется

множество так называемых уединенных узлов [35, 71]. Эти состояния соответ-

ствуют отдельным точкам на мгновенном профиле, в которых динамические

переменные имеют отличные от других осцилляторов значения. Отметим, что

уединенные узлы особенно типичны при низкочастотном шумовом воздействии

(при малых значениях 𝛾). С ростом 𝛾 количество уединенных состояний на про-

странственном профиле уменьшается, и они практически исчезают или редко

возникают в случае белого шума (𝛾 = 1).

Полученные результаты можно обобщить, определив области существова-

ния различных пространственно-временных режимов на плоскости параметров

шумовой модуляции (𝛾, 𝐴). На рисунке 1.17 показана карта режимов, построен-

ная с использованием нескольких начальных распределений переменных 𝑥𝑖(0),

соответствующих различным химерным состояниям, наблюдаемым в кольце в

отсутствие источника шума в коэффициенте связи.

На диаграмме режимов (рис. 1.17) выделено четыре области. В области

1 наблюдаются химерные состояния, подобные исходным химерам, наблюдав-

шимся при 𝐴 = 0 (рис. 1.16,а,г,ж). В области 2 некогерентные кластеры исход-

ной химеры подавляются шумовым воздействием (рис. 1.16,б,д,з). Однако из-

за случайных флуктуаций мгновенных состояний пространственный профиль

при параметрах из этой области нельзя назвать кусочно-гладким. Кроме того,

внутри области 2 при малых значениях 𝛾 можно выделить область 4, в кото-

рой наблюдаются структуры, подобные уединенным состояниям (рис. 1.16,в).
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Рисунок 1.17. Области существования различных пространственно-временных

режимов в кольце нелокально связанных логистических отображений на

плоскости параметров (𝛾,𝐴) при независимых источниках шума. Область 1

соответствует наблюдению исходной химерной структуры (или очень близкого

к исходной химере режима), область 2 соответствует кластерной структуре с

подавленными некогерентными кластерами, в области 3 траектории уходят на

бесконечность, область 4 соответствует появлению уединенных состояний.

Режимы в заштрихованных областях зависят от начальных условий. Для

построения диаграммы использовалось шесть начальных распределений,

приводящих к различным химерным состояниям. Другие параметры: 𝛼0 = 3.8,

𝜎0 = 0.32, 𝑅 = 300, 𝑁 = 1000.

В области 3 решения системы уходят на бесконечность. Можно заметить, что

границы между указанными областями зависят от значения 𝛾. В интервале

средних значений 𝛾 (0.001 < 𝛾 < 0.1) границы областей 1, 2 и 3 практически

не зависят от интенсивности шума 𝐴. При низкочастотном шуме и при шуме

близком к белому (𝛾 → 1) границы областей 1, 2, 3 немного сдвинуты в сторону

большей интенсивности шумовой модуляции силы связи. Отметим, что значи-

тельное смещение границы между областями 1 и 2 с низкочастотным шумом
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(когда область 2 практически отсутствует) наблюдается только для некоторых

начальных распределений динамических переменных (𝑥𝑖(0)).

Модуляция силы связи общим источником шума. В этом случае один и

тот же источник цветного гауссовского шума 𝑦(𝑛) с интенсивностью 𝐴 исполь-

зуется для задания всех коэффициентов связи между элементами ансамбля ло-

гистических отображений. Для иллюстрации изменения мгновенных профилей

кольца при изменении шумовых параметров 𝐴 и 𝛾 было выбрано то же химер-

ное состояние, что и ранее, которое устанавливалось без шумовой модуляции

связи (рис. 1.15).

Мгновенные пространственные профили кольца нелокально связанных

логистических отображений при модуляции силы связи между элементами об-

щим источником шума представлены на рисунке 1.18 для различных значе-

ний интенсивности модуляции шума 𝐴 и параметра 𝛾, управляющего шириной

спектра шума. Под влиянием общего шума мгновенные профили системы не де-

монстрируют случайных пространственных флуктуаций, что позволяет более

точно определить характер пространственной структуры. Кроме того, уеди-

ненные узлы не возникают даже при низкочастотном шуме. В то же время

при определенной интенсивности шума отчетливо наблюдается эффект подав-

ления кластера некогерентности, после чего структура системы характеризует-

ся кусочно-гладким пространственным профилем (рис. 1.18,д,з) . При опреде-

ленных значениях 𝛾 (достаточно малых) и при увеличении 𝐴 пространственный

профиль сглаживается, так что переходы между кластерами становятся более

плавными, а сами кластеры постепенно исчезают (рис. 1.18,б). При высокой

интенсивности шумового воздействия возникает эффект полной синхрониза-

ции всех элементов ансамбля (рис. 1.18,в). При этом наблюдаются синхронные

хаотические колебания во времени, а мгновенный пространственный профиль

превращается в прямую линию.

В исследуемой системе переход к полной синхронизации возможен только

при низкочастотном шуме (𝛾 порядка 0.001 и меньше). При увеличении шири-
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

(ж) (з) (и)

Рисунок 1.18. Эволюция химерных состояний в кольце нелокально связанных

логистических отображений с модуляцией коэффициентов связи общим

источником шума при различных значениях интенсивности шума (𝐴) и

параметра 𝛾, управляющего шириной спектра шума: (а) 𝐴 = 0.0001,

𝛾 = 0.001, (б) 𝐴 = 0.05, 𝛾 = 0.001, (в) 𝐴 = 0.25, 𝛾 = 0.001, (г) 𝐴 = 0.0001,

𝛾 = 0.1 ,(д)𝐴 = 0.05, 𝛾 = 0.1, (е) 𝐴 = 0.109, 𝛾 = 0.1, (ж) 𝐴 = 0.0001, 𝛾 = 1.0,

(з) 𝐴 = 0.05, 𝛾 = 1.0, (и) 𝐴 = 0.13, 𝛾 = 1.0. Другие параметры: 𝛼0 = 3.8,

𝜎0 = 0.32, 𝑅 = 300, 𝑁 = 1000.

ны спектра шума эффект полной синхронизации не достигается из-за того, что

траектории ансамбля уходят на бесконечность, и в этом случае могут наблю-

даться только кусочно-гладкие профили (рис. 1.18,е). При 𝛾 > 0.5 режимы в
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ансамбле эволюционируют существенно иначе, чем при низкочастотном шумо-

вом воздействии. Некогерентные кластеры химеры по-прежнему подавлены и

наблюдается кусочно-гладкий пространственный профиль (рис. 1.18,з). Однако

при дальнейшем увеличении интенсивности шума 𝐴 структура кластеров пол-

ностью меняется и возникают новые режимы со сложным пространственным

профилем, совершенно отличные от исходной химеры (рис. 1.18,и).

Заметим, что для некоторых начальных химерных структур (без шумовой

модуляции 𝐴 = 0), подобных показанной на (рис. 1.15), но немного отличаю-

щихся расположением кластеров, при определенных значениях параметров 𝛾 и

𝐴 (преимущественно для низкочастотного шума) в ансамбле могут наблюдаться

структуры качественно другого типа. Они могут состоять только из некогерент-

ных кластеров, подобных некогерентным кластерам амплитудной химеры, и не

содержать когерентных кластеров, а могут представлять собой обычные ам-

плитудные химеры. Таким образом, в ряде случаев обычный параметрический

низкочастотный шум может индуцировать амплитудные химеры.

На рисунке 1.19 приведена диаграмма пространственно-временных режи-

мов динамики кольца нелокально связанных логистических отображений на

плоскости параметров (𝛾,𝐴) для случая общего источника шума, модулиру-

ющего коэффициенты связи между элементами ансамбля. Используется то же

числовое обозначение (области 1,2,3), что и на диаграмме, изображенной на ри-

сунке 1.17. Однако нет области, где наблюдаются уединенные состояния. Вместо

этого область 4 на диаграмме рис. 1.19 связана с режимом полной синхрониза-

ции элементов ансамбля в пространстве и хаотической динамикой во времени.

Области, соответствующие нестандартным структурам, на диаграмме не пока-

заны. Сравнение этой диаграммы с диаграммой для ансамбля с независимыми

источниками шума приводит к заключению, что область стабильного поведе-

ния (где нет ухода на бесконечность) стала заметно больше. Также видно, что

область существования исходной химеры несколько сужается, а ее граница по

параметру 𝐴 меньше зависит от значения 𝛾.
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Рисунок 1.19. Области существования различных пространственно-временных

режимов в кольце нелокально связанных логистических отображений на

плоскости параметров (𝛾,𝐴) при общем источнике шума. Область 1

соответствует наблюдению исходной химерной структуры (или очень близкого

к исходной химере режима), область 2 соответствует кластерной структуре с

подавленными некогерентными кластерам, в области 3 траектории уходят на

бесконечность, а область 4 соответствует полной хаотической синхронизации

элементов в ансамбле. Режимы в заштрихованных областях зависят от

начальных условий. Для построения диаграммы использовалось шесть

начальных распределений, приводящих к различным химерным состояниям.

Другие параметры: 𝛼0 = 3.8, 𝜎0 = 0.32, 𝑅 = 300, 𝑁 = 1000.

Кольцо нелокально связанных отображений Рикера. Введение

неоднородности в силу связи между элементами в кольце нелокально связан-

ных отображений Рикера ведет к качественно схожим эффектам, что наблю-

дались в кольце нелокально связанных логистических отображений. В случае,

когда на коэффициенты связи воздействуют независимыми источниками шума,

увеличение интенсивности шума ведет к зашумлению профилю и уменьшению

кластеров некогрентности фазовых химер. При этом в области малых значе-

ний параметра 𝛾 (узкополосный шум) увеличение интенсивности шума ведет к
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появлению уединенных узлов, динамика которых некоррелирована с динами-

кой всего ансамбля (коэффициент взаимной корреляции сильно отличается).

Отметим, что граница ухода траекторий системы на бесконечность, как и для

кольца нелокально связанных логистических отображений, почти не зависит

от параметра 𝛾 и немного сдвигается в область больших интенсивностей шума

только при малых значениях 𝛾 и 𝛾 → 1 (рис.1.17).

Воздействие общего источника шума на коэффициенты связи между эле-

ментами при увеличении интенсивности ведет также к уменьшению кластеров

фазовой химеры, при этом профиль становится гладким и даже наблюдается

полная синхронизация преимущественно в области малых значений параметра

𝛾. Хотя в отличие от кольца нелокально связанных логистических отображений,

хаотическая синхронизация может наблюдаться при 𝛾 → 1, в этом же интер-

вале увеличение интенсивности шума ведет к установлению кусочно-гладких

профилей. В данном случае граница ухода траекторий системы на бесконеч-

ность значительно сдвигается в область больших значений интенсивность шума

как при малых значениях 𝛾, так и 𝛾 → 1, в отличие от случая кольца нело-

кально связанных логистических отображений, для которых характерен сдвиг

в область больших значений интенсивность шума только при малых значениях

𝛾 (рис.1.19).

Кольцо нелокально связанных кубических отображений. Ввиду

особенностей динамики двухъямной химеры, типичной для данного ансамбля,

введение шумовой модуляции в параметр связи 𝜎 приводит к результатам, по-

добным двум рассмотренным ранее случаям. Однако имеется ряд отличий при

изменении параметров источников шума 𝐴 и 𝛾.

В случае использования независимых источников шума в коэффициен-

тах связи между элементами увеличение интенсивности шума ведет сначала

к уменьшению кластеров некогерентности, а потом и вовсе к установлению

зашумленных пространственно-временных профилей с уединенными узлами с

высокой амплитудой, при этом уход траекторий системы на бесконечность не
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наблюдается. Источник почти белого шума 𝛾 → 1 приводит к появлению в

системе режима хаотической синхронизации, что не наблюдалось для кольца

нелокально связанных логистических отображений и отображений Рикера.

Наличие общего источника шума в коэффициентах связи также ведет к

уменьшению некогерентных кластеров химер и к хаотической синхронизации

элементов при увеличении интенсивности шума для любых значений 𝛾, при

этом уход траекторий на бесконечность здесь тоже не наблюдается. Однако

при 𝛾 < 1 в ансамбле могут устанавливаться как некогерентные профили, так

и профили с химерными состояниями, совершенно отличающимися от началь-

ных двухъямных химер, а также профили с уединенным узлами, имеющими

амплитуду много больше стандартной амплитуды колебаний элементов в та-

ком кольце.

Более подробно динамика колец нелокально связанных отображений Ри-

кера и кубических отображений в случае шумовой модуляции силы связи меж-

ду элементами описана в работе, которая готовится к публикации в журнале

Chaos, Solitons & Fractals.

1.3 Управление переходом между химерами и

различными пространственно-временными структурами с

помощью воздействия внешнего шума

В рассмотренных в предыдущих разделах случаях была исследована эво-

люция преимущественно фазовых химер под воздействием шумовых возмуще-

ний с различными статистическими характеристиками. Однако, как было отме-

чено во Введении 1.1, на данный момент известно множество типов химерных

структур, которые могут быть как долгоживущими (фазовая химера), так и

носить характер переходных процессов или иметь малый бассейн притяжения,
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сосуществуя с режимами со значительно большим размером бассейна притяже-

ния. В данном разделе представлены результаты исследования влияния внеш-

них возмущений на эволюцию мультихимеры (переходный процесс) и режима

сосуществования химерных и уединенных состояний.

1.3.1 Управление временем жизни мультихимерного

состояния в кольце нелокально связанных дискретных

осцилляторов ван дер Поля

В данном разделе в качестве парциального элемента кольца нелокаль-

но связанных отображений 1.1 выбрана дискретная модель классического ос-

циллятора ван дер Поля. Для перехода от системы с непрерывным временем

к дискретному аналогу используется процедура искусственной дискретизации,

которая применяется к обыкновенным дифференциальным уравнением второго

порядка:

𝑥̈− (𝜆− 𝑥2)𝑥̇+ 𝑥 = 0. (1.11)

Для дискретизации уравнений осциллятора ван дер Поля использовался метод

Эйлера-Кромера [151]. Этот метод хорошо подходит для колебательных систем,

поскольку при этом сохраняется энергия, в отличие от прямого метода Эйле-

ра, при котором искусственно увеличивается энергия осциллятора со временем.

Применяя данный подход, получаем уравнения для дискретного осциллятора

ван дер Поля:

𝑥(𝑛+ 1) = 𝑥(𝑛) + 𝜀𝑦(𝑛+ 1), (1.12)

𝑦(𝑛+ 1) = 𝑦(𝑛) + 𝜀(𝜆𝑦(𝑛) − [𝑥(𝑛)]2𝑦(𝑛) − 𝑥(𝑛)),
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где 𝑥, 𝑦 – динамические переменные, 𝜀 – параметр, отвечающий за шаг дискре-

тизации. В такой системе 𝜀 уже не может считаться малым и может принимать

как отрицательные, так и положительные значения. Такой метод дискретиза-

ции позволяет получить отображение, которое может одновременно обладать

свойствами исходного осциллятора и демонстрировать более богатую динамику

при изменении 𝜀.

Исследование динамики кольца нелокально связанных дискретных ос-

цилляторов ван дер Поля показывает, что при изменении управляющего па-

раметра элементов 𝜀 и силы связи между элементами 𝜎0 в ансамбле возмож-

но существование различных пространственно-временных режимов. На рисун-

ке 1.20 представлена карта режимов данной системы на плоскости параметров

(𝜀,𝜎0) (подробное описание наблюдаемых режимов и их эволюции приведено

в работе [112]). Подчеркнем, что для построения данной карты использова-

лось время наблюдения 𝑇obs = 100000 итераций, это важно, так как некоторые

режимы в кольце дискретных осцилляторов ван дер Поля являются переход-

ными. Проведенные исследования позволили выделить двенадцать различных

пространственно-временных режимов. Существуют так называемые классиче-

ские динамические режимы, такие как некогерентность, когерентность, полная

синхронизация и бегущие волны, которые обычно наблюдаются в сетях связан-

ных осцилляторов. Вместе с этим, кольцо дискретных осцилляторов ван дер

Поля может демонстрировать химерные состояния, уединенные состояния и

сосуществование различных режимов, которые в настоящее время интенсив-

но изучаются. В данном разделе представлены результаты анализа влияния

аддитивного шума на время жизни мультихимерных состояний (классические

химерные состояния, но состоящие из нескольких когерентных и некогерентных

кластеров [152]), которые в кольце нелокально связанных дискретных осцилля-

торов ван дер Поля в общем случае являются переходными структурами и со

временем вырождаются в режим бегущих волн.
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Рисунок 1.20. Схематическая диаграмма пространственно-временных режимов

в ансамбле нелокально связанных дискретных осцилляторов ван дер Поля на

плоскости параметров (𝜀, 𝜎0). Обозначения: IN – некогерентность, SYNCH –

полная синхронизация, SS – уединенные состояния, SSC – химера уединенных

состояний, CS – химерные состояния, MCS – мультихимерные состояния,

MCCS – мультикластерные химеры, COH – когерентность, INF – уход на

бесконечность, TW – бегущая волна, TW+SS – сосуществование бегущей

волны и уединенных состояний, MCS+SS – сосуществование мультихимерного

состояния и уединенных состояний. Другие параметры: 𝜆 = 0.12, 𝑅 = 320,

𝑁 = 1000, 𝑇obs = 100000 итераций. Шаги по параметрам для построения

карты зафиксированы на значениях ∆𝜀 = 0.02 и ∆𝜎0 = 0.008.

Переход от мультихимерного состояния к бегущим волнам. На

рисунке 1.21 показана пространственно-временная диаграмма эволюции муль-

тихимеры (отображается каждая 5000-я итерация), а также несколько мгновен-

ных профилей и проекций аттракторов системы для всех элементов ансамбля

на разных временах 𝑛. Как видно из пространственно-временной диаграммы

(рис. 1.21,а), некогерентные кластеры лишь незначительно перемещаются по

кольцу со временем, и большую часть времени наблюдения существует режим,
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показанный на рис. 1.21,б. При параметрах и начальных условиях, выбранных

для рисунка 1.21, некогерентные кластеры химеры начинают разрушаться при

𝑛 > 918000 (рис. 1.21,в). Волновое число в некогерентных кластерах посте-

пенно уменьшается, а бывшие когерентные кластеры превращаются в бегущие

волны. В итоге на некотором промежутке времени в кольце могут наблюдаться

бегущие волны с уединенными состояниями (рис. 1.21,г), которые достаточ-

но быстро исчезают, и в системе остается только бегущая волна (рис. 1.21,д).

Отметим, что режимы, подобные представленным на рисунках 1.21,в-д, могут

наблюдаться значительно раньше разрушения мультихимеры. Однако неболь-

шие нестационарности в динамике отдельных элементов возвращают систему

обратно в режим химеры. Более подробно эволюция мультихимерного состоя-

ния описана в работе [112].

Влияние аддитивного шума на мультихимерное состояние. В

этом случае источник белого шума с равномерным распределением в интерва-

ле [−0.5, 0.5] (𝑁𝑖(𝑛) = 𝐷𝜉𝑖(𝑛)) добавляется в первое уравнение ансамбля (1.1).

Шум воздействует на элементы системы в течение определенного периода вре-

мени 𝑛exp, после чего отключается. Момент включения генератора шума выби-

рается двумя способами: до исчезновения мультихимеры и после него.

В качестве мультихимеры, на которую воздействует шум, было выбра-

но состояние, показанное на рисунке 1.21. Вначале аддитивный источник шу-

ма вводится во все элементы ансамбля в момент 𝑛 = 100000. Полное время

жизни (начиная с 𝑛 = 0) этой химеры без внешнего воздействия составляет

𝑇life ≈ 920000. Таким образом, можно исследовать возможность подавления

мультихимерной структуры и более быстрого перехода к бегущим волнам, а

также получения более стабильной и долгоживущей химеры.

На рисунке 1.22 приведены распределения вероятностей наблюдения

коротко- и долгоживущего мультихимерного состояния (или времени перехода

в режим бегущей волны) в зависимости от интенсивности шума 𝐷 и длитель-

ности воздействия шума 𝑛exp. Распределения построены с использованием 15
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Рисунок 1.21. Переход от мультихимеры к бегущим волнам в кольце

нелокально связанных дискретных осцилляторов ван дер Поля. (а)

Пространственно-временная диаграмма динамической переменной 𝑥𝑖, (б)-(д)

мгновенные профили переменной 𝑥𝑖 (слева) и проекции многомерных

аттракторов системы на фазовую плоскость (𝑥, 𝑦) (справа) на разных

временах: (б) 𝑛 = 60000, (в) 𝑛 = 920000, (г) 𝑛 = 923000, (д) 𝑛 = 930000. На

пространственно-временной диаграмме отображена только каждая 5000

итерация. Другие параметры: 𝜀 = 1.17931, 𝜆 = 0.12, 𝜎0 = 0.02, 𝑅 = 320,

𝑁 = 1000.

различных реализаций шума. Как видно из диаграмм, некоторые шумовые реа-

лизации большой интенсивности (0.08 < 𝐷 < 0.1) могут существенно сократить

время жизни мультихимеры (например, 𝑇life < 10000, рис. 1.22,а) и тем самым

ускорить переход к бегущей волне. Это может произойти при любой продолжи-

тельности шумового воздействия 𝑛exp. Отметим, что при 0.08 < 𝐷 < 0.1 тра-
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 1.22. Влияние аддитивного шума с интенсивностью 𝐷 и временем

воздействия 𝑛exp на динамику кольца нелокально связанных дискретных

осцилляторов ван дер Поля до перехода мультихимерного состояния в режим

бегущей волны. Распределения вероятностей 𝑃 наблюдения мультихимеры с

коротким и долгим временем жизни: (а) 𝑇life < 10000, (б) 𝑇life < 100000, (в)

𝑇life > 1000000, (г) 𝑇life > 2000000. Для построения распределений

использовалось пятнадцать различных реализаций шума. Траектории из

заштрихованных областей уходят на бесконечность. Другие параметры:

𝜀 = 1.17931, 𝜆 = 0.12, 𝜎0 = 0.02, 𝑅 = 320

ектории системы могут уходить на бесконечность при некоторых реализациях

шума (заштрихованная белым область на рис. 1.22). Расчеты показывают, что

существует хотя и небольшая, но ненулевая вероятность увеличения времени

жизни мультихимеры на время большее, чем она бы существовала в отсутствие

шума (𝑇life ≈ 820000). Это можно видеть на диаграммах распределений веро-

ятности, показанных на рисунках 1.22,в,г. Несмотря на длительность шума и
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его интенсивность, могут наблюдаться долгоживущие мультихимеры и, таким

образом, требуется больше времени расчета (наблюдения) для фиксирования

их перехода в режим бегущей волны.

(а) (б) (в) (г)

Рисунок 1.23. Пространственно-временные диаграммы, иллюстрирующие

переход от мультихимеры к бегущей волне в присутствии аддитивного шума:

(а) 𝐷 = 10−5, 𝑛exp = 51, (б) 𝐷 = 10−5, 𝑛exp = 101, (в) 𝐷 = 0.04, 𝑛exp = 301 –

первая реализация шума, (г) 𝐷 = 0.04, 𝑛exp = 301 – вторая реализация шума.

Отображается только каждая 5000 итерация. Другие параметры: 𝜀 = 1.17931,

𝜆 = 0.12, 𝜎0 = 0.02, 𝑅 = 320. Время 𝑛 = 0 соответствует включению

аддитивного шума.

Переход от мультихимерного состояния к бегущей волне в присутствии

аддитивного шума иллюстрируется на рисунке 1.23. Можно видеть, что крат-

ковременный слабый шум может подавить мультихимерное состояние и вы-

звать быстрый переход к бегущей волне (рис. 1.23,а). При большем време-

ни воздействия время жизни химеры можно наоборот увеличить (рис. 1.23,б).

Пространственно-временные диаграммы, представленные на рисунках 1.23,в,г,

показывают, как две разные реализации шума с одинаковыми параметрами мо-

гут влиять на систему. В первом случае (рис. 1.23,в) шум индуцирует достаточ-

но долгоживущую мультихимеру, в то время как вторая реализация шума обес-

печивает более быстрое переключение на режим бегущей волны (рис. 1.23,г).

Рассмотрим второй вариант добавления аддитивного шума – после смерти

мультихимерного состояния и перехода системы в режим бегущих волн. В дан-

ном случае источник шума в систему вводится в момент времени 𝑛 = 920000.
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 1.24. Влияние аддитивного шума с интенсивностью 𝐷 и временем

воздействия 𝑛exp на динамику кольца нелокально связанных дискретных

осцилляторов ван дер Поля после перехода от мультихимерных состояний к

бегущим волнам (𝑛 = 920000). (а) Вероятность 𝑃 появления мультихимерного

состояния со временем жизни 𝑇life > 10000. Распределения минимального (б),

медианного (в) и максимального (г) значений времени жизни

индуцированного шумом состояния мультихимеры. В области значений,

заштрихованной белым цветом, траектории уходят на бесконечность. Для

построения распределений использовалось 15 различных реализаций шума.

Другие параметры: 𝜀 = 1.17931, 𝜆 = 0.12, 𝜎0 = 0.02, 𝑅 = 320.

В результате в системе может возродиться мультихимерное состояние, одна-

ко с довольно коротким временем жизни, что можно увидеть из распределе-

ния вероятностей, показанного на рисунке 1.24,а. Были также построены рас-

пределения минимального (рис. 1.24,б), медианного (рис. 1.24,в) и максималь-

ного (рис. 1.24,г) времен жизни 𝑇life мультихимеры на плоскости параметров
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(𝐷,𝑛exp). Как и ранее, расчеты выполнялись для 15 различных реализаций шу-

ма. Видно, что при всех значениях параметров шума минимальное время жиз-

ни возрожденной мультихимеры не превышает 𝑇life = 3000 (рис. 1.24,б), а при

𝐷 > 0.02 минимальное время жизни равно нулю, то есть мультихимерное со-

стояние не индуцируется. Из распределения медианного значения (рис. 1.24,в)

видно, что для большинства значений 𝐷 и 𝑛exp время жизни находится на

уровне 𝑇life ≈ 3000 (оранжевый цвет), а для 𝐷 ∈ [0.025, 0.05] и 𝑛exp > 100

обычно уменьшается до 𝑇life ≈ 1000. Однако существует ненулевая вероятность

индуцирования долгоживущего мультихимерного состояния, что отражено на

диаграмме распределения максимального времени жизни 𝑇life (рис. 1.24,г). Вид-

но, что мультихимерное состояние с 𝑇life > 1 × 106 (желтый цвет) появляется в

основном при 𝐷 > 0.01.

1.3.2 Влияние аддитивного шума на мультистабильность в

кольце нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо

В заключительном подразделе первой главы приводятся результаты ана-

лиза влияния аддитивного шума на режим сосуществования классических хи-

мер и уединенных состояний в кольце нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо [66,152–155], который описывается следующей системой урав-

нений:

𝜀
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖 −
𝑢3𝑖
3

− 𝑣𝑖 +
𝜎

2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑢𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) + 𝑏𝑢𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖)],

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖 + 𝑎+
𝜎

2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑣𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) + 𝑏𝑣𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖)] +
√

2𝐴𝜓𝑖(𝑡), (1.13)
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где 𝑢𝑖 и 𝑣𝑖 – переменные, соответствующие активатору (быстрой переменной)

и ингибитору (медленной переменной), соответственно, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 = 300 –

номер элемента в кольце. Малый параметр 𝜀 > 0 отвечает за разделение вре-

менных масштабов быстрого активатора от медленного ингибитора (фиксируем

𝜀 = 0.05), а параметр 𝑎 определяет порог возбудимости и в работе принимается

равным для всех элементов 𝑎 = 0.5, что соответствует осцилляторному режиму

динамики в одиночном элементе. Параметр 𝑅 определяет количество ближай-

ших соседей справа и слева, с которыми связан каждый 𝑖-й элемент. Способ

задания нелокальной связи между осцилляторами в ансамбле (1.13) был пред-

ложен в работе [152] и характеризуется силой связи 𝜎. Последнее слагаемое во

втором уравнении соответствует введению в систему аддитивного шума с интен-

сивностью 𝐴, 𝜓 – источник белого гауссова шума. Начальные условия случайно

выбраны внутри круга 𝑢2 + 𝑣2 <= 22.

Система (1.13) содержит не только прямые связи между элементами, но

и перекрестные между активатором (𝑢) и ингибитором (𝑣), которые устанавли-

ваются в соответствии с вращательной матрицей связи [152]:

𝐵 =

⎛⎝ 𝑏𝑢𝑢 𝑏𝑢𝑣

𝑏𝑣𝑢 𝑏𝑣𝑣

⎞⎠ =

⎛⎝ cos𝜑 sin𝜑

− sin𝜑 cos𝜑

⎞⎠ (1.14)

где 𝜑 ∈ [−𝜋, 𝜋). В работе [152] было показано, что в кольце нелокально связан-

ных осцилляторов ФитцХью-Нагумо в осцилляторном режиме могут наблю-

даться химерные состояния при 𝜑 = 𝜋/2 − 0.1. В работе [66] данный результат

был распространен на парциальные элементы в возбудимом режиме при нали-

чии аддитивного шума в системе.

Дополнительно к коэффициенту взаимной корреляции 1.6 для кольца

нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо рассчитывается сред-

няя фазовая скорость каждого элемента в ансамбле по формуле:

𝑤𝑖 = 2𝜋𝑀𝑖/∆𝑇, (1.15)
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где 𝑀𝑖 – число полных оборотов вокруг начала координат, выполняемых 𝑖-м

осциллятором ФитцХью-Нагумо за интервал времени ∆𝑇 [152]. В данных рас-

четах переходное время бралось равным 𝑇0 = 1000 единиц безразмерного време-

ни, а время, на котором рассчитывались коэффициенты взаимной корреляции

и значения средней фазовой скорости, 𝑇 = 2000.

(а) (б)

Рисунок 1.25. Карты динамических режимов в системе (1.13) для (а) слабой и

(б) сильной связей. СИН - синхронизированный режим; УС - уединенное

состояние; ХС - химерные состояния; НЕКОГ - некогерентный режим; БВ -

режим бегущих волн; ХУС-1 и ХУС-2 - разные типы химеры уединенного

состояния; ХиУС – сосуществование химерных и уединенных состояний на

профиле кольца. Другие параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300,

𝐴 = 0.

В работе [116] было изучено влияние параметров связи 𝜎 и 𝜑 на дина-

мику кольца (1.13) в отсутствие аддитивного шума (𝐷 = 0). Было показано,

что в данном ансамбле могут существовать не только химерные состояния, но

также уединенные состояния и химера уединенных состояний. Благодаря тща-

тельному исследованию влияния параметров 𝜎 и 𝜑, управляющих связью, была

построена карта динамических режимов (рис.1.25). Аббревиатурами на карте

обозначены все режимы, наблюдающиеся в различных областях пространства

параметров. Первая диаграмма (рис. 1.25,а) построена для случая слабой связи,
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при которой в системе наблюдается только два режима: режим синхронизации

всех элементов в кольце (СИН) и уединенные состояния (УС). Второй фраг-

мент карты режимов соответствует сильной связи (рис.1.25,б). В этой области,

помимо уже упомянутых режимов полной синхронизации (СИН) и уединенных

состояний (УС), наблюдаются также режимы классической химерной структу-

ры (ХС), возникает химера уедиенных состояний двух типов (ХУС-1, ХУС-2).

ХУС-1 имеет некогерентное ядро, состоящее из равномерно распределенных

уединенных узлов. Для ХУС-2 характерно ядро с равномерно распределенны-

ми уединенными узлами, но с левой и правой сторон кластеры ограничены

«ступеньками». Эти «ступеньки» образованы группами уединенных узлов. По-

мимо областей, в которых наблюдаются только химерные состояния и только

уединенные состояния, существует область с комбинированной динамикой, со-

ответствующей сосуществованию химерных и уединенных состояний (ХиУС). В

области НЕКОГ динамика кольца характеризуется некогерентным мгновенным

пространственным профилем и отвечает режиму десинхронизации всех элемен-

тов ансамбля. Область БВ соответствует режиму бегущих волн. Более подроб-

ный анализ динамики кольца нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-

Нагумо при параметрах из всех перечисленных областей представлен в рабо-

те [116].

При добавлении аддитивного шума в ансамбль (1.13) параметры систе-

мы выбирались такими, чтобы в отсутствие шума в системе мог наблюдать-

ся режим сосуществования химер и уединенных состояний (рис.1.25, область

"ХиУС", выделенная точками). В данной области в зависимости от начальных

условий могут наблюдаться как режимы сосуществования, так и чистые химер-

ные или уединенные состояния. При этом вероятность установления режима

сосуществования и чистых химер выше, чем режима просто уединенных состо-

яний. На рисунке 1.26 проиллюстрированы все эти три режима в отсутствие

аддитивного шума в системе.
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(а)

(б)

(в)

Рисунок 1.26. Динамика кольца нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо при параметрах связи 𝜎 = 0.325, 𝜑 = 1.48 и различных

начальных распределений динамических переменных в отсутствие

аддитивного шума (𝐴 = 0): (а) химерное состояние, (б) уединенное состояние,

(в) сосуществование химерного и уединенного состояний.

Пространственно-временные диаграммы (столбец I), мгновенные профили

(столбец II), проекции многомерного аттрактора на плоскость (𝑢, 𝑣) (столбец

III), профили средних фазовых скоростей (столбец IV), профили

коэффициентов взаимной корреляции (столбец V). Другие параметры:

𝜀 = 0.05, 𝑎 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300.

В случае установления в системе просто химерных состояний, возмож-

но наблюдать сосуществование кластеров с когерентной и некогерентной ди-

намикой (рис. 1.26,а), проекция многомерного аттрактора на плоскость (𝑢, 𝑣)

качественно совпадает с классическим аттрактором ФитцХью-Нагумо с неболь-
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шими колебаниями амплитуды (рис. 1.26,а,III), на профиле средних фазо-

вых скоростей наблюдаются две куполообразных зависимости в области неко-

герентных кластеров (рис. 1.26,а,IV), а коэффициент взаимной корреляции

в области некогерентных кластеров принимает значения, меньше единицы

(рис. 1.26,а,V). При установлении в системе только уединенных состояний

(смотрите рис. 1.26,б,I,II) на фазовом портрете всех элементов можно различить

два аттрактора, где меньший соответствует уединенным узлами (рис. 1.26,б,III).

При этом значения средних фазовых скоростей для всех элементов почти рав-

но (рис. 1.26,б,IV), а значения коэффициента взаимной корреляции элементов,

соответствующих уединенным узлам, значительно ниже, чем у остальных эле-

ментов (рис. 1.26,б,V). Случай сосуществования химер и уединенных состояний

содержит в себе все вышеописанные особенности (рис. 1.26,в).

Рисунок 1.27. Зависимости вероятностей установления химерных структур

P(ХС), уединенных состояний P(УС) и режима сосуществования химерных

структур и уединенных состояний P(ХиУС) в кольце нелокально связанных

осцилляторов ФитцХью-Нагумо от интенсивности аддитивного шума. Для

построения зависимостей использовалось 100 различных начальных

распределений динамических переменных. Другие параметры: 𝜀 = 0.05,

𝑎 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300.



74

Введение аддитивного шума ведет к тому, что вероятность установления

(со случайных начальных условий) режима уединенных состояний и режима со-

существования химер и уединенных состояний стремится к нулю, и все рассмот-

ренные начальные условия ведут к реализации химерных состояний (рис. 1.27).

Так, в присутствии шума даже достаточно малой интенсивности 𝐴 < 2 * 10−7

в системе перестают устанавливаться режимы уединенных состояний, а при

𝐴 > 7 * 10−6 больше не наблюдаются и режимы сосуществования структур. На

I II III IV V

(а)

(б)

(в)

Рисунок 1.28. Динамика кольца нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо при различных интенсивностях шума: (а) 𝐴 = 10−7, (б)

𝐴 = 10−6, (в) 𝐴 = 10−5. Пространственно-временные диаграммы (столбец I),

мгновенные профили (столбец II), проекции многомерного аттрактора на

плоскость (𝑢, 𝑣) (столбец III), профили средних фазовых скоростей (столбец

IV), профили коэффициентов взаимной корреляции (столбец V). Другие

параметры и начальные условия соответствуют рисунку 1.26,(в).
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рисунке 1.28 приведены результаты расчетов характеристик, иллюстрирующие

динамику кольца нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо при

добавлении аддитивного шума разной интенсивности. При малой интенсивно-

сти шума в системе еще могут иметь место режимы сосуществования химерных

и уединенных состояний, однако в этом случае в ансамбле наблюдается только

несколько уединенных узлов (≈ 1 − 3), что отражено на рисунке 1.28,а. Даль-

нейшее увеличение интенсивности шума ведет к установлению в системе только

химерных состояний (рис. 1.28,б,в).

1.4 Выводы по первой главе

В настоящей главе представлены результаты численного анализа динами-

ки ансамблей нелокально связанных нелинейных осцилляторов, которые пред-

ставляют собой логистическим отображением, отображением Рикера, кубиче-

ским отображением, отображением Эно, дискретным осциллятором ван дер По-

ля и осциллятором ФитцХью-Нагумо, под воздействием внешних шумовых воз-

мущений, а также в присутствии случайных неоднородностей параметров. Рас-

сматривался как аддитивный, так и мультипликативный шум с различными

статистическим характеристиками. На основании проведенных исследований

можно сформулировать следующие основные выводы:

1. Воздействие аддитивного шума на динамику ансамблей нелокально свя-

занных хаотических отображений, которые демонстрируют фазовые химе-

ры, приводит к эффекту, подобному резонансу и аналогичному стохасти-

ческому или когерентному резонансу: существует ненулевая оптимальная

интенсивность шума, при которой вероятность обнаружения химер стано-

вится максимальной и значительно увеличивается интервал наблюдения

данных структур по силе связи между элементами. При большeй интен-
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сивности шума вероятность наблюдения химер и интервал их существова-

ния по силе связи уменьшаются и стремятся к нулю. Кроме того, суще-

ствует "резонансное"значение силы связи, соответствующее наибольшему

диапазону изменения интенсивности шума, в котором химерные структуры

реализуются с высокой (близкой к 1) вероятностью.

2. В зависимости от способа введения неоднородного распределения значе-

ний управляющего параметра парциальных элементов (фиксированного,

заданного в начальный момент времени, или постоянно действующего на

каждом шаге вычислений) в ансамблях нелокально связанных хаотических

отображений возможно управлять шириной области наблюдения химер-

ных структур по силе связи между элементами. В случае стационарного

неоднородного распределения параметра область существования фазовых

химер и химер уединенных состояний расширяется с увеличением шири-

ны интервала распределения (интенсивности шума) параметра. В то время

как постоянное шумовое воздействие на управляющий параметр сначала

(при малых значениях интенсивности шума) может привести к увеличению

интервала наблюдения химерных структур по силе связи, а при большей

интенсивности шума ведет к сужению области существования химер по

силе связи при увеличении интенсивности шума.

3. В ансамблях нелокально связанных хаотических отображений можно по-

давить некогерентные кластеры фазовой и двухъямной химерных состо-

яний с помощью модуляции силы связи цветным гауссовым шумом. При

этом независимые источники шума, воздействующие на параметр связи,

индуцируют возникновение уединенных состояний, а общий источник шу-

ма приводит к полной хаотической синхронизации всех элементов ансам-

бля.
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4. Введение аддитивного шума в кольца нелокально связанных элементов

способно увеличить вероятность наблюдения химерных структур, вероят-

ность которых мала при старте системы со случайных начальных условий.

Показано, что введение аддитивного шума в кольцо нелокально связан-

ных отображений может привести к установлению в этой системе химеры

уединенных состояний, вероятность появления которой в системе без шума

мала. В кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо, в

котором возможно сосуществование режимов химерных состояний, уеди-

ненных состояний и режима сосуществования химерных и уединенных со-

стояний, воздействие аддитивного шума ведет к увеличению вероятности

установления химер, при этом вероятности реализации других структур

снижаются до 0%. Таким образом, при наличии аддитивного шумового

воздействия химерные состояния проявляют себя как более устойчивые и

доминирующие структуры среди всех остальных, сосуществующих в ан-

самбле.
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Глава 2. Влияние внешних шумов и случайного

распределения значений параметров на

реализацию уединенных состояний в ансамблях

нелокально связанных нелинейных осцилляторов

2.1 Введение

Собственная динамика парциальных элементов и/или определенные зна-

чения управляющих параметров в кольцах нелокально связанных нелинейных

осцилляторов могут привести к установлению в системе не только химерных

структур, но и уединенных состояний [35, 36]. Уединенные состояния (solitary

states) – это режим частичной синхронизации, при которой большинство эле-

ментов ансамбля совершают синхронные колебания, соответствующие некото-

рому типичному динамическому режиму, а часть элементов ведет себя ина-

че, демонстрируя "нетипичное"поведение. Принято, что такие элементы нахо-

дятся в режиме уединенного состояния, и могут быть определены как уеди-

ненные узлы (solitary nodes). Как правило, уединенные узлы распределены

по ансамблю случайным, но равномерным, образом, и их количество увели-

чивается при уменьшении силы связи между элементами ансамбля. В рабо-

тах [35,36,75] было показано, что возникновение уединенных состояний связано

с появлением бистабильности в индивидуальной динамике за счет нелокального

взаимодействия между элементами. Уединенные состояния были обнаружены

во многих системах с различной топологией связи и парциальными элемента-

ми [35,36,42,52,73,75–77,79–81,116].
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В то время как эволюция химерных состояний в присутствии шума ис-

следуется интенсивно [34, 63–65, 67, 68, 123], влияние шумовых возмущений и

неоднородностей по параметрам на реализацию уединенных состояний и их ко-

личество является почти неизученным, за исключением одной работы [82], где

было показано, что в присутствии шума в кольце нелокально связанных ос-

цилляторов ФитцХью-Нагумо приводит к переходу от уединенных состояний к

patched synchrony.

Во второй главе диссертационной работы приводятся результаты числен-

ного исследования влияния независимых источников аддитивного и мультипли-

кативного шумов на уединенные состояния в кольцах нелокально связанных

нелинейных осцилляторов с дискретным и непрерывным временем. Определя-

ется область наблюдения уединенных состояний и количество уединенных узлов

на плоскости параметров "сила связи – интенсивность шума". Для автоматиче-

ского обнаружения уединенных состояний и подсчета уединенных узлов, как и в

первой главе, используется коэффициент взаимной корреляции между элемен-

тами ансамбля. В результате использования нескольких (от 10 до 50) различ-

ных случайно распределенных начальных значений динамических переменных

и реализаций шумового воздействия во всех исследованиях были получены ста-

тистически обоснованные и достоверные результаты.

Результаты исследований, изложенные во второй главе, опубликованы в

работах [113,116,124].
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2.2 Влияние аддитивного шума на возникновение

уединенных состояний

В данном разделе рассматривается влияние аддитивного шума на режим

уединенных состояний и количество наблюдаемых в системе уединенных узлов в

кольцах нелокально связанных нелинейных осцилляторов различной природы.

Для анализа динамики ансамблей кроме расчета коэффициентов взаим-

ной корреляции для каждого элемента 1.6 используется также усредненный по

всем элементам ансамбля коэффициент взаимной корреляции:

𝐶 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

⟨𝑥̃1(𝑛)𝑥̃𝑖(𝑛)⟩√︀
⟨(𝑥̃1(𝑛))2⟩⟨(𝑥̃𝑖(𝑛))2⟩

, (2.1)

где выражение под знаком суммы соответствует коэффициенту взаимной кор-

реляции между 1-м и 𝑖-м элементами (1.6). Как было показано в работе [113],

усредненный коэффициент взаимной корреляции можно использовать в каче-

стве косвенной оценки количества уединенных узлов в системе. В случае коге-

рентной динамики имеем 𝐶 → 1, для режима уединенных состояний значение

усредненного коэффициента взаимной корреляции снижается.

В некоторых случаях на ряду с коэффициентом взаимной корреляции

напрямую подсчитывается количество уединенных узлов и используется такая

характеристика, как “среднее нормированное количество уединенных узлов”,

которая определяется следующим образом:

𝑁S =
1

𝑀

∑︁
𝑀

𝑆/𝑁, (2.2)

где 𝑆 – число уединенных узлов, наблюдаемых при каждой исходной реали-

зации начальных условий динамических переменных и реализации генератора

шума, 𝑁 – общее количество элементов в ансамбле, 𝑀 – общее количество ис-

пользуемых реализаций.
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Кольцо нелокально связанных отображений Лози. Проведем чис-

ленное исследование устойчивости уединенных состояний в кольце нелокально

связанных отображений Лози при добавлении в систему аддитивного шума и

проанализируем, как количество уединенных узлов зависит от интенсивности

шума и силы связи между парциальными элементами. Ансамбль нелокально

связанных отображений Лози описывается системой уравнений, представлен-

ной в первой главе (ур. (1.1)), при этом сила связи между элементами постоян-

на и равна для всех элементов 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0, а внешнее воздействие моделируется

источником шума с равномерным распределением и заданной интенсивностью

(𝑁𝑖(𝑛) = 𝐷𝜉𝑖(𝑛)). Динамика парциальных элементов ансамбля, в качестве кото-

рых выбраны отображения Лози [156], определяется следующими функциями:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) = 1 − 𝛼𝑖(𝑛)|𝑥𝑖(𝑛)| + 𝑦𝑖(𝑛), (2.3)

𝐺(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛽𝑥𝑖(𝑛),

где 𝛼𝑖(𝑛) > 0 и 𝛽 > 0 – управляющие параметры. В данном разделе они не

изменяются во времени и равны для всех элементов 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0. Значения

параметров фиксируются: 𝛼0 = 1.4 и 𝛽 = 0.3, что обеспечивает хаотическое

поведение отдельных отображений ансамбля в отсутствие связи между ними.

В нашем исследовании начальные значения всех динамических переменных

в кольце отображений Лози случайным образом распределены в интервалах

𝑥𝑖(0) ∈ [−0.5, 0.5] и 𝑦𝑖(0) ∈ [−0.5, 0.5].

Отображение Лози принадлежит к классу хаотических, которые могут

быть получены с помощью сечения Пуанкаре аттракторов квазигиперболиче-

ского (псевдогиперболического) класса, типа аттрактора Лоренца. Оно демон-

стрирует квазигиперболический хаотический аттрактор [157], а в фазовом про-

странстве системы отсутствует мультистабильность. Как было показано в рабо-

те [42], кольцо нелокально связанных отображений Лози демонстрирует переход

от полной когерентности к некогерентности через уединенные состояния при

уменьшении силы связи между элементами. Нелокальный характер связи меж-
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ду элементами приводит к появлению бистабильности в динамике отдельных

элементов (отображений Лози), и именно сосуществование двух притягиваю-

щих множеств в фазовом пространстве является механизмом возникновения

уединенных узлов в этой системе [75].

Рисунок 2.1. Динамика ансамбля нелокально связанных отображений Лози в

отсутствие шума: мгновенные профили переменных 𝑥𝑖 (верхний ряд),

пространственные распределения коэффициентов взаимной корреляции 𝐶1𝑖

(средний ряд) и проекции многомерного аттрактора системы на фазовую

плоскость (𝑥, 𝑦) (нижний ряд) при увеличении силы связи: (а) 𝜎0 = 0.02, (б)

𝜎0 = 0.06, (в) 𝜎0 = 0.14, (г) 𝜎0 = 0.21. Соответствующий усредненный по

ансамблю коэффициент взаимной корреляции (2.1) и нормированное

количество уединенных узлов (2.2): (а) 𝐶 = 0.461, 𝑁S = 0.240, (б) 𝐶 = 0.545,

𝑁S = 0.194, (в) 𝐶 = 0.822, 𝑁S = 0.091, (г) 𝐶 = 0.978, 𝑁S = 0.01. Черные точки

соответствуют типичным состояниям, зеленые – типичным состояниям с

𝐶1𝑖 ≈ 0.66, красные – уединенным узлам. Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝐷𝛼 = 0, 𝐷𝜎 = 0, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

На рисунке 2.1 показаны мгновенные профили кольца нелокально свя-

занных отображений Лози в отсутствие шума (верхний ряд), пространственные
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распределения коэффициентов 𝐶1𝑖 (средний ряд) и проекции многомерного ат-

трактора системы на фазовую плоскость (𝑥, 𝑦) (нижний ряд) в порядке возрас-

тания силы связи 𝜎0. Отметим, что здесь и далее в работе пространственные

профили 𝐶1𝑖 строятся для тех случаев, когда первый элемент ансамбля явля-

ется типичным состоянием (принадлежит когерентному основанию). Даже при

довольно слабой связи можно выделить два состояния – типичное и уединенное

(рис. 2.1,а, где черные точки соответствуют типичным состояниям, а красные

– уединенным узлам). В этом случае распределения значений 𝐶1𝑖 делятся на

две группы: 𝐶1𝑖 → 1 и 𝐶1𝑖 → −1. Увеличение силы связи приводит к умень-

шению количества уединенных узлов и, следовательно, к увеличению разницы

между аттракторами типичных состояний и уединенных узлов (рис. 2.1,б-г).

В некоторых случаях при достаточно слабой связи можно выделить элемен-

ты, у которых 𝐶1𝑖 ≈ 0.66 (рис. 2.1,б, зеленые точки). Однако, как видно из

проекций аттракторов, эти элементы относятся к типичным состояниям. При-

веденные профили 𝐶1𝑖 и значения 𝐶 и 𝑁S в подписи к рисунку 2.1 указывают на

то, что расчеты коэффициентов взаимной корреляции (1.6) и (2.1) позволяют

однозначно выявить режимы уединенных состояний и подсчитать количество

уединенных узлов.

Отметим, что кольцо нелокально связанных отображений Лози в отсут-

ствие шума демонстрирует режим уединенных состояний при изменении силы

связи в интервале 𝜎0 ∈ [0, 0.22]. При 𝜎0 > 0.22 в системе перестают наблюдаться

уединенные узлы, динамика сети соответствует когерентному пространственно-

му профилю, а элементы ведут себя непериодически во времени. Когда связь

достаточно сильна, элементы сети становятся полностью синхронизированны-

ми.

Перейдем к рассмотрению влияния независимых источников адди-

тивного белого шума с равномерным распределением (𝑁𝑖(𝑛) = 𝐷𝜉𝑖(𝑛))

на формирование и эволюцию уединенных состояний в кольце нелокально свя-

занных отображений Лози (ур.(1.1),(1.7),(2.3)). Полученные численные резуль-



84

таты сведены в двухпараметрическую диаграмму (рис. 2.2), отражающую зави-

симость количества уединенных узлов от силы связи 𝜎0 и интенсивности шума

𝐷. Как видно, распределение 𝑁S образует дугообразную область с максимумом

при 𝐷 ≈ 0.08 и 𝜎0 ≈ 0.11. Качественно можно выделить интервалы слабого и

сильного шума. Слабый шум соответствует значению интенсивности 𝐷 < 0.02,

в этом диапазоне количество уединенных узлов практически не меняется с уве-

личением интенсивности шума. При 0.02 < 𝐷 < 0.04 изменение силы связи

ведет к сдвигу только правой границы существования уединенных состояний

в область более слабой силы связи. Количество уединенных узлов достигает

максимальных значений при слабой силе связи, 0 < 𝜎0 < 0.11, и постепен-

но уменьшается по мере увеличения 𝜎0. При 𝐷 > 0.04 изменяется и левая

граница области существования уединенных состояний (в интервале слабой си-

лы связи). Высокая интенсивность аддитивного шума приводит к разрушению

пространственно-временной структуры и к сильной неоднородности сети (коэф-

фициент взаимной корреляции обращается в ноль). При увеличении интенсив-

ности шума область существования уединенных состояний плавно уменьшается,

а границы, лежащие как в областях слабой, так и сильной связи, плавно сме-

щаются к значению 𝜎0 ≈ 0.1. При 𝐷 > 0.085 уединенные состояния в кольце

отображений Лози перестают наблюдаться.

Эволюция динамики кольца нелокально связанных отображений Лози

при фиксированной интенсивности шума 𝐷 = 0.04 и увеличении силы связи

показана на рисунке 2.3. Как можно видеть, при слабой силе связи аддитивный

шум практически не меняет пространственно-временную структуру в кольце

(сравните рис. 2.1,в и рис. 2.3,I). При более сильной связи когерентная основа

пространственного профиля становится зашумленной, но количество уединен-

ных узлов почти равно тому, что наблюдалось в отсутствие связи (рис. 2.3,II).

При значении 𝜎0, соответствующем наличию лишь нескольких уединенных уз-

лов, интенсивности шума 𝐷 = 0.04 достаточно для уменьшения (вплоть до

исчезновения) области притяжения аттрактора уединенных узлов в системе
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Рисунок 2.2. Диаграмма значений среднего нормированного количества

уединенных узлов 𝑁S, наблюдаемое в кольце нелокально связанных

отображений Лози, на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷). Расчеты проводились

для 50 различных пар реализаций случайно распределенных начальных

условий динамических переменных и реализаций генератора шума (𝑀 = 50).

Другие параметры: 𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

(рис. 2.3,III). Дальнейшее увеличение силы связи не вызывает качественное

изменение существующего динамического режима, но приводит к увеличению

коэффициента взаимной корреляции (сравните рис. 2.3,III,б и рис. 2.3,IV,б).

Далее сила связи была зафиксирована 𝜎0 = 0.16 и был проведен анализ

динамики кольца нелокально связанных отображения Лози при увеличении ин-

тенсивности шума. Изменения в динамике анасамбля проиллюстрированы на

рисунке 2.4. Значение 𝜎0 выбрано таким образом, чтобы в системе наблюдалось

достаточно большое количество уединенных узлов в отсутствие аддитивного

шума, что позволяет легче оценить влияние шума на систему (рис. 2.4,I). Как

было отмечено ранее в этой работе, введение шума относительно малой интен-

сивности приводит лишь к зашумлению основания пространственного профиля,

а число уединенных узлов почти не изменяется (рис. 2.4,II). С ростом интен-

сивности шума количество уединенных узлов заметно сокращается, так как
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I II III IV

(а)

(б)

(в)

Рисунок 2.3. Мгновенные профили переменных 𝑥𝑖 (а), пространственные

распределения 𝐶1𝑖 (б), пространственно-временные диаграммы 𝑥𝑖(𝑛) (в) для

кольца нелокально связанных отображений Лози при фиксированной

интенсивности шума 𝐷 = 0.04 и для различных значений силы связи 𝜎0: 0.1

(столбец I), 0.18 (столбец II), 0.22 (столбец III) и 0.24 (столбец IV). Другие

параметры: 𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

некоторые элементы под влиянием шума переключаются на аттрактор типич-

ных состояний. Коэффициенты взаимной корреляции таких элементов лежат

в интервале 𝐶1𝑖 ∈ [−0.7, 0.7](рис. 2.4,III). Наконец, когда интенсивность шума

достаточно высока, режим уединенных состояний разрушается, и кольцо нело-

кально связанных отображения Лози демонстрирует режим пространственной

некогерентнсти (рис. 2.4,IV). Следует отметить, что существуют различия меж-

ду некогерентными режимами, которые существуют при слабой и сильной свя-

зи. В первом случае значения коэффициентов взаимной корреляции всех эле-

ментов сети близки к нулю, а во втором случае 𝐶1𝑖 > 0.9.

Вернемся к рисунку 2.4,III и обратим внимание на элементы, значе-

ния коэффициентов взаимной корреляции которых лежат в интервале 𝐶1𝑖 ∈

[−0.7, 0.7]. Как было сказано выше, режим уединенных состояний характери-

зуется бистабильной динамикой отдельных элементов сети. Это означает, что

в фазовом пространстве есть два притягивающих множества, одно из которых



87

соответствует типичным состояниям или когерентной динамике (черные точки

на рис. 2.5,в,I-III), а другое – уединенным узлам (красные точки на рис. 2.5,в,I-

III). Введение аддитивного шума приводит к переходу некоторых элементов с

аттрактора уединенных узлов на аттрактор типичных состояний (рис. 2.5,II,

зеленые точки). Однако они колеблются не синхронно с типичными состоя-

ниями, поэтому коэффициент взаимной корреляции этих элементов лежит в

интервале 𝐶1𝑖 ∈ [−0.7, 0.7] (рис. 2.5,б,II). При большей интенсивности шума

вероятность переключения между двумя сосуществующими метастабильными

состояниями возрастает, и в системе можно наблюдать элементы с 𝐶1𝑖 < −0.7,

которые переключаются между аттрактором типичного состояния и аттракто-

ром уединенного узла (синие точки на рис. 2.5,в,III). Несмотря на то, что эти

элементы учитывались при расчете количества уединенных узлов, их можно

рассматривать как «мнимые» уединенные узлы, которые большую часть вре-

I II III IV

(а)

(б)

(в)

Рисунок 2.4. Мгновенные профили переменных 𝑥𝑖 (а), пространственные

распределения 𝐶1𝑖 (б), пространственно-временные диаграммы 𝑥𝑖(𝑛) (в) для

кольца нелокально связанных отображений Лози при фиксированной силе

связи 𝜎0 = 0.16 и для различных значений интенсивность шума 𝐷: 0 (столбец

I), 0.04 (столбец II), 0.065 (столбец III), 0.075 (столбец IV). Другие параметры:

𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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мени принадлежат аттрактору типичных состояний, но колеблются несинфазно

с типичными состояниями 𝐶1𝑖 < −0.7.

Кольцо нелокально связанных отображений Эно-Лози. Другой

пример ансамбля отображений, в котором наблюдаются уединенные состояния,

– кольцо нелокально связанных отображений Эно-Лози [158]. В этом случае

в качестве уравнения, описывающего динамику кольца нелокально связанных

отображений, берется уравнение (1.1), а динамика парциальных элементов за-

I II III

(а)

(б)

(в)

Рисунок 2.5. Мгновенные профили 𝑥𝑖 (а), пространственные распределения

𝐶1𝑖 (б) и проекции многомерного аттрактора системы на фазовую плоскость

(x,y) (в) кольца нелокально связанных отображений Лози при различных

значениях силы связи и интенсивность шума: 𝐷 = 0, 𝜎0 = 0.19 (столбец I),

𝐷 = 0.05, 𝜎0 = 0.19 (столбец II), 𝐷 = 0.65, 𝜎0 = 0.17 (столбец III). Черные

точки соответствуют типичным состояниям, красные – уединенным узлам,

зеленые – типичным состояниям с 𝐶1𝑖 ∈ [−0.7; 0.7], синие – элементам,

переключающимся между аттракторами типичного состояния и уединенного

узла. Другие параметры: 𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000
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дается следующими функциями:

𝐹 (𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) = 1 − 𝛼𝑖(𝑛)𝑆𝜀(𝑥𝑖(𝑛)) + 𝑦𝑖(𝑛), (2.4)

𝐺(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛽𝑥𝑖(𝑛),

где 𝛼𝑖(𝑛), 𝛽 – управляющие параметры, в данном разделе 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0, а функция

𝑆𝜀(𝑥𝑖(𝑛)) определяется уравнением

𝑆𝜀(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩|𝑥|, |𝑥| ≥ 𝜀,

𝑥2/2𝜀+ 𝜀/2, |𝑥| < 𝜀,
(2.5)

где 𝜀 ∈ (0, 1), и при 𝜀→ 0 имеем 𝑆𝜀(𝑥) → |𝑥|, то есть классическое отображение

Лози.

Исследование динамики кольца нелокально связанных отображений Эно-

Лози при изменении управляющего параметра парциальных элементов 𝛼0 и

силы связи между элементами 𝜎0 (в отсутствие аддитивного и мультиплика-

тивного шумов) и фиксированных остальных параметрах (𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1,

𝑅 = 320, 𝑁 = 1000) позволило построить карту режимов на плоскости пара-

метров (𝛼0, 𝜎0) (рис. 2.6). Как можно видеть, при вариации параметров 𝛼0 и 𝜎0

в системе могут наблюдаться как уединенные (при 𝛼0 < 1.63 и 𝜎0 < 0.3), так и

химерные состояния (при 𝛼0 > 1.63). Отметим, что на границе областей суще-

ствования уединенных и химерных состояний, возможно существование химер

уединенных состояний. Также обратим внимание, что возможно появление двух

типов уединенных состояний – с периодической и хаотической динамикой эле-

ментов.

Было проведено исследование влияния независимых источников ад-

дитивного белого шума с нормальным распределением (ур. (1.7)) при

двух значениях параметра 𝛼0: 1) в области, где наблюдаются только уединенные

состояния при увеличении силы связи и переходе от некогерентной динамики

к когерентной (рис. 2.7,а, 𝛼0 = 1.5); 2) недалеко от границы между областями

существования уединенных состояний и химерных состояний, в таком случае
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Рисунок 2.6. Карта режимов кольца нелокально связанных отображений

Эно-Лози на плоскости параметров (𝛼0, 𝜎0) в отсутствие внешнего шумового

воздействия. Обозначения: БЕСКОН – уход траекторий системы на

бесконечность, НЕКОГ – некогрентная динамика элементов, НЕКОГ (УС) -

некогерентный профиль, который представляет собой множество уединенных

узлов (количество уединенных узлов близко к половине количества элементов

в ансамбле ≈ 𝑁/2), УС (период) – уединенные состояния с периодической

динамикой элементов во времени, УС (хаос) – уединенные состояния с

хаотической динамикой элементов во времени, ХУС – химера уединенных

состояний, ХС – химерные состояния, КОГЕР – когерентная динамика

элементов, СИНХР – полная синхронизация всех элементов, РАЗРЫВ –

пространственный профиль с разрывами. Другие параметры: 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1,

𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

увеличение силы связи сначала приводит систему к переходу от режима про-

странственной некогерентности к уединенным состояниям, потом наблюдаются

профили с разрывом, а при дальнейшем увеличении связи система переходит

в режим синхронизации всех элементов (рис. 2.7,б, 𝛼0 = 1.6). В первом случае



91

аддитивный шум приводит к эффекту, качественно схожему тому, который на-

блюдался при воздействие аддитивного шума на кольцо нелокально связанных

отображений Лози (сравните рис. 2.2 и рис. 2.7,а).

(а) (б)

Рисунок 2.7. Влияние аддитивного шума на динамику кольца нелокально

связанных отображений Эно-Лози. (а) Распределение среднего

нормированного количества уединенных узлов 𝑁S на плоскости параметров

(𝜎0, 𝐴) при 𝛼0 = 1.5. (б) Распределение 𝑁S и вероятности установления

химерных состояний 𝑃 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴) при 𝛼0 = 1.6. Расчеты

проводились для 10 пар реализаций случайно распределенных начальных

условий динамических переменных и реализаций шума (𝑀 = 10). Другие

параметры: 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

В связи с тем, что при 𝛼0 = 1.6 в системе кроме уединенных состояний

наблюдаются химерные, на рисунке 2.7,б можно выделить две области: первая –

в которой наблюдаются уединенные состояния и можно говорить о среднем ко-

личестве уединенных узлов в системе (цветовая шкала 𝑁S); вторая – в которой

наблюдаются химерные состояния и можно вычислить вероятность их уста-

новления (цветовая шкала 𝑃 ). При таком значении управляющего параметра

динамика уединенных состояний при введении аддитивного шума в систему не

отличается от ранее рассмотренных случаев (сравните рис. 2.7,б (область соот-

ветствующая цветовой шкале 𝑁S), рис. 2.7,а и рис. 2.2). Распределение вероят-

ности установления химер на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴) аналогично тому,
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которое было показано в разделе 1.2.2 при сильной силе связи. В отсутствие

шума вероятность наблюдения химер стремится к 0, и в системе наблюдаются

только профили с разрывом (рис. 2.6,б при 𝛼0 = 1.6). Добавление аддитивного

шума в систему индуцирует формирование некогерентных кластеров вокруг то-

чек разрыва профиля, тем самым вероятность наблюдения химерных состояний

увеличивается, что и демонстрирует рисунок 2.6,б. При дальнейшем увеличе-

нии интенсивности шума 𝐴 > 0.02 интервал наблюдения химер по параметру

𝜎0 и вероятность их наблюдения уменьшаются.

Кольцо нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо.

Как было показано в работе [116] и описано в разделе 1.3.2, в кольце нелокально

связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо могут существовать не только хи-

мерные структуры [152], но и уединенные состояния. При этом существуют две

область наблюдения уединенных состояний: в интервале слабой (рис. 1.25,а) и

сильной (рис. 1.25,б) связи. В данном разделе будут описаны результаты моде-

лирования такой системы в присутствии независимых источников аддитивного

нормального белого шума (ур. 1.13) при управляющих параметрах ансамбля,

которые соответствуют установлению режима уединенных состояний.

(а) (б)

Рисунок 2.8. Распределение усредненного коэффициента взаимной

корреляции 2.1 в системе (1.13) для (а) слабой и (б) сильной связей. Другие

параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎0 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300, 𝐴 = 0.
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На рисунке 2.8 представлены распределения коэффициентов 2.1 в соот-

ветствии с картами режимов, которые приведены на рисунке 1.25. Видно, что в

области, которая соответствует наличию в системе уединенных узлов, 𝐶 ≈ 0.96

(сравните рис. 1.25 и рис. 2.8).

В связи с этим было построено распределение усредненных коэффициен-

тов взаимной корреляции для различной интенсивности аддитивного шума для

одной реализации случайных начальных условий элементов кольца нелокаль-

но связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо (рис. 2.9). Как можно видеть,

обе области существования уединенных состояний уменьшаются с увеличением

интенсивности шума. Однако область, которая находится в интервале слабой

связи, более устойчива к внешнему воздействию (рис. 2.9,а-г), чем там, кото-

рая находится в интервале сильной связи (рис. 2.9,д-з). Исследования показали,

(а) (б) (в) (г)

(д) (е) (ж) (з)

Рисунок 2.9. Карта значений усредненного коэффициента взаимной

корреляции 2.1 в системе (1.13) на плоскости параметров (𝜎, 𝜑) для (а)-(г)

слабой и (д)-(з) сильной связи в присутствии аддитивного шума различной

интенсивности: (а) 𝐴 = 0.000005, (б) 𝐴 = 0.000025, (в) 𝐴 = 0.000100, (г)

𝐴 = 0.000200, (д) 𝐴 = 0.000005, (е) 𝐴 = 0.000010, (ж) 𝐴 = 0.000025, (з)

𝐴 = 0.000050. Другие параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎0 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300.
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что область уединенных состояний при слабой связи полностью исчезает при

𝐴 ≈ 7 * 10−4, в то время как для сильной связи достаточно интенсивность шу-

ма на один порядок меньше 𝐴 ≈ 7 * 10−5, чтобы в системе не наблюдались

уединенные узлы.

Вместе с этим отдельно была проанализирована зависимость среднего ко-

личества уединенных узлов от силы связи между элементами и интенсивно-

сти аддитивного шума при фиксированных значениях параметра 𝜑 в интервале

слабой (рис. 2.10,а) и сильной связи (рис. 2.10,б). В этом разделе использова-

лась одна реализация наличных значений динамических переменных и десят

реализаций генераторов шума. Как можно видеть, при слабой связи количе-

ство уединенных узлов меньше, чем при сильной связи (сравните разброс на

цветовой шкале 𝑁S на рис. 2.10,а и 2.10,б). При этом зависимость количества

(а) (б)

Рисунок 2.10. Среднее нормированное количество уединенных узлов 𝑁S в

кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо при изменении

силы связи 𝜎 и интенсивности шума 𝐴 в интервале слабой (а) и сильной связи

(б) при фиксированных значениях параметра 𝜑: (а) 𝜑 = 0.52, (б) 𝜑 = 1.4.

Расчеты проводились для 10 пар реализаций случайно распределенных

начальных условий динамических переменных и реализаций шума (𝑀 = 10).

Другие параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎0 = 0.5, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300.
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уединенных узлов от 𝜎 и 𝐴 в интервале слабой связи, имея куполообразную

форму, качественно напоминает зависимости, которые наблюдались в кольцах

нелокально связанных отображений. Область существования уединенных со-

стояний в интервале сильной связи имеет более линейную левую границу. Од-

нако во всех случаях увеличение интенсивности шума ведет преимущественно

к уменьшению количества уединенных узлов и интервала их наблюдения по па-

раметру 𝜎. Только в интервале слабой связи при 𝜎 ≈ 0.119 можно наблюдать,

что при 𝐴 = 0 количество уединенных узлов стремится к 0, а при 𝐴 > 0 может

находиться на уровне 𝐴 ≈ 0.006 (что соответствует наличию 2-3 уединенных

узлов в ансамбле), однако при 𝐴 > 0.002 𝑁S вновь спадает до 0 (рис. 2.10,а).

То же самое наблюдается на картах распределения усредненного коэффициен-

та взаимной корреляции для слабой связи, когда при увеличении интенсивно-

сти шума область существования уединенных состояний уменьшалась, и слегка

сдвигалась вправо в сторону больших значений 𝜎 (рис. 2.9,а-г).

2.3 Влияние шумовой модуляции и случайного

распределения значений управляющих параметров

парциальных элементов на реализацию уединенных

состояний

Данный раздел посвящен анализу влияния шумовой модуляции управля-

ющих параметров парциальных элементов ансамбля на установление в систе-

ме уединенных состояний. При этом аддитивный шум в системе отсутствует

𝑁𝑖(𝑛) ≡ 0, а сила связи одинакова для всех элементов и не зависит от номера

итерации 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0. Шумовая модуляция управляющих параметров парциаль-

ных элементов задается следующими соотношениями: 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0+𝐷𝛼𝜉𝑖(𝑛), где

𝜉𝑖(𝑛) – независимые источники шума с равномерным распределением в интерва-
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ле [−1, 1], 𝐷𝛼 – интенсивность шума; 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0+𝐴𝛼𝜓𝑖(𝑛), где 𝜓𝑖(𝑛) – источник

шума со стандартным распределением с нулевым средним и единичным откло-

нением, 𝐴𝛼 – интенсивность шума. В случае случайного распределения значе-

ния управляющих параметров парциальных элементов задаются следующими

соотношениями: 𝛼𝑖 = 𝛼0 +𝐷𝛼𝜉𝑖 (𝛼𝑖 = 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖).

2.3.1 Шумовая модуляция управляющих параметров

элементов ансамбля

Кольцо нелокально связанных отображений Лози. Начнем с рас-

смотрения случая, когда параметры локальной динамики 𝛼𝑖(𝑛) отображений

Лози в кольце нелокально связанных элементов модулируются независимыми

источниками белого шума с равномерным распределением: 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0+𝐷𝛼𝜉𝑖(𝑛).

Среднее значение (постоянная компонента) параметра 𝛼0 выбиралось как 𝛼0 =

1.4, а значение параметра 𝛽 = 0.3, что соответствует хаотической динамики

парциальных элементов без связи между ними. Динамика кольца нелокально

связанных отображений Лози анализируется при изменении силы связи 𝜎0 и

интенсивности шума 𝐷𝛼.

Исследования показали, что непрерывная шумовая модуляция парамет-

ров локальной динамики подавляет режим уединенных состояний. Данный эф-

фект отражен на двумерной диаграмме (рис. 2.11), показывающей распределе-

ние усредненного коэффициента взаимной корреляции 𝐶 (2.1) в зависимости

от 𝐷𝛼 и 𝜎0. Область существования уединенных состояний имеет аркообразную

форму с максимумом при 𝐷𝛼 ≈ 0.155 и 𝜎0 ≈ 0.12. Как видно из диаграммы,

начиная с 𝐷𝛼 > 0.045, ширина этой области значительно уменьшается по силе

связи. Например, при 𝐷𝛼 = 0.15 уединенные состояния наблюдаются в диапа-



97

зоне 0.1 < 𝜎0 < 0.15, хотя в отсутствие шума они реализуются в интервале

𝜎0 ∈ [0; 0.22] (рис. 2.11,а).

(а) (б)

Рисунок 2.11. Влияние шумовой модуляции управляющих параметров на

режим уединенных состояний в кольце нелокально связанных отображений

Лози. (а) Двумерная диаграмма распределения усредненных коэффициентов

взаимной корреляции 𝐶 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝛼). (б) Зависимости

нормированного числа уединенных узлов 𝑁S от силы связи 𝜎0 для различных

интенсивностей шума 𝐷𝛼 (см. легенду). Расчеты проводились для 50

различных пар реализаций случайно распределенных начальных условий и

равномерно распределенного источника шума (𝑀 = 50). Другие параметры:

𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

Для более детального анализа влияния шумовой модуляции управляю-

щих параметров 𝛼𝑖(𝑛) на уединенные состояния, вычисляется количество уеди-

ненных узлов для различных интенсивностей шума при изменении силы связи

𝜎0 (рис. 2.11,б). В отсутствие шума число 𝑁S уменьшается почти линейно с

увеличением силы связи (рис. 2.11,б, черная линия). При увеличении интен-

сивности шума зависимости 𝑁S от 𝜎0 напоминают резонансные кривые. Значе-

ние 𝜎0, соответствующее максимуму ("резонансу") каждой зависимости, сме-

щается в область сильной связи с увеличением 𝐷𝛼. При этом максимальное

количество уединенных узлов уменьшается с увеличением интенсивности шума
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(рис. 2.11,б). Таким образом, можно сказать, что для каждого значения 𝐷𝛼 су-

ществует определенное ("резонансное") значение 𝜎0, при котором наблюдается

максимальное число уединенных узлов в кольце нелокально связанных отоб-

ражений Лози. Обратим внимание, что до 𝐷𝛼 = 0.155 количество уединенных

узлов не меняется в конечной области около 𝜎0 = 0.12. Однако размер этой

области уменьшается с увеличением интенсивности шума.

Рисунок 2.12 демонстрирует изменение динамики ансамбля в присутствии

относительно слабой шумовой модуляции (𝐷𝛼 = 0.1) при увеличении силы свя-

зи 𝜎0. При слабой силе связи (рис. 2.12,a) из-за влияния шума система де-

монстрирует режим некогерентности с нерегулярной динамикой элементов во

времени (𝐶 → 0), в таком случае в системе отсутствует режим уединенных

состояний. Такой режим наблюдается при малых значениях 𝜎0 и при увели-

чении 𝐷𝛼, что соответствует черной области на диаграмме на рис. 2.11,а. В

области существования уединенных состояний (0.03 < 𝜎0 < 0.2 при 𝐷𝛼 = 0.1)

шумовая модуляция управляющих параметров переводит динамику ансамбля в

режим пространственной некогерентности, однако распределение значений ко-

эффициента корреляции показывает существование в системе уединенных уз-

лов (рис.2.12,б,в). В диапазоне сильной связи (0.2 < 𝜎0 < 0.23 при 𝐷𝛼 = 0.1)

шумовая модуляция подавляет уединенные узлы. Все осцилляторы переходят

в типичное состояние, однако мгновенные профили не являются гладкими (как

это было бы в отсутствие шумовой модуляции). При этом коэффициент корре-

ляции указывает на достаточно сильную степень синхронизации между элемен-

тами в силу их периодической динамики во времени (рис. 2.12,г, 𝐶1𝑖 ≈ 0.982).

Такой же режим зашумленной когерентной динамики наблюдается при введе-

нии шумовой модуляции при 𝜎0 > 0.23, т.е. при силе связи, соответствующей

гладкому пространственному профилю при 𝐷𝛼 = 0.

В рассмотренном случае уменьшение области наблюдения уединенных со-

стояний с ростом интенсивности шума объясняется случайными флуктуаци-

ями управляющих параметров 𝛼𝑖(𝑛). Данный факт увеличивает вероятность
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Рисунок 2.12. Динамика кольца нелокально связанных отображений Лози при

шумовой модуляции управляющих параметров парциальных элементов:

мгновенные профили динамических переменных 𝑥𝑖 (верхний ряд) и

пространственные распределения 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при интенсивности шума

𝐷𝛼 = 0.1 и различных значениях силы связи: (а) 𝜎0 = 0.02, (б) 𝜎0 = 0.05, (в)

𝜎0 = 0.14, (г) 𝜎0 = 0.21. Соответствующий усредненный по ансамблю

коэффициент взаимной корреляции (2.1) и нормированное количество

уединенных узлов (2.2): (а) 𝐶 = 0.012, 𝑁S = 0.001, (б) 𝐶 = 0.52, 𝑁S = 0.204,

(в) 𝐶 = 0.804, 𝑁S = 0.089, (г) 𝐶 = 0.982, 𝑁S = 0. Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

смещения значений 𝛼𝑖(𝑛) в область периодических колебаний индивидуальных

отображений Лози. При этом исчезает бистабильность в локальной динамике

отдельных элементов, и, таким образом, эти элементы не могут достичь аттрак-

тора уединенного состояния.

Кольцо нелокально связанных отображений Эно-Лози. При ана-

лизе влияния шумовой модуляции управляющих параметров парциальных эле-

ментов в кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози использовались

независимые источники нормального белого шума. Таким образом, уравнение

для управляющих параметров выглядит как 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖(𝑛), где 𝜓𝑖(𝑛)

– независимые нормированные нормальные источники белого шума, 𝛼0 = 1.5.
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При этом, чтобы избежать ухода траекторий парциальных элементов на бес-

конечность, было введено следующее условие: если 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖(𝑛) > 1.8, то

𝛼𝑖(𝑛) = 1.8.

Рисунок 2.13. Изменения нормированного количества уединенных узлов в

кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози при изменении силы

связи 𝜎0 и интенсивности шума 𝐴𝛼 при шумовой модуляции управляющих

параметров системы (используется генератор шума с нормальным

распределением). Расчеты проводились для 10 различных пар реализаций

случайно распределенных начальных условий и реализаций шума (𝑀 = 10).

Другие параметры: 𝛼0 = 1.5, 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000

При шумовой модуляции управляющих параметров парциальных элемен-

тов в кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози увеличение интен-

сивности шума приводит к таким же эффектам, что и в кольце нелокально

связанны отображений Лози (сравните рис. 2.11 и рис. 2.13). Слабая интенсив-

ность шума (𝐴𝛼 < 0.04) почти не изменяет ни количество уединенных узлов в

системе, ни интервал наблюдения уединенных состояний по силе связи 𝜎0, что

наблюдалось и в кольце нелокально связанных отображений Лози. При боль-

шей интенсивности шума, как и в кольце отображений Лози, в этой системе

наблюдается плавное уменьшение количества уединенных узлов при увеличе-
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ние силы связи и уменьшение интервала наблюдения уединенных состояний при

увеличении интенсивности шума.

2.3.2 Случайное распределение значений управляющих

параметров элементов ансамбля

Кольцо нелокально связанных отображений Лози. Перейдем те-

перь к рассмотрению неоднородного ансамбля со случайными значениями

управляющих параметров локальной динамики, равномерно распределенны-

ми в ограниченном интервале относительно среднего значения 𝛼0 = 1.4: 𝛼𝑖 =

𝛼0 +𝐷𝛼𝜉𝑖. Под параметром 𝐷𝛼 теперь понимается ширина интервала распреде-

ления 𝛼𝑖 (отклонение от среднего значения).

Исследования показали, что количество уединенных узлов начинает ме-

няется только при ширине распределения 𝐷𝛼 > 0.05. Как следует из двумерной

диаграммы, изображенной на рисунке 2.14,а, при увеличении 𝐷𝛼 значение ко-

эффициента взаимной корреляции 𝐶 уменьшается как для слабой, так и для

сильной силы связи 𝜎0. Это свидетельствует о том, что количество уединен-

ных узлов уменьшается в области слабой связи и увеличивается при сильной

нелокальной связи. Этот факт также подтверждается вычислением числа уеди-

ненных узлов, для которых на рис. 2.14,б представлены зависимости от 𝜎0, по-

лученные при разных значениях 𝐷𝛼. Из этих зависимостей видно, что с ростом

𝐷𝛼 максимум количества уединенных узлов смещается в область сильной связи.

Также стоит отметить, что при 𝐷𝛼 > 0.27 на плоскости параметров (𝜎0,𝐷𝛼) в

области слабой связи появляется область, в которой траектории системы уходят

на бесконечность (белые квадраты на рис. 2.14,а).

Проанализируем эволюцию динамики кольца нелокально связанных отоб-

ражений Лози в случае неоднородного распределения параметров локальной
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(а) (б)

Рисунок 2.14. Влияние случайного распределения управляющих параметров

на режим уединенных состояний в кольце нелокально связанных отображений

Лози. (а) Двумерная диаграмма распределения усредненных коэффициентов

взаимной корреляции 𝐶 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝛼). (б) Зависимости

нормированного количества уединенных узлов 𝑁S от силы связи 𝜎0 для

различных интенсивностей шума 𝐷𝛼 (см. легенду). Расчеты проводились для

50 различных пар реализаций случайно распределенных начальных условий и

равномерного распределения шума (𝑀 = 50). Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

динамики 𝛼𝑖 при фиксированном отклонении 𝐷𝛼 = 0.2 и среднем 𝛼0 = 1.4

(рис. 2.15). При слабой силе связи часть элементов кольца колеблется абсолют-

но асинхронно как с типичными состояниями, так и с одиночными узлами. Об

этом свидетельствует наличие элементов, для которых коэффициент корреля-

ции 𝐶1𝑖 обращается в нуль (рис. 2.15,(а)). Из-за этого количество уединенных

узлов в интервале слабой связи уменьшается (рис. 2.15,а, см. также рис. 2.14,б,

синяя линия). Увеличение 𝜎0 приводит к уменьшению числа некоррелирован-

ных осцилляторов, часть из которых притягивается к аттрактору уединенных

узлов, и, таким образом, количество уединенных узлов возрастает (рис. 2.15,б).

По мере дальнейшего увеличения силы связи количество уединенных узлов сно-

ва уменьшается (рис. 2.15,в). Однако их число больше, чем для случая ансам-
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Рисунок 2.15. Динамика кольца нелокально связанных отображений Лози при

случайном распределении управляющих параметров парциальных элементов:

мгновенные профили динамических переменных 𝑥𝑖 (верхний ряд) и

пространственные распределения 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при интенсивности шума

𝐷𝛼 = 0.2 и различных значениях силы связи: (а) 𝜎0 = 0.04, (б) 𝜎0 = 0.09, (в)

𝜎0 = 0.205, (г) 𝜎0 = 0.295. Соответствующий усредненный по ансамблю

коэффициент взаимной корреляции (2.1) и нормированное количество

уединенных узлов (2.2): (а) 𝐶 = 0.008, 𝑁S = 0.172, (б) 𝐶 = 0.357, 𝑁S = 0.189,

(в) 𝐶 = 0.894, 𝑁S = 0.021, (г) 𝐶 = 0.974, 𝑁S = 0. Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

бля с однородным распределение управляющих параметров (𝛼𝑖 = 𝛼0, 𝐷𝛼 = 0)

(рис. 2.15,в, см. также рис. 2.14,б, синяя линия). При достаточно большой силе

связи (𝜎0 > 0.26 при 𝐷𝛼 = 0.3) уединенные узлы полностью исчезают, а ранее

гладкий профиль становится некогерентным из-за случайного распределения

параметров локальной динамики (рис. 2.14,г). При этом усредненный коэффи-

циент взаимной корреляции принимает значения 𝐶 > 0.9, что соответствует

режиму зашумленной когерентной динамики.

В кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози неодно-

родное распределение управляющих параметров парциальных элементов зада-

валось с помощью случайных чисел 𝜓𝑖(0) со стандартным нормальным распре-
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делением: 𝛼𝑖 = 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖, где 𝛼0 есть среднее значение случайных величин

𝛼𝑖, параметр 𝐴𝛼 задает среднеквадратичное отклонение. При этом, чтобы избе-

жать уход траекторий на бесконечность, как и для случая шумовой модуляции,

ставилось условие: если 𝛼0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖 > 1.8, то 𝛼𝑖 = 1.8.

Рисунок 2.16 демонстрирует зависимость количества уединенных узлов от

силы связи и интервала неоднородного распределения управляющего парамет-

ра 𝛼𝑖 в кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози. Для выбранных

параметров введение неоднородного распределения значений управляющих па-

раметров 𝛼𝑖 ведет к уходу траекторий системы на бесконечность в интервале

слабой связи при меньшем разбросе параметров 𝐴𝛼, чем для кольца нелокально

связанных отображений Лози. При этом в рассмотренном диапазоне изменения

Рисунок 2.16. Изменения нормированного количества уединенных узлов в

кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози при фиксированном

неоднородном распределении параметров 𝛼𝑖 на плоскости параметров (𝜎0,

𝐴𝛼). Белая заштрихованная белая область – диапазон значений параметров,

при которых траектории с ненулевой вероятностью уходят на бесконечность.

Расчеты проводились для 10 различных пар реализаций случайно

распределенных начальных условий и реализаций шума (𝑀 = 10). Другие

параметры: 𝛼0 = 1.5, 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000
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𝐴𝛼 неодонородность распределения параметра 𝛼𝑖 почти не влияет на зависи-

мость числа уединенных узлов от силы связи между элементами. Дальнейшее

увеличение параметра 𝐴𝛼 ведет к увеличению области ухода траекторий на

бесконечность, что не позволяет зафиксировать изменения в количестве уеди-

ненных узлов также хорошо, как это было проделано для кольца нелокально

связанных отображений Лози.

2.4 Влияние шумовой модуляции и случайного

распределения значений силы связи парциальных

элементов на реализацию уединенных состояний

В данном разделе проводится анализ влияния шумовой модуляции силы

связи между элементами ансамбля на установление в системе уединенных со-

стояний. В этом случае аддитивный шум в системе отсутствует 𝑁𝑖(𝑛) ≡ 0,

а управляющие параметры всех элементов равны и не изменяются во вре-

мени 𝛼𝑖(𝑛) = 𝛼0. Распределение значений силы связи по ансамблю задает-

ся как и в прошлом разделе двумя соотношениями. При шумовой модуля-

ции имеем: 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 + 𝐷𝜎𝜉𝑖(𝑛), где 𝜉𝑖(𝑛) – независимые источники шума с

равномерным распределением в интервале [−1, 1], 𝐷𝜎 – интенсивность шума;

𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 + 𝐴𝜎𝜓𝑖(𝑛), где 𝜓𝑖(𝑛) – источник шума со стандартным распределе-

нием с нулевым средним и единичным отклонением, 𝐴𝜎 – интенсивность шу-

ма. В случае случайного распределения значения силы связи: 𝜎𝑖 = 𝜎0 + 𝐷𝜎𝜉𝑖

(𝜎𝑖 = 𝜎0 + 𝐴𝜎𝜓𝑖).
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2.4.1 Шумовая модуляция силы связи между элементами

ансамбля

Кольцо нелокально связанных отображений Лози. Для анализа

динамики кольца нелокально связанных отображений Лози при шумовой мо-

дуляции силы связи были использованы независимые белые источники шума

𝜉𝑖(𝑛) с равномерным: 𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 +𝐷𝜎𝜉𝑖(𝑛).

Как и ранее, рассчитывался усредненный коэффициент взаимной корре-

ляции 𝐶 (2.1) при изменении среднего значения 𝜎0 и интенсивности шума 𝐷𝜎.

Полученные данные представлены в виде двумерной диаграммы, приведенной

на рисунке 2.17,а. Как видно, область существования уединенных состояний

также уменьшается под влиянием шумовой модуляции силы связи между эле-

ментами как и в случае модуляции параметров локальной динамики. Однако,

в отличие от предыдущего случая, область существования уединенных состоя-

ний сужается только относительно правой границы, это приводит к тому, что

в интервале слабой связи не наблюдается некогерентная динамика. Это можно

объяснить тем, что шумовая модуляция сдвигает значения коэффициентов свя-

зи между некоторыми элементами в область более сильной связи, что не поз-

воляет элементам достичь аттрактора уединенных узлов. Поскольку область

притяжения аттрактора когерентного состояния больше, чем аттрактора уеди-

ненного узла, и они четко разделены в фазовом пространстве, последующее

влияние шума и ослабление силы связи не позволяют элементу вернуться в

исходное состояние (на аттрактор уединенного узла).

В рассматриваемом случае диапазон 𝜎0 можно разделить на два интерва-

ла: [0, 0.07] и (0.07, 0.23]. В интервале сильной связи (𝜎0 ∈ (0.07, 0.23]) область

наблюдения уединенных состояний на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝜎) представ-

ляет собой частично куполообразную область (рис. 2.17,а), сравнимую с наблю-

даемой для случая модуляции шумом управляющих параметров парциальных
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(а) (б)

Рисунок 2.17. Влияние шумовой модуляции силы связи на режим уединенных

состояний в кольце нелокально связанных отображений Лози. (а) Двумерная

диаграмма распределения усредненных коэффициентов взаимной корреляции

𝐶 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝜎). (б) Зависимости нормированного

количества уединенных узлов 𝑁S от силы связи 𝜎0 для различных

интенсивностей шума 𝐷𝜎 (см. легенду). Расчеты проводились для 50

различных пар реализаций случайно распределенных начальных условий и

равномерного распределения шума (𝑀 = 50). Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

элементов (смотрите рис. 2.11). В диапазоне слабой связи (𝜎0 ∈ [0, 0.07]) гранич-

ные значения области существования уединенных состояний по параметру 𝜎0

изменяются почти линейно и сдвигаются влево только при достаточно большой

интенсивности шума. В отличие от случая шумовой модуляции управляющих

параметров 𝛼𝑖(𝑛), даже относительно слабая шумовая модуляция параметров

связи (𝐷𝜎 ≈ 0.07) может привести к подавлению уединенных состояний и к

установлению полной когерентности (синхронизации) или режиму зашумлен-

ной когерентной динамики (рис. 2.17,а). В данном случае шумовая модуляция

не вызывает перехода к полной некогерентности в кольце нелокально связанных

отображений Лози.
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Обратим внимание, что до𝐷𝜎 = 0.07 количество уединенных узлов умень-

шается почти по линейному закону с увеличением 𝜎0 (рис. 2.17,б). Однако бо-

лее высокая интенсивность шума приводит к резкому уменьшению количества

уединенных узлов в интервале слабой связи (𝜎0 ∈ [0, 0.07]) (см. лиловый и си-

ний графики на рис. 2.17,б). Можно предположить, что в этом случае шумовая

модуляция сдвигает эффективные значения силы связи 𝜎0 в сторону ее больших

значений, которые соответствуют когерентному или полностью синхронизиро-

ванному поведению кольца нелокально связанных отображений Лози в отсут-

ствие шумовой модуляции.

Кольцо нелокально связанных отображений Эно-Лози. При ана-

лизе влияния шумовой модуляции коэффициентов связи между элементами в

кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози рассматривался нормаль-

ный белый шум. В этом случае сила связи определяется следующим образом:

𝜎𝑖(𝑛) = 𝜎0 + 𝐴𝛼𝜓𝑖(𝑛), где 𝜓𝑖(𝑛) – независимые нормированные источники нор-

мального белого шума.

Шумовая модуляция силы связи между элементами кольца нелокально

связанных отображений Эно-Лози приводит к уменьшению количества уеди-

ненных узлов и интервала наблюдения уединенных состояний по параметру 𝜎0

(рис. 2.18), что наблюдалось и в кольце отображений Лози. Весь интервал по си-

ле связи в кольце Эно-Лози можно разделить на слабую 𝜎0 ∈ [0, 0.1] и сильную

𝜎0 ∈ (0.1, 0.3] связь между элементами. В первом случае наблюдается линейное

уменьшение интервала существования уединенных состояний по параметру 𝜎0.

Во втором случае наблюдается куполообразная зависимость, хотя для данных

параметров она более сглажена, чем для кольца нелокально связанных отобра-

жений Лози (сравните рис. 2.17 и рис. 2.18).
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Рисунок 2.18. Изменения нормированного количества уединенных узлов в

кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози при изменении среднего

значения коэффициента связи 𝜎0 и интенсивности 𝐴𝜎 шумовой модуляции

коэффициента связи, задаваемой независимыми источниками шума с

нормальным распределением. Расчеты проводились для 10 различных пар

реализаций случайно распределенных начальных условий и реализаций шума

(𝑀 = 10). Другие параметры: 𝛼0 = 1.5, 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000

2.4.2 Случайное распределение значений силы связи по

ансамблю

Кольцо нелокально связанных отображений Лози. При исследова-

нии влияния неоднородного распределения силы связи по ансамблю нелокально

связанных отображений Лози использовалось следующее выражение для ко-

эффициентов связи 𝜎𝑖 = 𝜎0 + 𝐷𝜎𝜉𝑖, где 𝜉𝑖 – случайные числа с равномерным

распределением в интервале [−1, 1], 𝐷𝜎 – интервал разброса значений коэффи-

циентов связи относительно среднего значения 𝜎0.

При случайном распределении силы связи 𝜎𝑖 весь интервал изменения

среднего значения силы связи 𝜎0 можно разделить на две части, одна из ко-

торых соответствует слабой связи, 𝜎0 ∈ [0, 0.12], а другая – сильной связи,
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𝜎0 ∈ (0.12, 0.5]. Двумерная диаграмма распределения 𝐶 на плоскости парамет-

ров (𝜎0, 𝐷𝜎) (рис. 2.19,а) показывает, что в области слабой связи коэффициент

взаимной корреляции 𝐶 растет с увеличением отклонения 𝐷𝜎. Это означает,

что количество уединенных узлов уменьшается (рис. 2.19,б). В то же время,

для сильной связи увеличение 𝐷𝜎 приводит к уменьшению коэффициента 𝐶

(рис. 2.19,а) и, таким образом, в кольце нелокально связанных отображений

Лози растет количество уединенных узлов (рис. 2.19,б). Как следует из диа-

граммы на рис. 2.19,а, область существования уединенных состояний расширя-

ется (относительно 𝜎0) с ростом 𝐷𝜎. Увеличение стандартного отклонения 𝐷𝜎 в

диапазоне сильной связи (𝜎0 > 0.23) вызывает переход динамики кольца отоб-

ражений Лози из режима когерентности в режим уединенных состояний, при

(а) (б)

Рисунок 2.19. Влияние случайного распределения силы связи на режим

уединенных состояний в кольце нелокально связанных отображений Лози. (а)

Двумерная диаграмма распределения усредненных коэффициентов взаимной

корреляции 𝐶 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐷𝜎). (б) Зависимости

нормированного количества уединенных узлов 𝑁S от силы связи 𝜎0 для

различных интенсивностей шума 𝐷𝜎 (см. легенду). Расчеты проводились для

50 различных пар реализаций случайно распределенных начальных условий и

равномерного распределения шума (𝑀 = 50). Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.
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этом количество уединенных узлов постепенно увеличивается при увеличении

𝐷𝜎. Более того, для достаточно широкого интервала распределения (например,

𝐷𝜎 ≥ 0.3) ансамбль демонстрирует уединенные состояния во всем исследуемом

диапазоне изменения силы связи 𝜎0. Таким образом, введение неравномерного

распределения силы связи достаточной ширины позволяет индуцировать и под-

держивать режим уединенных состояний в кольце отображений Лози незави-

симо от среднего значения 𝜎0. Этот факт также подтверждается построенными

зависимостями числа уединенных узлов от 𝜎0, представленными на рис. 2.19,б

для различных значений ширины 𝐷𝜎. Видно, что, начиная с 𝐷𝜎 ≈ 0.3, чис-

ло уединенных узлов уменьшается с ростом 𝜎0 довольно медленно и никогда не

обращается в нуль (см., например, синий и фиолетовый графики на рис. 2.19,б).

На рисунке 2.20 показаны изменения динамики кольца нелокально свя-

занных отображений Лози в случае малого среднего значения силы связи 𝜎0

(рис. 2.20,а,б) и большого (рис. 2.20,в,г) для двух выбранных значений 𝐷𝜎. В

области слабой связи уменьшение числа уединенных узлов выражается в разре-

женности пространственного профиля при увеличении 𝐷𝜎 (рис. 2.20,а,б). При

достаточно сильной связи увеличение интервала распределения 𝐷𝜎 приводит

к появлению уединенных узлов на когерентном профиле (рис. 2.20,г). Однако

при достаточно большом 𝐷𝜎 плато мгновенного профиля соответствует неко-

герентной динамике элементов ансамбля. Кроме того, появляются уединенные

узлы, для которых характерна малая амплитуда (рис. 2.20,г) и которые выгля-

дят как небольшие колебания относительно плато мгновенного профиля. Они

едва видны на мгновенном распределении значений корреляции, так как имеют

𝐶1𝑖 ≈ 0.985.

Локализованное неоднородное распределение коэффициентов

связи в кольце нелокально связанных отображений Лози. Проведенные

исследования показали, что неоднородное распределение силы связи элементов

внутри только одного кластера ансамбля, может привести к возникновению

уединенных узлов в этом кластере. Рисунок 2.21 иллюстрирует динамику коль-
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Рисунок 2.20. Динамика кольца нелокально связанных отображений Лози при

случайном распределении силы связи между парциальными элементами:

мгновенные профили динамических переменных 𝑥𝑖 (верхний ряд) и

пространственные распределения 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при малом 𝜎0 = 0.03

(а)-(б) и большом 𝜎0 = 0.29 (в)-(г) значениях средней силы связи и для двух

значений стандартного отклонения неравномерного распределения силы

связи: (а),(в) 𝐷𝜎 = 0.11, и (б),(г) 𝐷𝜎 = 0.2. Соответствующий усредненный по

ансамблю коэффициент взаимной корреляции (2.1) и нормированное

количество уединенных узлов (2.2): (а) 𝐶 = 0.542, 𝑁S = 0.208, (б) 𝐶 = 0.533,

𝑁S = 0.193, (в) 𝐶 = 0.99, 𝑁S = 0.005, (г) 𝐶 = 0.958, 𝑁S = 0.021. Другие

параметры: 𝛼0 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

ца отображений Лози в случае неоднородного распределения коэффициентов

связи элементов из интервала 400 < 𝑖 < 600 ("локализованное неоднородное

распределение"). Количество индуцированных уединенных узлов зависит от

среднего значения 𝜎0, ширина интервала распределения 𝐷𝜎, размера локализо-

ванного неоднородного распределения и реализации случайно распределенных

начальных условий. Чем больше 𝐷𝜎 и размер кластера, тем выше вероятность

возникновения уединенных узлов. Чем больше 𝜎0, тем меньше вероятность пе-

рехода осцилляторов в режим уединенных узлов. Мгновенный профиль и про-

странственное распределение 𝐶1𝑖, приведенные на рис. 2.21,а, относятся к слу-
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Рисунок 2.21. Динамика кольца нелокально связанных отображений Лози с

неоднородным распределением коэффициентов связи 𝜎𝑖 для элементов в

интервале 400 < 𝑖 < 600: мгновенные профили динамических переменных 𝑥𝑖

(верхний ряд) и пространственные распределения 𝐶1𝑖 (нижний ряд) при

𝐷𝜎 = 0.155 и двух различных значений 𝜎0: (а) 0.30 и (б) 0.27.

Соответствующий усредненный по ансамблю коэффициент взаимной

корреляции (2.1) и нормированное количество уединенных узлов (2.2): (а)

𝐶 ≈ 1, 𝑁S = 0, (б) 𝐶 = 0.989 , 𝑁S = 0.005. Другие параметры: 𝛼0 = 1.4,

𝛽 = 0.3, 𝐷𝛼 = 0, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000.

чаю, когда среднего значения 𝜎0 недостаточно для возбуждения уединенных

узлов внутри кластера с неоднородным распределением силы связи и малые

отклонения от гладкого профиля обусловлены только шумовыми флуктуаци-

ями. Однако отметим, что некоторые наборы случайных начальных условий

могут привести к появлению уединенных узлов и при такой интенсивности шу-

ма и силе связи. Рисунок 2.21,б соответствует параметрам, при которых могут

индуцироваться уединенные узлы в ограниченном кластере элементов с неодно-

родным распределением силы связи. Отметим, что описанные выше переходы

происходят при 𝜎0 = 0.27, а уединенные узлы в однородном кольце отображе-

ний Лози (𝐷𝜎 = 0) наблюдаются только при 𝜎0 < 0.23.
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Отметим, что исследования показали, что введение случайной неодно-

родности в управляющие параметры элементов 𝛼𝑖 для определенного класте-

ра элементов не приводит к появлению уединенных узлов в этом кластере. В

этом случае наблюдались только структуры, подобные показанным на рисун-

ке 2.21,а.

Кольцо нелокально связанных отображений Эно-Лози. Для ис-

следования влияния неоднородного распределения силы связи на динамику

кольца нелокально связанных отображений Эно-Лози использовались случай-

ные числа 𝜓𝑖 со стандартным нормальным распределением: 𝜎𝑖 = 𝜎0 + 𝐴𝜎𝜓𝑖.

Введение неоднородности по силе связи в кольцо нелокально связанных

отображений Эно-Лози ведет к эффектам, подобным тем, что наблюдались в

кольце нелокально связанных отображений Лози. На рисунке 2.22 представле-

но распределение нормированного числа уединенных узлов в зависимости от

Рисунок 2.22. Изменение нормированного количество уединенных узлов в

кольце нелокально связанных отображений Эно-Лози при неоднородном

распределении коэффициентов связи 𝜎𝑖 на плоскости параметров (𝜎0, 𝐴𝜎).

Расчеты проводились для 10 различных пар реализаций случайно

распределенных начальных условий и реализаций шума (𝑀 = 10). Другие

параметры: 𝛼0 = 1.5, 𝛽 = 0.5, 𝜀 = 0.1, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000
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среднего значения силы связи 𝜎0 и среднеквадратичного отклонения 𝐴𝜎. Вид-

но, что оно качественно совпадает с зависимостями построенными для кольца

отображений Лози (рис. 2.19). Наблюдается уменьшение количества уединен-

ных узлов в интервале слабой связи 𝜎0 < 0.14 при увеличении интервала неод-

нородного распределения 𝐷𝜎, а в интервале сильной связи 𝜎0 > 0.14, наоборот,

наблюдается увеличение количества уединенных узлов.

2.5 Выводы по второй главе

В настоящей главе представлены результаты численного анализа дина-

мики ансамблей нелокально связанных нелинейных осцилляторов, которые

описываются отображением Лози, отображением Эно-Лози и осциллятором

ФитцХью-Нагумо, под воздействием внешних шумовых возмущений, которые

вводились в систему аддитивным и мультипликативным способами, а также в

условиях случайной неоднородности параметров. Значения управляющих па-

раметров выбирались таким образом, чтобы в исследуемых ансамблях наблю-

дались уединенные состояния. На основании проведенных исследований можно

сформулировать следующие основные выводы:

1. Воздействие независимых источников аддитивного шума с нормальным

или равномерным распределением на ансамбли связанных нелинейных си-

стем, которые без шума демонстрируют уединенные состояния, при увели-

чении интенсивности шума приводит к уменьшению интервала наблюдения

уединенных состояний по силе связи между элементами. Вместе с этим,

увеличение интенсивности шума ведет к уменьшению количества уединен-

ных узлов в ансамбле преимущественно на границах интервала существо-

вания уединенных состояний по параметру силы связи.
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2. Несмотря на то, что в большинстве рассмотренных случаев увеличение ин-

тенсивности шума приводило к уменьшению вероятности возникновения

режима уединенных состояний, а также к уменьшению количества уеди-

ненных узлов, в некоторых случаях аддитивный шум может индуцировать

появление таких состояний. Так в кольце нелокально связанных осцилля-

торов ФитцХью-Нагумо в интервале слабой связи введение аддитивного

шума способствовало появлению уединенных состояний при силе связи на

примерно 0.04 больше, чем максимальная сила связи, при которой наблю-

дались уединенные узлы в ансамбле без шума.

3. При шумовой модуляции управляющих параметров (параметра локальной

динамики парциальных элементов или силы связи) ансамблей нелокаль-

но связанных нелинейных осцилляторов наблюдаются эффекты, подобные

тем, которые имели место при аддитивном шумовом воздействии. Шумо-

вая модуляция управляющих параметров приводит к подавлению уединен-

ных узлов и уменьшению интервала наблюдения уединенных состояний по

параметру среднего значения силы связи.

4. Случайное распределение силы связи или параметров локальной динамики

парциальных элементов может привести к увеличению интервала наблю-

дения уединенных состояний и их количества. Однако, это лучше видно

для случая неоднородного распределения силы связи, так как неоднород-

ность по управляющим параметрам парциальных элементов при увеличе-

нии дисперсии распределения ведет к уходу траекторий на бесконечность,

предельная ширина разброса зависит от собственно динамики парциаль-

ных элементов, а также от статистики неоднородного распределения (нор-

мальное или равномерное). Локализованное неоднородное распределение

коэффициентов связи между элементами в конечном кластере ансамбля

может индуцировать возникновение уединенных узлов в этой области.
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Глава 3. Взаимодействие химерных и

уединенных состояний в неоднородных

многослойных ансамблях. Эффекты

синхронизации.

3.1 Введение

Синхронизация в сетях связанных осцилляторов представляет собой одно

из важнейших явлений самоорганизации и наблюдается в природных, социаль-

ных и технологических системах [6,9,83,145,159–162]. Эффекты синхронизации

имеют место как в автоколебательных системах (синхронизация предельного

цикла [163, 164], синхронизация хаоса [145, 165, 166]), так и в сложных ансам-

блях применительно к пространственно-временным структурам [6,9, 83,162].

В последнее время особое внимание уделяется коллективной динамике и

эффектам синхронизации в многослойных сетях, слои которых могут демон-

стрировать различные пространственно-временные структуры [167–169]. Вза-

имодействие между ансамблями (слоями) в многослойных сетях может при-

водить к разным типам синхронизации сложных пространственно-временных

структур (в том числе химерных и уединенных состояний): кластерная син-

хронизация [101, 102], полная синхронизация [100], обобщенная синхрониза-

ция [170], фазовая синхронизация [171], вынужденная и взаимная синхрони-

зации [103, 104, 115], взрывная синхронизация [105–107] и др. Несмотря на то,

что довольно много работ посвящено исследованиям эффектов синхронизации

в различных сетях, с различным типом парциальных элементов и различной

топологией внутрислойной и межслойной связей [106, 108, 110, 172, 173], мало
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внимания уделено особенностям синхронизации во взаимодействующих систе-

мах при наличии в них неоднородностей различного типа.

В третьей главе диссертационной работы приводятся результаты чис-

ленного исследования взаимодействия сложных пространственно-временных

структур в двух- и трехслойных ансамблях. При этом исследуется влияние

структур в слоях (которыми можно управлять с помощью параметров отдель-

ных слоев или начальных условий динамических переменных) и характера меж-

слойной связи (межслойная связь через разные переменные, в присутствии и

отсутствие шумовой модуляции межслойной связи, разреженная или полная

межслойная связь) на степень синхронизации слоев и возможность установле-

ния в них различных структур. Определяются параметры межслойной связи,

которые способствуют реализации эффективной, полной или удаленной синхро-

низации. Для оценки степени синхронизации используются локальная и гло-

бальная ошибки межслойной синхронизации, что позволяет обнаруживать и

оценивать не только полную синхронизацию, но и кластерную.

Результаты исследований, изложенные в третьей главе, опубликованы в

работах [114,115,118–120,127].

3.2 Взаимодействие химерных и уединенных состояний в

двухслойной сети нелокально связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо

Данный раздел посвящен результатам исследований пространственно-

временной динамики и синхронизации неоднородной двухслойной сети, в кото-

рой каждый слой представляет собой кольцо нелокально связанных осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо в колебательном режиме (1.13). Такая сеть описывается
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следующей системой уравнений:

𝜀
𝑑𝑢1𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢1𝑖 −
𝑢31𝑖
3

− 𝑣1𝑖 +
𝜎1
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑢𝑢(𝑢1𝑗 − 𝑢1𝑖) + 𝑏𝑢𝑣(𝑣1𝑗 − 𝑣1𝑖)] + (3.1)

+𝑘𝑢12(𝑢2𝑖 − 𝑢1𝑖),

𝑑𝑣1𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢1𝑖 + 𝑎+
𝜎1
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑣𝑢(𝑢1𝑗 − 𝑢1𝑖) + 𝑏𝑣𝑣(𝑣1𝑗 − 𝑣1𝑖)] +

+𝑘𝑣12(𝑣2𝑖 − 𝑣1𝑖),

𝜀
𝑑𝑢2𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢2𝑖 −
𝑢32𝑖
3

− 𝑣2𝑖 +
𝜎2
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑢𝑢(𝑢2𝑗 − 𝑢2𝑖) + 𝑏𝑢𝑣(𝑣2𝑗 − 𝑣2𝑖)] +

+𝑘𝑢21(𝑢1𝑖 − 𝑢2𝑖),

𝑑𝑣2𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢2𝑖 + 𝑎+
𝜎2
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝑏𝑣𝑢(𝑢2𝑗 − 𝑢2𝑖) + 𝑏𝑣𝑣(𝑣2𝑗 − 𝑣2𝑖)] +

+𝑘𝑣21(𝑣1𝑖 − 𝑣2𝑖).

где 𝑢1𝑖, 𝑣1𝑖 – динамические переменные первого слоя, а 𝑢2𝑖, 𝑣2𝑖 – второго. Са-

ми слои (кольца) описываются теми же уравнениями, что были исследованы

в данной работе ранее в главах 1 и 2 (1.13). Межслойная связь задается по-

следними слагаемыми во всех четырех уравнениях, где 𝑘𝑢12, 𝑘𝑣12 – сила связи

первого кольца со вторым, а 𝑘𝑢21, 𝑘𝑣21 – второго с первым. Верхние индексы 𝑢 и

𝑣 в коэффициентах силы межслойной связи обозначают переменную, по кото-

рой вводится межслойная связь: через быструю переменную 𝑘𝑢12, 𝑘𝑢21 или через

медленную переменную 𝑘𝑣12, 𝑘𝑣21).

Как было показано ранее в разделе 1.3.2, кольцо нелокально связанных ос-

цилляторов ФитцХью-Нагумо способно демонстрировать химерные состояния,

уединенные состояния, комбинированные структуры (сосуществование химер-

ных и уединенных состояний) в зависимости от управляющих параметров. При

исследовании динамики двухслойной сети связанных колец ФитцХью-Нагумо

значения управляющих параметров выбирались таким образом, чтобы в коль-

цах в отсутствие связи устанавливались различные пространственно-временные

структуры.
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(а) (в)

(б) (г)

Рисунок 3.1. Динамика изолированных колец (𝑘𝑢12 = 𝑘𝑢21 = 0, 𝑘𝑣12 = 𝑘𝑣21 = 0)

нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо: уединенное состояние

в первом кольце (а)-(б), химерное состояние во втором кольце (в)-(г).

Мгновенные профили переменных 𝑢1𝑖 и 𝑢2𝑖 (а),(в), профиль средних фазовых

скоростей (𝜔1𝑖, 𝜔2𝑖) и проекция многомерного аттрактора (вставки (𝑢1, 𝑣1) и

(𝑢2, 𝑣2)) (б),(г). Черное множество на (𝑢1, 𝑣1) и (𝑢2, 𝑣2) соответствует

элементам из когерентной области, красное – уединенным узлам, зеленое –

элементам из некогерентного кластера химеры. Параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎 = 0.5,

𝜎1 = 0.3, 𝜎2 = 0.3, 𝜑1 = 1.37, 𝜑2 = 1.53, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300.

В данном разделе в качестве начальных структур выбираются химерные

и уединенные состояния, которые реализуются при следующих фикисирован-

ных значениях управляющих параметров: 𝜀 = 0.05, 𝑎 = 0.5, 𝜎1 = 0.3, 𝜎2 = 0.3,

𝜑1 = 1.37, 𝜑2 = 1.53, 𝑅 = 105, 𝑁 = 300. На рисунке 3.1 представлены типич-

ные мгновенные профили, профили распределения средних фазовых скоростей

(1.15) и проекций многомерных аттракторов для режима уединенных состояний

в первом слое (рис. 3.1,а-б) и химерного состояния во втором слое (рис. 3.1,в-г)
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в отсутствие связи между слоями. Уединенные состояния характеризуются на-

личием гладкого профиля средних фазовых скоростей (рис. 3.1,б) и наличием

двух множеств в фазовом пространстве: черное множество соответствует дина-

мике элементов из когерентной области, красное — уединенных узлов (вставки

на рис. 3.1,б). На рисунке 3.1,в приведен мгновенный профиль для второго

слоя 𝑢2𝑖, который соответствует химерному состоянию (когерентный кластер

150 6 𝑖 6 250, некогерентный кластер 1 6 𝑖 6 149 и 251 6 𝑖 6 300). В

этом случае на профиле средней фазовой скорости наблюдается дугообразная

зависимость (рис. 3.1,г). На фазовой плоскости (𝑢2, 𝑣2) существует два пересе-

кающихся множества (вставки на рис. 3.1,г): зеленый аттрактор соответствует

элементам из некогерентного кластера химеры, а черный – элементам из ко-

герентной области. Как видно из проекции многомерного аттрактора, зеленое

притягивающее множество существенно шире по сравнению с предельным цик-

лом в одиночном осцилляторе ФитцХью-Нагумо [153,154].

Для оценки степени синхронизации пространственно-временных режи-

мов, устанавливающихся в разных слоях под действием межслойной связи, бы-

ли использованы две меры степени синхронизации между слоями. Во-первых,

стандартное отклонение с усреднением по времени для соответствующих 𝑖-х

пар элементов слоев:

𝛿𝑖 =
1

𝑡2 − 𝑡1

∫︁ 𝑡2

𝑡1

(𝑢1𝑖 − 𝑢2𝑖)
2𝑑𝑡. (3.2)

При этом отбрасывается время установления, равное 𝑡1 = 2000 безразмерных

единиц времени, и интеграл берется по 𝑡2 = 3000. Меру (3.2) также называют

локальной ошибкой межслойной синхронизации, которая позволяет анализиро-

вать режимы частичной синхронизации между слоями. При этом 𝛿𝑖 = 0 для

синхронизированных пар осцилляторов, и 𝛿𝑖 ̸= 0 для остальных.

Для анализа поведения сети (3.1) в целом и количественной оценки сте-

пени синхронизации используется мера синхронизация c усреднением как по

времени, так и по элементам сети, представляющая собой глобальную ошибку
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межслойной синхронизации:

𝛿 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
1

𝑡2 − 𝑡1

∫︁ 𝑡2

𝑡1

(𝑢1𝑖 − 𝑢2𝑖)
2𝑑𝑡

)︂
, (3.3)

Если слои в сети (3.1) полностью синхронизированы, то 𝛿 = 0. Однако, хоро-

шо известно, что полная синхронизация может наблюдаться только в системе

идентичных элементов/слоев. В связи с тем, что исследуются неидентичные

слои, то вводится понятие эффективной синхронизации при 0.001 < 𝛿𝑖 < 0.01

и 0.0001 < 𝛿 < 0.001, а при 𝛿𝑖 < 0.001 и 𝛿 < 0.0001 можно говорить о (относи-

тельно) полной межслойной синхронизации.

3.2.1 Синхронизация двухслойной сети осцилляторов

ФитцХью-Нагумо при взаимной межслойной связи

В связи с тем, что в системе (3.1) межслойная связь может быть введена

как через быстрые (𝑢), так и через медленные (𝑣) переменные, синхронизация

между двумя кольцами осцилляторов ФитцХью-Нагумо исследуется при связи

как только через 𝑢, так и только через 𝑣.

Межслойная связь через быстрые переменные. Рассмотрим дина-

мику системы (3.1) в случае связи между слоями только через быстрые пере-

менные 𝑢1𝑖 и 𝑢2𝑖, то есть 𝑘𝑢12 = 𝑘𝑢21 = 𝑘𝑢 ̸= 0, а 𝑘𝑣12 = 𝑘𝑣21 = 𝑘𝑣 = 0. Управляющие

параметры каждого слоя зафиксированы и соответствуют рисунку 3.1. Дина-

мика системы (3.1) проиллюстрирована на рисунке 3.2 для четырех возрастаю-

щих значений силы межслойной связи 𝜎𝑢. На рисунке 3.3 показаны результаты

расчета глобальной ошибки межслойной синхронизации 𝛿 (3.3) при увеличении

𝑘𝑢.

При слабой межслойной связи, 𝑘𝑢 < 0.04 (рис. 3.2,I,а-д), слои демонстри-

руют динамику почти идентичную той, что наблюдается в несвязанных систе-
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мах (рис. 3.1). На рисунке 3.2,I,д представлена зависимость локальной ошибки

синхронизации между всеми парами связанных элементов, которая является

высокой для рассматриваемой сети (𝛿𝑖 > 3), что свидетельствует об отсут-

ствии синхронизации между слоями. При увеличении силы межслойной свя-

зи 𝑘𝑢 уединенные состояния в первом слое исчезают и заменяются химерными

состояниями с двумя некогерентными кластерами (рис. 3.2,II,а-д). В этом слу-

чае только при относительно большой силе межслойной связи профиль средней

фазовой скорости начинает демонстрировать два дугообразных распределения

(рис. 3.2,II,в). Принимая во внимание пространственное распределение значе-

ний 𝛿𝑖, показанное на рисунке 3.2,II,д, можно сделать вывод, что в системе

реализуется режим кластерной синхронизации. Как видно, 𝛿𝑖 < 0.02 для ко-

герентных кластеров (1 6 𝑖 6 170, 214 6 𝑖 6 254) и намного больше для

некогерентных (171 6 𝑖 6 213, 255 6 𝑖 6 300). При этом глобальная ошибка

межслойной синхронизации 𝛿 (3.3) не опускается ниже 0.028, что наблюдается

в диапазоне 𝑘𝑢 ∈ [0.006, 0.062] (рис. 3.3) и не соответствует заданному уровню

эффективной синхронизации (𝛿 < 0.01). Например, для случая, проиллюстри-

рованного на рисунке 3.2,II, имеем 𝛿 = 0.049.

При 𝑘𝑢 > 0.062 в обоих кольцах устанавливается когерентный режим

(рис. 3.2,III,а-д), при этом в системе наблюдается полная синхронизация пе-

риодических колебаний, что подтверждается пространственным распределени-

ем локальной ошибки межслойной синхронизации, которая обращается в нуль

для всех пар элементов (рис. 3.2,III,д). На рисунке 3.3 можно видеть, что эф-

фект полной синхронизации наблюдается в диапазоне сил межслойной связи

𝑘𝑢 ∈ [0.062, 0.13], для которых 𝛿 < 0.0001. Однако, дальнейшее увеличение силы

межслойной связи может привести не только к увеличению степени синхрони-

зации, но и к появлению на профилях колец уединенных узлов (рис. 3.2,IV,а,б),

что связано с возникновением бистабильности в системе, т.е. сосуществованием

двух предельных множеств (см. вставки на рис. 3.2,IV,в,г). Цикл, изображен-

ный на рисунке черным цветом, соответствует когерентной динамике, а крас-
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I II

III IV

Рисунок 3.2. Динамика системы (3.1) при увеличении силы межслойной связи

𝑘𝑢: 0.003 (фрагмент I), 0.054 (фрагмент II), 0.091 (фрагмент III) и 0.187

(фрагмент IV). Мгновенные профили переменных (а) 𝑢1𝑖 и (б) 𝑢2𝑖, профили

средней фазовой скорости (в) 𝜔1𝑖 и (г) 𝜔2𝑖 и проекции многомерных

аттракторов (вставки (𝑢1𝑖, 𝑣1𝑖) и (𝑢2𝑖, 𝑣2𝑖), соотвественно): черные кривые –

элементы из когерентных областей, красные – уединенные узлы, зеленые –

элементы из некогерентных кластеров химеры, (д) распределение локальной

ошибки межслойной синхронизации 𝛿𝑖 (3.2). Другие параметры: 𝜀 = 0.05,

𝑎 = 0.5, 𝜎1 = 0.3, 𝜎2 = 0.3, 𝜑1 = 1.37, 𝜑2 = 1.53, 𝑅 = 105, 𝑘𝑣 = 0, 𝑁 = 300.
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Рисунок 3.3. Зависимость глобальной ошибки межслойной синхронизации 𝛿

(3.3) от силы межслойной связи 𝑘𝑢, построенная для 5 различных наборов

случайных начальных условий элементов из каждого кольца (отмечены

различными цветами). Ось ординат показана в логарифмическом масштабе.

Остальные параметры такие же, как на рисунке 3.2.

ный — уединенным узлам. Кроме того, пространственные распределения сред-

них фазовых скоростей почти гладкие, что является явным признаком отсут-

ствия химер в кольцах (рис. 3.2,IV,в,г). Как следует из рис. 3.2,IV,д, в системе

наблюдается режим кластерной синхронизации. В этом случае 𝛿𝑖 > 0.03 толь-

ко для уединенных узлов, а для остальных элементов 0.000002 < 𝛿𝑖 < 0.0018

(рис. 3.2,IV,д). В то же время, если рассматривать систему в целом, можно

говорить об эффективной синхронизации колец: для режима уединенных со-

стояний, который наблюдается в интервале 𝑘𝑢 ∈ [0.13, 0.32] глобальная ошибка

межслойной синхронизации 𝛿 < 0.0015, что удовлетворяет условию эффектив-

ной синхронизации(рис. 3.3).

При дальнейшем увеличении межслойной связи 𝑘𝑢 > 0.32 изучаемая си-

стема (3.1) снова переходит в режим полной синхронизации: 𝛿(𝑘𝑢) ≈ 0 для пяти

различных реализаций случайных начальных условий (рис. 3.3).

Межслойная связь через медленные переменные. Перейдем к слу-

чаю, когда кольца ФитцХью-Нагумо взаимно связаны через медленные пере-
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менные 𝑣1𝑖 и 𝑣2𝑖, т. е. 𝑘𝑢12 = 𝑘𝑢21 = 𝑘𝑢 = 0, а 𝑘𝑣12 = 𝑘𝑣21 = 𝑘𝑣 ̸= 0 (ур. (3.1)).

Значения управляющих параметров колец выбраны такими же, как в предыду-

щем разделе.

Исследования показывают, что при увеличении силы межслойной связи

динамика колец частично повторяет ту, которая наблюдается при связи колец

через быстрые переменные. При введении слабой межслойной связи уединен-

ные состояния в первом кольце постепенно исчезают, а химеры во втором кольце

остаются неизменными. По мере увеличения силы межслойной связи, 𝑘𝑣 > 0.06,

во втором кольце начинают наблюдаться уединенные состояния с равномерным

распределением уединенных узлов. В то же время количество уединенных уз-

лов в первом кольце продолжает уменьшаться с увеличением силы межслойной

связи. В интервале 𝑘𝑣 ∈ [0.110, 0.135] уединенные узлы полностью исчезают в

первом кольце, а во втором они концентрируются в пределах одного класте-

ра, т.е. устанавливается химера уединенных состояний [116, 117]. При этом на

проекции многомерного аттрактора второго кольца можно выделить два мно-

жества: одно соответствует когерентной динамике, а другое – уединенным уз-

лам. Этот факт свидетельствует о бистабильности и тем самым подтверждает

наличие уединенных состояний во втором слое, как в случае их равномерного

распределения, так и химеры уединенных состояний. В то же время профиль

средней фазовой скорости плоский, что соответствует отсутствию химер, и под-

тверждает наличие в системе уединенных состояний. При дальнейшем увеличе-

нии силы межслойной связи уединенные состояния исчезают, и в обоих кольцах

устанавливатся химерные состояния. Эффективная частичная синхронизация

начинает наблюдаться в системе только тогда, когда в обоих слоях появляются

химеры: 𝛿𝑖 < 0.01 для когерентной области, но превышает это значение в неко-

герентной области. При 𝑘𝑣 > 0.145 динамика колец становится когерентной и

напоминает ту, что наблюдается при связи слоев через быстрые переменные

(см. рис. 3.2,III).
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Рисунок 3.4. Зависимость глобальной ошибки межслойной синхронизации 𝛿

(3.3) от силы межслойной связи 𝑘𝑣, построенная для 5 различных наборов

случайных начальных условий элементов из каждого кольца (отмечены

различными цветами). Ось ординат показана в логарифмическом масштабе.

Другие параметры: 𝜀 = 0.05, 𝑎 = 0.5, 𝜎1 = 0.3, 𝜎2 = 0.3, 𝜑1 = 1.37, 𝜑2 = 1.53,

𝑅 = 105, 𝑘𝑢 = 0, 𝑁 = 300.

Зависимость 𝛿 (3.3) от 𝑘𝑣, характеризующая общую динамику двухслой-

ной сети (3.1), показывает, что до 𝑘𝑣 ≈ 0.145 в системе не наблюдается син-

хронизация 𝛿 > 0.1 (рис. 3.4). При этом в диапазоне 0 < 𝑘𝑣 < 0.135 значение

ошибки синхронизации велико 𝛿 > 1, а после происходит резкое снижение до

уровня 𝛿 ≈ 0.02. Начиная со значения 𝑘𝑣 ≈ 0.186, глобальная ошибка синхрони-

зации лежит в интервале эффективной синхронизация 0.0001 < 𝛿 < 0.001. При

𝑘𝑣 ∈ [0.225, 1.0] связанные кольца осциллятора ФитцХью-Нагумо полностью

синхронизированы (𝛿 < 0.0001) и демонстрируют когерентные профили.

Как видно из рисунка 3.4, полная синхронизация нарушается при 𝑘𝑣 ∈

[1.0, 1.55]. Имеются всплески значений 𝛿, которые превышают критерий син-

хронизации. В этом случае в обоих ансамблях наблюдаются уединенные состо-

яния. Эта ситуация аналогична наблюдаемой при связи колец через быстрые

переменные (см. рис. 3.3, 𝑘𝑢 ∈ [0.13, 0.24]). В этом случае профили колец, свя-
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занных через медленные переменные, аналогичны тем, что представлены на

рисунке 3.2,IV,а,б.

Была также исследована динамика двухслойной системы взаимно свя-

занных колец ФитцХью-Нагумо при различных структурах и парамет-

рах в связанных кольцах: уединенные состояния в интервале слабой силы

связи; уединенные состояния при управляющих параметрах, близких к суще-

ствованию химер; режимы сосуществования химер и уединенных состояний в

кольцах. Исследования показали, что во всех случаях возможна полная или

эффективная синхронизация структур. Более подробно с результатами можно

ознакомиться в работе [120].

Исследования влияния неоднородного распределения силы межс-

лойной связи в системе взаимно связанных колец ФитцХью-Нагумо показали,

что увеличение неоднородности (интервала разброса силы межслойной связи)

приводит к сдвигу значений параметра связи, соответствущих полной синхро-

низации когерентных режимов в кольцах, в область более сильной силы связи.

Кроме того, в условиях неоднородной межслойной связи уединенные состоя-

ния в слоях возникают также при больших значених силы связи. Причем на-

блюдается почти линейная зависимость сдвига по параметру связи от степени

неоднородности распределения силы связи.

3.2.2 Синхронизация двухслойной сети осцилляторов

ФитцХью-Нагумо при однонаправленной межслойной

связи

Данный раздел посвящен исследованию системы двух однонаправлен-

но связанных колец нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо.

Управляющие параметры и начальные условия соответствуют рисунку 3.1. Как
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и для случая взаимной связи, исследовалась связь между кольцами через быст-

рые и через медленные переменные. Приведены только основные результаты,

более подробно динамика такой системы описана в работе [127].

Однонаправленная связь через быстрые переменные

Воздействие уединенных состояний на химеру. Была исследована

возможность подавления химеры во втором кольце и установления в нем уеди-

ненных состояний под влиянием первого кольца, которое демонстрирует уеди-

ненные состояния. При достаточно слабой связи химерное состояние во втором

кольце полностью подавляется и сменяется режимом уединенных состояний,

однако силы связи недостаточно, чтобы установилась синхронизация между

кольцами. Начиная с 𝑘𝑢21 > 0.33, уединенные узлы во втором кольце постепенно

синхронизируются с уединенными узлами первого кольца. С другой стороны,

уже начиная с 𝑘𝑢21 > [0.15, 0.28] (точное значение зависит от начальных усло-

вий), глобальная ошибка межслойной синхронизации становится меньше 0.01

и можно говорить об эффективной синхронизации. И только при 𝑘𝑢21 > 0.67

в системе устанавливается полная вынужденная синхронизация (𝛿 < 0.001) в

режиме уединенных состояний.

Воздействие химеры на уединенные состояния. Когда управляю-

щим является второе кольцо, демонстрирующее химеру, глобальная ошибка

синхронизации 𝛿 плавно уменьшается с увеличением силы межслойной свя-

зи 𝑘𝑢12. Это можно объяснить тем, что нет необходимости синхронизировать

отдельные элементы (уединенные узлы), которые вносят отклонения в зави-

симость 𝛿(𝑘𝑢12). В этом случае уединенные состояния в первом кольце быстро

исчезают, а мгновенный профиль разделяется на когерентные и некогерент-

ные кластеры. Однако дугообразная зависимость на профиле средних фазовых

скоростей проявляется только при больших значениях 𝑘𝑢12 > 0.35. В отличие от

ранее рассмотренного случая, в этой ситуации глобальная ошибка межслойной

синхронизации не опускается ниже уровня 0.001 даже при достаточно сильной
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однонаправленной межслойной связи. Это означает, что имеет место только

эффективная вынужденная синхронизация химерных состояний.

Однонаправленная связь через медленные переменные

Воздействие уединенных состояний на химеру. В этом случае хи-

мерные состояния также быстро исчезают и заменяются уединенными состоя-

ниями, как и для случая связи через быстрые переменные. Однако уединенные

узлы распределены по всему второму кольцу и их расположение не совпадает с

расположением узлов в управляющем (первом) кольце. При увеличении межс-

лойной связи большая часть уединенных узлов исчезает, но оставшиеся узлы не

синхронизируются с узлами в первом кольце. Дальнейшее увеличение 𝑘𝑣21 > 0.3

не приводит к наблюдению более синхронного режима колебаний второго коль-

ца с первым, а, наоборот, приводит к тому, что проекция аттрактора элементов

второго кольца сильно меняется, и кольца никогда не синхронизируются (смот-

рите в работе [127]). В интервале 𝑘𝑣21 ∈ [0, 0.2] зависимость 𝛿(𝑘𝑣21) демонстрирует

несколько минимумов и максимумов значений 𝛿, которые соответствуют снача-

ла разрушению химерной структуры и установлению уединенных узлов, а по-

том синхронизации этих уединенных узлов с управляемым кольцом. Отметим,

что даже при достаточно высокой силе связи в системе не наблюдается даже

эффективной вынужденной эффективной синхронизации, поскольку 𝛿 > 0.01.

В случае воздействия химеры на уединенные состояния динамика

сети аналогична той, которая наблюдается при однонаправленной связи через

быстрые переменные. Уединенные узлы в первом кольце постепенно исчезают

по мере увеличения силы связи 𝑘𝑣12, а мгновенные профили первого кольца раз-

деляются на когерентные и некогерентные кластеры, что соответствует установ-

лению в системе химеры. Однако даже при сильной связи, при наличии хорошо

развитого химерного состояния в первом слое, профиль средней фазовой ско-

рости демонстрирует лишь едва заметную дугообразную зависимость. Синхро-

низация между кольцами не достигается даже при очень сильной межслойной
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связи: глобальная ошибка межслойной синхронизации никогда не опускается

ниже 0.1.

3.3 Эффекты синхронизации в двухслойной сети колец

нелокально связанных отображений при шумовой

межслойной связи

В данном разделе приведены результаты исследования динамики двух-

слойной сети, в которой каждый слой представляет собой ансамбль (кольцо)

нелокально связанных одномерных отображений. Рассматриваемая сеть опи-

сывается следующей системой уравнений:

𝑥1𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥1𝑖(𝑛)) +
𝜎1
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝐹 (𝑥1𝑗(𝑛)) − 𝐹 (𝑥1𝑖(𝑛))] + (3.4)

+ 𝑘(𝑦𝑖)[𝐹 (𝑥2𝑖(𝑛)) − 𝐹 (𝑥1𝑖(𝑛))],

𝑥2𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥2𝑖(𝑛)) +
𝜎2
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝐹 (𝑥2𝑗(𝑛)) − 𝐹 (𝑥2𝑖(𝑛))] +

+ 𝑘(𝑦𝑖)[𝐹 (𝑥1𝑖(𝑛)) − 𝐹 (𝑥2𝑖(𝑛))],

𝑦𝑖(𝑛+ 1) = (1 − 𝛾)𝑦𝑖(𝑛) +
√︀

2𝛾𝜉𝑖(𝑛),

где индекс 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 = 1000 – номер элемента, переменные 𝑥𝑚𝑖(𝑛), 𝑚 = 1, 2,

определяют состояние 𝑖-го элемента 𝑚-го кольца в каждый дискретный момент

времени 𝑛. Функция 𝐹 (𝑥𝑚𝑖(𝑛)) определяет локальную динамику элементов в

слоях и задается одномерным кубическим отображением (1.4). Управляющий

параметр 𝛼 идентичен для всех элементов 𝛼 = 2.4, что соответствует биста-

бильному режиму с двумя сосуществующими предельными циклами периода 4

в отдельном отображении. Связи внутри каждого слоя регулируются внутри-
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слойно силой связи 𝜎𝑚, 𝑚 = 1, 2, и радиусом связи 𝑅. Радиус внутрислойной

связи предполагается одинаковым для обоих слоев и фиксируется 𝑅 = 100, то-

гда как 𝜎𝑚 может быть разной. Было рассмотрено два случая: идентичные слои

𝜎1 = 𝜎2 = 0.42 и неидентичные – 𝜎1 = 0.42 и 𝜎2 = 0.2.

Межслойная связь между 𝑖-ми элементами двух слоев контролируется

силой межслойной связи 𝑘(𝑦𝑖), которая определяется следующим уравнением:

𝑘(𝑦𝑖) = 𝐷
√︀

1 − 𝛾/2 𝑦𝑖. (3.5)

В проведенном исследовании межслойная связь является чисто случайной и

определяется независимыми источниками нормального цветного шума с дис-

кретным временем 𝑦𝑖(𝑛). Все источники цветеного шума 𝑦𝑖(𝑛) задаются линей-

ными уравнениями (см. третье уравнение системы (3.4)), содержащими незави-

симые источники дискретного белого шума 𝜉𝑖 со стандартным гауссовым рас-

пределением (среднее значение равно нулю, а дисперсия равна 1). Таким обра-

зом, сила межслойной связи (3.5) может менять знак, т.е. в некоторые моменты

времени связь для каждой пары элементов может быть как притягивающей, так

и отталкивающей. Параметр 𝛾, одинаковый для всей сети определяет ширину

спектра и время корреляции цветных источников шума.

Оценка степени синхронизации. Как и в предыдущем разделе, здесь

также используется глобальная ошибка межслойной синхронизации, которая

для системы с дискретным временем определяется следующим образом:

𝛿 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
1

𝑛it

𝑛𝑖𝑡∑︁
𝑛=1

(𝑥2𝑖(𝑛) − 𝑥1𝑖(𝑛))2

)︃
, (3.6)

где 𝑛it – число итераций, на котором производится усреднение. После времени

переходного процесса величина 𝛿 характеризует отклонение пространственно-

временных колебаний взаимодействующих слоев от полной синхронизации, для

которой в данном разделе принято 𝛿 < 𝛿max = 10−6.
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3.3.1 Синхронизация идентичных по управляющим

параметрам слоев

Начальные условия, случайно распределенные в интервале [−1.5, 1.5], мо-

гут приводить к установлению в кольце нелокально связанных кубических отоб-

ражений различных пространственно-временных структур. В связи с этим бы-

ла проанализирована динамика двухслойной сети при различных начальных

условиях динамических переменных в каждом слое, но при одинаковой силе

внутрислойной связи 𝜎1 = 𝜎2 = 0.42.

Синхронизация колец при близком расположение когерентных

и некогерентных кластеров в пространстве. В данном разделе начальные

условия для колец выбираются таким образом, чтобы в отсутствие связи меж-

ду слоями, в них наблюдались химерные состояния с близким пространствен-

ным распределением когерентных и некогерентных кластеров (рис.3.5,а,б). В

таком случае элементы 𝑖 = 200 колеблются синфазно с периодом 2, но в раз-

ных «ямах» (рис.3.5,б), так как когерентные и некогерентные кластеры двух

слоев сдвинуты друг относительно друга на некоторое расстояние (рис.3.5,а).

При введении в систему случайной межслойной связи существуют значения па-

раметров генератора шума, при которых возможно наблюдение синхронизации

пространственно-временной динамики слоев, что показано на рисунке 3.5,в,г.

На рисунке 3.6 приведены мгновенные профили двух взаимодействующих

слоев и временные реализации для 200-х элементов обоих слоев при увели-

чении интенсивности шума 𝐷 для двух случаев шума: низкочастотного шу-

ма 𝛾 = 0.0001 (группа I) и белого шума 𝛾 = 1.0 (фрагмент II). В случае

межслойной связи, сила которой задается низкочастотным цветным шумом

(𝛾 = 0.0001), при слабой интенсивности шума структуры в двух слоях сближа-

ются (рис. 3.6I,а). При этом кластеры некогерентности сохраняются. Дальней-

шее увеличение интенсивности шума 𝐷 приводит к тому, что кластеры неко-
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.5. Мгновенные профили (а,в) двух идентичных слоев сети (3.4) и

временные реализации 200-х элементов обоих слоев (б,г) в отсутствие

межслойной связи (𝐷 = 0) (а,б) и в присутствии шумовой межслойной связи

при 𝐷 = 0.2, 𝛾 = 0.5 (в,г). Другие параметры: 𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.42,

𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до введения связи между слоями

𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000.

герентности фазовой химеры почти исчезают, а кластеры когерентности, со-

ответствующие элементам, расположенным вблизи двух состояний равновесия

(потенциальных ям), располагаются на одних тех же элементах в обоих кольцах

(рис. 3.6I,б,в,г). Однако в области когерентных кластеров появляются уединен-

ные узлы, число которых растет с увеличением 𝐷 (рис. 3.6I,б,в,г). Из-за того,

что уединенные узлы в обоих слоях не синхронизированы, при малых значе-

ниях 𝛾 не может быть достигнута удовлетворительная степень синхронизации,

при которой ошибка синхронизации 𝛿 была бы достаточно малой.
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Рисунок 3.6. Мгновенные профили двух связанных колец (3.4) (верхний ряд в

группах I и II) и временные реализации для 200-х элементов обоих слоев

(нижний ряд в группах I и II) при шумовой связи с 𝛾 = 0.0001 (группа I) и

𝛾 = 1.0 (группа II) и для разных значений интенсивности шума 𝐷: (а)

𝐷 = 0.1, (б) 𝐷 = 0.2 , (в) 𝐷 = 0.3 и (г) 𝐷 = 0.4. Другие параметры: 𝛼 = 2.4,

𝜎1 = 𝜎2 = 0.42, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до введения связи

между слоями 𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000.

Когда сила межслойной связи задается источниками белого или почти

белого шума (𝛾 → 1), а интенсивность шума мала 𝐷 = 0.1, структуры в обо-

их слоях сближаются, а кластеры становятся очень узкими (рис. 3.6II,а). При

большем значении 𝐷 вновь начинают наблюдаться кластеры некогерентности,

и в двух слоях формируются совершенно идентичные структуры, а при 𝐷 ≥ 0.2

наблюдается почти полная синхронизация (рис. 3.6II,б). Однако в системе все



136

равно могут появляться уединенные узлы, при этом их количество тем больше,

чем меньше 𝛾 и больше 𝐷. Когда 𝛾 приближается к 1, количество уединенных

узлов уменьшается и не так сильно растет с увеличением 𝐷. В случае белого

шума (𝛾 = 1) также встречаются уединенные узлы, но их значительно меньше.

На рисунке 3.6II,в,г существует один уединенный узел в каждом из слоев, при

этом все элементы попарно синхронизированы (режим полной синхронизации).

Исследование поведения некоторых элементов во времени показало, что в

одном ансамбле могут существовать элементы с различной временной динами-

кой. Так при 𝛾 = 0.0001, 𝐷 = 0.3 (соответствующий мгновенный профиль пока-

зан на рис. 3.6I,в) одни элементы нерегулярно колеблются в окрестности только

одного равновесия ("отрицательная потенциальная яма") без каких-либо пере-

ключений на другое (рис. 3.7,a). В этом случае можно говорить о моноста-

бильном режиме. Принципиально иную динамику во времени демонстрирует

409-й элемент (рис. 3.7,б), который либо нерегулярно переключается между

двумя состояниями равновесия (620 < 𝑛 < 775 и 908 < 𝑛 < 920), либо демон-

стрирует достаточно периодическую динамику переключений со значительно

большой амплитудой колебания (775 < 𝑛 < 908), при этом элементы двух сло-

ев колеблются в противофазе. Исследования показали, что длительность как

нерегулярных переключений фазы колебаний, так и почти периодических не

постоянна. Она может быть порядка показанного на рис.3.7,б, или в несколько

раз длиннее, или же длиной в несколько итераций. В случае полной синхрони-

зации (рис. 3.6II,в) элементы сети также можно разделить на две группы: одна

часть с моностабильной динамикой (рис. 3.7,в) и другой с режимом переклю-

чения (рис. 3.7,г).

Проведенные исследования позволяют сделать вывод, что при любых зна-

чениях параметров сети, соответствующих появлению уединенных состояний,

динамика уединенных узлов представляет собой переключения между двумя

потенциальными состояниями, в то время как остальные элементы колеблются

в окрестности одного из двух состояний равновесия (моностабильность). Одна-
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Рисунок 3.7. Временные реализации выбранных элементов двух слоев (3.4)

при шумовой связи с параметрами: 𝛾 = 0.0001, 𝐷 = 0.3 (а,б) и 𝛾 = 1.0,

𝐷 = 0.3 (в,г). Другие параметры: 𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.42, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000.

Переходное время до введения связи между слоями 𝑛00 = 20000, после

введения связи 𝑛0 = 20000.

ко в случае цветного шума уединенные узлы характеризуются переключения-

ми во времени между режимом переключения между двумя потенциальными

состояниями и моностабильным режимом (колебания в одной потенциальной

яме). При шуме близком к белому, 𝛾 → 1, уединенные узлы всегда находятся в

режиме переключений между двумя потенциальными ямами.

Для оценки границ области синхронизации в зависимости от параметров

цветного шума была построена двумерная диаграмма распределения глобаль-

ной ошибки синхронизации 𝛿 на плоскости параметров (𝛾, 𝐷) (рис. 3.8.) При

𝛾 > 0.1 можно выделить область с наименьшим значениям 𝛿 (самая темная

область на диаграмме), при этом она увеличивается при 𝛾 → 1 и становится

максимальной в случае белого шума (при 𝛾 = 1). Для более точного определе-

ния границ области синхронизации на плоскости (𝛾, 𝐷) были выделены точки,

для которых критерий полной синхронизации выполняется с заданной точно-

стью: 𝛿 ≤ 𝛿max = 10−6 (белые кружки на рис. 3.8). Как видно, такая степень
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Рисунок 3.8. Диаграмма распределения глобальной ошибки синхронизации 𝛿

на плоскости параметров (𝛾, 𝐷). Белые кружки соответствуют полной

синхронизации, которая определяется условием 𝛿 ≤ 10−6. Другие параметры:

𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.42, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до введения

связи между слоями 𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000. Время

усреднения для вычисления 𝛿 – 𝑛1 = 10000.

синхронизации наблюдается только при использовании источников шума, близ-

кого к белому.

Синхронизация слоев с различным расположением когерентных

и некогерентных кластеров. В работе [118] также было исследовано взаи-

модействие между двумя слоями в сети (3.4), когда отдельные слои изначально

демонстрируют двухъямные химеры, которые сильно смещены в пространстве

относительно друг друга. При этом в начальный момент времени (до взаимо-

действия между слоями, 𝐷 = 0) большинство попарно связанных элементов,

между которыми устанавливается связь, находятся в разных состояниях (они

лежат в разных "потенциальных ямах").

Расчеты показывают, что взаимодействие этих исходных структур при-

водит к разрушению химерных состояний в обоих кольцах. При низкой интен-

сивности шума мгновенные профили сначала становятся зашумленными, при

дальнейшем увеличении 𝐷 все узлы обоих слоев колеблются вблизи одного и
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того же состояния равновесия. Однако высокая степень синхронности между

слоями (𝛿 < 10−6) наблюдается только при относительно небольшой интенсив-

ности шума (𝐷 ≈ 0.04), и колебания прекращают быть полностью синхронными

при более сильном шуме. При достаточно сильном шуме профили обоих слоев

сильно разрушаются и появляется множество уединенных состояний.

Распределение глобальной ошибки синхронизации 𝛿 показывает, что об-

ласть с наименьшим значением 𝛿, а, следовательно, и с более высокой степенью

синхронизации аналогична наблюдаемой в рассмотренном выше случае (см.

рис. 3.7). Однако в этом случае более сильная степень синхронизации между

слоями достигается при относительно низкой интенсивности шума 𝐷 и сред-

нем значении параметра 𝛾 (диапазоны 0.36 < 𝐷 < 0.48 и 10−2 < 𝛾 < 10−1)

и только некоторые большие значения 𝛾 и 𝐷 могут привести к почти полной

синхронизации. Таким образом, нельзя утверждать, что для изначально сильно

различающихся состояний химеры более строгая синхронизация наблюдается в

основном при приближении источников шума к белому шуму (𝛾 → 1).

Синхронизация слоев с качественно различными начальными

структурами. Кроме двухъямных химер в кольце нелокально связанных ку-

бических отображениях при управляющих параметрах ансамбля: 𝛼 = 2.4,

𝜎1 = 𝜎2 = 0.42, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000, могу наблюдаться режимы пространствен-

ной некогерентности, а также полная синхронизация всех элементов и колеба-

ния в одной из потенциальных ям. Взаимодействия между такими режимами и

химерами были изучены с точки зрения изменения пространственно-временной

динамики, а также глобальной ошибки синхронизации. Исследования показали,

что при взаимодействии неоднородной структуры или полностью синхронной

с химерой в сети возможно установление режима синхронизации, при этом в

обоих кольцах имеет место химерная структура. При взаимодействии режима

пространственной неоднородности и полной синхронизации кольца синхронизи-

руются и демонстрируют полную синхронизацию всех элементов и колебания

в одной из потенциальных ям, что также справедливо для случая взаимодей-



140

ствия двух колец, которые демонстрируют режим полной синхронизации. Ана-

лиз распределения глобальной ошибки синхронизации на плоскости парамет-

ров (𝛾, 𝐷) показал, что как и в предыдущих случаях, полная синхронизация

между слоями реализуется преимущественно при 𝛾 → 1. Однако, для случая

взаимодействия режимов пространственной неоднородности и полной синхро-

низации элементов в одном из колец, синхронизация между слоями с 𝛿 ≤ 10−6

возможна при малой интенсивности шума 𝐷 ≈ 0.02 во всем диапазоне измене-

ния 𝛾 ∈ [10−4, 1]. В работе [118] взаимодействие слоев с различной динамикой

описано подробнее.

3.3.2 Синхронизация неидентичных по управляющим

параметрам слоев

Перейдем к изучению динамики двух связанных неидентичных слоев, раз-

личающихся силой внутрислойной связи 𝜎𝑚, 𝑚 = 1, 2. Параметры сети и на-

чальные условия выбираются и фиксируются таким образом, чтобы в отсут-

ствие межслойной связи в первом кольце устанавливалась двухъямная химера

(как в разделе 3.3.1), а во втором – неподвижная нерегулярная пространствен-

ная структура (рис. 3.9,а,б). На рисунках 3.9,в,г показана динамика сети при

введении межслойной связи. Видно, что случайная межслойная связь приводит

к изменениям режимов динамики в связанных слоях, и в кольцах наблюдаются

частично синхронизированные сложные структуры (рис. 3.9,в).

Эволюция пространственно-временной динамики сети неидентичных сло-

ев проиллюстрирована на рисунке 3.10 при изменении интенсивности шума 𝐷

и параметра 𝛾 в межслойной связи. При малой интенсивности 𝐷 мгновенный

профиль второго слоя начинает меняться и на фоне исходной структуры выри-

совывается кластерная структура, характерная для первого слоя (рис. 3.10,I).
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.9. Мгновенные профили (а,в) двух неидентичных слоев в сети (3.4)

и временные реализации 200-х элементов обоих слоев (б,г) в отсутствие

межслойной связи (𝐷 = 0) (а,б) и при наличии шумовой межслойной связи

при 𝐷 = 0.2, 𝛾 = 0.01 (в,г). Другие параметры: 𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 0.42, 𝜎2 = 0.2,

𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до введения связи между слоями

𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000.

Дальнейшая эволюция аналогична случаю идентичных слоев (раздел 3.3.1).

При 𝛾 < 1 и особенно при малых значениях 𝛾 на профилях колец появляется

большое количество уединенных узлов (рис. 3.10,I), которые остаются несинхро-

низированными. Аналогично идентичным слоям пространственно-временные

структуры практически синхронизированы в случае белого шума (рис. 3.10,II).

Начиная с 𝐷 = 0.15, пространственные профили двух колец в основном сов-

падают, но не полностью идентичны. При 𝐷 ≈ 0.3 некоторые элементы демон-

стрируют случайные скачки во времени между окрестностями двух состояний
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Рисунок 3.10. Мгновенные профили двух связанных неидентичных колец (3.4)

(верхний ряд в группах I и II) и временные реализации для 200-х элементов

обоих слоев (нижний ряд в группах I и II) для шумовой связи с 𝛾 = 0.0001

(группа I) and 𝛾 = 1.0 (группа II) и для разных значений интенсивности шума

𝐷: (а) 𝐷 = 0.1, (б) 𝐷 = 0.2 , (в) 𝐷 = 0.3, (г) 𝐷 = 0.4. Другие параметры:

𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 0.42, 𝜎2 = 0.2, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до

введения связи между слоями 𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000.

равновесия (между «потенциальными ямами»). При 𝛾 < 1.0 эти скачки также

реализуются при меньших интенсивностях шума.

Как и в случае идентичных слоев, была построена диаграмма распределе-

ния глобальной ошибки синхронизации 𝛿 на плоскости параметров шума (𝛾,𝐷),

которая представлена на рисунке 3.11. В целом характер полученных областей

аналогичен рассмотренным ранее случаям. Отметим, что в этом случае вообще
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не наблюдалась полная синхронизация (𝛿max ≤ 10−6), ошибка синхронизации в

рассматриваемых неидентичных слоях не опускалась ниже 0.008.

Рисунок 3.11. Диаграмма распределения глобальной ошибки синхронизации 𝛿

на плоскости параметров (𝛾, 𝐷) при начальных структурах в слоях,

изображенных на рисунке 3.9,а. Другие параметры: 𝛼 = 2.4, 𝜎1 = 0.42,

𝜎2 = 0.2, 𝑅 = 100, 𝑁 = 1000. Переходное время до введения связи между

слоями 𝑛00 = 20000, после введения связи 𝑛0 = 20000. Время усреднения для

вычисления 𝛿 – 𝑛1 = 10000.

3.4 Влияние разреженной межслойной связи на

синхронизацию сложных структур

Помимо неоднородного распределения управляющих параметров и введе-

ния в систему аддитивных источников шума, неоднородность в системе может

представлять собой разреженную внутрислойную и межслойную связь. В таком

случае только часть узлов из разных слоев связаны друг с другом. В работе [119]

была исследована динамика двухслойной системы с разреженной межслойной



144

связью, которая описывается следующей системой уравнений:

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹𝐻(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) + (3.7)

+
𝜎1
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝐹𝐻(𝑥𝑗(𝑛), 𝑦𝑗(𝑛)) − 𝐹𝐻(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛))] +

+ 𝑘(𝑖)[𝐹𝐿(𝑢𝑖(𝑛), 𝑣𝑖(𝑛)) − 𝐹𝐻(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛))],

𝑦𝑖(𝑛+ 1) = 𝐺𝐻(𝑥𝑖(𝑛)),

𝑢𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹𝐿(𝑢𝑖(𝑛), 𝑣𝑖(𝑛)) +

+
𝜎2
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[𝐹𝐿(𝑢𝑗(𝑛), 𝑣𝑗(𝑛)) − 𝐹𝐿(𝑢𝑖(𝑛), 𝑣𝑖(𝑛))] +

+ 𝑘(𝑖)[𝐹𝐻(𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)) − 𝐹𝐿(𝑢𝑖(𝑛), 𝑣𝑖(𝑛))],

𝑣𝑖(𝑛+ 1) = 𝐺𝐿(𝑢𝑖(𝑛)).

Первый слой в (3.7) с динамическими переменными 𝑥, 𝑦 представляет собой

кольцо нелокально связанных отображений Эно (1.5), второй слой – 𝑢, 𝑣 – отоб-

ражений Лози (2.3). Соответственно, функции 𝐹𝐻 , 𝐺𝐻 относятся к отобра-

жению Эно, а 𝐹𝐿, 𝐺𝐿 – отображению Лози. Управляющие параметры обоих

отображений зафиксированы на значениях 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, что соответствует

хаотической динамике этих парциальных элементов. Индекс 𝑖 – номер элемента

в кольце, 𝑛 — дискретное время. Собственную динамику колец в первую оче-

редь определяют значения внутрислойной силы связи (𝜎1, 𝜎2) и радиуса связи

(𝑅). Разреженная межслойная связь задается последним слагаемым, где сила

межслойной связи 𝑘(𝑖) зависит от номера элемента. Например, если в системе

связан только каждый 16-й элемент колец (сильная разреженность), то 𝑘(𝑖) = 𝑘

только когда 𝑖 кратен 16, иначе 𝑘(𝑖) = 0. Отметим, что в данном исследовании

межслойная связь вводится не в случае, когда динамический режим в слоях

установился, а в начальный момент, когда значения динамических переменных

в обоих кольцах является случайным и равномерно распределенным в интерва-

ле [−0.5, 0.5] для каждого слоя. Общее количество элементов 𝑁 в каждом слое
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зависит от степени разреженности межслойной связи и приблизительно равно

1000 (округляется по нижнему значению). Например, если связан только каж-

дый 16-й элемент колец, то 𝑁 = 996 в каждом слое. На рисунке 3.12 приведена

схема исследуемой сети 3.7 для случая неразреженной связи (рис. 3.12,а), для

случая слабо (рис. 3.12,б) и сильно разреженной связи (рис. 3.12,в).

В ходе исследования параметры внутрислойной связи были зафиксирова-

ны: 𝜎1 = 0.315 для кольца отображений Эно и 𝜎2 = 0.225 для ансамбля отоб-

ражений Лози, 𝑅 = 320 для обоих колец. Мгновенные профили динамических

переменных для каждого кольца, которые устанавливаются в отсутствие меж-

слойной связи, приведены на рисунке 3.13. При выбранных значениях управ-

ляющих параметров и распределении начальных условий в кольце нелокально

связанных отображений Эно устанавливается комбинированное химерное со-

стояние (рис. 3.13,а), которое включает два некогерентных кластера фазовой

химеры (1 < 𝑖 < 45, 410 < 𝑖 < 445 и 940 < 𝑖 < 1000), один некогерентный

кластер амплитудной химеры (690 < 𝑖 < 755) и некогерентный кластер хи-

Рисунок 3.12. Схема связи между слоями в сети (3.7) для случаев: (а)

неразреженной связи, (б),(в) разреженной, когда (б) несвязан каждый 3-й

элемент, (в) связан каждый 3-й элемент. Связанные и несвязанные элементы

отмечены красным и черным цветами, соответственно.
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(а) (б)

Рисунок 3.13. Мгновенные профили переменных 𝑥𝑖 кольца отображений Эно

(а) и 𝑢𝑖 кольца отображений Лози (б) в отсутствие межслойной связи.

Параметры: 𝜎1 = 0.315, 𝜎2 = 0.225, 𝑅 = 320, 𝑘(𝑖) = 0, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3,

𝑁 = 1000.

меры уединенных состояний (298 < 𝑖 < 385). Кольцо нелокально связанных

отображений Лози демонстрирует режим уединенных состояний (рис. 3.13,б).

Для оценки степени синхронизации колец использовалось глобальная

ошибка межслойной синхронизации (3.6), однако она отдельно рассчитывалась

для пар элементов, которые связаны (𝑘(𝑖) ̸= 0) и несвязаны (𝑘(𝑖) = 0) через

межслойную связь. Так как в этом разделе приведены исследования неодно-

родной системы, синхронизация понимается в эффективном смысле, так, если

выполняется условие 𝛿 < 0.01, то можно говорить, что в системе наблюдается

эффективная синхронизация. Это значение произвольное, и в качестве порога

может быть выбрано любое достаточно малое значение 𝛿.

3.4.1 Динамика взаимно связанных колец

Исследования неразреженной межслойной связи (𝑘(𝑖) = 𝑘) показы-

вают, что в двухслойной сети (3.7) может устанавливаться эффективная син-

хронизация химерных структур. В присутствии взаимной межслойной связи

начальные структуры в обоих кольцах сначала подавляются и при некоторых
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значениях межслойной связи в обоих кольцах устанавливаются когерентные

структуры, однако не синхронизированные друг с другом (𝛿 > 0.01). Тем не

менее при большей силе межслойной связи динамика кольца нелокально свя-

занных отображений Эно доминирует, и в обоих ансамблях устанавливаются

химерные структуры: при 𝑘 ∈ [0.3, 0.49] в сети наблюдаются синхронные фа-

зовые химеры, а при 𝑘 ∈ (0.49, 0.54] – амплитудные химеры. При дальней-

шем увеличении силы межслойной связи кольца переходят в некогерентный

режим, а глобальная ошибка синхронизации увеличивается до 𝛿 > 0.01. Когда

𝑘 > 0.85, траектории сети уходят на бесконечность. Более подробно динамика

такой двухслойной сети с неразреженной межслойной связью описана в рабо-

те [119].

Теперь перейдем к результатам исследования влияния разреженной

межслойной связи на динамику сети (3.7). Изучение динамики такой систе-

мы показало, что случай межслойной связи элементов через один представляет

собой границу между слабо разреженной межслойной связью (когда количество

связанных элементов больше, чем не связанных) и сильно разреженной (наобо-

рот). На рисунке 3.14 представлены мгновенные профили и пространственно-

временные профили (последние 50 мгновенных профилей) при нескольких зна-

чениях силы межслойной связи 𝑘 в двухслойной сети 3.7. Красным цветом вы-

делены связанные элементы, черным – несвязанные.

При введении разреженной межслойной связи уединенные узлы в кольце

отображений Лози, симметрично связанные с элементами кольца отображений

Эно, постепенно исчезают с ростом силы межслойной связи 𝑘 (рис. 3.14,а). В то

же время связанные элементы кольца отображения Лози начинают качественно

повторять профиль элементов кольца Эно (рис. 3.14,a, красные кривые). При

дальнейшем увеличении 𝑘 в кольце отображений Лози пропадают оставшиеся

уединенные узлы, а в кольце отображений Эно – фазовые химеры. Вместе с

этим, разреженная межслойная связь приводит к расщеплению профилей на
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.14. Мгновенные (верхние строки) и пространственно-временные

профили (нижние строки) системы (3.7) при межслойной связи между

каждым вторым элементом колец и при разных значениях силы межслойной

связи 𝑘 : (а) 0.065, (б) 0.29, (в) 0.39, (г) 0.73. Красные и черные точки

соответствуют связанным и несвязанным элементам, соответственно, серые

линии соединяют все элементы по порядку. Другие параметры: 𝜎1 = 0.315,

𝜎2 = 0.225, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3.

связанные и несвязанные элементы, хотя все элементы остаются нелокально

связанными внутри колец.

При некоторых значениях 𝑘 в кольце отображений Эно могут наблюдать-

ся уединенные состояния (рис. 3.14,б). С увеличением 𝑘 профили связанных

элементов начинают повторять друг друга и более того, в системе может по-

явиться некогерентный кластер амплитудной химеры (рис. 3.14,г, 1 6 𝑖 < 380
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и 850 6 𝑖 < 1000), в то время как несвязанные межслойной связью элемен-

ты лишь частично повторяют профиль связанных элементов. В случае до-

статочно сильной межслойной связи, 𝑘 > 0.6, связанные элементы в обоих

кольцах полностью рассинхронизированы (рис. 3.14,г, красные точки), а ди-

намика несвязанных узлов характеризуется когерентными пространственно-

временными профилями в обоих кольцах (рис. 3.14,г, черные точки).

На рисунке 3.15 представлена зависимость глобальной ошибки синхро-

низации от силы межслойной между связанными (красная линия) и несвя-

заными (черная линия) узлами при связи только каждого второго элемента.

Как видно из зависимости ошибки синхронизации для связанных элементов

(рис. 3.15, красная линия), существует диапазон значений межслойной свя-

зи 𝑘 ∈ [0.2, 0.59], в пределах которого 𝛿 принимает минимальные значения:

𝛿 ∈ [0.04, 0.08]. Однако указанные значения 𝛿 не удовлетворяют условию эф-

фективной синхронизации (𝛿 < 0.01), а при 𝑘 > 0.6 значение 𝛿 начинает расти.

Значение 𝛿 для несвязанных узлов взаимодействующих колец всегда больше 1

(рис. 3.15, черная кривая), что свидетельствует о десинхронизации.

Отдельное исследование влияния внутрислойной и межслойной связей на

формирование и установление структур в кольцах показало, что разделение

профилей связанных и несвязанных колец происходит только из-за влияния

межслойной связи, а не из-за слабой внутрислойной связи, которая просто не

может «выровнять» профиль. Также было отмечено, что даже при сильной силе

связи в кольце или при большом радиусе связи, наблюдается разделение про-

филя. Отметим также, что полное удаление связей между кольцами после того,

как в них установились пространственно-временные режимы под воздействием

межслойной связи, приводит к тому, что ранее связанные с другим кольцом

элементы и несвязанные «притягиваются» и образуют единый профиль.

Для более глубокого понимания влияния разреженности на степень син-

хронизации между слоями были построены двумерные диаграммы распреде-

ления 𝛿 на плоскости параметров “степень разреженности – сила межслойной
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Рисунок 3.15. Зависимости глобальной ошибки синхронизации 𝛿 от силы

межслойной связи 𝑘 для связанных (красные линии) и несвязанных (черные

линии) элементов колец при связи только каждого 2-го элемента. Шаг

изменения по параметру 𝑘 равен 0.01. Другие параметры: 𝜎1 = 0.315,

𝜎2 = 0.225, 𝑅 = 320, 𝑁 = 1000, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3.

связи” (рис. 3.16). Степень разреженности по оси абсцисс указывается в виде

отношение 𝑝 : 𝑞, где 𝑝 – количество связанных элементов, а 𝑞 – количество

несвязанных. Например, соотношение 15 : 1 означает, что каждый 16-й элемент

не связан.

Как видно из диаграммы, представленной на рисунке 3.16,a, для связан-

ных элементов, вся область степени разреженности делится на две части, а

границей является соотношение 1 : 1. Левая часть соответствует слабо раз-

реженной межслойной связи, когда число связанных узлов превышает число

несвязанных (𝑝 > 𝑞). Крайнее левое значение на оси абсцисс, обозначенное как

«all», соответствует полной (неразреженной) межслойной связи. Как следует

из этой диаграммы (рис. 3.16,a), ширина области эффективной синхронизации

(𝛿 < 0.01) по силе межслойной связи одинакова и остается неизменной для все-

го интервала слабо разреженной межслойной связи 𝑘 ∈ [0.2, 0.59]. Кроме того

на рис. 3.16,a четко видно, что в интервале 𝑘 ∈ [0.35, 0.42] глобальная ошибка

синхронизации 𝛿 6 0.001. Таким образом, в случае слабо разреженной связи
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(а) (б)

Рисунок 3.16. Двумерные диаграммы распределения 𝛿 на плоскости

параметров “степень разреженности 𝑝 : 𝑞 – сила межслойной связи 𝑘” для (а)

связанных и (б) несвязанных элементов. Значения по оси абсцисс

соответствуют отношению числа связанных (𝑝) к числу несвязанных (𝑞)

элементов. Значения 𝛿 представлены в логарифмическом масштабе. Размер

шага выборки по 𝑘 равен 0.01. Диаграммы рассчитывались с использованием

пяти наборов случайных начальных распределений динамических

переменных. Другие параметры: 𝜎1 = 0.315, 𝜎2 = 0.225, 𝑅 = 320, 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.3.

между кольцами Эно и Лози (3.7) может наблюдаться эффективная синхро-

низация пространственно-временных структур, в том числе химер, в конечном

диапазоне силы межслойной связи 𝑘.

Правая часть диаграммы, изображенной на рисунке 3.16,a, относится к

сильно разреженной межслойной связи, когда 𝑝 < 𝑞. При такой степени разре-

женности минимальное значение 𝛿 = 0.02, то есть наличие сильно разрежен-

ной межслойной связи препятствует наблюдению эффективной синхронизации

в исследуемой сети в рамках заданного критерия эффективной синхронизации

(𝛿 < 0.01).

На рисунке 3.16,б приведена двумерная диаграмма распределения 𝛿 меж-

ду несвязанными элементами взаимодействующих колец. Как и в предыдущем



152

случае, можно выделить два интервала по степени разреженности: слабая (ле-

вая часть) и сильная (справа) степень разреженности. Видно, что только в слу-

чае слабо разреженной межслойной связи (левая часть диаграммы) значение 𝛿

может быть меньше 0.1 при некоторых значениях 𝑘 в интервалах 𝑘 ∈ [0.15, 0.4]

и 𝑘 > 0.6. В этом случае пространственные профили несвязанных элементов

обоих колец становятся качественно подобными. При наличии сильно разре-

женной межслойной связи (правая часть диаграммы на рис. 3.16,б) 𝛿 > 0.1 во

всем диапазоне изменения силы межслойной связи 𝑘.

3.4.2 Динамика однонаправленно связанных колец

Когда управляющим кольцом в двухслойной сети (3.7) c неразре-

женной межслойной связью является ансамбль отображений Эно, его

динамика подавляет режим уединенных состояния в кольце отображений Лози.

Начиная уже с достаточно слабой межслойной связи 𝑘 > 0.02, в кольце отоб-

ражений Лози устанавливаются химерные структуры, хотя сами кольца между

собой еще полностью не синхронизированы. При 𝑘 > 0.2 динамика связанных

колец становится синхронной (𝛿 < 0.01), и может наблюдаться комбинирован-

ное химерное состояние, которое имеет место в изолированном кольце отобра-

жений Эно (рис. 3.13,а). В работе [103] было показано, что для однонаправленно

связанных ансамблей управляющая подсеть полностью контролирует динамику

управляемой подсети.

В случае разреженной связи, когда управляющим является коль-

цо отображений Эно, можно наблюдать установление химерных состояний

в кольце отображений Лози на профиле связанных межслойной связью эле-

ментов. При этом в случае сильно разреженной связи на профиле несвязанных

элементов могут оставаться уединенные состояния, в то время как при сла-

бой разреженности профиль несвязанных элементов является когерентным. Об-
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щая картина влияния разреженной однонаправленной межслойной связи, когда

кольцо отображений Эно является управляющим, представлена на рис. 3.17,a.

(а) (б)

Рисунок 3.17. Двумерные диаграммы распределения 𝛿 на плоскости

параметров «степень разреженности 𝑝 : 𝑞 – сила межслойной связи 𝑘» для

связанных элементов для случая однонаправленной связи при управляющем

кольце (а) отображений Эно и (б) отображений Лози. Ось 𝑥 представляет

отношение числа связанных (𝑝) к количеству несвязанных (𝑞) узлов. Значения

𝛿 представлены в логарифмическом масштабе. Размер шага выборки по 𝑘

равен 0.01. Диаграммы рассчитывались с использованием пяти наборов

случайных начальных распределений динамических переменных. Другие

параметры: 𝜎1 = 0.315, 𝜎2 = 0.225, 𝑅 = 320, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3.

Как следует из этой диаграммы, ситуация очень похожа на наблюдае-

мую и описанную для случая взаимно связанных колец. По параметру степени

разреженности 𝑝 : 𝑞 можно выделить две области: слабой и сильной разрежен-

ности связи, которые разделены соотношением 1 : 1. При слабо разреженной

связи (𝑝 > 𝑞), значения глобальной ошибки синхронизации, начиная с 𝑘 > 0.2,

соответствуют эффективной синхронизации связанных элементов: 𝛿 ≤ 0.01.

При сильной разреженности наблюдается обратная картина: глобальная ошиб-

ка синхронизации 𝛿 всегда больше 0.01. И хотя эффективная синхронизация не

наблюдается (в рамках заданного критерия) установившиеся пространственно-
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временные структуры в кольцах качественно схожи. Заметим, что несмотря на

степень разреженности, существует одно и то же пороговое значение 𝑘 ≈ 0.2,

при котором структуры колец либо синхронизируются (левая часть диаграм-

мы), либо становятся качественно схожими (правая часть) .

Когда управляющим ансамблем в двухслойной сети (3.7) c неразре-

женной межслойной связью является кольцо нелокально связанных

отображений Лози, то, начиная с 𝑘 ≈ 0.175, кольца синхронизируются в

режиме уединенных состояний, которые установились на профиле динамики

кольца отображений Лози (рис. 3.13,б). При введении разреженной связи несвя-

занные элементы кольца отображений Эно сохраняют собственную динамику, а

профили связанных элементов демонстрирует уединенные состояния, при этом

при слабой разреженности возможно установление эффективной синхрониза-

ции (𝛿 < 0.01), а при сильно – только качественно подобный профиль. Зави-

симость 𝛿 от степени разреженности показана на рисунке 3.17,б. Эффективная

вынужденная синхронизация (𝛿 < 0.01) имеет место во всем диапазоне изме-

нения степени слабой разреженности межслойной связи, начиная с 𝑘 ≈ 0.5.

Сравнивая результаты, представленные на рисунках 3.17,а и б, можно сделать

вывод, что при наличии слабо разреженной межслойной связи степень эффек-

тивной вынужденной синхронизации и ширина области синхронизации по силе

межслойной связи зависит от пространственно-временной динамики управля-

ющего ансамбля.

3.5 Удаленная и полная синхронизация в неоднородной

трехслойной сети хаотических отображений

Было проведено исследование динамики трехслойной системы попарно

связанных колец нелокально связанных хаотических отображений. Данная си-
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стема является неоднородной, так как собственная динамика среднего слоя от-

личается от динамики двух внешних идентичных слоев. В такой системе по-

мимо классической полной синхронизации, может наблюдаться удаленная син-

хронизация (relay synchronization, синхронизация только крайних слоев), кото-

рая впервые была описана в работе [174]. Исследуемая трехслойная система,

схематично изображенная на рисунке 3.18, описывается следующей системой

уравнений:

𝑥𝑚𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥𝑚𝑖(𝑛), 𝑦𝑚𝑖(𝑛)) + (3.8)

+
𝜎𝑚

2𝑅𝑚

𝑖+𝑅𝑚∑︁
𝑗=𝑖−𝑅𝑚

[𝐹 (𝑥𝑚𝑗(𝑛), 𝑦𝑚𝑗(𝑛)) − 𝐹 (𝑥𝑚𝑖(𝑛), 𝑦𝑚𝑖(𝑛))] +

+
3∑︁

𝑙=1

𝑘𝑚𝑙[𝐹 (𝑥𝑙𝑖(𝑛), 𝑦𝑙𝑖(𝑛)) − 𝐹 (𝑥𝑚𝑖(𝑛), 𝑦𝑚𝑖(𝑛))],

𝑦𝑚𝑖(𝑛+ 1) = 𝐺(𝑥𝑚𝑖(𝑛)),

где 𝑚 = 1, 2, 3 – номер слоя, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 – номер элемента в каждом слое,

𝑁 = 1000 – общее количество элементов в каждом слое. Функции 𝐹 и 𝐺 со-

ответствуют отображению Лози (2.3) и Эно (1.5). Управляющие параметры

зафиксированы для всех элементов 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, что соответствует хао-

тической динамике в одиночных отображениях. Внутрислойная связь задается

вторым членом в уравнении (3.8) и определяется силой связи 𝜎𝑚 и радиусом

связи 𝑅𝑚 = 𝑅 = 320, т.е. количеством соседей, с которыми связан 𝑖-й элемент

с каждой стороны внутри соответствующего кольца.

Внешние слои в системе (3.8) попарно и симметрично связаны со средним

слоем (смотрите рис. 3.18). Межслойная связь вводится через переменные 𝑥 и

описывается третьим членом в (3.8). Сила межслойной связи характеризуется

коэффициентом 𝑘𝑚𝑙 между отдельными элементами соответствующих слоев 𝑚
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Рисунок 3.18. Схема трехслойной сети, заданной уравнением (3.8). Индекс 𝑚 –

номер слоя, внутрислойная связь задается силой связи 𝜎𝑚. Внешние слои

𝑚 = 1 и 𝑚 = 3 попарно и симметрично связаны со средним слоем 𝑚 = 2

межслойной связью 𝑘12 и 𝑘32, соответственно.

и 𝑙. По аналогии с работой [109], межслойная сила связи задается матрицей:

𝑘𝑚𝑙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑘12 0

𝑘21 0 𝑘23

0 𝑘32 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.9)

где номера строк и столбцов соответствуют номерам слоев. Таким образом, каж-

дый элемент матрицы (3.9)) описывает связь между соответствующими слоя-

ми. В данном исследование сила межслойной связи была выбрана одинаковой:

𝑘21 = 𝑘12 = 𝑘23 = 𝑘32 = 𝑘.

Межслойная связь вводится только после установления в кольцах

пространственно-временных структур, то есть через 104 итераций. Начальные

условия для динамических переменных 𝑥 и 𝑦 кольца отображений Лози случай-

ным образом равномерно распределены в интервале 𝑥, 𝑦 ∈ [−0.5, 0.5]; кольца

отображений Эно – 𝑥 ∈ [−0.5, 0.5] и 𝑦 ∈ [−0.15, 0.15].

Было исследовано две конфигурации трехслойной сети: когда внешними

слоями являются кольца отображений Эно, а передающим (средним) – кольцо

отображений Лози, и наоборот. На рисунке 3.19 показаны мгновенные профили
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структур, которые устанавливаются в изолированных кольцах Эно и Лози, ко-

гда они выбираются в качестве внешних слоев. Как видно из рисунка 3.19,а, при

выбранных значениях внутрислойной связи в кольце отображений Эно фор-

мируется комбинированная химера, состоящая из кластеров некогерентности

фазовой химеры (1 6 𝑖 6 133 и 320 6 𝑖 6 524 и 988 6 𝑖 6 1000) и амплитуд-

ной химеры (720 6 𝑖 6 850). Кольцо отображений Лози демонстрирует режим

уединенных состояний (рис.3.19,б).

(а) (б)

Рисунок 3.19. Примеры начальных пространственных распределений значений

𝑥𝑖 (мгновенные профили) в кольце нелокально связанных отображений Эно

(а) и кольце нелокально связанных отображений Лози (б) в отсутствие

межслойной связи (𝑘 = 0) в сети (3.8). Другие параметры: 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3,

𝑅 = 320, 𝑁 = 1000, 𝜎1 = 𝜎3 = 0.31 (а), 𝜎1 = 𝜎3 = 0.18 (б).

Как и в предыдущих разделах, для оценки степени межслойной синхро-

низации использовалась глобальная ошибка межслойной синхронизации 𝛿 (3.6)

(время усреднения 𝑇 = 104), которая отдельно рассчитывалась для каждой па-

ры слоев: 𝛿𝑚𝑙, где 𝑚 и 𝑙 – номера слоев, что позволяло фиксировать как полную

синхронизацию, так и удаленную. Кроме того использовалась локальная ошиб-

ка межслойной синхронизации, которая определяется следующим уравнением
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(выражение внутри скобок в уравнении (3.6)):

𝛿𝑚𝑙
𝑖 =

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑛=1

(︀
𝑥𝑚𝑖 (𝑛) − 𝑥𝑙𝑖(𝑛)

)︀2
. (3.10)

Принимая во внимание тот факт, что исследуемая трехслойная сеть явля-

ется неоднородной (слои с различными парциальными элементами), эффекты

синхронизации можно трактовать только в их эффективном смысле, то есть

необходимо указать критерий синхронизации:

𝛿𝑚𝑙 < 0.005. (3.11)

Это значение произвольно, и любое достаточно малое значение 𝛿𝑚𝑙 может быть

выбрано в качестве порога, но качественно результаты останутся теми же. Если

𝛿13 < 0.005, но 𝛿12 > 0.005 и 𝛿23 > 0.005, то можно говорить об эффективной

удаленной синхронизации. Полная эффективная синхронизаци наблюдается,

когда 𝛿13 < 0.005, 𝛿12 < 0.005 и 𝛿23 < 0.005. Те же условия применяются к

локальной ошибки синхронизации (3.10).

3.5.1 Синхронизация в сети отображений Эно-Лози-Эно

В данном подразделе рассматривается динамика трехслойной сети, в ко-

торой внешние слои представляют собой кольца отображений Эно, которые

демонстрируют химерные состояния, а передающий (средний) слой – коль-

цо отображений Лози, которое может демонстрировать уединенные состоя-

ния. В начале сила внутрислойной связи была зафиксирована для всех слоев:

𝜎1 = 𝜎3 = 0.31 и 𝜎2 = 0.14. При таких значениях силы связи внешние слои

(кольца Эно) демонстрируют комбинированную химеру: амплитудную и фазо-

вую (рис. 3.19,а), а передающий слой находится в режиме уединенных состояний

(аналогично рис. 3.19,б).
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На рисунке 3.20 представлена зависимость глобальной ошибки синхрони-

зации от силы межслойной связи. Используя этот график и применяя критерий

синхронизации (3.11), можно определить, какой тип синхронизации наблюдает-

ся в сети (3.8). При достаточно слабой межслойной связи (𝑘 < 0.14) глобальная

ошибка синхронизации 𝛿𝑚𝑙 > 0.005, следовательно, кольца несинхронизирова-

ны. При 𝑘 = 0.14 значение глобальной ошибки синхронизации между первым

и третьим слоями становится 𝛿13 < 0.005, что удовлетворяет условию синхро-

низации (3.11), при этом 𝛿12 и 𝛿23 больше 0.005. Данная ситуация соответствует

наличию в системе удаленной синхронизации. При увеличении силы межслой-

ной связи до 𝑘 = 0.6, 𝛿13 → 0 (что показано на вставке рис. 3.20), а значения 𝛿12

и 𝛿23 принимают малые, но ненулевые значения (≈ 0.01) в интервале изменения

межслойной связи 𝑘 ∈ [0.13, 0.32]. Таким образом, глобальная ошибка синхро-

низации между первым и вторым слоями, а также вторым и третьим слоями не

Рисунок 3.20. Зависимости глобальной ошибки синхронизации между первым

и третьим слоями 𝛿13 (красные крестики), между первым и вторым слоями 𝛿12

(черные крестики) и между вторым и третьем слоями 𝛿23 (черные кружки) в

сети отображений Эно-Лози-Эно в зависимости от силы межслойной связи 𝑘.

Ось ординат представлена в логарифмическом масштабе. На вставке

приведена зависимость в линейном масштабе. Другие параметры:

𝜎1 = 𝜎3 = 0.31, 𝜎2 = 0.14, 𝑅 = 320, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑁 = 1000.
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удовлетворяет условию синхронизации (3.11), а между первым и третьим слоя-

ми удовлетворяет. Следовательно, можно сделать вывод, что в трехслоной сети

отображений Эно-Лози-Эно при такой силе внутрислойной связи наблюдается

только удаленная синхронизация.

Рисунок 3.21. Динамика колец в трехслойной сети отображений Эно-Лози-Эно

при различных значениях межслойной связи 𝑘: 0.07 (I столбец), 0.23 (II

столбец) и 0.48 (III столбец). (а), (б), (в) Мгновенные профили 𝑥1𝑖, 𝑥2𝑖, 𝑥3𝑖, (г)

локальная ошибка синхронизации (3.10) между первым и третьим слоями 𝛿13𝑖
и (д) между первым и вторым слоями 𝛿12𝑖 в зависимости от номера элемента 𝑖.

Другие параметры такие же, как на рисунке 3.20.
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На рисунке 3.21 приведены мгновенные профили каждого слоя (а)–(в) и

распределение локальной ошибки синхронизации (3.10) между первым и тре-

тьим слоем 𝛿13𝑖 (г) и между первым и вторым слоем 𝛿12𝑖 (д) для трех выбранных

значений межслойной связи 𝑘 (столбцы I, II , и III) в сети отображений Эно-

Лози-Эно. Как видно из рисунков 3.21,I,г и 3.21,I,д, при малой силе межслойной

связи (𝑘 = 0.07) все элементы сети в некогерентных областях остаются практи-

чески рассинхронизированными. Благодаря взаимодействию пространственно-

временные режимы в слоях влияют друг на друга и существенно меняются.

Уединенные узлы в передающем слое как бы “выталкивают” некоторые элемен-

ты первого и третьего слоев из когерентного режима (рис. 3.21,I,а и 3.21,I,в).

Химерные состояния, установившиеся во внешних слоях, искажают когерент-

ные части в передающем слое, и индуцируются фазовые химеры во втором

слое (рис. 3.21,I,б). Тем не менее, можно наблюдать, что условие синхрониза-

ции (3.11) выполняется для когерентных кластеров внешних слоев 𝛿13𝑖 < 0.005

(рис. 3.21,I,г). В этом случае можно говорить о частичной удаленной синхро-

низации.

При увеличении силы межслойной связи в системе устанавливает-

ся режим удаленной синхронизации химерных состояний (рис. 3.21,II).

Пространственно-временные структуры в первом и третьем слоях идентич-

ны (рис. 3.21,II,а и 3.21,II,в), локальная ошибка синхронизации 𝛿13𝑖 ≃ 0

(рис. 3.21,II,г), что удовлетворяет критерию синхронизации (3.11). При этим

помимо фазовой химеры (некогерентные кластеры: 320 6 𝑖 6 415 и 880 6

𝑖 6 900) устанавливается химера уединенных состояний (некогерентные кла-

стеры: 20 6 𝑖 6 120 и 920 6 𝑖 6 990). Таким образом, впервые установлен

эффект удаленной синхронизации химеры уединенных состояний для системы

Эно-Лози-Эно. Стоит также отметить, что взаимодействие между слоями ин-

дуцирует появление как фазовой химеры, так и химеры уединенных состояний

(рис. 3.21,II,б), которые качественно повторяют режимы во внешних слоях, од-

нако, 𝛿12 = 𝛿23 = 0.009642, что не удовлетворяет условию синхронизации (3.11).
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Обратим внимание, что для химеры уединенных состояний локальная ошибка

имеет наибольшее значение: 𝛿12 = 𝛿23 (рис. 3.21,II,д).

Дальнейшее увеличение силы межслойной связи приводит к разрушению

химерных структур и переходу к полностью некогерентным режимам во всех

трех слоях (рис. 3.21,III). Тем не менее эти режимы являются химероподобными

и могут наблюдаться в узком диапазоне вариации силы межслойной связи. При

этом хорошо выражена удаленная синхронизация: 𝛿13𝑖 ≃ 0 (рис. 3.21,III,г), а 𝛿12𝑖
и 𝛿23𝑖 достаточно большие (рис. 3.21,III,д).

Важно отметить, что доминирующее влияние на изменение

пространственно-временных режимов во всех трех слоях по мере увели-

чения силы межслойной связи оказывают структуры во внешних слоях (в

рассматриваемом случае – кольца нелокально связанных отображений Эно).

Далее была проанализирована динамика трехслойной сети отображений

Эно-Лози-Эно в зависимости от внутрислойной связи передающего кольца 𝜎2

при увеличении межслойной связи 𝑘. Изолированное кольцо нелокально связан-

ных отображений Лози может демонстрировать когерентные пространственно-

временные режимы и режимы уединенных состояний по мере уменьшения

𝜎2 [73, 74]. При выбранных значениях параметров кольца отображений Лози

(𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑅 = 320) уединенные состояния наблюдаются в интервале

[0, 0.23]. На рисунке 3.22 приведена карта областей синхронизации и десинхро-

низации для сети отображений Эно-Лози-Эно на плоскости параметров (𝑘, 𝜎2).

Как видно из рисунка 3.22, полная синхронизация достигается в ограничен-

ном диапазоне силы внутрислойной связи передающего слоя 𝜎2 ∈ [0.22, 0.48].

Значение 𝜎2 = 0.22 в изолированном кольце отображений Лози близко к гра-

нице перехода от режима уединенных состояний к режиму когерентности (при

увеличении 𝜎2), то есть полная синхронизация наблюдается только при коге-

рентном режиме в передающем слое. Удаленная синхронизация (область 2 на

рис. 3.22) наблюдается в пределах конечного интервала межслойной силы свя-

зи 𝑘 ∈ [0.11, 0.65] и имеет место при любом значении внутрислойной связи 𝜎2
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в передающем слое. Последнее означает, что удаленная синхронизация наблю-

дается независимо от того, какой динамический режим устанавливается в

передающем слое. Исследования показывают, что появление уединенных состо-

яний и увеличение количества уединенных узлов при уменьшении 𝜎2 < 0.22

препятствует полной синхронизации в сети отображений Эно-Лози-Эно, но не

влияет на удаленную синхронизацию внешних слоев.

Рисунок 3.22. Области синхронизации и десинхронизации для трехслойной

сети отображений Эно-Лози-Эно на плоскости параметров (𝑘, 𝜎2). Белая

область соответствует десинхронизированным слоям, красная заштрихованная

область 1 соответствует полной синхронизации (𝛿𝑚𝑙 < 0.005), черная

заштрихованная область 2 относится к удаленной синхронизации (𝛿13 < 0.005

и 𝛿23 > 0.005, 𝛿13 > 0.005), в области 3 траектории уходят на бесконечность.

Другие параметры как на рис. 3.20. Размер шага по 𝜎2 и 𝑘 равен 0.01. Для

построения карты использовалось 3 набора случайных начальных условий

динамических переменных.
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3.5.2 Синхронизация в сети отображений Лози-Эно-Лози

Перейдем к рассмотрению динамики трехслойной сети ((3.8)), в которой

кольца нелокально связанных отображений Лози являются внешними слоями, а

кольца отображений Эно – передающим слоем. Значения внутрислойной связи

были выбраны таким образом, что в кольце отображений Лози устанавлива-

ются уединенные состояния (как на рис. 3.19,б, 𝜎1 = 𝜎3 = 0.18), а в кольце

отображений Эно – некогерентный режим при 𝜎2 = 0.13. Зависимость глобаль-

ной ошибки синхронизации 𝛿𝑚𝑙 от силы межслойной связи 𝑘 изображена на

рисунке 3.23. Как видно из зависимости 𝛿13(𝑘), внешние слои начинают син-

хронизироваться даже при очень слабой силе связи (𝑘 ≃ 0.10). Значение 𝛿13

стремится к нулю в интервале 𝑘 ∈ [0.10, 0.58], что видно на вставке рисунка 3.23.

Полная удаленная синхронизация (𝛿13 ≃ 0) наблюдается уже при 𝑘 ≃ 0.1, что

раньше, чем в случае сети отображений Эно-Лози-Эно (рис. 3.20). Кроме то-

го, в этом случае отчетливо наблюдается эффективная полная синхронизация

(𝛿13 < 0.005, 𝛿23 < 0.005, 𝛿13 < 0.005) при 𝑘 ∈ [0.21, 0.38]. Дальнейшее уве-

личение межслойной связи приводит к разрушению полной синхронизации, а

удаленная синхронизация сохраняется до 𝑘 = 0.58.

На рисунке 3.24 проиллюстрирована динамика сети отображений Лози-

Эно-Лози при различной силе межслойной связи. При слабой силе межслойной

связи все слои рассинхронизированы (рис. 3.24,I). Увеличение 𝑘 (рис. 3.24,II)

приводит к серьезной перестройке пространственно-временных структур во

всех трех слоях и к формированию амплитудных химер (некогерентные кла-

стеры 1 6 𝑖 6 120, 350 6 𝑖 6 650, 880 6 𝑖 6 1000) и фазовых химер (неко-

герентные кластеры 220 6 𝑖 6 230, 750 6 𝑖 6 770), сосуществующих с ко-

нечным числом уединенных узлов (рис. 3.24,II,а,в). Кроме того, как следует из

рис. 3.24,II,г, в системе наблюдается полная удаленная синхронизация 𝛿13𝑖 ≃ 0

такой сложной структуры, но отсутсвует полная синхронизация (рис. 3.24,II,д).
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Рисунок 3.23. Зависимости глобальной ошибки синхронизации между первым

и третьим слоями 𝛿13 (красные крестики), между первым и вторым слоями 𝛿12

(черные крестики) и между вторым и третьем слоями 𝛿23 (черные кружки) в

сети отображений Лози-Эно-Лози в зависимости от силы межслойной связи 𝑘.

Ось ординат представлена в логарифмическом масштабе. На вставке

приведена зависимость в линейном масштабе. Другие параметры:

𝜎1 = 𝜎3 = 0.18, 𝜎2 = 0.13, 𝑅 = 320, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑁 = 1000.

Когда межслойная связь становится сильнее (рис. 3.24,III), количество уеди-

ненных узлов во всех трех слоях значительно увеличивается, а химеры исчеза-

ют. Как и в случае сети отображений Эно-Лози-Эно, динамические режимы во

внешних слоях играют определяющую роль в формировании пространственно-

временных структур во всей системе с увеличением 𝑘. Как видно из рисун-

ка 3.24,III, в системе наблюдается как удаленная, так и полная синхронизация.

Отметим, что осцилляторы в уединенном состоянии синхронизованы слабее,

для них 0 < 𝛿12𝑖 < 0.005(рис. 3.24,III,д).

На рисунке 3.25 приведена двумерная диаграмма областей синхрониза-

ции на плоскости параметров “сила межслойной связи 𝑘 – сила внутрислойной

связи передающего кольца 𝜎2”. Как видно из этой диаграммы, в сети отображе-

ний Лози-Эно-Лози наблюдается удаленная синхронизация во всем диапазоне

внутрислойной связи 𝜎2 ∈ [0, 0.5]. Однако в отличие от предыдущего случая,



166

Рисунок 3.24. Динамика колец трехслойной сети отображений Лози-Эно-Лози

при различных значениях межслойной связи 𝑘: 0.05 (I), 0.17 (II), and 0.36

(III). (а), (б), (в) Мгновенные профили 𝑥1𝑖, 𝑥2𝑖, 𝑥3𝑖, локальная ошибка

синхронизации (3.10) между первым и третьим слоями 𝛿13𝑖 (г) и между

первым и вторым слоями 𝛿12𝑖 (д) в зависимости от номера элемента 𝑖.

Остальные параметры такие же, как на рисунке 3.23.

как левая, так и правая границы области синхронизации смещаются в сторону

меньших значений 𝑘 при увеличении 𝜎2 (сравните рис. 3.22 и рис. 3.25). Уда-

ленная синхронизация начинает наблюдаться уже при очень слабой силе связи

𝑘 ≃ 0.05 в интервале 𝜎2 ∈ [0.17, 0.35]. Стоит отметить, что в передающем слое

(кольцо отображений Эно) именно в этом диапазоне изменения силы внутри-
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Рисунок 3.25. Области синхронизации и десинхронизации для трехслойной

сети отображений Лози-Эно-Лози на плоскости параметров (𝑘, 𝜎2).

Обозначения те же, что и на рис. 3.22. Остальные параметры такие же, как на

рис. 3.23.

слойной связи наблюдаются химерные состояния. Полная синхронизация имеет

место в сети отображений Лози-Эно-Лози практически для всего диапазона из-

менения внутрислойной связи 𝜎2 (рис. 3.25). В отличие от предыдущего случая

(рис. 3.22), область полной синхронизации в сети отображений Лози-Эно-Лози

больше по силе межслойной связи, но ее ширина сильно зависит от 𝜎2. Наи-

более широкий диапазон по 𝑘 соответствуют тем значениям 𝜎2, при которых в

изолированном кольце нелокально связанных отображений Эно наблюдаются

химерные структуры.

3.6 Выводы по третьей главе

В настоящей главе представлены результаты численного анализа дина-

мики двух- и трехслойных сетей ансамблей нелокально связанных нелинейных

осцилляторов при различной силе и конфигурации межслойной связи и при

различных структурах, реализующихся во взаимодействующих ансамблях. На
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основании проведенных исследований можно сформулировать следующие ос-

новные выводы:

1. В двухслойной сети осцилляторов ФитцХью-Нагумо с нелокальным взаи-

модействием внутри слоев и взаимной межслойной связью даже слабая си-

ла межслойной связи через быстрые переменные (порядка 0.06) приводит к

установлению как эффективной (с заданной точностью), так и полной син-

хронизации между кольцами. В случае межслойной связи, вводимой через

медленные переменные, для установления синхронного режима требуется

значительно более сильная связь (порядка 0.18). При этом синхронизация

между слоями наблюдается, когда каждый слой демонстрирует когерент-

ную динамику.

2. Взаимная межслойная связь в двухслойной сети ансамблей осцилляторов

ФитцХью-Нагумо через разные переменные (быстрые или медленные), ко-

гда в отсутствие межслойной связи одно кольцо демонстрирует химерные

состояния, а другое – уединенные состояния, приводит к разным сценариям

перехода к полной синхронизации. Когда кольца связаны через быстрые

переменные, по мере увеличения межслойной связи в сети наблюдаются в

основном химерные состояния. Если взаимная межслойная связь осуществ-

ляется через медленные переменные, то режим уединенных состояний ока-

зывается доминирующим в поведении всей сети и управляет динамикой

второго слоя. Однако для обоих типов взаимосвязи существуют конечные

интервалы изменения силы межслойной связи, в пределах которых оба

слоя демонстрируют асинхронные уединенные состояния.

3. Однонаправленная связь (через быстрые или медленные переменные) в

двухслойной сети осцилляторов ФитцХью-Нагумо может привести к подав-

лению как уединенных, так и химерных состояний. В случае однонаправ-

ленной связи между кольцами через быстрые переменные (активаторы)
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возможно подавление как химерных, так и уединенных состояний и уста-

новление в сети пространственно-временного режима управляющего коль-

ца. При вынужденной синхронизации уединенных состояний глобальная

ошибка межслойной синхронизации меньше, чем в случае синхронизации

химерных состояний. В случае однонаправленной связи через медленные

переменные (ингибиторы), хотя исходная структура управляемого кольца

быстро разрушается, структура управляющего слоя может лишь частично

воспроизводиться в управляемом слое.

4. В двухслойной сети отображений с бистабильной динамикой при нелокаль-

ной внутрислойной связи и связи между слоями, сила которой задается

независимыи источниками цветного гауссова шума, может устанавливать-

ся частичная или полная синхронизация пространственно-временной дина-

мики слоев (в том числе сложных режимов, подобных химерам). Эффекты

синхронизации наблюдаются как для идентичных, так и для неидентичных

слоев, различающихся силой внутрислойной связи. При этом спектр шу-

ма межслойной связи оказывает существенное влияние на синхронизацию

структур: для рассмотренной сети связанных хаотических отображений

с бистабильной динамикой наиболее благоприятным оказывается белый

шум, что отличается от результатов, описанных в статье [175].

5. Разреженность связи в двухслойной сети ансамблей нелокально связанных

хаотических отображений ведет к тому, что пространственные профили

взаимодействующих слоев расщепляются на отдельные части, связанные с

динамикой связанных и несвязанных узлов. Анализ внутри- и межслойных

связей показывает, что эффективная синхронизация не зависит от силы

нелокальной связи между элементами внутри каждого слоя. Более того,

увеличение силы и радиуса внутрислойной связи не приводит к «сглажи-

ванию» мгновенных пространственных профилей синхронных структур в

слоях.
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6. В случае неразреженной и слаборазреженной (когда количество связанных

элементов больше, чем несвязанных) межслойной связи в двухслойной сети

нелокально связанных хаотических отображений может быть достигнута

вынужденная и взаимная синхронизации (на профилях связанных элемен-

тов) сложных пространственно-временных структур, включая химеры и

уединенные состояния. При этом эффективная взаимная синхронизация

наблюдается в конечном диапазоне силы межслойной связи, а ширина это-

го диапазона и порог синхронизации по силе межслойной связи не зависят

от степени разреженности. Увеличение количества отсутствующих связей

(> 50% всех элементов сети) сильно снижает степень синхронизации и да-

же приводит к рассинхронизации элементов сетей. Установлено, что порог

синхронизации и ширина области эффективной вынужденной синхрониза-

ции по параметру степени разреженности и силе межслойной связи могут

зависеть от пространственно-временного режима управляющего слоя. При

наличии сильно разреженной однонаправленной связи начинает преобла-

дать собственная динамика управляемого слоя, определяемая нелокальны-

ми внутрислойными параметрами связи.

7. В неоднородной трехслойной сети нелокально связанных хаотических отоб-

ражений, в которой внешние слои взаимно связаны только со средним сло-

ем, а также динамика внешних слоев принципиально отличается от дина-

мики передающего слоя, возможно установление удаленной и полной син-

хронизации химерных и уединенных состояний. При этом динамика трех-

слойной сети определяется преимущественно динамикой внешних слоев.

Так, если во внешних слоях изначально наблюдаются химерные состоя-

ния, а в передающем – уединенные состояния, то при связи слоев преиму-

щественно устанавливаются химерные состояния, и наоборот.

8. Наличие уединенных состояний и увеличение количества уединенных уз-

лов в передающем слое неоднородной трехслойной сети хаотических осцил-



171

ляторов препятствует полной синхронизации сети, но не влияет на удален-

ную синхронизацию внешних слоев. В случае реализации химерных струк-

тур в передающем слое сети полная и удаленная синхронизация имеют

место в большем диапазоне изменения межслойной связи.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей диссертационной работ решена важная научная задача в об-

ласти радиофизики и нелинейной динамики, которая связана с анализом уста-

новления, существования, подавления и синхронизации химерных и уединенных

состояний в ансамблях (кольцах) нелокально связанных нелинейных осцилля-

торов с дискретным и непрерывным временем при наличие в системе различных

неоднородностей. Принципиально новыми являются результаты исследований

влияния аддитивного шума на химерные состояния, уединенные состояния, вли-

яния неоднородностей в связях и динамики элементов на полную, кластерную,

удаленную синхронизацию.

В результате проведенных исследований были получены следующие ос-

новные результаты:

1. При воздействии аддитивного шума на систему нелокально связанных ха-

отических отображений существует оптимальное (ненулевое) значение и

интенсивности шума, при которой вероятность установления и наблюде-

ния фазовых химер возрастает. Данные эффект носит резонансо-подобный

характер, так как при “неоптимальных” значения интенсивности шума ве-

роятность установления этих пространственно-временных структур ниже,

и даже может стремиться к нулю. Шумовая модуляция управляющих па-

раметров парциальных элементов может привести к подобным эффектам.

2. Модуляция силы связи между элементами источниками цветного шума

приводит к подавлению кластеров некогерентности фазовой и двухъям-

ной химерных состояний в ансамблях нелокально связанных хаотических

отображений. Более того показаны принципиальные различия в динами-

ке системы при использовании независимых источников шума и общего
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источника шума. В первом случае, в системе появляются уединенные со-

стояния, а во втором – полная хаотическая синхронизация всех элементов

ансамбля.

3. Для кольца нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо, в ко-

тором установление чисто химерных структур со случайных начальных

условий при определенных параметрах имеет малую вероятность, показа-

но, что введение аддитивного шума в кольца нелокально связанных эле-

ментов способно увеличить эту вероятность. При отсутствие аддитивного

шума в кольце нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо воз-

можно сосуществование режимов химерных состояний, уединенных состо-

яний и режима сосуществования химерных и уединенных состояний. Воз-

действие аддитивного шума ведет к увеличению вероятности установления

химер, при этом вероятности реализации других структур снижаются до

0%. Таким образом, при наличии аддитивного шумового воздействия хи-

мерные состояния проявляют себя как более устойчивые и доминирующие

структуры среди всех остальных, сосуществующих в ансамбле.

4. Проведены исследования устойчивости уединенных состояний к аддитив-

ному и мультипликативному шумам в кольцах нелокально связанных нели-

нейных осцилляторов. Показано, что в общем случае увеличение интен-

сивности аддитивного и мультипликативного шума ведет к сужению ин-

тервала существования уединенных состояний по силе связи, а также к

уменьшению количества уединенных узлов в ансамбле преимущественно

только на границах интервала существования уединенных состояний по

параметру силы связи. Однако, в кольце нелокально связанных осцилля-

торов ФитцХью-Нагумо в интервале слабой связи введение аддитивного

шума способствовало появлению уединенных состояний при силе связи на

примерно 0.04 больше, чем максимальная сила связи, при которой наблю-

дались уединенные узлы в ансамбле без шума.
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5. Анализ влияния неоднородного распределения силы связи или параметров

локальной динамики парциальных элементов в кольцах нелокально связан-

ных нелинейных осцилляторов показал, что такая неоднородность может

привести к увеличению интервала наблюдения уединенных состояний и их

количества. Однако, это лучше видно для случая неоднородного распреде-

ления силы связи, так как неоднородность по управляющим параметрам

парциальных элементов при увеличении ширины интервала распределений

ведет к уходу траекторий на бесконечность, предельная ширина разброса

зависит от собственно динамики парциальных элементов, а также от ста-

тистики неоднородного распределения (нормальное или равномерное).

6. Проведены исследования динамики двухслойной сети взаимно связанных

ансамблей нелокально связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо при раз-

личном типе межслойной связи (через быстрые или через медленные пе-

ременные) в случае установления в одном кольце уединенных состояний,

а в другом – химерных (в отсутсвие межслойной связи). Установлено, что

даже слабая сила межслойной связи через быстрые переменные (порядка

0.06) приводит к установлению как эффективной (с заданной точностью),

так и полной синхронизации между кольцами. При связи через медленные

переменные требуется в три раза большая сила связи для достижения син-

хронизации. Более того, взаимная межслойная связь через разные перемен-

ные (быстрые или медленные) приводит к разным сценариям перехода к

полной синхронизации. Когда кольца связаны через быстрые переменные,

по мере увеличения межслойной связи в сети наблюдаются в основном хи-

мерные состояния. Если взаимная межслойная связь осуществляется через

медленные переменные, то режим уединенных состояний оказывается до-

минирующим в поведении всей сети и управляет динамикой второго слоя.

7. Проведено численное исследование влияния шумовой межслойной свя-

зи между ансамблями нелокально связанных нелинейных отображений
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с бистабильной динамикой на возможность установления синхронных

профилей. Показано, что как частичная, так и полная синхронизации

пространственно-временных структур (в том числе сложных режимов, по-

добных химерам) могут наблюдаться в такой двухслойной сети. Одна-

ко спектр шума межслойной связи оказывает существенное влияние на

синхронизацию структур: для рассмотренной сети связанных хаотических

отображений с бистабильной динамикой наиболее благоприятным оказы-

вается белый шум.

8. В результате численного моделирования двухслойной сети ансамблей нело-

кально связанных хаотических отображений при наличие разреженной

межслойной связи было показано, что такая межслоная связь ведет к

расщеплению пространственных профилей отдельных ансамблей на от-

дельные части, связанные с динамикой связанных и несвязанных узлов.

Анализ синхронизации с помощью расчета глобально ошибки синхрони-

зации отдельно для связанных и несвязанных элементов показал, что в

случае неразреженной и слаборазреженной (когда количество связанных

элементов больше, чем несвязанных) межслойной связи колец нелокаль-

но связанных хаотических отображений может быть достигнута вынуж-

денная и взаимная синхронизации (на профилях связанных элементов)

сложных пространственно-временных структур, включая химеры и уеди-

ненные состояния. В случае сильноразреженной связи степень синхрони-

зации сильно снижается и даже наблюдается рассинхронизация элементов

сетей. Для случая однонаправленной связи между ансамблями, синхро-

низации и ширина области эффективной вынужденной синхронизации по

параметру степени разреженности и силе межслойной связи могут зависеть

от пространственно-временного режима управляющего ансамбля.

9. Установлено, что в неоднородной трехслойной сети при наличие связи толь-

ко между передающим и внешними слоями, а также при различной дина-
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мики в передающем и внешних слоях, возможно установление удаленной и

полной синхронизации химерных и уединенных состояний. При этом, если

во внешних слоях изначально наблюдаются химерные состояния, а в пе-

редающем – уединенные состояния, то при связи слоев преимущественно

устанавливаются химерные состояния, и наоборот. С другой стороны, на-

личие уединенных состояний и увеличение количества уединенных узлов в

передающем слое неоднородной трехслойной сети хаотических осциллято-

ров препятствует полной синхронизации сети, но не влияет на удаленную

синхронизацию внешних слоев. При этом показано, что химерные состоя-

ния в передающем слое не влияют на возможность установления полной и

удаленной синхронизации в рассматриваемой сети.
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