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Введение

Актуальность темы исследования. Òåîðèÿ ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì

ðàçäåëîì òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. ßâëÿÿñü áîëåå ãèáêèì àïïàðàòîì ïðè-

áëèæåíèÿ, ÷åì ìíîãî÷ëåíû, ñïëàéíû ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè,

ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèé, ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ðå-

øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ â çàäà÷àõ àïïðîêñè-

ìàöèè.

Âïåðâûå áàçèñíûå ñïëàéíû ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Â. À. Äæåíêèíñà [38] â

ñâÿçè ñ îñíîâíîé çàäà÷åé èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì [24,

31]: необходимо по значениям (𝑓𝑗)𝑗∈Z построить функцию 𝑆(𝑥) такую, что:

1) 𝑆(𝑥) определена на R и 𝑚 раз дифференцируема на R, 𝑚 ≥ 1;

2) 𝑆(𝑗) = 𝑓𝑗 при всех 𝑗 ∈ Z.

Ôóíêöèþ 𝑆(𝑥) åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ðÿäà

𝑆(𝑥) =
∞∑︁

𝑗=−∞
𝑦𝑗𝐿(𝑥− 𝑗),

êîòîðûé íàçûâàþò кардинальным рядом.

Ïåðâûå ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè áûëè ïîëó÷åíû ïðè ïîìî-

ùè ñèíê-àïïðîêñèìàöèé

𝑆(𝑥) =
∞∑︁

𝑗=−∞
𝑦𝑗 sinc(𝑥− 𝑗),

ãäå

𝐿(𝑥) = sinc(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥 = 0,

sin(𝜋𝑥)
𝜋𝑥 , 𝑥 ̸= 0.

Ñèíê-àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷íû íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ñàìî ïîíÿòèå êàðäèíàëüíîãî ñïëàéíà 𝑆(𝑥) áûëî ââåäåíî Å. Áîðåëåì [28]

è Ý. Ò. Óèòòàêåðîì [54]. Øèðîêî èçâåñòíà òåîðåìà îòñ÷åòîâ, êîòîðóþ ïðèïè-

ñûâàþò ñðàçó òðåì àâòîðàì: Ý. Ò. Óèòòàêåðó [22, 55], Ê. Å. Øåííîíó [51] è
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Â. À. Êîòåëüíèêîâó [8]. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ â äàííîì íàïðàâ-

ëåíèè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ô. Ñòåíäæåðà [53]. Îäíàêî òåîðåìà îòñ÷åòîâ

ïîçâîëÿåò õîðîøî ïðèáëèæàòü òîëüêî ôóíêöèè îãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà, ñóììè-

ðóåìûå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé

âîçíèêàåò øóì, ïåðåõîäÿùèé íà âñþ ÷àñòîòíóþ îáëàñòü [17].

Åñëè â êàðäèíàëüíîì ðÿäå 𝑦𝑗 � çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. 𝑦𝑗 = 𝑓𝑗, òî òàêóþ

èíòåðïîëÿöèþ íàçûâàþò ïðàâèëüíîé (ordinary), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ãëàäêîé.

Â ðÿäå ìîíîãðàôèé (íàïðèìåð, [42, 49]) óêàçàíî, ÷òî Â. À. Äæåíêèíñ ïåðâûì

ïîñòðîèë êàê ïðàâèëüíûå, òàê è ãëàäêèå êàðäèíàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîð-

ìóëû, â êîòîðûõ ôóíêöèè 𝐿(𝑥) áûëè áàçèñíûìè ñèììåòðè÷íûìè ñïëàéíàìè 3-é

è 4-é ñòåïåíè ñ íîñèòåëåì [−3, 3]. Íî òîãäà èõ íàçûâàëè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè.

Â [47,48] È. ß. Øåíáåðã îïðåäåëèë áàçèñíûå ñïëàéíû ðàâåíñòâîì

𝑀𝑘(𝑥) =
1

(𝑘 − 1)
𝛿𝑘𝑥𝑘−1

+ ,

ãäå 𝛿𝑘 �öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü 𝑘-ãî ïîðÿäêà ñ åäèíè÷íûì øàãîì, è ïîëó÷èë

ãëàäêóþ ïîëèíîìèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó. Áàçèñíûå ñïëàéíû òàê-

æå íàçûâàëèñü áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè.

Â 1947 ã. â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Õ. Á. Êàððè è È. ß. Øåíáåðãà [32] áàçèñ-

íûå ñïëàéíû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. Åñëè òåîðåìà

îòñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ïðèáëèæàòü òîëüêî ôóíêöèè îãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà, ñóì-

ìèðóåìûå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî â ðàáîòå [32] óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðàçäå-

ëåííûå ðàçíîñòè ïîçâîëÿþò ïðèáëèæàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà

𝑃𝑘(0,+∞). Ïðîñòðàíñòâî 𝑃𝑘(0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-

ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé 𝑘-é ñòåïåíè, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà

[0,+∞), è êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå
[︀
𝑡

2𝑘
, 𝑡+1

2𝑘

]︀
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì ìíî-

ãî÷ëåíîì 𝑘-é ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ïðîñòðàíñòâî 𝑃𝑘(−∞,+∞).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

𝑃𝑘(−∞,+∞). Íà îñíîâàíèè ýòîãî â ðàáîòå È. ß. Øåíáåðãà 1967 ã. [49] òàêèå

ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè áûëè íàçâàíû 𝐵-ñïëàéíàìè.
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Â äàëüíåéøåì òåðìèíîëîãèÿ 𝐵-ñïëàéíîâ ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàçâèòèå. Íà

ðàâíîìåðíîé ñåòêå 𝐵-ñïëàéíû áûëè îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè â òåðìèíàõ ñâåð-

òîê è ïîäðîáíî èçó÷åíû â ñòàòüÿõ Ä. Î. Ñòð¼ìáåðãà [52], Ã. Áàòòëà [27] è

Ï. Ã. Ëåìàðüå [44]. Íà îñíîâå ýòîé òåðìèíîëîãèè áûëè ïîñòðîåíû ïðå-âåéâëåòû

[30,39,40].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè òðàäèöèîííî ðåøàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ öåíòðèðîâàííûõ 𝐵-ñïëàéíîâ Ä. Î. Ñòð¼ìáåðãà 𝑁𝑚(𝑥). Ïîäðîáíîå

îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè ×. Ê. ×óè [24].

𝑆(𝑥) èùåòñÿ â âèäå

𝑆(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘𝑁𝑚(𝑥+
𝑚

2
− 𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑗

= 𝑓𝑗,

ò. å. â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êî-

ýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑘. Èñïîëüçóÿ ñèìâîëüíûå îáîçíà÷åíèÿ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁̃𝑚(𝑧) =
∑︀
𝑘∈Z

𝑁𝑚

(︀
𝑘 + 𝑚

2

)︀
𝑧𝑘,

𝐶(𝑧) :=
∑︀
𝑘∈Z

𝑐𝑘𝑧
𝑘,

𝐹 (𝑧) :=
∑︀
𝑘∈Z

𝑓𝑘𝑧
𝑘

äëÿ 𝑐𝑘 ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå â âèäå ðÿäà Íåéìàíà

𝐶(𝑧) = (1 + 𝐷̃ + 𝐷̃2 + . . . )𝐹 ,

ãäå

𝐷̃(𝑧) := 1− 𝑁̃𝑚(𝑧), 𝑧 = 𝑒−𝑖𝜔.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè íàéòè ïðåäñòàâëåíèå â äðóãîì âèäå, ïðè êî-

òîðîì íå íóæíî ðåøàòü ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé? Â äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü íîâûé âèä áàçèñíûõ ñïëàéíîâ,

êîòîðûå íàçâàíû äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (ñì.

ôîðìóëû (1.14)).
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Ââåäåííûå äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ðåøàþò è äðóãèå çàäà÷è, î ÷åì

ïîéäåò ðå÷ü äàëåå. Ñíà÷àëà î ñèñòåìå Ôàáåðà �Øàóäåðà.

Â 1910 ã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ã. Ôàáåð [37] ïðîèíòåãðèðîâàë ñèñòåìó Õà-

àðà [43]. ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (𝜉𝑘) ïîñòðî-

èë çàìêíóòóþ â 𝐶[0, 1] ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Ôàáåðà ïðè ïîä-

õîäÿùåì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝜉𝑘) [50]. Íîâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷èëà íàçâà-

íèå ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà. Îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå 𝐶[0, 1] è

äëÿ îòêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⃒⃒⃒⃒
𝑓 − 𝑆𝑁(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
𝐶
≤ 𝜔2

(︂
1

𝑁
, 𝑓

)︂
,

ãäå

𝜔2(𝛿, 𝑓) := sup
0<ℎ<𝛿,ℎ≤𝑥≤1−ℎ

|𝑓(𝑥+ ℎ) + 𝑓(𝑥− ℎ)− 2𝑓(𝑥)| .

Ñèñòåìó Ôàáåðà �Øàóäåðà áûëà ïðèäóìàíà çàäîëãî äî 𝐵-ñïëàéíîâ, îä-

íàêî ïîäõîäèò ïîä èõ îïðåäåëåíèå. Âïîñëåäñòâèè áûëî íàïèñàíî ìíîãî ðàáîò,

îñâåùàþùèõ ñâîéñòâà ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òàê, Ç. ×èñåëüñêèé â ðàáîòå [29] óñòàíîâèë ñëåäóùåå.

Ïóñòü 𝜔(𝛿)�íåêîòîðûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû âñÿ-

êàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑡) ∈ 𝐻𝜔(𝛿) èìåëà áåçóñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ â ìåòðèêå 𝐶(0, 1) ðÿä

ïî ñèñòåìå Ôàáåðà �Øàóäåðà, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
𝜔

(︂
1

𝑛

)︂
<∞.

Ñ. Â. Áî÷êàðåâ äîêàçàë, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è äîñòà-

òî÷íûì [3].

Â. À. Ìàòâååâ â ðàáîòå [16] ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖𝐹 (𝑡)−
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖(𝐹 )𝜙𝑖(𝑡)‖𝐶 ≤ 4𝜙2

(︂
1

𝑛
, 𝐹

)︂
,

ãäå 𝜙𝑖�ôóíêöèè ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà, 𝑏𝑖 =
1∫︀

0

𝜒𝑖(𝑡)𝑑𝐹 (𝑡).
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Ò. Í. Ñàáóðîâà [19] è Ï. Ë. Óëüÿíîâ [23] ïðîâåëè äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå

ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà, â ÷àñòíîñòè óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà. Íà îñíîâå èõ ðàáîò À. Ï. Ãîðÿ÷åâ [4] óñòàíî-

âèë, ÷òî âñÿêóþ ôóíêöèþ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0 < 𝑝 < ∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà,

ñõîäÿùåãîñÿ ïî ñèñòåìå Øàóäåðà, è ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå åäèíñòâåííî.

Åñëè îðòîãîíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó Ôàáåðà�Øàóäåðà ìåòîäîì Øìèäòà (ýòî

ïðîäåëàë Ôðàíêëèí â 1928 ãîäó), òî ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ áóäåò îðòîãî-

íàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà 𝐶[0, 1]. Åå íàçûâàþò ñèñòåìîé Ôðàíêëèíà (èíî-

ãäà Ôðàíêëèíà�×èñåëüñêîãî, òàê êàê èìåííî ×èñåëüñêèé ïîñëå 1963 ãîäà íà÷àë

àêòèâíîå èçó÷åíèå ýòîé ñèñòåìû). [7].

Â ðàáîòå Ò. Ó. Àóáàêèðîâà è Í. À. Áîêàåâà [2] îïðåäåëåí íîâûé êëàññ ñè-

ñòåì, îáîáùàþùèõ ñèñòåìó Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{𝑝𝑛} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî 𝑝0 = 1, à 𝑝𝑛 ≥ 2, 𝑛 = 1, 2, . . . , îïðåäåëÿþò

÷èñëà 𝑚𝑛 = 𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑛. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ [0, 1]∖𝑄, ãäå

𝑄 =

{︂
𝑙

𝑚𝑛

}︂
, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚𝑛, 𝑛 ≥ 0, 𝑙 ∈ Z,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘(𝑥)

𝑚𝑘
,

ãäå 0 ≤ 𝛼𝑘(𝑥) ≤ 𝑝𝑘 − 1, 𝛼𝑘(𝑥)�öåëûå. Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìó ôóíêöèé

Φ {𝑝𝑛} = {𝜙𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 , 𝑥 ∈ [0, 1],

â êîòîðîé 𝜙0(𝑥) = 1, 𝜙1(𝑥) = 𝑥, àâòîðû îïðåäåëèëè ðàâåíñòâàìè

𝜙𝑘(𝑥) = 𝜙(𝑠)
𝑛,𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑚𝑛+1(𝑥)− 𝑝𝑛+1𝑟 − 𝛼𝑛+1(𝑥))𝑒

2𝜋𝑖𝑠𝛼𝑛+1(𝑥)

𝑝𝑛+1 +
1− 𝑒

2𝜋𝑖𝑠𝛼𝑛+1(𝑥)

𝑝𝑛+1

1− 𝑒
2𝜋𝑖𝑠
𝑝𝑛+1

, 𝑥 ∈
(︁

𝑟
𝑚𝑛
, 𝑟+1
𝑚𝑛

)︁
∖𝑄,

0, 𝑥 /∈
[︁

𝑟
𝑚𝑛
, 𝑟+1
𝑚𝑛

]︁
.

ãäå 𝑘 = 𝑚𝑛 + 𝑟(𝑝𝑛+1 − 1) + 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑝𝑛+1 − 1. Ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç

íåïðåðûâíûõ, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé è⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑥)−

𝑙∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘(𝑓)𝜙𝑘(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝜔2

(︂
1

𝑚𝑛
, 𝑓

)︂
, 𝑙 = 𝑚𝑛 + 𝑟(𝑝𝑛+1 − 1).
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Ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñæàòèé è ñäâèãîâ, íî ïðè 𝑝𝑛 = 2 îíà ñîâïà-

äàåò ñ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé Ôàáåðà �Øàóäåðà.

Ôóíêöèè ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà íå äèôôåðåíöèðóåìû. Íî â 1965 ã.

Ê. Ì. Øàéäóêîâ [25] ïîñòðîèë áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ñîñòîÿùèé èç ãëàäêèõ ôóíêöèé (èç äóã ïàðàáîë 4-é ñòåïåíè)

𝑔1(𝑥) = (1− 𝑥2)2, 𝑔2(𝑥) = 𝑥4, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

𝑔𝑠𝑘 =
(𝑥− 𝑎)2(𝑥− 𝑐)2

(𝑏− 𝑎)2(𝑏− 𝑐)2
·Θ2(𝑎𝑥+ 𝑐𝑥− 𝑥2 − 𝑎𝑐),

ãäå

Θ(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ≤ 0,

𝑎 =
𝑠

2𝑘
, 𝑏 =

𝑠+ 1

2𝑘
, 𝑐 =

𝑠+ 2

2𝑘
, 𝑠 = 0, 2, 4, . . . , 2𝑘 − 2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

è äîêàçàë, ÷òî ñèñòåìà {𝑔𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé. Ïîñòðîåííûé áàçèñ åñòü ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ìíîãî÷ëåíà

4-é ñòåïåíè ôóíêöèè 𝑔4(𝑥) = 𝑥2(𝑥−1)2. Àâòîðó íå óäàëîñü ïîäîáðàòü ôóíêöèþ

â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè, ñæàòèÿ è ñäâèãè êîòîðîé äàâàëè áû

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝐶(0, 1). Â ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, åñëè

â êà÷åñòâå ôóíêöèè âûáèðàòü äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí, èçó÷åíèþ êîòîðîãî

è ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ. Ìû ïîëó÷èì òàêæå îöåíêó îòêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íîé

ñóììû îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè.

Çà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé äî âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè ñïëàéíîâ ïîÿâèëàñü

ñèñòåìà À. Õààðà [43]. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â ïðî-

ñòðàíñòâå 𝐿2[0, 1]. Ñàì À. Õààð, îäíàêî, íå îòìåòèë â ñâîèõ ðàáîòàõ òîò ôàêò,

÷òî âñå ýëåìåíòû ïîñòðîåííîé èì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ñæàòèÿìè è

ñäâèãàìè îäíîé ôóíêöèè. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (åñëè èñêëþ÷èòü òîò ôàêò, ÷òî ñàìè ôóíêöèè ñèñòåìû

Õààðà íå ïîïàäàþò â êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì
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â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, îíà ëîêàëèçîâàíà, à òàê æå âû÷èñëåíèå

åå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èìååò íèçêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Îä-

íàêî ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò êëàññ

ðåøàåìûõ çàäà÷.

Ð. Â. Ìàðòåíñ [12, 13] ðàññìîòðåë ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ áàçèñíîãî

ñïëàéíà

𝜙 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8𝑡, 𝑡 ∈
[︀
0, 1

4

]︀
,

4− 8𝑡, 𝑡 ∈
[︀

1
4 ,

3
4

]︀
,

8𝑡− 8, 𝑡 ∈
[︀

3
4 , 1
]︀
,

0, 𝑡 /∈ [0, 1]

è äîêàçàë åå ïîëíîòó â 𝐿2(0, 1). Ïîçäíåå, Ð. Â. Ìàðòåíñ ñîâìåñòíî ñ Ï. À. Òå-

ðåõèíûì [14, 15] äîêàçàë, ÷òî ýòà ñèñòåìà åñòü áàçèñ Ðèññà â 𝐿2(0, 1). Áîëåå

òîãî, îí íàøåë âèä ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé àíàëîã ñèñòåìû Õààðà. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò òàê è

îñòàëñÿ íåîïóáëèêîâàííûì, íî ïðèâåë ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ àíàëîãîâ áàçèñîâ

Ðèññà ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå áàçèñ Ðèññà. Ïóñòü 𝐻 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñèñòåìà {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà ñ ïîñòîÿííûìè 𝐴,𝐵 ≥ 0,

åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑐 = {𝑐𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝑙2 ðÿä
∞∑︀
𝑛=1

𝑐𝑛𝑓𝑛 ñõîäèòñÿ â 𝐻 è

𝐴‖𝑐‖𝑙2 ≤
⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑓𝑛

⃦⃦⃦⃦
≤ 𝐵‖𝑐‖𝑙2.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ áàçèñîâ Ðèññà â 𝐿2[0, 1], ñîñòîÿùèõ èç ñæàòèé è ñäâèãîâ

ãëàäêèõ ôóíêöèé, ðåøåíà â äèññåðòàöèè. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòó çàäà÷ó ðåøàþò

äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî ðèññîâñêèå ïîñòîÿííûå

íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ñïëàéíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñæàòèé è

ñäâèãîì ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðûì ãëàäêèì àíàëîãîì ñèñòåìû Õààðà (îðòîãî-

íàëüíîñòü çàìåíåíà íà áàçèñíîñòü ïî Ðèññó).
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Â ðàáîòå Ñ. Ô. Ëóêîìñêîãî è Ì. Ä. Ìóøêî1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé

áàçèñíûé ñïëàéí 2-é ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ è

ïîðîæäàåò îáîáùåííûé ÊÌÀ êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ Ðèññîâñêèì. Òåì íå ìåíåå

áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè àïïðîêñèìàöèè â 𝐿2(R) ôóíêöèé èç êëàññîâ Ñîáîëåâà ñî

ñòåïåííûì âåñîì. Â òðåòüåé ãëàâå ýòè âîïðîñû ðàññìîòðåíû â ñëó÷àå äâîè÷íûõ

áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

Целью диссертационной работы ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿþùèõ è

àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàé-

íîâ.

Научная новизна. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1 Äîêàçàíà áàçèñíîñòü ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàé-

íîâ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è íàéäåíà îöåíêà ñõîäèìîñòè

÷åðåç ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.

2 Äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóÿ ïîñòðîåííûå ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâî-

è÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, ìû ïîëó÷àåì áàçèñû Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2.

3 Äîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùå-

ìó óðàâíåíèþ è ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (𝑉𝑛). Íàéäåí ïîðÿ-

äîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïîäïðîñòðàíñòâàìè 𝑉𝑛

ïî íîðìå 𝐿2(R).

Методы исследования. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòî-

äû òåîðèè ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âñïëåñ-

êîâ.

Теоретическая и практическая значимость. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áàçèñíûå ñïëàéíû

1Лукомский, С. Ф. О двоичных базисных сплайнах 2-й степени / С. Ф. Лукомский, М. Д. Мушко //

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика. — 2018. —

T. 18, вып. 2. — C. 172–182. —DOI: 10.18500/1816-9791-2018-18-2-172-182
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ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà, ïîñòðî-

åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ, ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ñãëàæèâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå â îáðàçîâàòåëü-

íîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.

Положения, выносимые на защиту:

1 Áàçèñíîñòü ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå è îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-

æåíèÿ (òåîðåìà 1.1).

2 Áàçèñíîñòü ïî Ðèññó ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ ïðîèçâîäíûõ äâîè÷íûõ áà-

çèñíûõ ñïëàéíîâ (òåîðåìà 2.1).

3 Àïïðîêñèìàöèÿ ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ôóíê-

öèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà (òåîðåìà 3.4).

Степень достоверности и апробация результатов. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1 � 18-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 27 ÿíâàðÿ�3 ôåâðàëÿ

2016 ã.);

2 � XV Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-

2016¿ (Êàçàíü, 24�29 íîÿáðÿ 2016 ã.);

3 � XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíê-

öèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, (Êàçàíü, 21�27 àâãóñòà 2017 ã.);

4 � XXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçî-

âàíèå¿. X Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿. Ìî-

ëîä¼æíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó (Íîâîðîññèéñê,

27 ìàÿ�03 èþíÿ 2018 ã.);
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5 � 19-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ àêàäåìèêà Ï. Ë. Óëüÿíîâà (Ñàðàòîâ, 29 ÿíâàðÿ�2 ôåâðàëÿ 2018 ã.);

6 � 20-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 28 ÿíâàðÿ�1 ôåâðàëÿ

2020 ã.);

7 � Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåî-

ðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (28 ÿíâàðÿ�2 ôåâðàëÿ 2021 ã.);

8 � Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå¿ (Ñàìàðà, 10�12 íîÿáðÿ 2021 ã.);

9 � 21-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 31 ÿíâàðÿ�4 ôåâðàëÿ

2022 ã.).

10 � Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåî-

ðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (27 ÿíâàðÿ�1 ôåâðàëÿ 2023 ã.);

Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðåãóëÿðíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå

¾Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Í. Ã. ×åðíûøåâñêîãî.

Публикации. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 14 ïå÷àòíûõ ðàáîò, â

òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè [57�59] â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ Web of Science, SCOPUS,

RSCI (âñå æóðíàëû âêëþ÷åíû â ¾Ïåðå÷åíü ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê¿ ÂÀÊ

ÐÔ, 10 ðàáîò îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêàõ òðóäîâ êîíôåðåíöèé êàê òåçèñû äî-

êëàäîâ [60�70].
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Личный вклад автора. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû

áûëè ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì. Â ðàáîòå [57], âûïîëíåííîé â ñîàâòîðñòâå ñ

Ï. À. Òåðåõèíûì è Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì, àâòîðó íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðèíàäëå-

æàò ðåçóëüòàòû äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí, ïîñòðîåííûé

ïî ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑛−1, ïîðîæäàåò áàçèñ Ðèññà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáñóæäåíèå è

èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëåì, à òàêæå ñ ñîàâòîðàìè îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòà-

òîâ äðóãèõ àâòîðîâ è, ïîëó÷åííûõ â ñîàâòîðñòâå, ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ññûëêè.

Структура и объем работы. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (70 íàèìåíîâàíèé). Äèññåðòàöèÿ èçëî-

æåíà íà 101 ñòðàíèöå, ñîäåðæèò 1 òàáëèöó è 16 ðèñóíêîâ. ×àñòü ðèñóíêîâ ïîëó-

÷åíà ïðîãðàììàìè, íàïèñàííûìè íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ è Python,

ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Краткое содержание диссертации

В главе 1, раздел 1.1 ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð çàäà÷, ðåøàåìûé â õîäå

äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, è êëàññè÷åñêèå ìåòîäû

èõ ðåøåíèÿ.

В разделе 1.2 îáîáùàåòñÿ îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ââå-

äåííîå Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì è Ì. Ä. Ìóøêî [10].

Ïóñòü

𝐼𝑓(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑥 ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ;

𝑟𝑘(𝑥) = sign(sin(2𝑘+1𝜋𝑥)) � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà [9];

𝑊2𝑛−1(𝑥) =
∏︀𝑛−1

𝑘=0 𝑟𝑘(𝑥) � ôóíêöèè Óîëøà [1,26].

Ôóíêöèþ

𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑛,𝑁 ∈ N, 𝑁 ≤ 𝑛,

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì 𝑁 -é ñòåïåíè îò ôóíêöèè Óîë-

øà 𝑊2𝑛−1, ãäå 𝑄(𝑛,𝑁)�íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) â ïðîñòðàíñòâå

𝐶[0, 1].
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Íàçâàíèå ¾äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû¿ áûëî âûáðàíî ïîòîìó, ÷òî:

1) ïîñòðîåííûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñïëàéíàìè, ïðè ýòîì äå-

ôåêòà 1 íåçàâèñèìî îò ÷èñëà èíòåãðèðîâàíèé 𝑁 , ÷òî áóäåò äîêàçàíî â õîäå

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû;

2) ñèñòåìà ñòðîèòñÿ ïî äâîè÷íîé ñåòêå;

3) ýòè ñïëàéíû ïîðîæäàþò áàçèñû â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, ÷òî áóäåò äîêàçàíî â õîäå ðàáîòû.

Ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà 𝑁−1 âêëþ-

÷èòåëüíî. Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü äâîè÷íûå áàçèñíûå

ñïëàéíû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.

Äàëåå â ðàçäåëå 1.2 îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè.

Определение 1.6. Обозначим через 𝑃𝑘(0,+∞) совокупность кусочно-

многочленных функций 𝑘-й степени, имеющих непрерывные производные до

(𝑘 − 1)-го порядка на [0,+∞), и которые на каждом отрезке [𝑡, 𝑡 + 1] сов-

падают с некоторым многочленом 𝑘-й степени. Аналогично определяется и

пространство 𝑃𝑘(−∞,+∞).

Теорема 1.1. Пусть 𝐹𝑛,𝑁(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑁

(︁ 𝑥
2𝑛

)︁
. Совокупность функций

𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ Z, 𝑗 > −2𝑛, 𝑗 /∈
[︀
−2𝑑+1 + 1,−2𝑑 − 1

]︀
,

0 ≤ 𝑑 < 𝑛, 𝑑 ∈ N,

образуют базис в пространстве 𝑃𝑛(0,+∞).

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû 𝑐−20, 𝑐−21, ..., 𝑐−2𝑛 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐−1 =
𝑎𝑛−1

𝜓
(𝑛−1)
𝑛,𝑛 ( 1

2𝑛 )
= 𝑎𝑛−1·𝑄(1,1)

𝑄(𝑛,𝑛) = 𝑎𝑛−1·2
2+3−1−2

2

2
2𝑛2+3𝑛−𝑛2−2

2

= 𝑎𝑛−1

2
𝑛2+3𝑛−4

2

,

𝑐−2 =
(︁
𝑎𝑛−2 − 𝑐−1𝜓

(𝑛−2)
𝑛,𝑛

(︀
1
2𝑛

)︀)︁ 𝑄(2,2)
𝑄(𝑛,𝑛) =

(𝑎𝑛−2−𝑐−1𝜓
(𝑛−2)
𝑛,𝑛 ( 1

2𝑛 ))

2
𝑛2+3𝑛−10

2

,

. . .

𝑐−2𝑘 =
𝑎𝑛−𝑘−

∑︀𝑘−1
𝑗=0 𝑐−2𝑗𝜓

(𝑘)
𝑛,𝑛( 1

2𝑛−𝑘 )

2
(𝑛2−𝑘2)+3(𝑛−𝑘)

2

, . . .

𝑐−2𝑛 = 𝑎0 −
∑︀𝑛−1

𝑗=0 𝑐−2𝑗𝜓
(𝑛)
𝑛,𝑛 (1) ,
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à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

𝑓(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐−2𝑘𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑘

)︀
+ 𝑐0𝐹𝑛,𝑛(𝑥) + 𝑐1𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 1) + ...+ 𝑐ℓ𝐹𝑛,𝑛(𝑥− ℓ).

В разделе 1.3 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâè-

ãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

𝜑𝑚,𝑗(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑛(2
𝑚𝑥− 𝑗), 𝑚 ∈ Z0, 𝑗 ∈ [0, 2𝑚 − 1].

Ïóñòü 𝑓(𝑥) � ôóíêöèÿ èç 𝐶0[0, 1]. Îáîçíà÷èì:

𝑅0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑆0(𝑥) = 𝑅0

(︂
0 + 1/2

20

)︂
𝜑0,0(𝑥).

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì:

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
𝜑𝑚,𝑗(𝑥), 𝑥 ∈

[︂
𝑗

2𝑚
,
𝑗 + 1

2𝑚

]︂
,

𝑅𝑚+1(𝑥) = 𝑅𝑚(𝑥)− 𝑆𝑚(𝑥).

Определение 1.8. Пусть

𝜔𝑓(𝛿) = sup
0≤ℎ≤𝛿

(𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [0, 1− ℎ],

— модуль непрерывности,

𝜔2
𝑓(𝛿) = sup

0≤ℎ≤𝛿
(𝑓(𝑥+ 2ℎ)− 2𝑓(𝑥+ ℎ) + 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [0, 1− 2ℎ],

— модуль непрерывности второго порядка (модуль гладкости).

Теорема 1.2. 𝜑𝑚,𝑗(𝑥) — базис в 𝐶0[0, 1]. Имеет место следующая оценка:⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

17

2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2
𝑚−3
2

)︂
+ 5 · 2−

3
10 (𝑚−1)||𝑓 ||+ 24− 3

5𝑚‖𝑓‖.

В главе 2, раздел 2.1 äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

àíàëîãè ñèñòåì Õààðà è Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè
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𝜓𝑛,𝑛−1 ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêèì àíàëîãîì ñèñòåìû Õààðà â òåðìèíîëîãèè äâî-

è÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, òàê êàê ïðè 𝑛 = 1 𝜓1,0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Õààðà ñ

òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà. Â òî æå âðåìÿ ñèñòåìó, ïîñòðîåí-

íóþ ïî 𝜓𝑛,𝑛, ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêèì àíàëîãîì ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà. Ýòè

äâå ñèñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: èç ¾àíàëîãà ñèñòåìû Õààðà¿ ìîæíî ïîëó-

÷èòü ¾àíàëîã ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà¿, ïðîèçâåäÿ îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ

(ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà).

В разделе 2.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî

áàçèñíîãî ñïëàéíà 𝜓𝑛,𝑛−1, åñòü áàçèñ Ðèññà.

Теорема 2.1. Для каждого 𝑛 = 1, 2, . . . сплайновая аффинная система

{𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1}
∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0 является базисом Рисса в 𝐿2

0(0, 1), и для всех 𝑐 = {𝑐𝑘,𝑗}∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0 ∈ 𝑙2

выполняются неравенства

1

10
‖𝑐‖𝑙2 ≤

⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=0

2𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑘,𝑗𝜓
𝑘,𝑗
𝑛,𝑛−1(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
≤ 19

10
‖𝑐‖𝑙2.

где 𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1(𝑥) = 2
𝑘
2𝜓𝑛,𝑛−1(2

𝑘𝑥+ 𝑗).

Следствие. Ñèñòåìà {𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1}
∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0, ïîñëå äîáàâëåíèÿ ôóíêöèè

𝜓0(𝑥) = 1[0,1](𝑥), ñòàíîâèòñÿ áàçèñîì Ðèññà â 𝐿2(0, 1) ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè.

Ïîäâîäÿ èòîã, îòìåòèì, ÷òî ¾ãëàäêèé Õààð¿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â

𝐿2[0, 1] (ïîñëå äîáàâëåíèÿ ôóíêöèè 1), à ¾ãëàäêèé Ôàáåð �Øàóäåð¿� áàçèñîì

â 𝐶[0, 1] (ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê ýòîé ñèñòåìå äâóõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëåâîé è

ïðàâîé ÷àñòüþ ïàðàáîëû äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà).

В разделе 2.3 îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî

ñïëàéíà ñ ïîëó÷åíèåì ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ [5, 11, 34, 45]. Ìàòðèöà çíà-

÷åíèé ïîëó÷åíà ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ýòîé ãëàâå, íà ÿçûêå

C++. Ïðîãðàììà, ïîëó÷àþùàÿ ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, ðåàëèçîâàíà íà ÿçû-

êå Python ïî îïèñàíèþ àëãîðèòìà, òàêæå ïðèâåäåííîãî â ýòîì ïàðàãðàôå.

В раделе 2.4 ïî ïîñòðîåííîé ñèñòåìå ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñ-

íîãî ñïëàéíà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ñ

ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ïðîãðàììà, ïîëó÷àþùàÿ

ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Python íà îñíîâå îïèñàíèÿ

àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â ýòîé ãëàâå.
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Глава 3 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà, ïîðîæäåííî-

ãî äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì.

В разделе 3.1 âûâåäåíû ìàñøòàáèðóþùèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëå-

òâîðÿåò äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí ïðè ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑁 = 𝑛− 1 è

𝑁 = 𝑛.

Теорема 3.1. Имеет место равенство

𝐹𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−2
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 𝑡) +

1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 𝑛).

Теорема 3.2. Имеет место равенство

𝐹𝑛,𝑛(𝑥) =
1

2𝑛
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 𝑡) +

1

2𝑛
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 𝑛).

В разделе 3.2 îáñóæäàþòñÿ àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíà-

ëèçà äëÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà 𝐹𝑛(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑛

(︁ 𝑥
2𝑛

)︁
. Ñèñòåìà ñæàòèé è

ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà 𝜓𝑛,𝑛 íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà è áàçèñîì

Ðèññà, è ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ 𝐹𝑛(𝑥) íå ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé êðàò-

íîìàñøòàáíûé àíàëèç. Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íåîðòîãîíàëüíîãî

êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà.

Лемма 3.3. Определим преобразование Фурье равенством

𝑓(𝜔) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝜔)𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥.

Тогда

𝐹𝑛,𝑁(𝜔) = 2−𝑁 ·𝑛−𝑁−1 ·
(︂

1

𝜋𝑖𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
.

Îáðàçóåì ïîäïðîñòðàíñòâà

𝑉𝑚,𝑛,𝑁 = (2
𝑚
2 𝐹𝑛,𝑁(2𝑚𝑥+ 𝑘)𝑘∈𝑍).

Теорема 3.3. Совокупность (𝑉𝑚,𝑛,𝑛−1), 𝑚 ∈ Z, образует ортогональный

КМА:
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MR1. 𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑗+1 для всех 𝑗 ∈ Z;
MR2.

⋃︀
𝑗∈𝑍

𝑉𝑗 плотно в 𝐿2(R);

MR3.
⋂︀
𝑗∈𝑍

𝑉𝑗 = {0};

MR4. 𝑓 ∈ 𝑉𝑗 ⇐⇒ 𝑓(2𝑗·) ∈ 𝑉0 для всех 𝑗 ∈ Z;
MR5. ществует функция 𝜙 ∈ 𝑉0, такая что последовательность

{𝜙(·+ 𝑛)}𝑛∈Z образует базис Рисса в 𝑉0.

Совокупность (𝑉𝑚,𝑛,𝑛), 𝑚 ∈ Z, образует КМА общего вида, т. е. выполне-

ны аксиомы MR1–MR3.

Определение 3.1. Ïóñòü 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Âûðàæåíèå

[𝑓, 𝑔](𝜔) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑓(𝜔 + 𝑘)𝑔(𝜔 + 𝑘)

íàçûâàþò скобочным произведением.

Определение 3.2. Ïóñòü 𝑡 > 0. Ìíîæåñòâî

𝑊 𝑡
2(R) =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿2(R) : ‖𝑓‖𝑊 𝑡

2(R) = ‖ (1 + | · |)𝑡 𝑓‖𝐿2(R) < +∞
}︁

íàçûâàþò пространством Соболева.

Определение 3.3. Ïóñòü 𝜙 ∈ 𝐿2(R), 𝜙𝑚,𝑘(𝑥) = 2
𝑚
2 𝜙 (2𝑚𝑥+ 𝑘). Îïåðàòîð

𝛽𝑚 : 𝑓 →
∑︁
𝑘∈𝑍

(𝑓, 𝜙𝑚,𝑘)𝜙𝑚,𝑘

íàçûâàþò квазиинтерполяционным оператором.

Определение 3.4.Îïåðàòîð 𝛽𝑚 доставляет аппроксимацию порядка 𝑡 ∈ R+,

åñëè äëÿ âñåõ 𝑓 ∈ 𝑊 𝑡
2(R)

‖𝑓 − 𝛽𝑚𝑓‖𝐿2(R) = 𝑂(2−𝑚𝑡).

Лемма 3.4 [56]. Пусть функция 𝜙 ∈ 𝐿2(R) удовлетворяет условиям:

1) [𝜙, 𝜙] существенно ограничена;

2) [𝜙, 𝜙]− |𝜙|2 = 𝑂(| · |2𝑡);
3) 1− |𝜙|2 = 𝑂(| · |2𝑡0).
Тогда 𝛽𝑚 доставляет аппроксимацию порядка 𝑡1 = min(𝑡, 2𝑡0).

Çäåñü ñèìâîë 𝑓 = 𝑂(| · |𝑡) îçíà÷àåò, ÷òî lim
𝑥→0

|𝑓(𝑥)|
|𝑥|𝑡

≤ 𝐶, 𝐶 > 0.
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Îáîçíà÷èì 𝜙𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛𝐹𝑛,𝑛 = 𝐶𝑛𝐹 , ãäå 𝐶𝑛 =
2

𝑛2+𝑛
2

𝑄(𝑛, 𝑛)
. Ôóíêöèÿ 𝜙𝑛(𝑥)

óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ 𝜙𝑛 ïîðîæäàåò

ÊÌÀ (𝑉𝑚)𝑚∈Z.

Теорема 3.4 (Теорема о порядке аппроксимации). Семейство опе-

раторов 𝛽𝑚, 𝑚 ∈ Z, построенных по функции 𝜙𝑛(𝑥), доставляет аппроксима-

цию порядка 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝑊 1
2

‖𝑓 − 𝛽𝑚‖𝐿2(R) = 𝑂(2−𝑚).
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Глава 1

Определение двоичного базисного сплайна,

базисность в пространстве непрерывных

функций

Â ýòîé ãëàâå îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ââåäåííîå

â ðàáîòå [10]. Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíîé ïðîáëåìû èíòåð-

ïîëÿöèè è êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ. Èìåííî â ïîïûòêàõ íàéòè íîâûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîÿâèëàñü òåîðèÿ ñïëàéíîâ. Â ðàçäåëå 1.2 ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà èíòåðïîëÿöèè íà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ðàâíîîòñòîÿùèõ

óçëîâ, è åå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà. Â ðàçäåëå 1.3 ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè äâîè÷íîãî áàçèñ-

íîãî ñïëàéíà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé

è ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî

áàçèñíîãî ñïëàéíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

1.1 Основная проблема интерполяции.

Базисные сплайны

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàò {𝑦𝑛} (𝑛 = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåëî÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé 𝑥 = 𝑛, ò. å. 𝑦(𝑥) = 𝑦𝑛,

𝑥 = 𝑛. Ïåðâûå ïîïûòêè íàéòè ñèñòåìàòèçèðóþùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âîç-

íèêëè â òåîðèè ñèíê-àïïðîêñèìàöèé. Â îáùåì âèäå ôîðìóëà ñèíêîâ âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sinc(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥 = 0;

sin(𝜋𝑥)
𝜋𝑥 , 𝑥 ̸= 0.
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Ñàìî ïîíÿòèå êàðäèíàëüíîé ôóíêöèè áûëî ââåäåíî Å. Áîðåëåì [28]. ×óòü ïîçæå

Ý. Ò. Óèòòàêåð [54] ââåë ïîíÿòèå óñå÷åííîé êàðäèíàëüíîé ôóíêöèè:

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

sin(𝑛𝑥− 𝑘𝜋)

𝑛𝑥− 𝑘𝜋
𝑓

(︂
𝑘𝜋

𝑛

)︂
.

Øèðîêî èçâåñòíà òåîðåìà îòñ÷åòîâ, êîòîðóþ ïðèïèñûâàþò ñðàçó òðåì àâ-

òîðàì: Ý. Ò. Óèòòàêåðó [22, 55], Ê. Å. Øåííîíó [51] è Â. À. Êîòåëüíèêîâó [8].

Â 1999 ã. Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ôîíä Ýäóàðäà Ðåéíà ïðèçíàë ïðèîðèòåò

Â. À. Êîòåëüíèêîâà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îòñ÷åòîâ.

Теорема (Котельникова).Любую функцию 𝐹 (𝑡), состоящую из частот

от 0 до 𝑓1 периодов в секунду, можно представить рядом

𝐹 (𝑡) =
∞∑︁
−∞

𝐷𝑘

sin𝜔1(𝑡− 𝑘
2𝑓1

)

𝑡− 𝑘
2𝑓1

, (1.1)

где 𝑘—целое число; 𝜔1 = 2𝜋𝑓1; 𝐷𝑘 —постоянные, зависящие от 𝐹 (𝑡). И на-

оборот, любая функция 𝐹 (𝑡), представленная в виде ряда (1.1), состоит лишь

из частот от 0 до 𝑓1 периодов в секунду.

Ìåòîäû ñèíê-àïïðîêñèìàöèé õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ èíòåðïîëÿöèè àíàëè-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå ñ îñîáåííîñòÿìè, äëÿ çàäà÷ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

è äëÿ çàäà÷ â áåñêîíå÷íûõ èëè ïîëóáåñêîíå÷íûõ äèàïàçîíàõ. Îíè ïîçâîëÿþò

çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî, ìåòîäû ñèíê-àïïðîêñèìàöèé

ïëîõî ðàáîòàþò äëÿ ðåàëüíûõ, ò. å. èçìåðåííûõ, äàííûõ, èëè â ñëó÷àå øóìà. Â

ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíûé øóì ïåðåõîäèò íà âñþ ÷àñòîòíóþ îáëàñòü [17]. Åñëè 𝑦𝑗 �

çàäàííûå çíà÷åíèÿ â êàðäèíàëüíîì ðÿäå, ò. å. 𝑦𝑗 = 𝑓𝑗, òî òàêóþ èíòåðïîëÿöèþ

íàçûâàþò ¾ïðàâèëüíîé¿ (ordinary), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ¾ãëàäêîé¿.

Â ðÿäå ìîíîãðàôèé (íàïðèìåð, [42, 49]) óêàçàíî, ÷òî Â. À. Äæåíêèíñ ïåð-

âûì ïîñòðîèë êàê ïðàâèëüíûå, òàê è ãëàäêèå êàðäèíàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå

ôîðìóëû, â êîòîðûõ ôóíêöèè 𝐿(𝑥) áûëè áàçèñíûìè ñèììåòðè÷íûìè ñïëàéíà-

ìè 3-é è 4-é ñòåïåíè ñ íîñèòåëåì [−3, 3]. Ïðèâåäåì ýòè äâå ôóíêöèè (ïåðâàÿ èç
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íèõ� ïðàâèëüíàÿ, âòîðàÿ� ãëàäêàÿ):

𝐿(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ≤ 3;

− 1
12(𝑥+ 3)3(𝑥+ 2), −3 ≤ 𝑥 ≤ −2;

1
12(𝑥+ 3)(𝑥+ 2)(𝑥+ 1)(3𝑥+ 7), −2 ≤ 𝑥 ≤ −1;

1
6(𝑥+ 1)(6− 6𝑥− 9𝑥2 − 𝑥3), −1 ≤ 𝑥 ≤ 0,

𝐿(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ≤ 3;

− 1
36(𝑥+ 3)3, −3 ≤ 𝑥 ≤ −2;

1
36(69 + 117𝑥+ 63𝑥2 + 11𝑥3), −2 ≤ 𝑥 ≤ −1;

1
18(15− 27𝑥2 − 14𝑥3), −1 ≤ 𝑥 ≤ 0.

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî 𝐿(𝑥) = 𝐿(−𝑥) äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé 𝑥, èí-

òåðïîëÿöèîííàÿ ñóììà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐹 (𝑥) =
∑︁
𝑛

𝑦𝑛𝐿(𝑥− 𝑛),

Â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé èíòåðïîëÿöèè êàðäèíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà

èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè.

Â 1946 ã. È. ß.Øåíáåðã [47,48] ââîäèò ïîíÿòèå ñïëàéíîâîé ôóíêöèè𝑀𝑘(𝑥) =

= 1
(𝑘−1)𝛿

𝑘𝑥𝑘−1
+ , ãäå 𝛿𝑘 îáîçíà÷àåò öåíòðàëüíóþ ðàçíîñòü 𝑘-ãî ïîðÿäêà ñ åäèíè÷-

íûì øàãîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôóíêöèþ 𝑀4(𝑥):

𝑀4(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ≤ −2;

1
6(𝑥+ 2)3, −2 ≤ 𝑥 ≤ −1;

1
6(𝑥+ 2)3 − 4

6(𝑥+ 1)3, −1 ≤ 𝑥 ≤ 0;

1
6(−𝑥+ 2)3 − 4

6(−𝑥+ 1)3, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;

1
6(−𝑥+ 2)3, 1 ≤ 𝑥 ≤ 2;

0, 𝑥 ≥ 2.
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Òàêèì îáðàçîì, èìåííî â ñòàòüå [47] âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ

ñïëàéíîâ è ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè:

𝐹 (𝑥) =
∞∑︁

𝜈=−∞
𝑦𝜈𝑀𝑘(𝑥− 𝜈).

Â 1947 ã. â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Õ. Á. Êàððè è È. ß. Øåíáåðãà [32] 𝐵-ñïëàéíû

áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. Ìíîæåñòâî ïðèáëèæàåìûõ

ôóíêöèé áûëî ðàñøèðåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü 𝑃𝑘(0,+∞) ñîâîêóïíîñòü

êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé 𝑘-é ñòåïåíè, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå íà [0,+∞), è êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå
[︀
𝑡

2𝑘
, 𝑡+1

2𝑘

]︀
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì

ìíîãî÷ëåíîì 𝑘-é ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿëîñü è ïðîñòðàíñòâî

𝑃𝑘(−∞,+∞). Â [32] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòè ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ÿâëÿþòñÿ

áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé. Â 1967 ã. È. ß. Øåí-

áåðã â ðàáîòå [49] íàçâàë ýòè ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè 𝐵-сплайнами.

Определение 1.1. Пусть 𝑡 = (𝑡𝑖)—неубывающая последовательность,

𝑖-й 𝐵-сплайн порядка 𝑘 для последовательности узлов 𝑡 обозначается через

𝐵𝑖,𝑘,𝑡 и определяется правилом

𝐵𝑖,𝑘,𝑡(𝑥) = (𝑡𝑖+𝑘 − 𝑡𝑖)[𝑡𝑖, . . . , 𝑡𝑖+𝑘](· − 𝑥)𝑘−1
+ , ∀ 𝑥 ∈ R.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè òðàäèöèîííî ðåøàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ öåíòðèðîâàííûõ 𝐵-ñïëàéíîâ Ä. Î. Ñòð¼ìáåðãà.

Определение 1.2. Функцию 𝜙𝑆𝑡,𝑁(𝜉), определяемую равенством

𝜙𝑆𝑡,𝑁(𝜉) =
𝜙𝐵,𝑁(𝜉)

𝐴𝑁(𝜉)

называют сплайном Стрёмберга.

Çäåñü

𝜙𝐵,𝑁(𝜉) = 𝑒−𝜋𝑖𝛾(𝑁)𝜉

(︂
sin𝜋𝜉

𝜋𝜉

)︂𝑁+1

,

ãäå

𝛾(𝑁) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑁 �íå÷åòíîå,

1, 𝑁 �÷åòíîå,
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è

𝐴𝑁(𝜉) =
√
𝑎𝑁(1 + 𝑧1𝑒

2𝜋𝑖𝜉) . . . (1 + 𝑧𝑛𝑒
2𝜋𝑖𝜉),

ãäå 0 < 𝑧𝑛 < · · · < 𝑧1 < 1 âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî∑︁
𝑙∈Z

^𝜙𝐵,𝑁(𝜉 + 𝑙) = 𝐴2
𝑁 .

Â ìîíîãðàôèè ×. Ê. ×óè [24] îïèñàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ êàðäèíàëüíîãî

ñïëàéíà 𝑆(𝑥) ñ ïîìîùüþ ñïëàéíîâ Ñòð¼ìáåðãà, êîòîðûå íàçâàíû𝑁𝑚(𝑥). Ñïëàéí

𝑆(𝑥) èùåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑆(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑐𝑘𝑁𝑚

(︁
𝑥+

𝑚

2
− 𝑘
)︁⃒⃒⃒⃒⃒

𝑥=𝑗

= 𝑓𝑗,

ò. å. â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êî-

ýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑘.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁̃𝑚(𝑧) =
∑︀
𝑘∈Z

𝑁𝑚

(︀
𝑘 + 𝑚

2

)︀
𝑧𝑘,

𝐶(𝑧) :=
∑︀
𝑘∈Z

𝑐𝑘𝑧
𝑘,

𝐹 (𝑧) :=
∑︀
𝑘∈Z

𝑓𝑘𝑧
𝑘

äëÿ 𝑐𝑘 ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå â âèäå ðÿäà Íåéìàíà

𝐶(𝑧) = (1 + 𝐷̃ + 𝐷̃2 + . . . )𝐹 ,

ãäå

𝐷̃(𝑧) := 1− 𝑁̃𝑚(𝑧), 𝑧 = 𝑒−𝑖𝜔.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè íàéòè ïðåäñòàâëåíèå â èíîì âèäå, ïðè êî-

òîðîì íå íóæíî ðåøàòü ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé? Â íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé âèä áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå

íàçâàíû двоичными базисными сплайнами, è äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.
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1.2 Двоичные базисные сплайны

Â ðàáîòå [10] áûëî ââåäåíî îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Определение 1.3. Пусть

𝐼𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑥 ∈ [0, 1]) — оператор интегрирования, (1.2)

𝑟𝑘(𝑥) = sign(sin(2𝑘+1𝜋𝑥)) — функции Радемахера, (1.3)

𝑊2𝑛−1(𝑥) =
𝑛−1∏︁
𝑘=0

𝑟𝑘(𝑥) — функции Уолша. (1.4)

Функцию

𝜓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩(4𝐼)2𝑊3, 𝑥 ∈ [0, 1],

0, 𝑥 /∈ [0, 1].

будем называть двоичным базисным сплайном второй степени.

Îáîáùèì ýòî îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè.

Ïóñòü 12𝑛−1(𝑥) = (−1)𝑏𝑖𝑡([2
𝑛𝑥]), ãäå 𝑏𝑖𝑡(𝑦)�êîëè÷åñòâî åäèíèö â áèòîâîé

çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 𝑦. Òîãäà 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁12𝑛−1(𝑥) (𝑥 ∈ [0, 1],

𝑛,𝑁 ∈ N, 𝑁 ≤ 𝑛).

Ïðåäñòàâëåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçäíåå áûëà çàìåíåíà íà ñëåäóþùóþ.

Определение 1.4. Функцию

𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑛,𝑁 ∈ N, 𝑁 ≤ 𝑛,

будем называть двоичным базисным сплайном 𝑁 -й степени от функции Уол-

ша 𝑊2𝑛−1, где 𝑄(𝑛,𝑁)—нормирующий коэффициент 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) в 𝐶[0, 1].

Íà ðèñóíêå 1.1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà 𝑟𝑛(𝑥).
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-

1

−1

6

𝑟𝑛(𝑥)
1
2𝑛

Рисунок 1.1 — График функции Радемахера 𝑟𝑛(𝑥)

Ôóíêöèÿ Óîëøà 𝑊2𝑛−1(𝑥) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ôóíêöèé Ðàäåìà-

õåðà ñ íîìåðàìè äî 𝑛−1 âêëþ÷èòåëüíî. Åå ãðàôèê ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1.2.

-

1

−1

6

𝑊2𝑛−1(𝑥)
1
2𝑛

Рисунок 1.2 — График функции Уолша 𝑊2𝑛−1(𝑥)

Òàêèì îáðàçîì, îáå êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, òàê êàê ïðî-

èçâåäåíèå ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà êàê ðàç è åñòü (−1)𝑏𝑖𝑡([2
𝑛𝑥]). Ïî îïðåäåëåíèþ,

𝑊2𝑛−1(𝑥) = 𝜓𝑛,0(𝑥). Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü 𝑊2𝑛−1(𝑥) îäèí ðàç, î÷åâèäíî, ïîëó-

÷èì ãðàôèê ôóíêöèè 𝜓𝑛,1(𝑥) (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà),

êîòîðûé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1.3.
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1

−1

6

𝑊2𝑛−1(𝑥)
1
2𝑛

Рисунок 1.3 — График функции 𝜓𝑛,1(𝑥)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü ïîâåäåíèå äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ 𝜓𝑛,𝑁(𝑥)
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ïðè 𝑁 ≥ 2, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôàêòû.

Замечание 1.1. Функция 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) имеет непрерывные производные до по-

рядка 𝑁 − 1 включительно.

Ýòîò ôàêò íàïðÿìóþ âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑁 : ïîñêîëüêó

𝜓𝑛,𝑁 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì 𝑁 -é ñòåïåíè îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, òî îíà èìååò

𝑁 − 1 íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Определение 1.5. Функцию 𝑓 будем называть антипериодической на

двоичном интервале Δ
(𝑛)
𝑗 с периодом 1

2𝑛+1 , если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ Δ
(𝑛)
𝑗 , связан-

ных соотношением 𝑥+ 1
2𝑛+1 = 𝑦, справедливо равенство 𝑓(𝑥) = −𝑓(𝑦).

Ðàçáåðåì îïðåäåëåíèå 1.5 íà ïðèìåðå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà

𝑟𝑘(𝑥) = sign(sin(2𝑘+1𝜋𝑥)).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïåðèîä 1
2𝑘+1 , òî

𝑓(𝑦) = sign sin

(︂
2𝑘+1𝜋

(︂
𝑥+

1

2𝑘+1

)︂)︂
= sign sin(2𝑘+1𝜋𝑥+𝜋𝑥) = −sign sin(2𝑘+1𝜋𝑥).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà àíòèïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 1
2𝑘+1 íà ëþáîì

èíòåðâàëå Δ(𝑘)
𝑗 .

Â òî æå âðåìÿ, åñëè âçÿòü ïåðèîä 1
2𝑘
, òî ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà áóäåò óæå

ïåðèîäè÷íîé. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ôàêò:

Замечание 1.2. Функция Радемахера 𝑟𝑘 периодична с периодом
1
2𝑘
и ан-

типериодична на любом интервале Δ
(𝑘)
𝑗 с периодом 1

2𝑘+1 .

Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Лемма 1.1. Справедливы следующие утверждения:

1) функция Уолша 𝑟𝑘𝑟𝑘+1 . . . 𝑟𝑛−1 периодична с периодом
1
2𝑘
;

2) функция Уолша 𝑟𝑘𝑟𝑘+1 . . . 𝑟𝑛−1 антипериодична на любом интервале

Δ
(𝑘)
𝜈 с периодом 1

2𝑘+1 (𝜈 = 0, 1, . . . , 2𝑘 − 1);

3) функция Уолша 𝑊2𝑛−1(𝑥) = 𝑟0𝑟1 . . . 𝑟𝑛−1 антипериодична на любом ин-

тервале Δ
(𝑘)
𝜈 с периодом 1

2𝑘+1 (𝜈 = 0, 2𝑘 − 1, 𝑘 = 0, 𝑛− 1).

Доказательство. Óòâåðæäåíèå 1) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (1.3).
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Óòâåðæäåíèå 2) ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑟𝑘+1𝑟𝑘+2 . . . 𝑟𝑛−1 ïå-

ðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 1
2𝑘+1 è 𝑟𝑘

(︁
Δ

(𝑘+1)
2𝜈

)︁
= −𝑟𝑘

(︁
Δ

(𝑘+1)
2𝜈+1

)︁
.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3). Çàïèøåì 𝑊2𝑛−1 â âèäå (1.4):

𝑊2𝑛−1 = 𝑟0𝑟1 . . . 𝑟𝑘−1𝑟𝑘 . . . 𝑟𝑛−1.

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå ðàíåå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 𝑟𝑘 . . . 𝑟𝑛−1 àíòèïåðè-

îäè÷íî íà ëþáîì èíòåðâàëå Δ
(𝑘)
𝜈 ñ ïåðèîäîì 1

2𝑘+1 , à ïðîèçâåäåíèå 𝑟0𝑟1 . . . 𝑟𝑘−1

ïîñòîÿííî íà èíòåðâàëå Δ(𝑘)
𝜈 . Ïîýòîìó 𝑊2𝑛−1 àíòèïåðèîäè÷íà íà Δ

(𝑘)
𝜈 ñ ïåðèî-

äîì 1
2𝑘+1 . �

Лемма 1.2. Пусть 𝐼 — оператор интегрирования (1.2). Тогда функция

𝐼𝑁(𝑊2𝑛−1)(𝑥) антипериодична на любом интервале Δ
(𝑘)
𝜈 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1−𝑁 ,

𝑁 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1) и ∫︁
∆

(𝑛−1−𝑁)
𝑗

𝐼𝑁𝑊2𝑛−1 𝑑𝑥 = 0.

Доказательство. Ñëó÷àé 𝑁 = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ

3) ëåììû 1.1.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè íåêîòîðîì 𝑁 , ò. å. 𝐼𝑁𝑊2𝑛−1 àíòè-

ïåðèîäè÷íà íà âñåõ èíòåðâàëàõ Δ
(𝑘)
𝜈 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛 − 1 − 𝑁). Çàôèêñèðóåì

𝑘 ∈ [0, 𝑛 − 1 − 𝑁 ] è ïîêàæåì, ÷òî 𝐼𝑁+1𝑊2𝑛−1 àíòèïåðèîäè÷íû â èíòåðâàëàõ

Δ
(𝑘−1)
𝜈 .

Âûáåðåì èíòåðâàë

Δ(𝑘−1)
𝜈 =

(︂
𝜈

2𝑘−1
,
𝜈 + 1

2𝑘−1

)︂
=

(︂
2𝜈

2𝑘
,
2𝜈 + 2

2𝑘

)︂
=

=

(︂
2𝜈

2𝑘
,
2𝜈 + 1

2𝑘

)︂⨆︁(︂
2𝜈 + 1

2𝑘
,
2𝜈 + 2

2𝑘

)︂⨆︁{︂
2𝜈 + 1

2𝑘

}︂
.

Ôóíêöèÿ 𝐼𝑁𝑊2𝑛−1 àíòèïåðèîäè÷íà íà Δ
(𝑘−1)
𝜈 è íà èíòåðâàëàõ Δ

(𝑘)
2𝜈 è Δ

(𝑘)
2𝜈+1 ïî
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ïðåäïîëîæåíèþ. Òîãäà ïðè 𝑥 ∈
(︀
0, 1

2𝑘

)︀
èìååì

(𝐼𝑁+1𝑊2𝑛−1)

(︂
2𝜈 + 1

2𝑘
+ 𝑥

)︂
=

2𝜈+1

2𝑘
+𝑥∫︁

0

(𝐼𝑁𝑊2𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡 =

2𝜈+1

2𝑘
+𝑥∫︁

2𝜈+1

2𝑘

(𝐼𝑁𝑊2𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡 =

= −

2𝜈

2𝑘
+𝑥∫︁

2𝜈

2𝑘

(𝐼𝑁𝑊2𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡 = −

2𝜈

2𝑘
+𝑥∫︁

0

(𝐼𝑁𝑊2𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡 = −(𝐼𝑁+1𝑊2𝑛−1)

(︂
2𝜈

2𝑘
+ 𝑥

)︂
,

ò. å. 𝐼𝑁+1𝑊2𝑛−1 àíòèïåðèîäè÷íû íà èíòåðâàëå
(︀

𝜈
2𝑘−1 ,

𝜈+1
2𝑘−1

)︀
. �

Лемма 1.3. Функция 𝜓𝑛,𝑁 для 0 ≤ 𝜈 ≤ 2𝑛−𝑁 , 𝜈 ∈ Z:

1) равна нулю в точках 𝜈
2𝑛−𝑁 ;

2) имеет максимум по модулю в точках 𝜈+1/2
2𝑛−𝑁 ;

3) sign (𝜓𝑛,𝑁(𝑥)) = 𝑊2𝑛−𝑁−1(𝑥).

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè äëÿ 𝑁 ≤ 𝑛.

1. Äëÿ 𝑁 = 0 âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû î÷åâèäíû, òàê êàê 𝜓𝑛,0 ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Óîëøà.

2. Ïóñòü âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû âåðíû äëÿ𝑁−1. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ 𝑁 .

Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ôóíêöèÿ 𝐼𝑁𝑊2𝑛−1 àíòèïåðèîäè÷íà íà èíòåðâàëå(︀
𝜈

2𝑘−1 ,
𝜈+1
2𝑘−1

)︀
. Ñëåäîâàòåëüíî, çíàê ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑁 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå

ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà 𝑟0𝑟1 . . . 𝑟𝑛−𝑁−1, èëè ñîãëàñíî ôóíêöèè Óîëøà𝑊2𝑛−𝑁−1. Òà-

êèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 3) äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1) è 2) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòðåçîê[︀
0, 1

2𝑛−𝑁

]︀
. Â ñèëó àíòèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑁 äëÿ îñòàëüíûõ îòðåçêîâ äàí-

íûå óòâåðæäåíèÿ òàê æå áóäóò ñïðàâåäëèâû.

Òàê êàê ïðè 𝑁 − 1 íà îòðåçêå
[︁
0, 1/2

2𝑛−𝑁

]︁
çíàê ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑁−1 ïîëîæèòå-

ëåí, òî 𝜓𝑛,𝑁 íà ýòîì îòðåçêå âîçðàñòàåò. Íà îòðåçêå
[︁

1/2
2𝑛−𝑁 ,

1
2𝑛−𝑁

]︁
â ñèëó ñâîåé

àíòèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁 óáûâàåò, ïðè÷åì ñ òàêèìè æå çíà÷åíèÿìè

ïðîèçâîäíûõ. Èç ýòîãî ñëåäóþò ñðàçó óòâåðæäåíèÿ 1) è 2). �
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Замечание 1.3. В силу определения функции 𝜓(𝑛,𝑁)(𝑥)⃒⃒⃒⃒
max
0≤𝑥≤1

(𝜓(𝑛,𝑁)(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
= 1.

Лемма 1.4. Пусть 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥) (𝑥 ∈ [0, 1]). Тогда⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1

4

2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 3

4

2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
=

1

2
.

Кроме того, при 𝑥 ≤ 1
2𝑛−𝑁+1⃒⃒⃒

𝜓𝑛,𝑁

(︁ 𝜈

2𝑛−𝑁
+ 𝑥
)︁⃒⃒⃒

= 1−
⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1/2

2𝑛−𝑁
− 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
. (1.5)

Доказательство. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 è çàìå÷àíèþ 1.3 èìååì⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
2 · 𝜈 + 1

2 · 2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
= 1.

Â òî æå âðåìÿ⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
2 · 𝜈 + 1

2 · 2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁𝑊2𝑛−1

(︂
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
= 1.

Â ñèëó ëåììû 1.2 ôóíêöèÿ 𝜓′
𝑛,𝑁 àíòèïåðèîäè÷íà íà èíòåðâàëå

[︀
𝜈

2𝑛−𝑁 ,
𝜈+1
2𝑛−𝑁

]︀
, à

𝜓′′
𝑛,𝑁 �íà èíòåðâàëå

[︀
𝜈

2𝑛−𝑁+1 ,
𝜈+1

2𝑛−𝑁+1

]︀
. Òîãäà

𝜈 + 1
4

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−2𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡 = −

𝜈 + 2
4

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈 + 1

4

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−2𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 =

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
= 𝑄(𝑛,𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 2 ·𝑄(𝑛,𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜈 + 1

4

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 2

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1

4

2𝑛−𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
.
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Òàêèì îáðàçîì,
⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︁
𝜈+ 1

4

2𝑛−𝑁

)︁⃒⃒⃒
= 1

2 .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︁
𝜈+ 3

4

2𝑛−𝑁

)︁⃒⃒⃒
= 1

2 .

Â òî æå âðåìÿ ïðè 𝑥 ≤ 1
2𝑛−𝑁+1 èìååì

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁
− 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
= 𝑄(𝑛,𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁
− 𝑥∫︁

𝜈

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑄(𝑛,𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜈 + 1

2

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡−

𝜈 + 1
2

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁
− 𝑥

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 1−𝑄(𝑛,𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝜈 + 1
2

2𝑛−𝑁∫︁
𝜈

2𝑛−𝑁
− 𝑥

(︀
𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.2 â èòîãå ïîëó÷àåì

𝜓𝑛,𝑁

(︁ 𝜈

2𝑛−𝑁
+ 𝑥
)︁
= 1−

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑁

(︂
𝜈 + 1/2

2𝑛−𝑁
− 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
.

�

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí áîëåå òî÷íî. Ñîãëàñíî

ëåììå 1.3, ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁(𝑥):

1) ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ 𝜈
2𝑛−𝑁 ;

2) èìååò ìàêñèìóì ïî ìîäóëþ â òî÷êàõ 𝜈+1/2
2𝑛−𝑁 ;

3) çíàê ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî 𝑊2𝑛−𝑁−1(𝑥).

Àíàëèçèðóÿ çàìå÷àíèå 1.1, ìû ïîíèìàåì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) ãëàäêàÿ.

Îñîáåííî ýòî âàæíî ó÷èòûâàòü â òî÷êàõ âåðøèíû ¾ïàðàáîëû¿ è â åå êðàÿõ,

ò. å. ê íóëþ ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ïëàâíî (ðèñóíîê 1.4).
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Òàêæå áëàãîäàðÿ (1.4) ìû çíàåì, ÷òî ïðè 𝑥 = 1
4 è 𝑥 = 3

4 ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) =
1
2

è ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ýòèõ òî÷åê. Ïîñêîëüêó 𝜓𝑛,𝑁−1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-

íîé îò 𝜓𝑛,𝑁 , ìû çíàåì, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíàÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñè-

ìóìà (ïî ìîäóëþ).

-

1

−1

6

1
2𝑛−𝑁 𝜓𝑛,𝑁(𝑥)

1
2𝑛−𝑁+1

Рисунок 1.4 — Двоичный базисный сплайн

Замечание 1.4. Очевидно, что 𝜓𝑛,𝑛(𝑥) есть кусочно-монотонная функ-

ция, совпадающая с многочленом 𝑛-й степени на каждом отрезке[︂
𝑘

2𝑛
,
𝑘 + 1

2𝑛

]︂
, 𝑘 ∈ Z0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛 − 1.

Определение 1.6. Обозначим через 𝑃𝑘(0,+∞) совокупность кусочно-

многочленных функций 𝑘-й степени, имеющих непрерывные производные до

(𝑘 − 1)-го порядка на [0,+∞), и которые на каждом отрезке [𝑡, 𝑡 + 1] сов-

падают с некоторым многочленом 𝑘-й степени. Аналогично определяется и

пространство 𝑃𝑘(−∞,+∞).

Лемма 1.5. Пусть 𝑛 > 𝑘 ≥ 0. Тогда при всех 𝑥 ∈ R справедливо равен-

ство ∑︁
𝑡∈Z

𝑊2𝑘−1

(︂
𝑥+

𝑡

2𝑘+1

)︂
𝜓(𝑘)
𝑛,𝑛

(︂
𝑥+

𝑡

2𝑘+1

)︂
=

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)
, (1.6)

где 𝑄(𝑛, 𝑛)—нормирующий коэффициент.

Доказательство. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ôóíêöèÿ 𝐼𝑁(𝑊2𝑛−1)(𝑥) àíòèïåðè-

îäè÷íà íà ëþáîì èíòåðâàëå Δ
(𝑘)
𝜈 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛 − 1 − 𝑁 , 𝑁 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1).
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Ïîýòîìó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ∑︁
𝑡∈Z

𝜓𝑛,𝑛

(︂
𝑥+

𝑡

2

)︂
= 1. (1.7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝜓(𝑘)
𝑛,𝑛(𝑥) = (𝑄(𝑛, 𝑛)𝐼𝑛𝑊2𝑛−1(𝑥))

(𝑘) = 𝑄(𝑛, 𝑛)𝐼𝑛−𝑘𝑟0(𝑥)𝑟1(𝑥)...𝑟𝑛(𝑥). (1.8)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèå (1.8) íà êàæäîì èç îòðåçêîâ 𝑡
2𝑘
, 𝑡 ∈ Z, òî ôóíê-

öèè 𝑟0(𝑥)𝑟1(𝑥)...𝑟𝑘−1(𝑥) = 𝑊2𝑘−1(𝑥) (𝑘 = 0, . . . , 𝑛−1−𝑁) íà ýòèõ îòðåçêàõ áóäóò

ïðèíèìàòü ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ: ëèáî 1, ëèáî −1, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì

îïðåäåëÿÿ çíàê ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝜓(𝑘)
𝑛,𝑛(𝑥) = 𝑄(𝑛, 𝑛)𝑊2𝑘−1(𝑥)𝐼

𝑛−𝑘𝑟𝑘(𝑥)𝑟𝑘+1(𝑥)...𝑟𝑛(𝑥).

Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó 𝑊 2
2𝑘−1(𝑥) = 1, òî

𝑊2𝑘−1(𝑥)𝜓
(𝑘)
𝑛,𝑛(𝑥) = 𝑄(𝑛, 𝑛)𝑊2𝑘−1(𝑥) *𝑊2𝑘−1(𝑥)𝐼

𝑛−𝑘𝑟𝑘(𝑥)𝑟𝑘+1(𝑥)...𝑟𝑛(𝑥) =

= 𝑄(𝑛, 𝑛)𝐼𝑛−𝑘𝑟𝑘(𝑥)𝑟𝑘+1(𝑥)...𝑟𝑛(𝑥).

Â ñâîþ î÷åðåäü, 𝑟𝑡(𝑥) = 𝑟𝑘
(︀
2𝑡−𝑘𝑥

)︀
, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑡. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑊2𝑘−1(𝑥)𝜓
(𝑘)
𝑛,𝑛(𝑥) =

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)
𝜓𝑛−𝑘,𝑛−𝑘

(︀
2𝑘𝑥
)︀
. (1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.9) â (1.6) è èñïîëüçóÿ (1.7), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì∑︁
𝑡∈Z

𝑊2𝑘−1(𝑥+
𝑡

2𝑘+1
)|𝜓(𝑘)

𝑛,𝑛

(︂
𝑥+

𝑡

2𝑘+1

)︂
=

=
𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)

∑︁
𝑡∈Z

𝜓𝑛−𝑘,𝑛−𝑘

(︂
2𝑘
(︂
𝑥+

𝑡

2𝑘+1

)︂)︂
=

=
𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)

∑︁
𝑡∈Z

𝜓𝑛−𝑘,𝑛−𝑘

(︂
2𝑘𝑥+

𝑡

2

)︂
=

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)
.

�

Лемма 1.6. Нормирующий коэффициент имеет следующий вид:

𝑄(𝑛,𝑁) = 2
2𝑛𝑁+3𝑁−𝑁2−2

2 , 1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑛. (1.10)

Доказательство. Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.
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1. Ïóñòü 𝑁 = 1, ò. å. ôóíêöèÿ Óîëøà ïðîèíòåãðèðîâàíà îäèí ðàç. Íà êàæ-

äîì îòðåçêå ôóíêöèÿ Óîëøà ðàâíà ëèáî 1, ëèáî −1, à äëèíà êàæäîãî îòðåçêà

ôóíêöèè 𝑊2𝑛−1 ðàâíà 1
2𝑛 . Çíà÷èò, ïî ëåììå 1.3⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒
2𝑘+1
2𝑛∫︁

2𝑘

𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1

2𝑛
, 𝑘 = 0, 1, ..2𝑛−1 − 1,

è â ýòèõ òî÷êàõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ïî ìîäóëþ ýòîé ôóíêöèè. Íî ïî îïðåäå-

ëåíèþ, ìàêñèìóì ôóíêöèè 𝜓𝑛,1(𝑥) äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑄(𝑛, 1) = 2𝑛. Åñëè ïîäñòàâèòü â (1.10) 𝑁 = 1, ìû òàêæå ïîëó÷èì 𝑄(𝑛, 1) = 2𝑛.

2. Ïóñòü 𝑁 > 1, òîãäà ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑁−1(𝑥) íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé.

Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ëåììó (1.4), ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 1] áóäåò

ðàâíî 1
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî äîìíîæèòü

1
2𝑛−𝑖+1∫︀

0

𝜓𝑛,𝑁−1(𝑥) íà íîðìèðóþ-

ùèé êîýôôèöèåíò

𝑄(𝑛, 𝑖) = 𝑄(𝑛, 𝑖− 1) · 2𝑛−𝑖+2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

𝑄(𝑛,𝑁) = 2𝑛 ·
𝑁∏︁
𝑖=2

2𝑛−𝑖+2 = 2𝑛+
∑︀𝑛

𝑖=2(𝑛−𝑖+2) =

= 2𝑛+(𝑁−1) 2+2·𝑛−𝑁
2 = 2𝑛+ 2𝑛𝑁+2𝑁−𝑁2−2−2·𝑛+𝑁

2 = 2
2𝑛𝑁+3𝑁−𝑁2−2

2 .

�

Теорема 1.1. Пусть 𝐹𝑛,𝑁(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑁

(︁ 𝑥
2𝑛

)︁
. Совокупность функций

𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ Z, 𝑗 > −2𝑛, 𝑗 /∈
[︀
−2𝑑+1 + 1,−2𝑑 − 1

]︀
, (1.11)

0 ≤ 𝑑 < 𝑛, 𝑑 ∈ N,

образуют базис в пространстве 𝑃𝑛(0,+∞).

Доказательство. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑛 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.6),

òî ôóíêöèè ñèñòåìû {𝐹𝑛,𝑛 (𝑥− 𝑗)}, 𝑗 ∈ Z, 𝑗 > −2𝑛 ïðè 𝑛 > 1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûìè.
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(0,+∞). Ïóñòü 𝑛 > 1. Ðàññìîò-

ðèì îòðåçîê [0, 1]. Íà ýòîì îòðåçêå íå òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèè âèäà 𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛 − 1,−1].

Ñîãëàñíî (1.5) äëÿ ëþáûõ 𝑥 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

𝜓𝑛,𝑛(𝑥) + 𝜓𝑛,𝑛

(︂
𝑥+

1

2

)︂
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ 𝑥 ∈ [0, 2𝑛−1] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐹𝑛,𝑛(𝑥) + 𝐹𝑛,𝑛(𝑥+ 2𝑛−1) = 1 (1.12)

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1]. Ñ ó÷åòîì (1.12) äëÿ ôóíêöèé 𝐹𝑛,𝑛 íà ýòîì îò-

ðåçêå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹𝑛,𝑛 (𝑥+ 1) + 𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 1 + 2𝑛−1

)︀
= 1,

𝐹𝑛,𝑛 (𝑥+ 2) + 𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2 + 2𝑛−1

)︀
= 1,

...

𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑛−1 − 1

)︀
+ 𝐹𝑛,𝑛 (𝑥+ 2𝑛 − 1) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè âèäà 𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛 + 1,−2𝑛−1 − 1] ìîãóò áûòü

âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè 𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛−1 + 1,−1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹𝑛,𝑛(𝑥+ 1) = 1− 𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 1 + 2𝑛−1

)︀
,

𝐹𝑛,𝑛(𝑥+ 2) = 1− 𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2 + 2𝑛−1

)︀
,

. . .

𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑛−1 − 1

)︀
= 1− 𝐹𝑛,𝑛 (𝑥+ 2𝑛 − 1) ,

è ìû ìîæåì âûáðîñèòü èç ñèñòåìû {𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗)} âñå ôóíêöèè âèäà 𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗),

𝑗 ∈ [−2𝑛 + 1,−2𝑛−1 − 1] êàê ëèíåéíî çàâèñèìûå. Êðîìå òîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

â òî÷êå 𝑥 = 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 𝐹𝑛,𝑛
(︀
2𝑛−1

)︀
= 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝐹
(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
0 + 2𝑛−1

)︀
= 0, 𝑘 > 0.
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Åñëè 𝑛 > 2, òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé 𝐹 ′
𝑛,𝑛 íà îòðåçêå [0, 1] â ñèëó (1.5)

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îòíîøåíèé:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹 ′
𝑛,𝑛 (𝑥+ 1) + 𝐹 ′

𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 1 + 2𝑛−2

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−1,𝑛−1) ,

𝐹 ′
𝑛,𝑛 (𝑥+ 2) + 𝐹 ′

𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 2 + 2𝑛−2

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−1,𝑛−1) ,

...

𝐹 ′
𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 2𝑛−2 − 1

)︀
+ 𝐹 ′

𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 2𝑛−1 − 1

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−1,𝑛−1) .

Îòìåòèì, ÷òî èç ñèñòåìû óäàëåíû ôóíêöèè 𝐹𝑛,𝑛(𝑥−𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛+1,−2𝑛−1−1].

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû âñå

ôóíêöèè âèäà 𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛−1 +1,−2𝑛−2 − 1]. Êðîìå òîãî, â òî÷êå 𝑥 = 0

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 𝐹 ′
𝑛,𝑛

(︀
2𝑛−2

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−1,𝑛−1) , ïðè ýòîì 𝐹
(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
0 + 2𝑛−1

)︀
= 0,

𝑘 > 1.

Â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå ïðè 0 ≤ 𝑘 < 𝑛, 𝑘 ∈ Z èìååì⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹 (𝑘) (𝑥+ 1) + 𝐹
(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 1 + 2𝑛−𝑘−1

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−𝑘,𝑛−𝑘) ,

𝐹 (𝑘) (𝑥+ 2) + 𝐹
(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 2 + 2𝑛−𝑘−1

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−𝑘,𝑛−𝑘) ,

...

𝐹 (𝑘)
(︀
𝑥+ 2𝑛−𝑘−1 − 1

)︀
+ 𝐹

(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
𝑥+ 2𝑛−𝑘 − 1

)︀
= 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−𝑘,𝑛−𝑘) ,

è ìû ìîæåì óäàëèòü èç ñèñòåìû âñå ôóíêöèè âèäà

𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ [−2𝑛−𝑘+1 + 1,−2𝑛−𝑘 − 1].

Êðîìå òîãî, â òî÷êå 𝑥 = 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐹 (𝑘−1)
𝑛,𝑛

(︀
2𝑛−2

)︀
=

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛− 𝑘, 𝑛− 𝑘)
,

ïðè ýòîì 𝐹
(𝑘)
𝑛,𝑛

(︀
0 + 2𝑛−1

)︀
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû îêàçàëèñü èñêëþ÷åíû ôóíêöèè âèäà 𝐹𝑛,𝑛(𝑥−𝑗),

𝑗 ∈ Z, 𝑗 ∈
[︀
−2𝑑+1 + 1,−2𝑑 − 1

]︀
, 0 ≤ 𝑑 < 𝑛, 𝑑 ∈ N, â òî âðåìÿ, êàê ôóíêöèè

âèäà 𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑑

)︀
îñòàëèñü.
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Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ... + 𝑎0 íà îòðåçêå [0, 1]

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå

𝑓(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐−2𝑘𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑘

)︀
+ 𝑐0𝐹𝑛,𝑛(𝑥), (1.13)

ãäå 𝑐𝑡 ∈ Z, 𝑡 ∈ Z, 𝑡 > −2𝑛.

Â òî÷êå 𝑥 = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓(0) = 𝑎0 =
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑐−2𝑘𝐹𝑛,𝑛
(︀
2𝑘
)︀
,

𝑓 ′(0) = 𝑎1 =
𝑛−2∑︀
𝑘=0

𝑐−2𝑘𝐹
′
𝑛,𝑛

(︀
2𝑘
)︀
,

. . .

𝑓 (𝑛−1)(0) = 𝑎𝑛−1 = 𝑐−1𝐹
(𝑛−1)
𝑛,𝑛 (1) = 𝑄(𝑛,𝑛)

𝑄(𝑛−(𝑛−1),𝑛−(𝑛−1)) .

Ñëåäîâàòåëüíî,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐−1 =
𝑎𝑛−1

𝜓
(𝑛−1)
𝑛,𝑛 ( 1

2𝑛 )
= 𝑎𝑛−1·𝑄(1,1)

𝑄(𝑛,𝑛) = 𝑎𝑛−1·2
2+3−1−2

2

2
2𝑛2+3𝑛−𝑛2−2

2

= 𝑎𝑛−1

2
𝑛2+3𝑛−4

2

,

𝑐−2 =
(︁
𝑎𝑛−2 − 𝑐−1𝜓

(𝑛−2)
𝑛,𝑛

(︀
1
2𝑛

)︀)︁ 𝑄(2,2)
𝑄(𝑛,𝑛) =

(𝑎𝑛−2−𝑐−1𝜓
(𝑛−2)
𝑛,𝑛 ( 1

2𝑛 ))

2
𝑛2+3𝑛−10

2

,

. . .

𝑐−2𝑘 =
𝑎𝑛−𝑘−

∑︀𝑘
𝑗=0 𝑐−2𝑗𝜓

(𝑘)
𝑛,𝑛( 1

2𝑛−𝑘 )

2
(𝑛2−𝑘2)+3(𝑛−𝑘)

2

,

(1.14)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝑐−2𝑘 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà 𝑐0 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü (1.13) ïðè 𝑥 = 1.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí 𝑛-é ñòåïåíè íà îòðåçêå [0, 1] ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-

íèÿìè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ è ïðîèçâîäíûìè äî (𝑛−1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

â òî÷êå 𝑥 = 0, òî ðàâåíñòâî (1.13) äîêàçàíî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà 𝑐1 çàïèøåì ðàâåíñòâî (1.13) ïðè 𝑥 ∈ [1, 2]:

𝑓(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐−2𝑘𝐹𝑛,𝑛
(︀
𝑥+ 2𝑘

)︀
+ 𝑐0𝐹𝑛,𝑛(𝑥) + 𝑐1𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 1). (1.15)

Ïðè ýòîì âñå êîýôôèöèåíòû â (1.15), êðîìå 𝑐1, óæå èçâåñòíû.
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Ïîëàãàÿ 𝑥 = 2, íàõîäèì 𝑐1, è ò. ä. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íàõîäèì ðåêóð-

ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑡, 𝑡 ∈ Z, 𝑡 > 2−𝑛.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû êàæäûé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿëñÿ îäíî-

çíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ôóíêöèþ 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(0,+∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

åäèíñòâåííûì îáðàçîì. �

Замечание 1.5. Аналогичными рассуждениями можно доказать, что

система

𝐹𝑛,𝑛(𝑥− 𝑗), 𝑗 ∈ Z, 𝑗 /∈
[︀
−2𝑑+1 + 1,−2𝑑 − 1

]︀
, 0 ≤ 𝑑 < 𝑛, 𝑑 ∈ N

есть базис в пространстве 𝑃𝑛(−∞,+∞).

1.3 Базисность системы сжатий и сдвигов двоичного

базисного сплайна в пространстве непрерывных

функций

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áà-

çèñíîãî ñïëàéíà ïðè 𝑁 = 𝑛, ò. å. êîãäà èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè Óîëøà 𝑊2𝑛−1

ïðîâîäèòñÿ 𝑛 ðàç, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Определение 1.7. Функцию 𝜓𝑛(𝑥) = 𝑄(𝑛, 𝑛)𝐼𝑛𝑊2𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1], будем

называть двоичным базисным сплайном 𝑛-й степени, где 𝑄(𝑛, 𝑛)—нормиру-

ющий коэффициент в 𝐶[0, 1].

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ÿâ-

ëÿåòñÿ áàçèñîì â 𝐶0[0, 1] (ýòîò ôàêò â ñëó÷àå 𝑛 = 2 áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðè-

ñóòñòâóåò â ðàáîòå [61]), à ïðè äîáàâëåíèè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé� â

𝐶[0, 1].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé

𝜑𝑚,𝑗(𝑥) = 𝜓𝑛(2
𝑚𝑥− 𝑗), 𝑚 ∈ Z0, 𝑗 ∈ [0, 2𝑚 − 1].
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Ïóñòü 𝑓(𝑥)�ôóíêöèÿ èç 𝐶0[0, 1]. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝑅0(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1.16)

𝑆0(𝑥) = 𝑅0

(︂
0 + 1/2

20

)︂
𝜑0,0(𝑥).

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
𝜑𝑚,𝑗(𝑥), 𝑥 ∈

[︂
𝑗

2𝑚
,
𝑗 + 1

2𝑚

]︂
, (1.17)

𝑅𝑚+1(𝑥) = 𝑅𝑚(𝑥)− 𝑆𝑚(𝑥). (1.18)

Íà ðèñóíêå 1.5 èçîáðàæåí ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ. Ðàçáåðåì åãî ïîäðîáíåå.

𝑅𝑚

𝑗
2𝑚

𝑗+1
2𝑚

𝑗+1/2
2𝑚

𝑅𝑚+1

𝑅𝑚+1

𝑅𝑚+1

𝜑𝑚,𝑗 = 𝜓𝑛,𝑛(2
𝑚𝑥− 𝑗)

@
@
@
@R

𝑆𝑚 s

Рисунок 1.5 — Процесс приближения по остаткам

Ðàññìîòðèì 𝑅𝑚� ãðàôèê îñòàòêîâ ïîñëå 𝑚-ãî øàãà. Òî÷êè 𝑗
2𝑚 ,

𝑗+1
2𝑚 ÿâëÿ-

þòñÿ òî÷êàìè ñêëåéêè, ïîýòîìó 𝑅𝑚

(︀
𝑗

2𝑚

)︀
≡ 𝑅𝑚

(︀
𝑗+1
2𝑚

)︀
≡ 0. Íà îñòàëüíîé ÷àñòè

îòðåçêà [0, 1] ôóíêöèÿ 𝑅𝑚 î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç êëàññà 𝐶0[0, 1], òàê

êàê 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶0[0, 1] è 𝑆𝑚(𝑥) ∈ 𝐶0[0, 1].

Ïîñòðîèì ãðàôèê îñòàòêîâ ïîñëå (𝑚+1)-ãî øàãà. Çíà÷åíèÿ𝑅𝑚+1 íàõîäÿòñÿ

ïî ôîðìóëå (1.18), à çíà÷åíèÿ 𝑆𝑚�ïî ôîðìóëå (1.17). Òî÷êà 𝑗+1/2
2𝑚 ñòàíîâèòñÿ

íîâîé òî÷êîé ñêëåéêè. Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ íå

ïî ÷àñòè÷íûì ñóììàì ðÿäà, à ïî îñòàòêàì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

áàçèñíîñòè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

𝑚∑︀
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
.
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Определение 1.8. Модуль непрерывности имеет вид

𝜔𝑓(𝛿) = sup
0≤ℎ≤𝛿

|𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)| , 𝑥 ∈ [0, 1− ℎ], (1.19)

модуль непрерывности второго порядка (модуль гладкости) —

𝜔2
𝑓(𝛿) = sup

0≤ℎ≤𝛿
|𝑓(𝑥+ 2ℎ)− 2𝑓(𝑥+ ℎ) + 𝑓(𝑥)| , 𝑥 ∈ [0, 1− 2ℎ]. (1.20)

Теорема 1.2. Пусть 𝜑𝑚,𝑗(𝑥)— базис в 𝐶0[0, 1]. Имеет место следующая

оценка:⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

17

2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2
𝑚−3
2

)︂
+ 5 · 2−

3
10 (𝑚−1)||𝑓 ||+ 24− 3

5𝑚‖𝑓‖.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ íîðìà â 𝐶0[0, 1].

Доказательство. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = |𝑅𝑚+1(𝑥)| . (1.21)

Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ (1.16) è (1.18), ïîëó÷èì⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑅0(𝑥)− 𝑆0(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑅1(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=2

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑅1(𝑥)− 𝑆1(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=2

𝑆𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = · · · = |𝑅𝑚+1(𝑥)| .

Äîêàæåì, ÷òî

𝑅𝑚+1(𝑥) ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

17

2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2
𝑚−3
2

)︂
+ 5 · 2−

3
10 (𝑚−1)‖𝑓‖+ 24− 3

5𝑚‖𝑓‖.

Ïóñòü 𝑗 ∈ [0, 2𝑛 − 1]. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì ìîäóëü äâîè÷íîé

íåïðåðûâíîñòè:

̃︀𝜔𝑓,𝑛 = sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓
(︂
𝑗 + 1

2𝑛

)︂
− 𝑓

(︂
𝑗

2𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒,

è ìîäóëü äâîè÷íîé íåïðåðûâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè 𝑗 ∈ [0, 2𝑛 − 2]:

̃︀𝜔2
𝑓,𝑛 = sup

𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓
(︂
𝑗 + 2

2𝑛

)︂
− 2𝑓

(︂
𝑗 + 1

2𝑛

)︂
+ 𝑓

(︂
𝑗

2𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒. (1.22)
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Ðàíåå ìû îãîâàðèâàëè, ÷òî 𝑅𝑚

(︀
𝑗

2𝑚

)︀
= 0, òàê êàê òî÷êè 𝑗

2𝑚 ÿâëÿþòñÿ òî÷-

êàìè ñêëåéêè. Èç (1.17) è (1.18) ñëåäóåò

𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
= 𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
− 𝑆𝑚

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
=

= 𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
−
(︂
𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
+𝑅𝑚

(︂
𝑗

2𝑚

)︂)︂
𝜑𝑚,𝑗

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
.

Ïî ëåììå 1.4 èçâåñòíî, ÷òî 𝜑𝑚,𝑗
(︁
𝑗+1/4

2𝑚

)︁
= 1

2 . Òàêèì îáðàçîì,⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
− 1

2
·
(︂
𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
+𝑅𝑚

(︂
𝑗

2𝑚

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
1

2

(︂
2𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
−
(︂
𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
+𝑅𝑚

(︂
𝑗

2𝑚

)︂)︂)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2
· ̃︀𝜔2

𝑅𝑚,𝑚+2. (1.23)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ 𝑡 ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 ≤ ̃︀𝜔2

𝑅𝑚−1,𝑚+𝑡 +
1

4𝑡−1
· ̃︀𝜔2

𝑅𝑚−2,𝑚
. (1.24)

Â ñàìîì äåëå, èç (1.22) èìååì

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 = sup

𝑗∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒⃒(︂
2𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
−
(︂
𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
+𝑅𝑚

(︂
𝑗

2𝑚+𝑡

)︂)︂)︂⃒⃒⃒⃒
.

Ïðèìåíÿÿ (1.18), ïîëó÷èì

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 ≤ sup

𝑗∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒⃒(︂
2𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
−
(︂
𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
+𝑅𝑚−1

(︂
𝑗

2𝑚+𝑡

)︂)︂)︂⃒⃒⃒⃒
+

+ sup
𝑗∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒⃒(︂
2𝑆𝑚−1

(︂
𝑗 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
−
(︂
𝑆𝑚−1

(︂
𝑗 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
+ 𝑆𝑚−1

(︂
𝑗

2𝑚+𝑡

)︂)︂)︂⃒⃒⃒⃒
.
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Èñïîëüçóåì (1.17):

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 ≤ sup

𝑗∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒⃒(︂
2𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
−
(︂
𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
+𝑅𝑚−1

(︂
𝑗

2𝑚+𝑡

)︂)︂)︂⃒⃒⃒⃒
+

+ sup
𝑗∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒⃒(︂
2𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑗 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
−

−
(︂
𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑗 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
+ 𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑗

2𝑚+𝑡

)︂)︂)︂
×

×𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 div 2𝑡+1

2𝑚−1
+

1

2𝑚

)︂ ⃒⃒⃒⃒
≤

≤ ̃︀𝜔2
𝑅𝑚−1,𝑚+𝑡 + ̃︀𝜔2

(𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1),𝑚+𝑡 ·
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 div 2𝑡+1

2𝑚−1
+

1

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Îöåíèì ̃︀𝜔2
(𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1),𝑚+𝑡. Ïðèìåíÿÿ (1.22), ïîëó÷èì:

̃︀𝜔2
(𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1),𝑚+𝑡 = sup

𝑘∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒
𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑘 + 2

2𝑚+𝑡

)︂
−

−2𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑘 + 1

2𝑚+𝑡

)︂
+ 𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1

(︂
𝑘

2𝑚+𝑡

)︂ ⃒⃒⃒
=

= sup
𝑘∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑛

(︂
2𝑚−1𝑘 + 2

2𝑚+𝑡
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂
− 2𝜓𝑛,𝑛

(︂
2𝑚−1𝑘 + 1

2𝑚+𝑡
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂
+

+𝜓𝑛,𝑛

(︂
2𝑚−1 𝑘

2𝑚+𝑡
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂ ⃒⃒⃒
=

= sup
𝑘∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒
𝜓𝑛,𝑛

(︂
𝑘 + 2

2𝑡+1
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂
−

−2𝜓𝑛,𝑛

(︂
𝑘 + 1

2𝑡+1
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂
+ 𝜓𝑛,𝑛

(︂
𝑘

2𝑡+1
− 𝑗 div 2𝑡+1

)︂ ⃒⃒⃒
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑘 ∈ [0, 2𝑛 − 2], 𝑗 ∈ [0, 2𝑛 − 2], 𝑘, 𝑗 ∈ Z0, èìååì

𝜔2
(𝜑𝑚−1,𝑗 div 2𝑡+1),𝑚+𝑡 = sup

𝑘∈[0,2𝑛−2]

⃒⃒⃒
𝜓𝑛

(︂
𝑘 + 2

2𝑡+1

)︂
− 2𝜓𝑛

(︂
𝑘 + 1

2𝑡+1

)︂
+ 𝜓𝑛

(︂
𝑘

2𝑡+1

)︂ ⃒⃒⃒
≤

≤ sup
𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝜓𝑛

(︂
𝑥+

2

2𝑡+1

)︂
− 2𝜓𝑛

(︂
𝑥+

1

2𝑡+1

)︂
+ 𝜓𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤
(︂

1

2𝑡+1

)︂2

· sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓′′
𝑛(𝑥)| .

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè 𝑛 = 2 â òî÷êàõ 𝑥 = 1
4 , 𝑥 = 1

2 , 𝑥 = 3
4 âòîðàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, îäíàêî ñóùåñòâóþò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ñëåâà è ñïðàâà,

è ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâî

ïðè 𝑛 ≥ 2.



43

Â ñèëó òåîðåìû 1.6

sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓′′
𝑛(𝑥)| = sup

𝑥

⃒⃒
𝜓′′
𝑛,𝑛(𝑥)

⃒⃒
=

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛, 𝑛− 2)
sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓𝑛,𝑛−2(𝑥)| =

=
2

𝑛2+3𝑛−2
2

2
𝑛2+3𝑛−12

2

· |𝜓𝑛,𝑛−2(𝑥)| = 25 |𝜓𝑛,𝑛−2(𝑥)| .

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.3 èìååò ìåñòî îöåíêà |𝜓𝑛,𝑛−2(𝑥)| ≤ 1. Òîãäà

̃︀𝜔2
(𝜑(𝑚−1),𝑗 div 2𝑡+1),𝑚+𝑡 ≤

(︂
1

2𝑡+1

)︂2

25 ≤ 1

22𝑡−3
. (1.25)

Â ñâîþ î÷åðåäü,

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 ≤ ̃︀𝜔2

𝑅𝑚−1,𝑚+𝑡 +
1

22𝑡−3

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚−1

(︂
𝑗 div 2𝑡 + 1/2

2𝑚−1

)︂⃒⃒⃒⃒
. (1.26)

Ó÷èòûâàÿ (1.23), ïîëó÷àåì

̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+𝑡 ≤ ̃︀𝜔2

𝑅𝑚−1,𝑚+𝑡 +
1

22𝑡−2
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚

= ̃︀𝜔2
𝑅𝑚−1,𝑚+𝑡 +

1

4𝑡−1
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚

,

è òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (1.24) äîêàçàíî.

Âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó (1.23):⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2
̃︀𝜔2
𝑅𝑚,𝑚+2.

Ó÷èòûâàÿ (1.24), èìååì⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−1,𝑚+2 +

1

4
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚

)︂
.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ (1.24):⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︂(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚+2 +

1

16
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚−1

)︂
+

1

4
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚

)︂
=

=
1

2
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚+2 +

1

8
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−2,𝑚

+
1

32
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚−1.

Íà ñëåäóþùåì øàãå, ïðåîáðàçóÿ âñå ñëàãàåìûå ñ èíäåêñîì 𝑅𝑚−2, ïîëó÷àåì:⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚+2 +

1

64
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−4,𝑚−2

)︂
+

+
1

8

(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚

+
1

4
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−4,𝑚−2

)︂
+

1

32
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚−1 =

=
1

2
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚+2 +

1

8
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚

+
1

32
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−3,𝑚−1 +

1 + 4

128
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−4,𝑚−2.
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Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå 𝑘-ãî øà-

ãà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︃
𝑘−1∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑅𝑚−𝑘−1,𝑚−𝑡 + 𝐶𝑘𝜔

2
𝑅𝑚−𝑘−2,𝑚−𝑘

)︃
, (1.27)

ãäå

𝐶−2 = 1, 𝐶−1 = 0, 𝐶𝑘 =
1

4
(𝐶𝑘−1 + 𝐶𝑘−2). (1.28)

Ïóñòü ïðè 𝑘 − 1 ñïðàâåäëèâî⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2

⎛⎝(𝑘−1)−1∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑅𝑚−(𝑘−1)−1,𝑚−𝑡 + 𝐶𝑘−1𝜔

2
𝑅𝑚−(𝑘−1)−2,𝑚−(𝑘−1)

⎞⎠ . (1.29)

Ïðåîáðàçóåì (1.29) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1.24):⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2

(︃
𝑘−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡

(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−(𝑘−1)−1−1,𝑚−𝑡 +

1

4𝑚−𝑡−(𝑚−(𝑘−1)−1)−1
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−(𝑘−1)−1−2,𝑚−(𝑘−1)−1

)︂
+

+𝐶𝑘−1𝜔
2
𝑅𝑚−(𝑘−1)−2,𝑚−(𝑘−1)

)︃
=

=
1

2

⎛⎝(𝑘−1)−1∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡

(︂̃︀𝜔2
𝑅𝑚−𝑘−1,𝑚−𝑡 +

1

4𝑘−𝑡−1
̃︀𝜔2
𝑅𝑚−𝑘−2,𝑚−𝑘

)︂
+ 𝐶𝑘−1𝜔

2
𝑅𝑚−𝑘−1,𝑚−𝑘+1

⎞⎠ =

=
1

2

(︃
𝑘−1∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑅𝑚−𝑘−1,𝑚−𝑡 + 𝐶*

𝑘𝜔
2
𝑅𝑚−𝑘−2,𝑚−𝑘

)︃
,

ãäå

𝐶*
𝑘 =

𝑘−2∑︁
𝑡=−2

1

4𝑘−𝑡−1
𝐶𝑡 =

1

4

𝑘−3∑︁
𝑡=−2

1

4(𝑘−1)−𝑡−1
𝐶𝑡 +

1

4
𝐶𝑘−2 =

1

4
(𝐶𝑘−1 + 𝐶𝑘−2) .

ò. å. 𝐶*
𝑘 = 𝐶𝑘. Íåðàâåíñòâî (1.27) äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 𝑘 = 𝑚− 2 øàãîâ ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ îöåíêó:⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︃
𝑚−3∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑅1,𝑚−𝑡 + 𝐶𝑚−2𝜔

2
𝑅0,2

)︃
. (1.30)



45

Ñëàãàåìûå âèäà ̃︀𝜔2
𝑅1,𝑚−𝑡 ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1.26) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

̃︀𝜔2
𝑅1,𝑚−𝑡 ≤ ̃︀𝜔2

𝑅0,𝑚−𝑡 +
1

22(𝑚−𝑡−1)−3

⃒⃒⃒⃒
𝑅0

(︂
𝑗 div 2𝑚−1 + 1

2

2

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Íî 𝑅0 = 𝑓 , ñëåäîâàòåëüíî,

̃︀𝜔2
𝑅1,(𝑚−𝑡) ≤ ̃︀𝜔2

𝑓,(𝑚−𝑡) +
1

22(𝑚−𝑡−1)−3
‖𝑓‖ = ̃︀𝜔2

𝑓,(𝑚−𝑡) +
1

22(𝑚−𝑡)−5
‖𝑓‖. (1.31)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.31) â (1.30), ïîëó÷èì⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2

(︃
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑓,𝑚−𝑡 +

𝑚−3∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡
22(𝑚−𝑡)−5

‖𝑓‖

)︃
=

=
1

2

(︃
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑓,𝑚−𝑡 + 8‖𝑓‖

𝑚−3∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡
4𝑚−𝑡−1

)︃
=

=
1

2

(︃
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡̃︀𝜔2
𝑓,𝑚−𝑡 + 8‖𝑓‖𝐶𝑚−1

)︃
. (1.32)

Òàêèì îáðàçîì, â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ïîëó÷åíà ïðåäâàðèòåëü-

íàÿ îöåíêà ÷åðåç ìîäóëü äâîè÷íîé íåïðåðûâíîñòè.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé 𝑥 èç 𝜀-îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑗+1/4
2𝑚 , ãäå 𝜀 = 1

2(𝑚+2) . Òîãäà

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1(𝑥)−𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
+𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1(𝑥)−𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
. (1.33)

Ó÷èòûâàÿ (1.21), íåðàâåíñòâî (1.33) ïðèìåò âèä

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝑓(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖(𝑥)

)︃
−

(︃
𝑓

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂
−

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂)︃⃒⃒⃒⃒
⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑓

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+
𝑚∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑖(𝑥)− 𝑆𝑖

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
. (1.34)
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Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.34). Çàìåòèì, ÷òî

åñëè 𝑥 ∈
[︁
𝑗

2𝑚 ,
𝑗+1/2

2𝑚

]︁
, òî 𝑥 ∈

[︁
𝑗 div 2𝑚−𝑖

2𝑖 , 𝑗 div 2𝑚−𝑖+1
2𝑖

]︁
. Ó÷èòûâàÿ (1.17) è ðàâåíñòâà

sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓′
𝑛(𝑥)| = sup

𝑥∈[0,1]

⃒⃒
𝜓′
𝑛,𝑛(𝑥)

⃒⃒
=

𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛, 𝑛− 1)
sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥)| ,

èìååì

𝑚∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑖(𝑥)− 𝑆𝑖

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

𝑚∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂
𝜑𝑖,𝑗 div 2𝑚−𝑖(𝑥)−

−𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂
𝜑𝑖,𝑗 div 2𝑚−𝑖

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂ ⃒⃒⃒⃒
≤

𝑚∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒(︂
𝜑𝑖,𝑗 div 2𝑚−𝑖(𝑥)−

−𝜑𝑖,𝑗 div 2𝑚−𝑖

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂)︂
𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒
≤

≤
𝑚∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛
(︀
2𝑖𝑥− 𝑗 div 2𝑚−𝑖)︀− 𝜓𝑛

(︂
2𝑖
(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚
− 𝑗 div 2𝑚−𝑖

)︂)︂
×

×𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒
≤

𝑚∑︁
𝑖=0

(︃
𝑄(𝑛, 𝑛)

𝑄(𝑛, 𝑛− 1)
sup
𝑥∈[0,1]

|𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥)| ×

×
⃒⃒⃒⃒
2𝑖
(︂
𝑥−

𝑗 + 1
4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒)︃
≤

≤
𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
4 · 1

2𝑚−𝑖+2
·
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒)︂
≤

≤
𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
1

2𝑚−𝑖 ·
⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑖

(︂
𝑗 div 2𝑚−𝑖 + 1

2

2𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒)︂
. (1.35)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.35) â (1.34), ïîëó÷èì

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤

≤
⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑓

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝑚∑︁
𝑖=0

(︃
1

2𝑚−𝑖 ·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑅(𝑖−1)+1

(︃
2
(︀
𝑗 div 2𝑚−𝑖)︀+ 1

4

2(𝑖−1)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑚+1

(︂
𝑗 + 1/4

2𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
. (1.36)

Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ãëàäêîñòè â (1.20) è îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ äâîè÷íîé

íåïðåðûâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â (1.22) î÷åâèäíî, ÷òî ̃︀𝜔2
𝑓,𝑚 ≤ 𝜔2

𝑓

(︀
1

2𝑚

)︀
.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (1.36) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.19). Âòîðîå è òðåòüå ñëà-

ãàåìûå ñîäåðæàò òîëüêî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå òî÷êè, îöåíêà äëÿ êîòîðûõ ïî-

ëó÷åíà â (1.32). Òîãäà (1.36) ïðèìåò âèä

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚∑︁
𝑖=0

(︃
1

2𝑚−𝑖 ·
1

2

(︃
𝑖−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡𝜔
2
𝑓

(︂
1

2𝑖−𝑡

)︂
+ 8‖𝑓‖𝐶𝑖−1

)︃)︃
+

+
1

2

(︃
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡𝜔
2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+ 8‖𝑓‖𝐶𝑚−1

)︃
=

= 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑖−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡
2𝑚+1−𝑖𝜔

2
𝑓

(︂
1

2𝑖−𝑡

)︂
+

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖−1

2𝑚−2−𝑖‖𝑓‖+

+
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡
2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+ 4𝐶𝑚−1‖𝑓‖ =

= 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚−2∑︁
𝑡1=−2

𝑚∑︁
𝑖1=𝑡1+2

𝐶𝑡1
2𝑚+1−𝑖1

𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑖1−𝑡1

)︂
+

+
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

𝐶𝑡
2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖−1

2𝑚−2−𝑖 + 4𝐶𝑚−1

)︃
‖𝑓‖. (1.37)

Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â äâîéíîé ñóììå â (1.37). Ïóñòü𝑚−𝑡 = 𝑖1−𝑡1,

𝑖 = 𝑚 − 𝑖1. Òàê êàê 𝑖1 − 𝑡1 ≥ 2, 𝑖1 − 𝑡1 ≤ 𝑚 + 2, òî −2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 − 2. Â òî æå

âðåìÿ 𝑚 + 𝑡1 − 𝑖1 ≥ −2 +𝑚− 𝑖1, à çíà÷èò, 𝑖 ≤ 𝑡 + 2. Òàê êàê 𝑖1 ≤ 𝑚, òî 𝑖 ≥ 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚−2∑︁
𝑡=−2

(︃
𝑡+2∑︁
𝑖=0

𝐶𝑡−𝑖
2𝑖+1

+
𝐶𝑡
2

)︃
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+

+

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑚−𝑖−1

2𝑖−2
+ 4𝐶𝑚−1

)︃
‖𝑓‖. (1.38)

C ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

𝐶𝑘 ≤ 2−
3
5𝑘 (1.39)

äëÿ âñåõ 𝑘 ≥ −2.

Èç (1.28) äëÿ 𝑘 = −2 è 𝑘 = −1 èìååì

1 = 𝐶−2 ≤ 2
6
5 , 0 = 𝐶−1 ≤ 2

3
5 .
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Ïóñòü óòâåðæäåíèå (1.39) äîêàçàíî äëÿ 𝑘 − 2 è 𝑘 − 1, ñëåäîâàòåëüíî,

𝐶𝑘−2 ≤ 2−
3
5 (𝑘−2), 𝐶𝑘−1 ≤ 2−

3
5 (𝑘−1).

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (1.28), ïîëó÷àåì

𝐶𝑘 =
1

4
(𝐶𝑘−2 + 𝐶𝑘−1) ≤

1

4

(︁
2−

3
5 (𝑘−2) + 2−

3
5 (𝑘−1)

)︁
≤

≤ 2−
3
5𝑘

(︃
2

6
5 + 2

3
5

4

)︃
≤ 2−

3
5𝑘,

÷òî äîêàçûâàåò ñïðàâäåëèâîñòü íåðàâåíñòâà (1.39).

Èç (1.38) è (1.39) ïîëó÷èì

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚−2∑︁
𝑡=−2

(︃
𝑡+2∑︁
𝑖=0

2−
3
5 (𝑡−𝑖)

2𝑖+1
+ 2−

3
5 𝑡−1

)︃
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+

+

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

2−
3
5 (𝑚−𝑖−1)

2𝑖−2
+ 22− 3

5 (𝑚−1)

)︃
‖𝑓‖ ≤

≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

𝑚−2∑︁
𝑡=−2

2−
3
5 𝑡−1

(︂
1

1− 2−
8
5

+ 1

)︂
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+

+2
13
5 − 3

5𝑚

(︂
1

1− 2−
8
5

+ 1

)︂
‖𝑓‖ ≤

≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

5

2

(︃
𝑚−2∑︁
𝑡=−2

2−
3
5 𝑡−1𝜔2

𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
+ 2

13
5 − 3

5𝑚‖𝑓‖

)︃
. (1.40)

Ïðè áîëüøèõ 𝑡 ìîäóëü ãëàäêîñòè

𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑡

)︂
=

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝑥+

2

2𝑚−𝑡

)︂
− 2𝑓

(︂
𝑥+

1

2𝑚−𝑡

)︂
+ 𝑓 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
â ïðîñòðàíñòâå 𝐶[0, 1] íåëüçÿ îöåíèòü ëó÷øå, ÷åì 4‖𝑓‖. Îäíàêî ïðè òàêèõ çíà-

÷åíèÿõ 𝑡 êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑡 áóäóò ìàëû. Âìåñòå ñ òåì, êîãäà 𝐶𝑡 íåäîñòàòî÷íî

ìàëû, ìîäóëü äâîè÷íîé íåïðåðûâíîñòè ̃︀𝜔2
𝑓,𝑚−𝑡 ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàë èç-çà

âåëè÷èíû èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ.
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Çàïèøåì (1.40) â ñëåäóþùåì âèäå:

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

+
5

2

(︃
𝑘∑︁

𝑡=−2

2−
3
5 𝑡−1𝜔2

𝑓

(︂
1

2𝑚−𝑘

)︂
+

𝑚−2∑︁
𝑡=𝑘+1

2−
3
5 𝑡−1 · 4‖𝑓‖+ 2

13
5 − 3

5𝑚‖𝑓‖

)︃
, (1.41)

è âûáåðåì 𝑘 = 𝑚 div 2− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (1.41) ïðèìåò âèä

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤

≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

5

2

(︃
2

1
5

1− 2−
3
5

𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚 div 2−1

)︂
+
(︁
2−

3
5𝑚 div 2+1 + 2

13
5 − 3

5𝑚
)︁
‖𝑓‖

)︃
≤

≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

17

2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2𝑚 div 2−1

)︂
+ 5 · 2−

3
5𝑚 div 2‖𝑓‖+ 24− 3

5𝑚‖𝑓‖, (1.42)

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1.42) 𝑚 div 2 ≥ 𝑚−1
2 ,

|𝑅𝑚+1(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓

(︂
1

2𝑚+2

)︂
+

17

2
𝜔2
𝑓

(︂
1

2
𝑚−3
2

)︂
+ 5 · 2−

3
10 (𝑚−1)‖𝑓‖+ 24− 3

5𝑚‖𝑓‖.

Äîêàæåì, ÷òî ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñèñòåìå åäèíñòâåííî.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ 𝑓0(𝑥) ∈ 𝐶0[0, 1] è ðàññìîòðèì äâîè÷íî-

ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó 1
2 . Â ýòîé òî÷êå 𝑓0(𝑥) ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå.

Åäèíñòâåííàÿ íå ðàâíà íóëþ ôóíêöèÿ èç ñèñòåìû 𝜑𝑚,𝑗(𝑥), êîýôôèöèåíò êî-

òîðîé íå îïðåäåëåí â ýòîé òî÷êå, � 𝜑0,0(𝑥). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓0(𝑥) ìîæåò áûòü

ïðèáëèæåíà ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà ïðè 𝜑0,0(𝑥). Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöè-

åíò ïðè 𝜑0,0(𝑥) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äàëåå ðàññìîòðèì òî÷êè 1
4 è

3
4 . Â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê ó ñèñòåìû 𝜑𝑚,𝑗(𝑥)

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ôóíêöèÿ, íå ðàâíàÿ íóëþ â ýòîé òî÷êå è êîýôôèöèåíò

êîòîðîé íå áûë îïðåäåëåí ðàíåå (ñîîòâåòñòâåííî 𝜑1,0(𝑥) è 𝜑1,1(𝑥)).

Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé äâîè÷íî-ðàöèîíàëü-

íîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíò êîòîðîé íå áûë îïðå-

äåëåí íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ è êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â ýòîé äâîè÷íî-ðà-

öèîíàëüíîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ïðè

ðàçëîæåíèè â ðÿä îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà áàçèñîì â 𝐶[0, 1], äîïîëíèì åå ñëåäóþùèìè

ôóíêöèÿìè: 𝜑−1,1 = 𝜓𝑛,𝑁(2𝑥)
(︀
𝑥 ∈

[︀
0, 1

2

]︀)︀
è 𝜑−1,0 = 𝜓(2𝑥−1)

(︀
𝑥 ∈

[︀
1
2 , 1
]︀)︀
. Ïðè-

áëèæàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] â òî÷êå 𝑥 = 0 ñ ïîìîùüþ 𝜑−1,0

è, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå 𝑥 = 1� ñ ïîìîùüþ 𝜑−1,1, ïîëó÷èì ïðîèçâîëüíóþ

ôóíêöèþ 𝑓0(𝑥) ∈ 𝐶0[0, 1]. �
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Глава 2

Двоичный базисный сплайн

как аналог системы Хаара.

Моделирование двоичного базисного сплайна

Â äàííîé ãëàâå ïðîäîëæàþò èçó÷àòüñÿ ñâîéñòâà äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàé-

íà. Â ðàçäåëå 2.1 äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àíàëîãè

ñèñòåì Õààðà è Ôàáåðà �Øàóäåðà. Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ÷òî

ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà êàê àíàëîãà ñèñòåìû

Õààðà îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà. Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà è ïðèâîäèòñÿ ãðàôè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñêîëüêèõ

äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ýòîãî àëãîðèò-

ìà. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ïî ñèñòåìå ñæàòèÿ è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ñ ïîñòðîåíèåì

ãðàôè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ ôóíêöèé ñ ðàçíûì ïîâåäåíèåì

íà îòðåçêå [0, 1].

2.1 Системы Хаара и Фабера –Шаудера

Система функций Хаара 𝜒 = {𝜒𝑛} áûëà ïîñòðîåíà â 1909 ã. âåíãåðñêèì

ìàòåìàòèêîì Àëüôðåäîì Õààðîì:

𝜒1(𝑡) ≡ 1, 𝜒𝑛(𝑡) ≡ 𝜒𝑘𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 , 𝑡 = 𝑗

2𝑘
,

1, 𝑡 ∈
(︁
𝑗
2𝑘
, 𝑗+1/2

2𝑘

)︁
,

0, 𝑡 = 𝑗+1/2
2𝑘

,

−1, 𝑡 ∈
(︁
𝑗+1/2

2𝑘
, 𝑗+1

2𝑘

)︁
,

−1
2 , 𝑡 = 𝑗+1

2𝑘
,

0, 𝑡 /∈
(︀
𝑗
2𝑘
, 𝑗+1

2𝑘

]︀
Ýòî áûëà ïåðâàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñî ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ
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îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â 𝐿2[0, 1].

Система функций Фабера –Шаудера Φ = {Φ𝑛}∞𝑛=1 áûëà ïîñòðîåíà â 1910 ã.

íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåîðãîì Ôàáåðîì, à çàòåì ïåðåîòêðûòà Ëüâîâñêèì ìà-

òåìàòèêîì Þëèóøåì Øàóäåðîì â 1927 ã. Åå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

Φ𝑛(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜒(𝑡)𝑑𝑡.

Òàêèì îáðàçîì,

Φ𝑛(𝑥) ≡ 𝜒𝑘𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑡 /∈

[︀
𝑗
2𝑘
, 𝑗+1

2𝑘

]︀
,

1, 𝑡 = 𝑗+1/2
2𝑘

,

ëèíåéíà è íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ.

Ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 𝐶[0, 1].

Замечание 2.1. При 𝑛 = 1 двоичный базисный сплайн 𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥) совпа-

дает с точностью до множителя с образующей функцией системы Хаара, а

𝜓𝑛,𝑛(𝑥)— с функцией Фабера –Шаудера.

Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ 𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥) глад-

ким обобщением системы Хаара, à ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ 𝜓𝑛,𝑛(𝑥)� гладким

обобщением системы Фабера –Шаудера.

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à ñèñòåìà Õààðà îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â 𝐿2. Â ãëàâå 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãëàäêèé àíàëîã ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ïàðàãðàôå

áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ãëàäêèé àíàëîã ñèñòåìû Õààðà ïîðîæäàåò áàçèñ â 𝐿2, ò. å.

äëÿ ãëàäêèõ àíàëîãîâ ñèñòåì Ôàáåðà �Øàóäåðà è Õààðà âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà,

ïîõîæèå íà ñâîéñòâà ðîäèòåëüñêèõ ñèñòåì.

Íà ðèñóíêàõ 2.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé 𝜓2,0(𝑥), 𝜓2,1(𝑥), 𝜓2,2(𝑥), ãäå

𝜓2,0(𝑥) = 𝑊22−1(𝑥) = 𝑊3(𝑥), 𝜓2,1(𝑥)�ðåçóëüòàò ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíê-

öèè 𝑊3(𝑥), 𝜓2,1(𝑥)�ðåçóëüòàò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåãðèðîâàíèé 𝑊3(𝑥).
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Рисунок 2.1 — Графики функций: а) 𝜓2,0(𝑥); б ) 𝜓2,1(𝑥); в) 𝜓2,2(𝑥)

Òàê êàê ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà � ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû

Õààðà, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè 𝜓2,1(𝑥),

êîòîðóþ ìû äîãîâîðèëèñü íàçûâàòü ¾гладким Хааром¿ (â ñëó÷àå 𝑛 = 2�

íå ãëàäêèé, à ¾непрерывный Хаар¿), êàê àíòèïåðèîäèçàöèþ ñèñòåìû Ôàáåðà �

Øàóäåðà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïèñàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ¾ãëàäêîãî Õààðà¿ 𝑛-é

ñòåïåíè êàê ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ è àíòèïåðèîäèçàöèè ¾ãëàäêîãî Õààðà¿

(𝑛 − 1)-é ñòåïåíè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ¾ãëàäêîãî Ôàáåðà �

Øàóäåðà¿ 𝑛-é ñòåïåíè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ðåçóëüòàò àíòèïåðèîäè-

çàöèè è èíòåãðèðîâàíèÿ ¾ãëàäêîãî Ôàáåðà �Øàóäåðà¿ (𝑛− 1)-é ñòåïåíè.
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2.2 Двоичный базисный сплайн

как аналог системы Хаара

Êàê îáû÷íî, ïîä ñèñòåìîé ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè 𝑓 ñ íîñèòåëåì

supp 𝑓 ⊂ [0, 1] ïîíèìàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé 𝑓𝑘,𝑗(𝑡) = 2
𝑘
2𝑓(2𝑘𝑡− 𝑗).

Определение 2.1. Cистему сжатий и сдвигов {𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1}
∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0 назовем

сплайновой аффинной системой порядка 𝑛.

Íàïîìíèì, ÷òî базисом Рисса (èëè базисом, эквивалентным ортонорми-

рованному) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà𝐻, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò îáðàòèìûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð (èçîìîðôèçì) 𝑇 : 𝐻 → 𝐻 è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {𝑒𝑛}∞𝑛=0 ïðîñòðàí-

ñòâà 𝐻 òàêèå, ÷òî 𝑓𝑛 = 𝑇𝑒𝑛 äëÿ âñåõ 𝑛 = 0, 1, . . . .

Ïîñòîÿííûå 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑐 = {𝑐𝑛}∞𝑛=0 ∈ ℓ2 âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

𝐴‖𝑐‖2 ≤
⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑓𝑛

⃦⃦⃦⃦
≤ 𝐵‖𝑐‖2,

íàçûâàþòñÿ границами Рисса последовательности {𝑓𝑛}∞𝑛=0.

ßñíî, ÷òî äëÿ áàçèñà Ðèññà èìååì 𝐴 = ‖𝑇−1‖−1 è 𝐵 = ‖𝑇‖.

Теорема 2.1. Для каждого 𝑛 = 1, 2, . . . сплайновая аффинная система

{𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1}
∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0 является базисом Рисса, и для всех 𝑐 = {𝑐𝑘,𝑗}∞,2𝑘−1

𝑘=0,𝑗=0 ∈ ℓ2 вы-

полняются неравенства

1

10
‖𝑐‖2 ≤

⃦⃦⃦⃦∞,2𝑘−1∑︁
𝑘=0,𝑗=0

𝑐𝑘,𝑗𝜓
𝑘,𝑗
𝑛,𝑛−1(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
≤ 19

10
‖𝑐‖2.

Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî

ëåìì.

Ñíà÷àëà óêàæåì èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå ñïëàéíîâ 𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1(𝑥).

Ïóñòü 𝑉 𝑓(𝑡) =
𝑡∫︀

0

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠� îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèõ
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ôóíêöèé 𝑓(𝑡) îáîçíà÷èì

W0𝑓(𝑡) = 𝑓(2𝑡), W1𝑓(𝑡) = 𝑟(𝑡)𝑓(2𝑡)

� îïåðàòîðû ñæàòèÿ è àíòèïåðèîäèçàöèè ñîîòâåòñâåííî, ãäå 𝑟(𝑡)�ôóíêöèÿ

Ðàäåìàõåðà. Ïîëîæèì

𝑈 = 4W1𝑉

� îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåé àíòèïåðèîäèçàöèè. Çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ âèäà 𝑓 = W1𝑔 ÿâëÿåòñÿ 1
2-àíòèïåðèîäè÷åñêîé, ò. å. 𝑓

(︀
𝑡+ 1

2

)︀
= −𝑓(𝑡)

è ìíîæèòåëü 4 ñîõðàíÿåò íîðìèðîâêó (𝑓, 𝑟) = 1 ⇒ (𝑈𝑓, 𝑟) = 1.

Лемма 2.1. Справедливо представление

𝜓𝑘,𝑗𝑛,𝑛−1(𝑥) = 𝑈𝑛−1𝑟, 𝑚 = 1, 2, . . . .

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñóììèðóåìûõ ôóíê-

öèé 𝑓 ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì
∫︀ 1

0 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 âûïîëíÿþòñÿ ïñåâäîêîììó-

òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

𝑉W0𝑓(𝑡) =
1

2
W0𝑉 𝑓(𝑡), (2.1)

𝑉W1𝑓(𝑡) =
1

2
W1𝑉 𝑓(𝑡). (2.2)

Â ñàìîì äåëå, ââèäó íóëåâîãî ñðåäíåãî ôóíêöèè 𝑉W𝑖𝑓 è W𝑖𝑉 𝑓 , 𝑖 = 0, 1,

àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êàõ 1
2Z.

Замечание 2.2. Равенство (2.1) справедливо для любой функции без усло-

вия нулевого среднего и проверяется непосредственным подсчетом. Равен-

ство (2.2) также можно проверить непосредственным подсчетом.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

𝑈𝑛𝑟 =

𝑛⏞  ⏟  
4W1𝑉 . . . 4W1𝑉 𝑟 = 4𝑛21+···+𝑛𝑉 𝑛W𝑛

1𝑟 = κ𝑛𝑉 𝑛W𝑛
1𝑟,

ãäå κ𝑛 = 2𝑛(𝑛+5)/2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî W𝑛
1𝑟 =

𝑛∏︀
𝑘=0

𝑟𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑈𝑛𝑟 = 𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥). �
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Ëåììà 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî 𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝑈𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥), ò. å. êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ

ñïëàéí-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíòèïåðèîäèçàöèåé èíòåãðàëà îò ïðåäûäóùåé. Ïðè

ýòîì ¾íóëåâàÿ¿ ôóíêöèÿ 𝑟 = W11 òàêæå, î÷åâèäíî, àíòèïåðèîäè÷åñêàÿ (çäåñü

è äàëåå 1�ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ åäèíèöå).

Определение 2.2. Cемейство функций 𝑟𝑖1 . . . 𝑟𝑖𝑑 (0 ≤ 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑑) назы-

вается хаосом Радемахера порядка 𝑑 ∈ N. Множество всех функций вида

𝑓 =
∑︁

0≤𝑖1<...<𝑖𝑑

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑𝑟𝑖1 . . . 𝑟𝑖𝑑,
∑︁

0≤𝑖1<...<𝑖𝑑

|𝑎𝑖1,...,𝑖𝑑|2 <∞,

обозначают ℛ𝑑
𝑐ℎ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 𝑟𝑖1 . . . 𝑟𝑖𝑑 = W𝑘1
0 W1 . . .W𝑘𝑑

0 W11, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑑 ≥ 0, ãäå

𝑖1 = 𝑘1, 𝑖2 = 𝑘1 + 𝑘2 + 1, . . . , 𝑖𝑑 = 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑑+ 𝑑− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

𝑓 ∈ ℛ𝑑
𝑐ℎ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

𝑓 =
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑W
𝑘1
0 W1 . . .W𝑘𝑑

0 W11,
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

|𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑|2 <∞.

Лемма 2.2. Справедливо следующее представление:

𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥) = 𝑟 −
𝑛∑︁
𝑠=1

𝑓𝑛,𝑠, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

где 𝑓𝑛,𝑠 ∈ ℛ𝑑
𝑐ℎ при 𝑑 = 2𝑠+ 1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Ïóñòü 𝑛 = 1. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

𝜆 =
∞∑︁
𝑘=0

1

2𝑘+1
W𝑘

0W11 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘
2𝑘+1

. (2.3)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 𝜆(𝑡) = 1− 2𝑡, 0 < 𝑡 < 1, � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî ìíîæèòåëÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà (0, 1), ïðåäñòàâèìàÿ ðÿäîì ïî ñèñòåìå

Ðàäåìàõåðà (õàîñó ïîðÿäêà 𝑑 = 1). Ïîêàæåì, ÷òî

𝑈𝑟 = 𝑟 −W2
1𝜆. (2.4)

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååì

4𝑉 𝑟(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩4𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
2 ,

4(1− 𝑡), 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

W1𝜆(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩1− 4𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
2 ,

4𝑡− 3, 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Ïîýòîìó 4𝑉 𝑟 = 1 − W1𝜆. Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð W1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.4).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓1,1 = W2
1𝜆 ïðèíàäëåæèò ℛ3

𝑐ℎ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.3) ïîëó÷åíî ïðè íåêîòîðîì 𝑛. Ïðèìå-

íÿÿ îïåðàòîð 𝑈 , ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 íàõîäèì

𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝑈𝑟 −
𝑛∑︁
𝑠=1

𝑈𝑓𝑛,𝑠.

Ïîñêîëüêó 𝑓𝑛,𝑠 ∈ ℛ𝑑
𝑐ℎ ïðè 𝑑 = 2𝑠+1, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.1), (2.2) èìååì

𝑈𝑓𝑛,𝑠 =
1

2𝑑−1

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑
2𝑘1+···+𝑘𝑑

W1W𝑘1
0 . . .W1W𝑘𝑑

0 4𝑉 𝑟 =

=
1

2𝑑−1

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑−1≥0

1

2𝑘1+···+𝑘𝑑−1

(︂∑︁
𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑
2𝑘𝑑

)︂
W1W𝑘1

0 . . .W1W𝑘𝑑−1

0 𝑟−

− 1

2𝑑−1

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑
2𝑘1+···+𝑘𝑑

W1W𝑘1
0 . . .W1W𝑘𝑑

0 W1𝜆 = 𝑔𝑛,𝑠 − ℎ𝑛,𝑠+1.

Çäåñü ó÷ëè, ÷òî 4𝑉 𝑟 = 1−W1𝜆 èW𝑘𝑑
0 1 = 1. Ïðè ýòîì 𝑔𝑛,𝑠 ∈ ℛ𝑑

𝑐ℎ è ℎ𝑛,𝑠+1 ∈ ℛ𝑑+2
𝑐ℎ .

Òàêèì îáðàçîì,

𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝑟 −W2
1𝜆−

𝑛∑︁
𝑠=1

(𝑔𝑛,𝑠 − ℎ𝑛,𝑠+1) = 𝑟 −
𝑛+1∑︁
𝑠=1

𝑓𝑛+1,𝑠,

ãäå

𝑓𝑛+1,1 = 𝑔𝑛,1 +W2
1𝜆, (2.5)

𝑓𝑛+1,𝑠 = 𝑔𝑛,𝑠 − ℎ𝑛,𝑠, 𝑠 = 2, . . . , 𝑛, (2.6)

𝑓𝑛+1,𝑛+1 = −ℎ𝑛,𝑛+1. (2.7)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 𝑓𝑛+1,𝑠 ∈ ℛ𝑑
𝑐ℎ ïðè 𝑑 = 2𝑠+ 1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛+ 1. �

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü äèíàìèêó õàîñà

ïîðÿäêà 𝑑 = 3 â ïðåäñòàâëåíèè ñïëàéíà 𝜓𝑛,𝑛−1.
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Лемма 2.3. Имеет место равенство

𝑓𝑛,1 = 𝛾𝑛W2
1𝑟 +W2

1𝜆, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

где 𝛾𝑛 =
2
9(1−

1
4𝑛−1 ).

Доказательство. Ïðè 𝑛 = 1 èìååì 𝛾1 = 0, è ðàâåíñòâî 𝑓1,1 = W2
1𝜆 óæå

ïîëó÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2.

Ïóñòü ðàâåíñòâî äëÿ 𝑓𝑛,1 âåðíî ïðè íåêîòîðîì 𝑛, ò. å.

𝑓𝑛,1 = W2
1(𝛾𝑛 +

1
2)𝑟 +W2

1

∞∑︁
𝑘=1

1

2𝑘+1
W𝑘

0𝑟.

Òîãäà ñîãëàñíî ïðèíÿòûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2 îáîçíà÷åíèÿì èìååì

𝑐0,0,0 = 𝛾𝑛 + 1
2 , 𝑐0,0,𝑘 = 1

2𝑘+1 ïðè 𝑘 ≥ 1, îñòàëüíûå 𝑐𝑘1,𝑘2,𝑘3 = 0 ïðè 𝑘1𝑘2 ̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑔𝑛,1 =
1

4

∑︁
𝑘1,𝑘2≥0

1

2𝑘1+𝑘2

(︂∑︁
𝑘3≥0

𝑐𝑘1,𝑘2,𝑘3
2𝑘3

)︂
W1W𝑘1

0 W1W𝑘2
0 𝑟,

ãäå ñ ó÷åòîì
∑︀∞

𝑘=1
1

22𝑘+1 =
1
6 êîýôôèöèåíòû â ñêîáêàõ ðàâíû

∑︁
𝑘3≥0

𝑐𝑘1,𝑘2,𝑘3
2𝑘3

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝛾𝑛 +
1
2 +

1
6 , 𝑘1 = 𝑘2 = 0,

0, 𝑘1𝑘2 ̸= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

𝑔𝑛,1 =
𝛾𝑛 +

2
3

4
W2

1𝑟,

è â ñèëó (2.5) ïîëó÷àåì

𝑓𝑛+1,1 =
𝛾𝑛 +

2
3

4
W2

1𝑟 +W2
1𝜆.

Ïîñêîëüêó 𝛾 = 2
9 � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ 𝛾 ↦→ 𝛾+ 2

3

4 , òî

ðåøåíèåì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

𝛾1 = 0, 𝛾𝑛+1 =
𝛾𝑛 +

2
3

4
, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝛾𝑛 = 2
9(1−

1
4𝑛−1 ). �
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Äàëåå ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ äâîè÷íûõ ñæàòèé-

ìîäóëÿöèè W0,W1:

W𝛼 = W𝛼0
. . .W𝛼𝑘−1

, 𝛼 = (𝛼0, . . . , 𝛼𝑘−1) ∈ A :=
∞⋃︁
𝑘=0

{0, 1}𝑘.

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {W𝛼𝑟}𝛼∈A ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Óîëøà {W𝑛}∞𝑛=1 (áåç

íà÷àëüíîé ôóíêöèèW0 = 1). Áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìóëüòèèíäåêñîâ 𝛼 ∈ A è

íàòóðàëüíûõ 𝑛 ∈ N, îïðåäåëåÿåìîå äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì 𝑛 =
∑︀𝑘−1

𝜈=0 𝛼𝜈2
𝜈+2𝑘,

çàäàåò íóìåðàöèþ Ïýëè ñèñòåìû Óîëøà {W𝛼𝑟}𝛼∈A.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑓 ñåìåéñòâî {W𝛼𝑓}𝛼∈A íàçû-

âàåòñÿ аффинной системой Уолша, порожденной функцией 𝑓 .

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îïåðàòîðû ñæàòèÿ-ñäâèãà

𝑆0 =
W0 +W1√

2
, 𝑆1 =

W0 −W1√
2

è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ

𝑆𝛼 = 𝑆𝛼1
. . . 𝑆𝛼𝑘

, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘) ∈ A :=
∞⋃︁
𝑘=0

{0, 1}𝑘.

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {𝑆𝛼𝑟}𝛼∈A ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Õààðà {𝜒𝑛}∞𝑛=1 (áåç

íà÷àëüíîé ôóíêöèè 𝜒0 = 1). Åñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ ñèñòåìû Õààðà îïðåäå-

ëÿåòñÿ äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì âèäà 𝑛 = 2𝑘 +
∑︀𝑘

𝜈=1 𝛼𝜈2
𝑘−𝜈.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑓 ñåìåéñòâî {𝑆𝛼𝑓}𝛼∈A íàçû-

âàåòñÿ аффинной системой Хаара, порожденной функцией 𝑓 , èëè системой

сжатий и сдвигов функции 𝑓𝜒[0,1] (ê ïîñëåäíåé, êàê ïðàâèëî, äîáàâëÿþò ôóíê-

öèþ 1).

Îáîçíà÷èì 𝐿2
0 �ìíîæåñòâî âñåõ 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1)

ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì
∫︀ 1

0 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïàðû èçîìåòðèé

{W0,W1} è {𝑆0, 𝑆1} îáðàçóþò îïåðàòîðíóþ ñòðóêòóðó ìóëüòèñäâèãà â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
0 [21].

Определение 2.3. Спектром Уолша функции 𝑓 ∈ 𝐿2
0 называется мно-

жество мультииндексов SpecW(𝑓) = {𝛽 ∈ A : (𝑓,W𝛽𝑟) ̸= 0}.
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Ïóñòü 𝛼𝛽 = (𝛼0, . . . , 𝛼𝑘−1, 𝛽0, . . . , 𝛽𝑙−1)�êîíêàòåíàöèÿ ìóëüòèèíäåêñîâ

𝛼, 𝛽 ∈ A.

Определение 2.4. Говорят, что функция 𝑓 ∈ 𝐿2
0 имеет простой спектр

Уолша, если из равенства 𝛼𝛽 = 𝛼′𝛽′, где 𝛼, 𝛼′ ∈ A и 𝛽, 𝛽′ ∈ SpecW(𝑓), следует

𝛼 = 𝛼′ (а тогда и 𝛽 = 𝛽′).

Лемма 2.4. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿2
0, 𝑓 ̸= 0, имеет простой спектр Уо-

лша, то аффинные системы Уолша {W𝛼𝑓}𝛼∈A и Хаара {𝑆𝛼𝑓}𝛼∈A являются

ортогональными.

Доказательство. Íà÷íåì ñ òðèâèâàëüíîãî çàìå÷àíèÿ: åñëè ñïåêòðû Óîë-

øà ôóíêöèé 𝑔 è ℎ íåïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòè ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû, ò. å. (𝑔, ℎ) = 0.

Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå �Óîëøà ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
0:

𝑓 =
∑︁

𝛽∈SpecW(𝑓)

(𝑓,W𝛽𝑟)W𝛽𝑟.

Îòñþäà

W𝛼𝑓 =
∑︁

𝛽∈SpecW(𝑓)

(𝑓,W𝛽𝑟)W𝛼𝛽𝑟.

Ïîýòîìó

SpecW(W𝛼𝑓) = {𝛼𝛽}𝛽∈SpecW(𝑓).

Òîãäà ïðè 𝛼 ̸= 𝛼′ èìååì SpecW(W𝛼𝑓) ∩ SpecW(W𝛼′
𝑓) = ∅, òàê êàê îáùàÿ òî÷êà

ñïåêòðîâ èìååò âèä 𝛼𝛽 = 𝛼′𝛽′, ãäå 𝛼, 𝛼′ ∈ A è 𝛽, 𝛽′ ∈ Spec𝑊 (𝑓), è ïî îïðåäåëå-

íèþ ïðîñòîãî ñïåêòðà 𝛼 = 𝛼′ âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.

Èòàê, (W𝛼𝑓,W𝛼′
𝑓) = 0 ïðè 𝛼 ̸= 𝛼′. Ïîñêîëüêó ‖W𝛼𝑓‖ = ‖𝑓‖ > 0, òî

îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû {W𝛼𝑓}𝛼∈A äîêàçàíà.

Ñèñòåìà {𝑆𝛼𝑓}𝛼∈A òàêæå áóäåò îðòîãîíàëüíîé âìåñòå ñ {W𝛼𝑓}𝛼∈A, â ñèëó

òîãî, ÷òî àôôèííûå ñèñòåìû Õààðà è Óîëøà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì

òîãî æå ñàìîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ñâÿçûâàåò êëàññè÷åñêèå

ñèñòåìû Õààðà è Óîëøà. �

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ñïåêòðà Õààðà

è ïðîñòîãî ñïåêòðà Õààðà, ïðè÷åì èç óñëîâèÿ ïðîñòîòû ñïåêòðà Õààðà òàêæå



61

ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü àôôèííûõ ñèñòåì.

Òåïåðü ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
0 îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå 𝑇𝑓 , ïåðåâîäÿùåå

ñèñòåìó Õààðà (Óîëøà) â àôôèííóþ ñèñòåìó Õààðà (Óîëøà), ò. å.

𝑇𝑓𝑆
𝛼𝑟 = 𝑆𝛼𝑓, 𝑇𝑓W𝛼𝑟 = W𝛼𝑓, 𝛼 ∈ A.

Ïî ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå 𝑇𝑓 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëèíåéíîå ìíîãîîá-

ðàçèå âñåõ ïîëèíîìîâ Õààðà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, Óîëøà ñ íóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå 𝑇𝑓 êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè 𝑆0,

𝑆1 è, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñ îïåðàòîðàìè W0,W1. Ïðè ýòîì 𝑇𝑓 , âîîáùå ãîâîðÿ,

íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â 𝐿2
0. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîé

àôôèííîé ñèñòåìû {𝑆𝛼𝑓}𝛼∈A ({W𝛼𝑓}𝛼∈A) èìååì

‖𝑇𝑓𝑥‖ = ‖𝑓‖‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝐿2
0, (2.8)

ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ‖𝑇𝑓‖ = ‖𝑓‖. Óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà 𝑇𝑓 äëÿ ôóíê-

öèè 𝑓 îáùåãî âèäà áûëè ïîëó÷åíû â [20].

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè 𝑓 ÿâëÿåòñÿ àíòèïåðèîäèçàöèåé ôóíêöèè èç ℛ𝑑
𝑐ℎ, ò. å.

𝑓 =
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑W1W𝑘1
0 . . .W1W𝑘𝑑

0 𝑟

(ïðè ýòîì 𝑓 ∈ ℛ𝑑+1
𝑐ℎ ), òî èìååò ìåñòî (2.8).

Â ñàìîì äåëå, ñïåêòð Óîëøà ôóíêöèè 𝑓 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

SpecW(𝑓) ⊂ 𝛺𝑑 = {(1,0𝑘1, . . . , 1,0𝑘𝑑)}𝑘1,...,𝑘𝑑≥0,

ãäå 0𝑘 = (0, . . . , 0), 𝑘 ≥ 0, � ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç 𝑘 íóëåé (ïðè 𝑘 = 0�

ïóñòîé ìóëüòèèíäåêñ). Ïîýòîìó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.4 ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò

ïðîñòîé ñïåêòð Óîëøà. Ïî ëåììå 2.4 àôôèííûå ñèñòåìû Õààðà è Óîëøà, ïî-

ðîæäåííûå ôóíêöèåé 𝑓 , îðòîãîíàëüíû. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî (2.8).

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ëåììû 2.2 ñëåäóåò îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî

𝑇𝜓𝑛,𝑛−1
= 𝑌 −

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑇𝑓𝑛,𝑠.
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Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ 𝜓𝑛,𝑛−1 âñå ôóíêöèè 𝑓𝑛,𝑠 ∈ ℛ2𝑠+1
𝑐ℎ àíòèïåðèîäè÷åñêèå

(ýòî âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2), òî, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,

‖𝑇𝑓𝑛,𝑠‖ = ‖𝑓𝑛,𝑠‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖𝑌 − 𝑇𝜓𝑛,𝑛−1
‖ ≤

𝑛∑︁
𝑠=1

‖𝑓𝑛,𝑠‖, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑛 = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

𝑛∑︁
𝑠=1

‖𝑓𝑛,𝑠‖ <
9

10
. (2.9)

Íà÷íåì ñ îöåíêè äëÿ 𝑓𝑛,1 = 𝛾𝑛𝑊
2
1 𝑟 +𝑊 2

1𝜆. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.3 èìååì

‖𝑓𝑛,1‖ =

(︂
(𝛾𝑛 +

1
2)

2 +
∞∑︁
𝑘=1

1

4𝑘+1

)︂1/2

<

√︃(︂
2

9
+

1

2

)︂2

+
1

12
=

7

9
.

Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2 ïðè 𝑠 = 2, . . . , 𝑛 ïîëó÷èì

‖𝑔𝑛,𝑠‖ =
1

2𝑑−1

(︂ ∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑−1≥0

1

4𝑘1+···+𝑘𝑑−1

(︂∑︁
𝑘𝑑≥0

𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑
2𝑘𝑑

)︂2)︂1/2

≤

≤ 1

2𝑑−1

(︂
4

3

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐2
𝑘1,...,𝑘𝑑

)︂1/2

=
2‖𝑓𝑛,𝑠‖
4𝑠
√
3

≤ 2‖𝑓𝑛,𝑠‖
16
√
3
.

Çäåñü ó÷ëè, ÷òî 𝑑 = 2𝑠+ 1. Òàê æå îöåíèì

‖ℎ𝑚,𝑠+1‖ =
1

2𝑑−1
√
3

(︂ ∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑑≥0

𝑐2
𝑘1,...,𝑘𝑑

4𝑘1+···+𝑘𝑑

)︂1/2

≤ ‖𝑓𝑚,𝑠‖
4𝑠
√
3

≤ ‖𝑓𝑚,𝑠‖
16
√
3
.

Çäåñü ó÷ëè, ÷òî ‖𝑇𝑊1𝜆‖ = ‖𝜆‖ = 1√
3
(òàê êàê 𝜆 ∈ ℛ1

𝑐ℎ, òî àôôèííàÿ ñèñòåìà,

ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé 𝑊1𝜆, îðòîãîíàëüíà).

Íàêîíåö, îöåíèì íîðìó ôóíêöèè ℎ𝑛,2, âîçíèêàþùóþ ïðè 𝑠 = 1. Äëÿ ýòîãî

ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.3, äàþùåé ÿâíûé âèä äëÿ ôóíêöèè 𝑓𝑚,1:

𝑓𝑚,1 = 𝛾𝑛W2
1𝑟 +W2

1𝜆.
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Èìååì

ℎ𝑛,2 =
1

4
W3

1

(︂
(𝛾𝑛 +

1
2)W1𝜆+

∞∑︁
𝑘=1

1

22𝑘+1
W𝑘

0W1𝜆

)︂
,

è ïîýòîìó

‖ℎ𝑛,2‖ =
1

4
√
3

(︂
(𝛾𝑛 +

1
2)

2 +
∞∑︁
𝑘=1

1

42𝑘+1

)︂1/2

<
1

4
√
3

√︃(︂
2

9
+

1

2

)︂2

+
1

60
= 𝑎,

ïðè÷åì 𝑎 =
√

218
36
√

15
< 0.106.

Èòàê, â ñèëó (2.6), (2.7) è óñòàíîâëåííûõ îöåíîê, íàõîäèì

𝑛+1∑︁
𝑠=2

‖𝑓𝑛+1,𝑠‖ ≤ ‖ℎ𝑛,2‖+
𝑛∑︁
𝑠=2

(‖𝑔𝑛,𝑠‖+ ‖ℎ𝑛,𝑠+1‖) < 𝑎+

√
3

16

𝑛∑︁
𝑠=2

‖𝑓𝑛,𝑠‖.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑛

𝑛∑︁
𝑠=2

‖𝑓𝑛,𝑠‖ < 𝑎
∞∑︁
𝑚=0

(︂√
3

16

)︂𝑚
<

0.106

1− 0.11
< 0.12.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

𝑛∑︁
𝑠=1

‖𝑓𝑛,𝑠‖ <
7

9
+ 0.12 <

9

10
.

Íåðàâåíñòâî (2.9) äîêàçàíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖𝑌 − 𝑇𝜓𝑛,𝑛−1
‖ < 9

10 . Òîãäà

îïåðàòîð 𝑇𝜓𝑛,𝑛−1
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì 𝐿2

0, ò.å. ñïëàéíîâàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà

{𝜓𝑗,𝑘𝑛,𝑛−1}
∞,2𝑘−1
𝑘=0,𝑗=0 îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà.

Êðîìå òîãî, èìååì⃦⃦⃦⃦∞,2𝑘−1∑︁
𝑘=0,𝑗=0

𝑐𝑗,𝑘(𝜒𝑗,𝑘 − 𝜓𝑗,𝑘𝑛,𝑛−1)

⃦⃦⃦⃦
≤ 9

10
‖𝑐‖2,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî 𝐴 = 1
10 , 𝐵 = 19

10 �óíèâåðñàëüíûå ãðàíèöû Ðèññà ñïëàéíî-

âûõ àôôèííûõ ñèñòåì.

Â ðàáîòå Ãðàíàäîñà [41] ðàññìàòðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

𝜌𝑛,𝑛−1 = ̃︀𝑈𝑛1, 𝑛 = 1, 2, . . . ,
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ãäå â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà 𝑈 = 4W1𝑉 ïîëàãàëîñü ̃︀𝑈 = 4𝑉W1. Â ýòîé ðàáîòå

áûëî äîêàçàíî, ÷òî àôôèííàÿ ñèñòåìà Óîëøà (íàçâàííàÿ òàì âñïëåñêîì Óîëøà)

𝜌𝑛,𝑛−1(2
𝑘+1𝑡)𝑤𝑚(𝑥), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑚 = 2𝑘, . . . , 2𝑘+1 − 1, (2.10)

îáðàçóåò ôðåéì ïðè 𝑛 = 1 è 𝑛 = 2, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝑚 ôóíêöèè 𝜌𝑚

¾... can be used to construct exact frames¿ [41, �3.3]. Îäíàêî, êàêèå-ëèáî îáîñíî-

âàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå îòñóòñòâóþò.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Следствие 2.1. Для каждого 𝑚 ≥ 3 система функций (2.10) является

базисом Рисса (после добавления к ней функции 1). Границы Рисса всех систем

функций (2.10) могут быть выбраны независящими от 𝑛.

Доказательство теоремы. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé

(2.10) ñîâïàäàåò ñ àôôèííîé ñèñòåìîé Óîëøà {𝑊 𝛼𝜓𝑚}𝛼∈A, ïîðîæäåííîé ñïëàé-

íîì 𝜓𝑛,𝑛−1.

2.3 Компьютерное моделирование двоичного базисного

сплайна как аналога системы Фабера –Шаудера

Â ðàçäåëå 1.1 äàâàëîñü îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, à òàê-

æå áûëî ñêàçàíî, ÷òî èìåííî ýòî îïðåäåëåíèå óäîáíåå âñåãî èñïîëüçîâàòü äëÿ

êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà. Â äàííîì ðàçäåëå

ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ýòî äåëàòü.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Ïóñòü 𝐼𝑓(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 (𝑥 ∈ [0, 1])� îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, 12𝑛−1(𝑥) =

= (−1)𝑏𝑖𝑡([2
𝑛𝑥]), ãäå 𝑏𝑖𝑡(𝑦)�êîëè÷åñòâî åäèíèö â áèòîâîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî

÷èñëà 𝑦. Òîãäà 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑄(𝑛,𝑁)𝐼𝑁12𝑛−1(𝑥) (𝑥 ∈ [0, 1], 𝑛,𝑁 ∈ N, 𝑁 ≤ 𝑛).

Îòðåçîê [0, 1] ðàçáèâàåòñÿ íà 2𝑛 ïîäîòðåçêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ 𝜓𝑛,0(𝑥)

ðàâíà ëèáî 1, ëèáî −1 â ñîîòâåòñòâèè ñ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì öåëîé ÷àñòè

÷èñëà 2𝑛𝑥 (ðèñóíîê 2.2).
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-

1

−1

6

1
2𝑛

Рисунок 2.2 —Функция 𝜓𝑛,0(𝑥)

Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå, â êîòîðîì äâîè÷-

íî-ðàöèîíàëüíûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ ðàçäåëèòåëÿìè äâóõ ñîñåäíèõ îòðåçêîâ,

ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî êàæäîìó îòðåçêó. Äàííîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ïîìîæåò îïèñàòü äàëüíåéøèé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñ-

íîãî ñïëàéíà.

Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ ôóíêöèè 𝜓𝑛,1(𝑥). Äëÿ ýòîãî íåîõîäèìî ïðîèíòå-

ãðèðîâàòü ôóíêöèþ 𝜓𝑛,0(𝑥) è äîìíîæèòü íà ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò
𝑄(𝑛,1)
𝑄(𝑛,0) .

Íî êàê ïîëó÷èòü ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ? Ïîñêîëüêó ïîñëå ïåðâîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèðàâ-

íÿòü çíà÷åíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ îòðåçêîâ: ïðàâîãî êîíöà ëåâîãî îòðåçêà è ëåâîãî

êîíöà ïðàâîãî îòðåçêà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì, òàê êàê äâîè÷íûé áàçèñíûé

ñïëàéí�ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, òî çíà÷åíèÿ çà ïðåäåëàìè îòðåçêà

[0, 1] ðàâíû íóëþ, ò. å. êîãäà ìû áåðåì ëåâûé êîíåö ñàìîãî ëåâîãî îòðåçêà, èëè

ïðàâûé êîíåö ïðàâîãî îòðåçêà, çíà÷åíèÿ ñïëàéíà äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.

Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ âòîðîå è ïîñëåäóþùèå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îïèøåì ïåðâûé, ñàìûé ïðîñòîé, àëãîðèòì äëÿ ðåàëèçàöèè.

Âíåøíèé èòåðàöèîííûé öèêë ïðîõîäèò ïî êîëè÷åñòâó èíòåãðèðîâàíèé 𝐼.

Âíóòðåííèé öèêë� ïðîõîä ïî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûì òî÷êàì îò 0 äî 2𝑛−1
2𝑛 ñ øà-

ãîì 1
2𝑛 . Êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé ïåðâîé, ÿâëÿåòñÿ êîíöîì

äâóõ ìîäèôèöèðîâàííûõ îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîõîäÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëü-

íûå òî÷êè ñëåâà íàïðàâî, êàæäûé ðàç ìû çíàåì ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé îïðåäåëÿåò

ëåâûé ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê (â òî÷êå 0 çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà òîæäåñòâåí-

íî ðàâíî íóëþ), è íàõîäèì îäèí íåâû÷åñëåííûé êîýôôèöèåíò � ïîñòîÿííóþ
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èíòåãðèðîâàíèÿ� äëÿ ïðàâîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà: âíåøíèé öèêë 𝑂(𝑛), âíóò-

ðåííèé öèêë 𝑂(2𝑛). Îäíàêî â êàæäîé òî÷êå âíóòðåííåãî öèêëà íóæíî åùå ïå-

ðåñ÷èòûâàòü ìíîãî÷ëåíû äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî îòðåçêîâ, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü çà

𝑂(𝑛3), ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ òðèâèàëüíûì ñïîñîáîì, è çà 𝑂(𝑛2), íî ìîæíî ïðî-

âåñòè ýòè âû÷èñëåíèÿ è çà 𝑂(𝑛) (äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì). Ñëåäî-

âàòåëüíî, èòîãîâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñåãî àëãîðèòìà áóäåò 𝑂(𝑛3 ·2𝑛)

èëè 𝑂(𝑛2 · 2𝑛).

Ïåðåéäåì ê äåòàëÿì ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Íà êàæäîì îòðåçêå ñ íîìå-

ðîì 𝑗 äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåíîì

𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑐𝑗,0𝑥
𝑁 + 𝑐𝑗−1,1𝑥

𝑁−1 + ...+ 𝑐𝑗,𝑁−1𝑥+ 𝑐𝑗,𝑁 .

Îïèøåì ïðîöåññ ïåðåõîäà îò 𝜓𝑛,𝑁−1 ê 𝜓𝑛,𝑁 :

𝜓𝑛,𝑁 =
𝑄(𝑛,𝑁)

𝑄(𝑛,𝑁 − 1)

∫︁
𝜓𝑛,𝑁−1𝑑𝑥 =

=
𝑄(𝑛,𝑁)

𝑄(𝑛,𝑁 − 1)

∫︁ (︀
𝑐𝑗,0𝑥

𝑁−1 + 𝑐𝑗,1𝑥
𝑁−2 + ...+ 𝑐𝑗,𝑁−1

)︀
𝑑𝑥 =

=
2

2𝑛𝑁+3𝑁−𝑁2−2
2

2
2𝑛(𝑁−1)+3(𝑁−1)−(𝑁−1)2−2

2

(︂
𝑐𝑗,0

𝑥𝑁

𝑁
+ 𝑐𝑗,1

𝑥𝑁−1

𝑁 − 1
+ ...+ 𝑐𝑗,𝑁−1𝑥

)︂
+ 𝑐𝑗,𝑁 .

Ïåðåä ïåðâûì èíòåãðèðîâàíèåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑗,0 ðàâíû çíà÷å-

íèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Óîëøà èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äâî-

è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà (â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.4). Êîýôôèöèåíò

𝑞 = 𝑄(𝑛,𝑁)
𝑄(𝑛,𝑁−1) ðàâåí 2𝑛−𝑁+2, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êî-

ãäà îí ðàâåí 2𝑛−𝑁+1.

Ðåàëèçîâàâ äàííûé àëãîðèòì, ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó 2.1 çíà÷åíèé ðàç-

ëè÷íûõ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.
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Таблица 2.1

𝑛|𝑥 0.0625 0.125 0.17 0.22 0.25 0.5

1 0.125000 0.250000 0.340000 0.440000 0.500000 1.000000

2 0.031250 0.125000 0.231200 0.387200 0.500000 1.000000

4 0.005208 0.072917 0.193917 0.380276 0.500000 1.000000

6 0.003581 0.069661 0.191407 0.380066 0.500000 1.000000

8 0.003479 0.069458 0.191250 0.380054 0.500000 1.000000

10 0.003473 0.069445 0.191240 0.380053 0.500000 1.000000

11 0.003472 0.069445 0.191240 0.380053 0.500000 0.999825

12 0.003472 0.069444 0.191239 0.380055 0.499987 0.994781

Èç äàííûõ òàáëèöû 2.1 âèäíî, ÷òî íà÷èíàÿ ñ 𝑛 = 6 çíà÷åíèÿ äâîè÷íîãî áà-

çèñíîãî ñïëàéíà ñòàáèëèçèðóþòñÿ. Îäíàêî äàííûé àëãîðèòì íà÷èíàåò òåðÿòü

òî÷íîñòü óæå ïðè 𝑛 = 11. Ýòîò ïðîöåññ îäíîâðåìåííî ñâÿçàí ñ áîëüøèìè çíà-

÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ 𝑐𝑗,𝑡, ìàëûìè çíà÷åíèÿìè 𝑥𝑛 è êîìïüþòåð-

íûì ïðåäñòàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå äàåò ïðè ïåðåìíîæåíèè

ìàëûõ ÷èñåë íà áîëüøèå çíà÷èòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü. Êðîìå òîãî îòìåòèì, ÷òî

àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî ñîêðàòèòü.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü,

áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Ïóñòü

𝜓𝑛,𝑁(𝑥) = 𝑐𝑗,0

(︂
𝑥− 𝑗

2𝑛

)︂𝑁
+ 𝑐𝑗,1

(︂
𝑥− 𝑗

2𝑛

)︂𝑁−1

+ ...+ 𝑐𝑗,𝑁−1

(︂
𝑥− 𝑗

2𝑛

)︂
+ 𝑐𝑗,𝑁 .

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì îòðåçêå âûïîëíÿåòñÿ 0 ≤
(︀
𝑥− 𝑗

2𝑛

)︀
≤ 1

2𝑛 . Óìíîæàÿ

ýòî íåðàâåíñòâî íà 2𝑛, ïîëó÷èì 0 ≤ (2𝑛𝑥− 𝑗) ≤ 1. Áîëåå òîãî, ïðè âû÷èñëåíèè

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êîíöû îòðåçêà, ò. å. òîëüêî

𝑥 = 0 è 𝑥 = 1, òàêèì îáðàçîì ìû èçáàâèëèñü îò ìàëûõ ìíîæèòåëåé.

Êîýôôèöèåíòû 𝑐𝑗,𝑖 òåïåðü íåîáõîäèìî äåëèòü íà 2𝑛, ÷òî ÷àñòè÷íî ðåøàåò

ïðîáëåìó áîëüøèõ ìíîæèòåëåé. Îäíàêî îñòàåòñÿ ïðîáëåìà íàêîïëåíèÿ ïîãðåø-

íîñòè: èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äåéñòâèé ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè âû-

÷èñëåíèè ñàìûõ ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìíîãî ðàç ïåðåìíîæàåòñÿ. ×òîáû óâå-
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ëè÷èòü òî÷íîñòü, íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé.

Ïðèìåíèì ëåììû 1.1, 1.2 îá àíòèïåðèîäè÷íîñòè, è ëåììó 1.3 îá îñíîâíûõ

ñâîéñòâàõ.

Ñîãëàñíî ëåììàì 1.1, 1.2 ôóíêöèÿ |𝜓𝑛,𝑁(𝑥)| ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2𝑛−𝑁 .

Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 çíàê ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝑊2𝑛−𝑁−1(𝑥).

-

𝑎

−𝑎

6

𝜓𝑛,𝑁(𝑥)𝑥
𝑥+ 1

2𝑛−𝑁 𝑥+ 2
2𝑛−𝑁

𝑥+ 3
2𝑛−𝑁

Рисунок 2.3 —Антипериодичность двоичного базисного сплайна

Ñëåäîâàòåëüíî, íå íóæíî êàæäûé ðàç ñòðîèòü äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí

íà âñåé ïðÿìîé, à ëèøü íà ïåðâûõ 2𝑁 îòðåçêàõ, ïîòîìó ÷òî íà âñåõ îñòàëüíûõ

îòðåçêàõ êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà áóäóò àíàëîãè÷íûìè ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ìîæ-

íî çàìåíèòü íà àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ï. À. Òåðåõèíûì â ëåììå 2.1. Èç

ïîñòðîåííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà 𝜓𝑛−1,𝑛−1(𝑥) ñ

ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñæàòèÿ, àíòèïåðèîäèçàöèè è èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïî-

ëó÷èòü äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí 𝜓𝑛,𝑛(𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âíåøíåãî è âíóòðåííåãî öèêëà

ïðè ìîäåëèðîâàíèè àíàëîãà Ôàáåðà �Øàóäåðà ñîêðàùàåòñÿ äî

𝑂(20 + 21 + ...+ 2𝑛) = 𝑂(2𝑛+1 − 1).

Áëàãîäàðÿ ñîêðàùåíèþ êîëè÷åñòâà äåéñòâèé óìíîæåíèÿ, ïîìèìî àëãîðèòìè-

÷åñêîé ñëîæíîñòè, ïîâûøàåòñÿ òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Ýòî ïîçâîëÿ-

åò âû÷èñëèòü äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí 20-ãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî òî÷íî çà

íåñêîëüêî ñåêóíä êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè.

Äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí 𝜓𝑛,𝑛(𝑥) ñî çíà÷åíèÿìè 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5, 20 ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.4.
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Рисунок 2.4 —Двоичный базисный сплайн 𝜓𝑛,𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5, 20

Íà ðèñóíêå 2.4 âèäíî, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî

ñïëàéíà äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ, è óæå ïðè 𝑛 = 5 â ñòàíäàðòíûõ ãðàôè-

÷åñêèõ ïàêåòàõ íå âèäíî ðàçíèöû ñ äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè áîëåå

âûñîêèõ ñòåïåíåé.

Òåì íå ìåíåå, ðàññêàæåì, êàê ìîäåëèðîâàòü äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû

áîëåå ýôôåêòèâíûìè àëãîðèòìàìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ñòåïåíåé 𝑛 > 20.

Áëàãîäàðÿ ëåììàì îá àíòèïåðèîäè÷íîñòè è ëåììå 1.4 ìû çíàåì, ÷òî äâîè÷íûé

áàçèñíûé ñïëàéí èìååò òðè âíóòðåííèå òî÷êè ñèììåòðèè� 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , ñëåäîâàòåëü-

íî, ìîæåì êàæäûé ðàç âû÷èñëÿòü òîëüêî ïåðâóþ ÷åòâåðòü äâîè÷íîãî áàçèñíîãî

ñïëàéíà, è ïî ýòèì äàííûì äîñòðàèâàòü ñïëàéí ïîëíîñòüþ.
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-

1

6

𝜓𝑛,𝑛(𝑥)11
2

1
4

3
4

0

Рисунок 2.5 —Точки симметрии двоичного базисного сплайна

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî äåéñòâèé åùå ïðèìåðíî â ÷å-

òûðå ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü áóäåò𝑂(𝑛·2𝑛−1).

Íàêîíåö, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ïðèíöèïû ìíîãîïîòî÷íîñòè. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû 𝑐[𝑗][𝑘] íå çàâèñÿò îò

êîýôôèöèåíòîâ 𝑐[𝑗][𝑖] (𝑖 ̸= 𝑘), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü ïîëèíîìû íå

òîëüêî ñ ëåâîãî êîíöà îòðåçêà, íî è ñ ïðàâîãî, ìîæíî ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ åùå íà 2𝑛 ïðè èñïîëüçîâàíèè íå ìåíåå ÷åì 2𝑛 ïîòîêîâ.

2.4 Пример построения приближения некоторых

функций из класса 𝐶[0, 1] системой сжатий

и сдвигов двоичного базисного сплайна

Â ðàçäåëå 2.2 äàííîé ãëàâû äîêàçûâàëîñü, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèÿ è ñäâèãîâ

äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â 𝐶[0, 1]. Òåîðåìà 2.1, ïî ñóòè,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî

áàçèñíîãî ñïëàéíà. Èçëîæèì åùå ðàç äåòàëè ðåàëèçàöèè.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ â êîíöàõ îòðåçêîâ ïðè ïîìîùè ôóíêöèé 𝜓(𝑥):
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𝜓(𝑥2) ïðè 𝑥 = 1 è 𝜓(𝑥−1
2 ) ïðè 𝑥 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

𝑆−1(𝑥) = 𝑓(1) · 𝜓
(︁𝑥
2

)︁
+ 𝑓(0) · 𝜓

(︂
𝑥− 1

2

)︂
.

Äàëåå â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì:

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑅𝑚

(︂
𝑗 + 1/2

2𝑚

)︂
𝜑𝑚,𝑗(𝑥), 𝑥 ∈

[︂
𝑗

2𝑚
,
𝑗 + 1

2𝑚

]︂
,

𝑅𝑚+1(𝑥) = 𝑅𝑚(𝑥)− 𝑆𝑚(𝑥).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî äðóãóþ íóìåðàöèþ äëÿ õðàíåíèÿ îñòàòêîâ.

Íà ðèñóíêå 2.6 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî õðàíåíèÿ îñòàòêîâ.

h������9
XXXXXXz

𝑅0(𝑥)

h����
HHHj

𝑅1(𝑥) h����
HHHj

𝑅2(𝑥)

h𝑅3(𝑥) h𝑅4(𝑥) h𝑅5(𝑥) h𝑅6(𝑥)

h
𝑅

2𝑖−1 (𝑥)

h
𝑅

2𝑖−1+1
(𝑥)

h
𝑅

2𝑖−1+2
(𝑥)

... h
𝑅

2𝑖−3
(𝑥)

h
𝑅

2𝑖−2
(𝑥)

h
𝑅

2𝑖−1
(𝑥)

Рисунок 2.6 —Дерево хранения остатков

Íà ðèñóíêå 2.6 𝑖-é ñëîé äåðåâà ðàñïîëîãàåòñÿ ìåæäó íîìåðàìè 2𝑖−1 è 2𝑖−1,

ñëåäîâàòåëüíî, 𝑗-é îòðåçîê 𝑖-ãî ñëîÿ èìååò íîìåð (2𝑖−1 + 𝑗). Îäíàêî ïðè ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ëîãè÷íî ñäåëàòü ñäâèã íà 2, ÷òîáû ñîõðàíÿòü

çíà÷åíèÿ 𝑅−2 è 𝑅−1, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì â 𝑥 = 0 è 𝑥 = 1.

Ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà.

Äîïóñòèì, ìû õîòèì óçíàòü ðàçíîñòü 𝑅2𝑖−1+𝑗. Ïî îïðåäåëåíèþ

𝑅𝑚+1(𝑥) = 𝑅𝑚(𝑥)− 𝑆𝑚(𝑥),

èëè

𝑅𝑚+1(𝑥) = 𝑓(𝑥)−
𝑚∑︁

𝑘=−1

𝑆𝑖(𝑥).
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Â ñâîþ î÷åðåäü, 𝑆𝑚(𝑥) = 𝑅𝑚

(︁
𝑗+1/2

2𝑚

)︁
𝜑𝑚,𝑗(𝑥). Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî

çíàòü çíà÷åíèÿ ðàçíîñòåé â ñåðåäèíàõ îòðåçêîâ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ïî äå-

ðåâó. Èìåííî èõ è áóäåì ñêëàäûâàòü â ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðåõîäû ïî

äåðåâó äåëàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ëåâîå ïîääåðåâî 𝑖→ 2𝑖+ 1, â ïðàâîå �

𝑖→ 2𝑖+ 2.

Âûáåðåì íåñêîëüêî ôóíêöèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïðîöåññà àïïðîêñèìàöèè.

Ïîñòàðàåìñÿ âûáðàòü ôóíêöèè ñ ðàçíûì ïîâåäåíèåì íà îòðåçêå [0, 1] è ñòàíåì

èõ ïðèáëèæàòü ñèñòåìàìè äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ðàçíîãî ïîðÿäêà ãëàä-

êîñòè 𝑛 ñ âûáðàííûì ÷èñëîì øàãîâ𝑚. Â êà÷åñòâå ýòàëîííîé êàæäûé ðàç áóäåì

áðàòü ñèñòåìó Ôàáåðà �Øàóäåðà, ò. å. 𝑛 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè-êîíñòàíòû (𝑓(𝑥) ≡ 𝐶) ìãíîâåííî ïðèáëèæàþòñÿ

êðàåâûìè ôóíêöèÿìè 𝜓(𝑥2) ïðè 𝑥 = 1 è 𝜓(𝑥−1
2 ) ïðè 𝑥 = 0 çà ñ÷åò ñèììåòðèè

äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ïîýòîìó áðàòü èõ â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ íå èìååò

ñìûñëà.

Â êà÷åñòâå ïåðâîé ôóíêöèè âûáåðåì ïîëèíîì 𝑓(𝑥) = −20𝑥7+70𝑥6−84𝑥5+

+ 35𝑥4 (ðèñóíîê 2.7), ÷àñòî èñïîëüçóþùèéñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñïëåñêîâ Ìåéå-

ðà [46].

Рисунок 2.7 —Приближение функции 𝑓(𝑥) = −20𝑥7 + 70𝑥6 − 84𝑥5 + 35𝑥4
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Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà õóæå ïðèáëèæàåò äàííóþ ôóíê-

öèþ, ÷åì äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû êàê ïðè ÷èñëå øàãîâ 𝑚 = 2, òàê è ïðè

÷èñëå øàãîâ 𝑚 = 3. Ðàçíèöà ìåæäó ñèñòåìàìè äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ

ïðè 𝑛 = 2 è 𝑛 = 4 ìèíèìàëüíà.

Âòîðàÿ ôóíêöèÿ�ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑒25𝑥

𝑒25 , áûñòðîðàñòóùàÿ â êîíöå îòðåçêà

(ðèñóíîê 2.8). Ìíîæèòåëü 1
𝑒25 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íîðìèðîâàíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ

ýòîé ôóíêöèè ïðè 𝑥 → 1 î÷åíü âåëèêà, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ãëàäêèå ñïëàéíû ïëîõî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé ïðèáëèæåíèÿ.

Рисунок 2.8 —Приближение функции 𝑓(𝑥) = 𝑒25𝑥

𝑒25



74

Òðåòüÿ ôóíêöèÿ�ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(100𝑥+10−9)
𝑙𝑛(100) , áûñòðîðàñòóùàÿ â íà÷àëå

îòðåçêà (ðèñóíîê 2.9). Ìíîæèòåëü 1
𝑙𝑛(100) òàê æå âçÿò äëÿ íîðìèðîâàíèÿ, à ñäâèã

âïðàâî íà 10−9 èñêëþ÷àåò òî÷êó ðàçðûâà. Íà ýòîò ðàç ìû èñêëþ÷èëè ôóíêöèþ

Ôàáåðà �Øàóäåðà èç ðàññìîòðåíèÿ.

Рисунок 2.9 —Приближение функции 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(100𝑥+10−9)
𝑙𝑛(100)

×åòâåðòàÿ ôóíêöèÿ�ôóíêöèÿ ñ ìàëûì ïåðèîäîì êîëåáàíèé 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(24𝑥)

(ðèñóíîê 2.10). Ìíîæèòåëü ñæàòèÿ 24 ñïåöèàëüíî ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ 0 è 1 ñèëüíî ðàçëè÷àëèñü. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝑚 = 2 è

𝑚 = 3 àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ÿâíî íå õâàòàåò øàãîâ, ÷òîáû ïî-

ïàäàòü áëèçêî ê òî÷êàì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ.

Ïðè𝑚 = 4 øàãîâ óæå äîñòàòî÷íî, è â ýòîì ñëó÷àå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

ïîêàçûâàåò ñèñòåìà ïðè 𝑛 = 2.
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Рисунок 2.10 —Приближение функции 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(24𝑥)

Íà ðèñóíêå 2.11 èçîáðàæåíî ïðèáëèæåíèå äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþùåé-

ñÿ â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè íåéðîñåòÿìè ôóíêöèè 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin(𝑥2) cos(2𝑥), âåð-

íåå åå ñæàòàÿ è íîðìèðîâàííàÿ íà [0, 1] ìîäèôèêàöèÿ

𝑓(𝑥) = 4

(︂
𝑥− 1

2

)︂
sin

(︂
10

(︂
𝑥− 1

2

)︂)︂
cos

(︂
40

(︂
𝑥− 1

2

)︂)︂
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàôèê íå áûë ñëèøêîì ïåðåãðóæåí, áûëî îñóùåñòâëåíî

òîëüêî äâà ïðèáëèæåíèÿ� ñèñòåìîé Ôàáåðà �Øàóäåðà è äâîè÷íûì áàçèñíûì

ñïëàéíîì ïðè 𝑛 = 4 (â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî ãëàäêèì ñïëàéíîì).
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Рисунок 2.11 —Приближение функции 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin(𝑥
2
) cos(2𝑥)

Äëÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé áûëî âûáðàíî ÷èñëî øàãîâ 𝑚 = 5. Îòìåòèì, ÷òî

ïðèáëèæåíèå è ïî ñèñòåìå Ôàáåðà �Øàóäåðà, è ïî ñèñòåìå ãëàäêîãî ñïëàéíà

èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà ïëîõî ðåàãèðóåò íà òî÷êè

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà. Îñîáåííî õîðîøî ýòî âèäíî â ðàéîíå òî÷åê

𝑥 = 0.2 è 𝑥 = 0.8, ãäå ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà êàæäûé ðàç ¾ïðîïóñêàåò¿

ñðàçó íåñêîëüêî òî÷åê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ. Ñèñòåìà ãëàäêîãî

ñïëàéíà äîñòàòî÷íî õîðîøî âûÿâëÿåò òî÷êè ýêñòðåìóìà, íî, â ñâîþ î÷åðåäü,

äîáàâëÿåò ìíîãî íîâûõ òî÷åê ïåðåãèáà.
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Глава 3

Двоичные базисные сплайны

в кратномасштабном анализе

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà

(ÊÌÀ) ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà. Â ðàçäåëå 3.1

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùå-

ìó óðàâíåíèþ äëÿ ñëó÷àåâ 𝑁 = 𝑛 è 𝑁 = 𝑛 − 1. Â ðàçäåëå 3.2 íàõîäèòñÿ âèä

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà è îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå

êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà äëÿ ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíî-

ãî ñïëàéíà. Â ñëó÷àå 𝑁 = 𝑛− 1 ïîñòðîåííûé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç îáðà-

çóåò áàçèñ Ðèññà. Â ñëó÷àå 𝑁 = 𝑛 êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç íå îáðàçóåò áàçèñ

Ðèññà, â ñâÿçè ñ ÷åì â ðàçäåëå 3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé èç

ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà ïðè

𝑁 = 𝑛.

3.1 Масштабирующее уравнение

двоичного базисного сплайна

Лемма 3.1. Для функции 𝜓𝑛,𝑁(𝑥) справедливо равенство

𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥)− 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1). (3.1)

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî 𝑟𝑘(𝑥) = 𝑟𝑘−1(2𝑥) + 𝑟𝑘−1(2𝑥 − 1). Òîãäà,

èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ïîëó÷èì

𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝑄(𝑛+ 1, 𝑛) 𝑟0(𝑥) 𝐼
𝑛(𝑊2𝑛−1(2𝑥) +𝑊2𝑛−1(2𝑥− 1)). (3.2)
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Îäíàêî

𝐼𝑛
(︁
𝑊2𝑛−1(2𝑥) +𝑊2𝑛−1(2𝑥− 1)

)︁
=

= 𝐼𝑛−1

𝑥∫︁
0

(︁
𝑊2𝑛−1 (2𝑡) +𝑊2𝑛−1 (2𝑡− 1)

)︁
𝑑𝑡 =

= 𝐼𝑛−1

⎛⎜⎝1

2

min(𝑥, 12 )∫︁
0

𝑊2𝑛−1 (2𝑡) 𝑑(2𝑡) +
1

2

max( 1
2 ,𝑥)∫︁

1
2

𝑊2𝑛−1 (2𝑡− 1) 𝑑(2𝑡− 1)

⎞⎟⎠ = · · · =

=
1

2𝑛
1

𝑄(𝑛, 𝑛)

(︁
𝜓𝑛,𝑛(2𝑥) + 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1)

)︁
. (3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.3) â (3.2), ïîëó÷èì

𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) = 𝑄(𝑛+ 1, 𝑛) 𝑟0(𝑥)
1

𝑄(𝑛, 𝑛)
· 1

2𝑛
(𝜓𝑛,𝑛(2𝑥) + 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1)) =

=
𝑄(𝑛+ 1, 𝑛)

𝑄(𝑛, 𝑛)
· 1

2𝑛

(︁
𝜓𝑛,𝑛(2𝑥)− 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1)

)︁
.

Èñïîëüçóÿ (1.10), ïîëó÷èì

𝑄(𝑛+ 1, 𝑛)

𝑄(𝑛, 𝑛)
· 1

2𝑛
=

2
2(𝑛+1)𝑛+3𝑛−𝑛2−2

2

2
2𝑛2+3𝑛−𝑛2−2

2

· 1

2𝑛
=

= 2
(2𝑛2+2𝑛+3𝑛−𝑛2−2)−(2𝑛2+3𝑛−𝑛2−2)−2𝑛

2 = 20 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜓𝑛+1,𝑛(𝑥) =
(︁
𝜓𝑛,𝑛(2𝑥)− 𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1)

)︁
. �

Лемма 3.2. Справедливы следующие равенства:

𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛−1
𝜓𝑛,𝑛−1(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−2
𝜓𝑛,𝑛−1

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑛−1

)︂
+

+
1

2𝑛
𝜓𝑛,𝑛−1(2𝑥− 1), (3.4)

𝜓𝑛,𝑛(𝑥) =
1

2𝑛
𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−1
𝜓𝑛,𝑛

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑛

)︂
+

1

2𝑛
𝜓𝑛,𝑛(2𝑥− 1). (3.5)

Доказательство. Äëÿ áàçû èíäóêöèè ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑛 = 1. Ïðè

𝑛 = 1 ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑛−1(𝑥) ïðèíèìàåò âèä ôóíêöèè Õààðà, è òîãäà ñïðàâåäëèâî

𝜓1,0(𝑥) =
1

2
𝜓1,0(2𝑥− 0) + 𝜓1,0

(︂
2𝑥− 1

2

)︂
+

1

2
𝜓1,0(2𝑥− 1).
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Ôóíêöèÿ 𝜓𝑛,𝑛 ïðè 𝑛 = 1 ïðèíèìàåò âèä ôóíêöèè Ôàáåðà �Øàóäåðà. Äëÿ ñè-

ñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

𝜓1,1(𝑥) =
1

2
𝜓1,1(2𝑥− 0) + 𝜓1,1

(︂
2𝑥− 1

2

)︂
+

1

2
𝜓1,1(2𝑥− 1),

ò. å. (3.5) ïðè 𝑛 = 1 óñòàíîâëåíî.

Ïóñòü (3.5) ñïðàâåäëèâî ïðè 𝑛 = 𝑚− 1, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ

𝜓𝑚−1,𝑚−1(𝑥) =
1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥− 0)+

+
2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
+

1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥− 1).

Ïîêàæåì, ÷òî (3.5) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè 𝑛 = 𝑚. Î÷åâèäíî, ÷òî

𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥)− 𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥− 1) =

(︂
1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 0)+

+
2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
+

1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 2)

)︂
−

−
(︂

1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 2)+

+
2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1
− 2

)︂
+

1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 4)

)︂
. (3.6)

Â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (3.6) äîáàâèì è âû÷òåì ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå:

1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1(4𝑥− 1) +

2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1
− 1

)︂
+

+
1

2𝑚−1
𝜓𝑚−1,𝑚−1(4𝑥− 3).

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè èìååì

𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥)− 𝜓𝑚−1,𝑚−1(2𝑥− 1) =

=
1

2𝑚−1
(𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 0)− 𝜓𝑚−1,𝑚−1(4𝑥− 1))+

+
2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2

(︂
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
− 𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1
− 1

)︂)︂
+
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+
2

2𝑚−1
(𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 2)− 𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 3))+

+
2𝑚−1−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2

(︂
𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1
− 2

)︂
− 𝜓𝑚−1,𝑚−1

(︂
4𝑥− 𝑡

2𝑚−1
− 3

)︂)︂
+

+
1

2𝑚−1
(𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 3)− 𝜓𝑚−1,𝑚−1 (4𝑥− 4)) .

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.1), ïîëó÷àåì

𝜓𝑚,𝑚−1(𝑥) =
1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚−1(2𝑥)+

+
2𝑚−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚,𝑚−1

(︁
2𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︁
+

1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚−1(2𝑥− 1). (3.7)

Òåì ñàìûì (3.4) äîêàçàíî.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè (3.7):

1∫︁
0

𝜓𝑚,𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

(︂
1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚−1(2𝑥)+

+
2𝑚−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−2
𝜓𝑚,𝑚−1

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
+

1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚−1(2𝑥− 1)

)︂
𝑑

(︂
1

2
2𝑥

)︂
.

Ïðèìåíÿÿ (1.10), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

𝑄𝑚,𝑚−1

𝑄𝑚,𝑚
𝜓𝑚,𝑚(𝑥) =

𝑄𝑚,𝑚−1

𝑄𝑚,𝑚

(︂
1

2𝑚
𝜓𝑚,𝑚(2𝑥)+

+
2𝑚−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
+

1

2𝑚
𝜓𝑚,𝑚(2𝑥− 1)

)︂
.

Òàêèì îáðàçîì,

𝜓𝑚,𝑚(𝑥) =
1

2𝑚
𝜓𝑚,𝑚(2𝑥) +

2𝑚−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑚−1
𝜓𝑚,𝑚

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑚−1

)︂
+

1

2𝑚
𝜓𝑚,𝑚(2𝑥− 1),

è (3.5) òîæå äîêàçàíî �

Ïóñòü 𝐹𝑛,𝑁(𝑥) = 𝜓𝑛,𝑁

(︁ 𝑥
2𝑛

)︁
.
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Теорема 3.1. Имеет место равенство

𝐹𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−2
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 𝑡) +

1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛−1(2𝑥− 𝑛).

Теорема 3.2. Имеет место равенство

𝐹𝑛,𝑛(𝑥) =
1

2𝑛
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−1
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 𝑡) +

1

2𝑛
𝐹𝑛,𝑛(2𝑥− 𝑛).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ëåììû 3.2.

3.2 Преобразование Фурье

и кратномасштабный анализ

Лемма 3.3. Определим преобразование Фурье равенством

𝑓(𝜔) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝜔)𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥.

Тогда

𝐹𝑛,𝑁(𝜔) = 2−𝑁 ·𝑛−𝑁−1 ·
(︂

1

𝜋𝑖𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
.

Доказательство. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 𝜓𝑛,𝑁 . Òàê êàê

𝜓𝑛,𝑁 ≡ 0 äëÿ âñåõ 𝑥 /∈ (0, 1), òî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

𝜓𝑛,𝑁(𝜔) =

∞∫︁
−∞

𝜓𝑛,𝑁(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 = 𝑄(𝑛,𝑁)

1∫︁
0

𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥 =

= 𝑄(𝑛,𝑁)

1∫︁
0

𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑑

(︂
1

−2𝑖𝜋𝜔
𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥

)︂
=

=
1

2𝑖𝜋𝜔
𝑄(𝑛,𝑁)

1∫︁
0

𝐼𝑁−1𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =
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=

(︂
1

2𝑖𝜋𝜔

)︂2

𝑄(𝑛,𝑁)

1∫︁
0

𝐼𝑁−2𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 = · · · =

=

(︂
1

2𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁
𝑄(𝑛,𝑁)

1∫︁
0

𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥.

Âû÷èñëèì
1∫︀

0

𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà 2𝑛

ïîëóèíòåðâàëîâ äëèíû
1

2𝑛
. Íà êàæäîì òàêîì ïîëóèíòåðâàëå Δ(𝑛)

𝑘 =

[︂
𝑘
2𝑛 ,

𝑘 + 1

2𝑛

)︂
ôóíêöèÿ Óîëøà 𝑊2𝑛−1(𝑥) ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó

1∫︁
0

𝑊2𝑛−1(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =

2𝑛−1∑︁
𝑘=0

⎛⎜⎝𝑊2𝑛−1

(︁
Δ

(𝑛)
𝑘

)︁ 𝑘+1
2𝑛∫︁

𝑘
2𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

⎞⎟⎠ =

=
1

2𝑖𝜋𝜔

2𝑛−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑊2𝑛−1

(︁
Δ

(𝑛)
𝑘

)︁
·
(︁
𝑒−2𝜋𝑖𝜔 𝑘

2𝑛 − 𝑒−2𝜋𝑖𝜔 𝑘+1
2𝑛

)︁)︁
=

=
1

2𝑖𝜋𝜔

(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔
2𝑛

)︁ 2𝑛−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑊2𝑛−1

(︁
Δ

(𝑛)
𝑘

)︁
𝑒−2𝜋𝑖𝜔 𝑘

2𝑛

)︁
.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü (1.4) îáúåäèíÿÿ ñîñåäíèå îòðåçêè. Íà ïåðâîì

øàãå:

𝜓𝑛,𝑁(𝜔) =

(︂
1

2𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔
2𝑛−1

)︁
×

×
2𝑛−1−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑊2𝑛−1−1

(︁
Δ

(𝑛)
𝑘

)︁(︁
𝑒−𝜋𝑖𝜔

2𝑘
2𝑛−1 − 𝑒−𝜋𝑖𝜔

2𝑘+1
2𝑛−1

)︁)︁
=

=

(︂
1

2𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔
2𝑛−1

)︁2

·
2𝑛−1−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑊2𝑛−1−1

(︁
Δ

(𝑛)
𝑘

)︁
𝑒−𝜋𝑖𝜔

𝑘
2𝑛−2

)︁
= ... =

=
𝑄(𝑛,𝑁)

(2𝑖𝜋𝜔)𝑁+1

(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔
2𝑛−1

)︁ 𝑛1∏︁
𝑘=0

(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔

2𝑛−𝑘

)︁
𝑊2𝑛1−1 ·

2𝑛1−1∑︁
𝑘=0

(︁(︁
Δ

(𝑛1)
𝑘

)︁
𝑒−𝜋𝑖𝜔

𝑘

2𝑛−𝑛1−1

)︁
=

= ... =

(︂
1

2𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔
2𝑛−1

)︁ 𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
1− 𝑒

−𝜋𝑖𝜔

2𝑘

)︁
.
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Òåïåðü âû÷èñëèì 𝐹𝑛,𝑁(𝜔):

𝐹𝑛,𝑁(𝜔) = 𝜓(𝑛,𝑁)· 1
2𝑛
(𝜔) = 2𝑛𝜓𝑛,𝑁 (2𝑛𝜔) =

= 2𝑛−(𝑁+1)(𝑛+1)

(︂
1

𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
=

= 2−𝑁𝑛−𝑁−1

(︂
1

𝑖𝜋𝜔

)︂𝑁+1

𝑄(𝑛,𝑁)
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
.

Òàêèì îáðàçîì (3.3) äîêàçàíî. �

Ïóñòü 𝑉𝑚,𝑛,𝑁 = (2
𝑚
2 𝐹𝑛,𝑁(2𝑚𝑥+ 𝑘)𝑘∈Z)� ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ïðîñòðàíñòâ,

𝑉𝑚,𝑛,𝑁 ⊂ 𝐿2(R).

Теорема 3.3. Совокупность (𝑉𝑚,𝑛,𝑛−1), 𝑚 ∈ Z, образует ортогональный

КМА:

MR1. 𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑗+1 для всех 𝑗 ∈ Z;

MR2.
⋃︀
𝑗∈𝑍

𝑉𝑗 плотно в 𝐿2(R);

MR3.
⋂︀
𝑗∈𝑍

𝑉𝑗 = {0};

MR4. 𝑓 ∈ 𝑉𝑗 ⇐⇒ 𝑓(2𝑗·) ∈ 𝑉0 для всех 𝑗 ∈ Z;

MR5. ществует функция 𝜙 ∈ 𝑉0, такая что последовательность

{𝜙(·+ 𝑛)}𝑛∈Z образует базис Рисса в 𝑉0.

Совокупность (𝑉𝑚,𝑛,𝑛), 𝑚 ∈ Z, образует КМА общего вида, т. е. выполне-

ны аксиомы MR1–MR3.

Доказательство. Ôóíêöèè 𝐹𝑛,𝑛(𝑥) è 𝐹𝑛,𝑛−1(𝑥)�ìàñòøòàáèðóþùèå, èìå-

þò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïîñêîëüêó

𝐹𝑛,𝑛(𝜔) = 2−𝑛
2−𝑛−1

(︂
1

𝜋𝑖𝜔

)︂𝑛+1

𝑄(𝑛, 𝑛)
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
=

= 2−𝑛
2−𝑛−1

(︂
2

𝜋𝜔

)︂𝑛+1(︂
1− 𝑒−𝜋𝑖𝜔

2𝑖

)︂𝑛+1

𝑄(𝑛, 𝑛)
(︀
1 + 𝑒−𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁𝑛−𝑘
=
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= 2−𝑛
2−𝑛−1

(︂
2

𝜋𝜔

)︂𝑛+1

sin
(︁𝜋𝜔

2

)︁𝑛+1

𝑒
−𝜋𝑖𝜔

2 𝑄(𝑛, 𝑛)
(︀
1 + 𝑒−𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁𝑛−𝑘
=

= 2−𝑛
2−𝑛−1

(︃
sin
(︀
𝜋𝜔
2

)︀
𝜋𝜔
2

)︃𝑛+1

𝑒
−𝜋𝑖𝜔

2 𝑄(𝑛, 𝑛)
(︀
1 + 𝑒−𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁𝑛−𝑘
è ^𝐹𝑛,𝑛(0) ̸= 0, ó÷èòûâàÿ [56, ñ. 20], (𝑉𝑚,𝑛,𝑛)𝑚∈Z îáðàçóþò îáîáùåííûé ÊÌÀ.

Â ñèëó òåîðåìû (2.1) äëÿ (𝑉𝑚,𝑛,𝑛−1)𝑚∈Z âûïîëíåíû âñå àêñèîìû MR1�MR5 . �

3.3 Приближение подпространствами функций

из пространств Соболева

Определение 3.1. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Выражение

[𝑓, 𝑔](𝜔) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑓(𝜔 + 𝑘)𝑔(𝜔 + 𝑘)

называют скобочным произведением.

Определение 3.2. Пусть 𝑠 > 0. Множество

𝑊 𝑠
2 (R) =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿2(R) : ‖𝑓‖𝑊 𝑠

2 (R) = ‖ (1 + | · |)𝑠 𝑓‖𝐿2(R) < +∞
}︁

называют пространством Соболева.

Определение 3.3. Пусть 𝜙 ∈ 𝐿2(R), 𝜙𝑚,𝑘(𝑥) = 2
𝑚
2 𝜙 (2𝑚𝑥+ 𝑘). Оператор

𝛽𝑚 : 𝑓 →
∑︁
𝑘∈𝑍

(𝑓, 𝜙𝑚,𝑘)𝜙𝑚,𝑘

называют квазиинтерполяционным оператором.

Определение 3.4. Оператор 𝛽𝑚 доставляет аппроксимацию порядка

𝑡 ∈ R+, если для всех 𝑓 ∈ 𝑊 𝑡
2(R)

‖𝑓 − 𝛽𝑚𝑓‖𝐿2(R) = 𝑂(2−𝑚𝑡).

Лемма 3.4. Пусть функция 𝜙 ∈ 𝐿2(R) удовлетворяет условиям:

1) [𝜙, 𝜙] существенно ограничена;
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2) [𝜙, 𝜙]− |𝜙|2 = 𝑂(| · |2𝑡);

3) 1− |𝜙|2 = 𝑂(| · |2𝑡0).

Тогда 𝛽𝑚 доставляет аппроксимацию порядка 𝑡1 = min(𝑡, 2𝑡0).

Çäåñü 𝑓 = 𝑂(| · |𝑡) îçíà÷àåò, ÷òî lim
𝑥→0

|𝑓(𝑥)|
|𝑥|𝑡

≤ 𝐶, 𝐶 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4 ïðèâåäåíî â [56, ñ. 18�21].

Лемма 3.5. Для любого 𝑛 ∈ N0

(ctg(𝑥))(𝑛) =
𝑛+1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛𝑘 ctg
𝑘(𝑥), (3.8)

где

𝑎𝑛+1
𝑘 = − ((𝑘 − 1)𝑎𝑛𝑘−1 + (𝑘 + 1)𝑎𝑛𝑘+1) , (3.9)

𝑎0
0 = 0, 𝑎0

1 = 1, 𝑎𝑚−1 = 0, 𝑎𝑚𝑚+2 = 0, 𝑎𝑚𝑚+3 = 0, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . (3.10)

При этом

𝑎𝑛𝑛+1 = (−1)𝑛𝑛!, (3.11)

а также для всех 𝑛, 𝑘 ∈ N

𝑎2𝑛
2𝑘 = 𝑎2𝑛+1

2𝑘+1 = 𝑎2𝑛+1
2𝑘−1 = 0. (3.12)

Доказательство. Äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü 𝑛 = 0. Òîãäà

(ctg(𝑥))(0) = ctg(𝑥)

è, î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèÿ (3.8)�3.12 âûïîëíåíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè âûïîëíåíû äëÿ 𝑛 = 𝑡. Äîêàæåì äëÿ 𝑛 = 𝑡 + 1.

Èìååì

(ctg(𝑥))(𝑡+1) =
(︁
(ctg(𝑥))(𝑡)

)︁′
=

(︃
𝑡+1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑡𝑘 ctg
𝑘(𝑥)

)︃′

=

=

𝑑

(︂
𝑛+1∑︀
𝑘=0

𝑎𝑡𝑘 ctg
𝑘(𝑥)

)︂
𝑑(ctg(𝑥))

· 𝑑(ctg(𝑥))
𝑑𝑡

=

(︃
𝑡+1∑︁
𝑘=0

𝑘𝑎𝑛𝑘 ctg
𝑘−1(𝑥)

)︃
·
(︀
−1− ctg2(𝑥)

)︀
,

÷òî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèÿ(3.8)�(3.9).
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Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé î÷åâèäíî, ÷òî 𝑎𝑡+1
𝑡+2 = − ((𝑡+ 1)𝑎𝑡𝑡+1 + (𝑡+ 3)𝑎𝑡𝑡+3), íî

𝑎𝑡𝑡+3 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 𝑎𝑡+1
𝑡+2 = (𝑡+ 1)𝑎𝑡𝑡+1 = (𝑡+ 1)!, ÷òî äîêàçûâàåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå (3.11)).

Íàêîíåö, åñëè 𝑡 = 2𝑚, òî äëÿ ëþáûõ 𝑘 ∈ N

𝑎2𝑚+1
2𝑘+1 = −(2𝑘)𝑎2𝑚

2𝑘 − (2𝑘 + 2)𝑎2𝑚
2𝑘+2.

Íî íà ïðåäûäóùåì øàãå èíäóêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî 𝑎2𝑚
2𝑘 = 0 äëÿ ëþáîãî

𝑘 ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑎2𝑚+1
2𝑘+1 = 0.

Äàëåå àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì è ïðè 𝑡 = 2𝑘+1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå

(3.12) òîæå äîêàçàíî. �

Лемма 3.6. Справедливо равенство∑︁
𝑘∈Z

⃒⃒⃒
𝐹 (𝜔 + 𝑘)

⃒⃒⃒2
=
𝑄2(𝑛, 𝑛)

22𝑛2+2𝑛+2
· 1

(2𝑛+ 1)!
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑡=1

(︁
1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔

)︁2
2𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑛+1
𝑘 ctg𝑘(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Доказательство. Èìååì∑︁
𝑘∈Z

⃒⃒⃒
𝐹 (𝜔 + 𝑘)

⃒⃒⃒2
=

=
∑︁
𝑘∈Z

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑄(𝑛, 𝑛)2𝑛2+𝑛+1

(︂
1

𝜋𝑖(𝜔 + 𝑘)

)︂𝑛+1 (︁
1− 𝑒−2𝜋𝑖(𝜔+𝑘)

)︁ 𝑛∏︁
𝑡=1

(︁
1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖(𝜔+𝑘)

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
2

=

=
∑︁
𝑘∈Z

𝑄2(𝑛, 𝑛)

22𝑛2+2𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂

1

𝜋(𝜔 + 𝑘)

)︂2𝑛+2 (︁
1− 𝑒−2𝜋𝑖(𝜔+𝑘)

)︁2
𝑛∏︁
𝑡=1

(︁
1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖(𝜔+𝑘)

)︁2

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Ó÷èòûâàÿ 1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖(𝜔+𝑘) = 1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔 ïðè 𝑘 ∈ Z, 𝑡 ∈ N, ïîëó÷èì

∑︁
𝑘∈Z

⃒⃒⃒
𝐹 (𝜔 + 𝑘)

⃒⃒⃒2
=
𝑄2(𝑛, 𝑛)

22𝑛2+2𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑡=1

(︁
1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔

)︁2∑︁
𝑘∈Z

(︂
1

𝜋(𝜔 + 𝑘)

)︂2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Â ñâîþ î÷åðåäü,

∑︁
𝑘∈Z

(︂
1

𝑥+ 𝜋𝑘

)︂2𝑛+2

=
1

(2𝑛+ 1)!

𝑑2𝑛+1

𝑑𝑥2𝑛+1
ctg(𝑥).
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Ó÷èòûâàÿ (3.8), ïîëó÷èì ∑︁
𝑘∈Z

𝐹 |(𝜔 + 𝑘)|2 =

=
𝑄2(𝑛, 𝑛)

22𝑛2+2𝑛+2
· 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑡=1

(︁
1− 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔

)︁2
2𝑛+2∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑛+1
𝑘 ctg𝑘(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

�

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 𝜙𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛𝐹𝑛,𝑛 = 𝐶𝑛𝐹 , ãäå 𝐶𝑛 =
2

𝑛2+𝑛
2

𝑄(𝑛, 𝑛)
. Î÷åâèä-

íî, 𝜙𝑛(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ 𝜙𝑛

ïîðîæäàåò ÊÌÀ (𝑉𝑚)𝑚∈Z. Èç ëåììû 3.3 è ëåììû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî

𝜙𝑛(𝜔) =
1

2
𝑛2+𝑛+2

2

·
(︂

1

𝜋𝑖𝜔

)︂𝑛+1 (︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
,

∑︁
𝑘∈Z

|𝜙𝑛(𝜔 + 𝑘)|2 =

=
1

2𝑛2+𝑛+2
· 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2
2𝑛+2∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 ctg𝑡(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Теорема 3.4. (Теорема о порядке аппроксимации). Семейство опе-

раторов 𝛽𝑚, 𝑚 ∈ Z, построенных по функции 𝜙𝑛(𝑥), доставляет аппроксима-

цию порядка 1.

Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.6. Âî-ïåðâûõ, ñêîáî÷íîå ïðî-

èçâåäåíèå [𝜙𝑛, 𝜙𝑛] ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíî. Âî-âòîðûõ,⃒⃒
[𝜙𝑛, 𝜙𝑛]− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2𝑛2+𝑛+2
· 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2
2𝑛+2∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 ctg𝑡(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒−

− 1

2𝑛2+𝑛+2
·

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂

1

𝜋𝑖𝜔

)︂2𝑛+2 (︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒.

Òàê êàê

1− 𝑒−2𝑛𝜋𝑖𝜔 =

(︃
(1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔) ·

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁)︃
,
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ïîëó÷èì⃒⃒
[𝜙𝑛, 𝜙𝑛]− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
=

1

2𝑛2+𝑛+2
·

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑘=1

(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑘∏︁
𝑡=1

(︁
1 + 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔

)︁2

⃒⃒⃒⃒
⃒×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑛+2∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 ctg𝑡(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒−
(︂

1

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

2𝑛2+𝑛+2

(︂
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

sin (𝜋𝜔)

)︂2𝑛+2

·

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∏︁
𝑡=1

(︁
1 + 𝑒−2𝑡𝜋𝑖𝜔

)︁2

⃒⃒⃒⃒
⃒×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑛+2∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛+2−𝑡 (𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒−
(︂
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝐴(𝜔) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑛+2∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛+2−𝑡 (𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒−
(︂
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝐴(𝜔) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

2𝑛∑︁
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛−𝑡 (𝜋𝜔)

1

(2𝑛+ 1)!
sin2(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒

2𝑛+2∑︁
𝑡=2𝑛+1

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛+2−𝑡 (𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒−
(︂
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (3.11) è (3.12), ïîëó÷èì

⃒⃒
[𝜙𝑛, 𝜙𝑛]− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
≤ 𝐴(𝜔)×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒sin

2(𝜋𝜔)

2𝑛∑︀
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛−𝑡(𝜋𝜔)

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
(2𝑛+ 1)!

(2𝑛+ 1)!
· cos2𝑛+2(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝐴(𝜔) ·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵𝑛(𝜔) ·

⃒⃒
sin2(𝜋𝜔)

⃒⃒
+
⃒⃒
cos2𝑛+2(𝜋𝜔)

⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ sin𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
, cos𝑥 =

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
, ïîëó÷èì

sin𝑥 =
𝑒𝑖𝑥(1− 𝑒−2𝑖𝑥)

2𝑖
, 𝑒𝑖𝑥(1− 𝑒−2𝑖𝑥) = 2𝑖 sin𝑥, 1− 𝑒−2𝑖𝑥 = 2𝑖 sin𝑥𝑒−𝑖𝑥,

1− 𝑒−𝑖𝑥 = 2𝑖 sin
𝑥

2
· 𝑒

−𝑖𝑥
2 . (3.13)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

1 + 𝑒−𝑖𝑥 = 2 cos
𝑥

2
· 𝑒

−𝑖𝑥
2 . (3.14)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

0 < 𝐴(𝜔) =
1

2𝑛2+𝑛+2
·
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

sin (𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2(𝑛−𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

2𝑛2+𝑛+2
·
⃒⃒⃒⃒
2 sin (𝜋𝜔)

sin (𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︀
2 cos

(︀
2𝑘−1𝜋𝜔

)︀)︀2(𝑛−𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

2𝑛2+𝑛+2
· 22𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(2 · 1)2(𝑛−𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 22𝑛+2+(𝑛−1)𝑛

2𝑛2+𝑛+2
= 1

Â òî æå âðåìÿ,

𝐵𝑛(𝜔) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

2𝑛∑︀
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡 cos𝑡(𝜋𝜔) sin2𝑛−𝑡(𝜋𝜔)

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

2𝑛∑︀
𝑡=0

𝑎2𝑛+1
𝑡

(2𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Ïðèìåíÿÿ (3.9), ïîëó÷èì

𝐵𝑛(𝜔) ≤

2𝑛∑︀
𝑡=0

⃒⃒
(𝑡− 1)𝑎2𝑛

𝑡−1

⃒⃒
+
⃒⃒
(𝑡+ 1)𝑎2𝑛

𝑡+1

⃒⃒
(2𝑛+ 1)!

≤

≤

2𝑛+1∑︀
𝑡=0

2𝑡
⃒⃒
𝑎2𝑛
𝑡

⃒⃒
(2𝑛+ 1)!

≤
2 (2𝑛+ 1)

2𝑛+1∑︀
𝑡=0

⃒⃒
𝑎2𝑛
𝑡

⃒⃒
(2𝑛+ 1)!

≤ 2(2𝑛+1).

Òàêèì îáðàçîì, (︀⃒⃒
sin2(𝜋𝜔)

⃒⃒
·𝐵(𝜔)

)︀
≤ 𝐶𝜔2.

Äàëåå, èìååì⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒cos2𝑛+2(𝜋𝜔)

⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒cos2𝑛+2(𝜋𝜔)− 1 + 1−

⃒⃒⃒⃒
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒(︀cos2𝑛+2(𝜋𝜔)

)︀
−
(︀
cos2(𝜋𝜔) + sin2(𝜋𝜔)

)︀𝑛
+ 1−

⃒⃒⃒⃒
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒cos2𝑛+2(𝜋𝜔)− cos𝑛(𝜋𝜔)− sin2(𝜋𝜔)

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝐶𝑘
𝑛 cos

2(𝑛−𝑘)(𝜋𝜔) sin2𝑘−2(𝜋𝜔)
)︁⃒⃒⃒⃒⃒+
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+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒1−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∑︀∞

𝑘=0
(−1)𝑘

(2𝑘+1)!(𝜋𝜔)
2𝑘+1

𝜋𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒− cos𝑛(𝜋𝜔) · sin2(𝜋𝜔)− sin2(𝜋𝜔)

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝐶𝑘
𝑛 cos

2(𝑛−𝑘)(𝜋𝜔) sin2𝑘−2(𝜋𝜔)
)︁⃒⃒⃒⃒⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1−

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

1

(2𝑘 + 1)!
(𝜋𝜔)2𝑘

)︃2𝑛+2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sin2(𝜋𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒cos𝑛(𝜋𝜔) +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝐶𝑘
𝑛 cos

2(𝑛−𝑘)(𝜋𝜔) sin2𝑘−2(𝜋𝜔)
)︁⃒⃒⃒⃒⃒+

+

(︃
1−

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 + 1)!
(𝜋𝜔)2𝑘

)︃)︃
2𝑛+1∑︁
𝑡=0

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 + 1)!
(𝜋𝜔)2𝑘

)︃𝑡

≤ 𝐶𝜔2.

Òàêèì îáðàçîì, [𝜙𝑛, 𝜙𝑛]− |𝜙𝑛|2 = 𝑂(𝜔2). Íàêîíåö,

⃒⃒
1− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2𝑛2+𝑛+2
·
(︂

1

𝜋𝑖𝜔

)︂2𝑛+2 (︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

)︀2
𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2𝑛2+𝑛+2
·
(︂
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜔

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2 𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁2(𝑛−𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Èñïîëüçóÿ (3.13) è (3.14), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì⃒⃒
1− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

⃒⃒⃒⃒
⃒(−1)𝑛+1

2𝑛2+𝑛+2

(︂
2 sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2

𝑒−(2𝑛+2)𝜋𝑖𝜔
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︁
2 cos

(︀
2𝑘−1𝜋𝜔

)︀
𝑒−2𝑘−1𝜋𝑖𝜔

)︁2(𝑛−𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Òàê êàê
⃒⃒
𝑒𝑖𝑥
⃒⃒
= 1, òî ⃒⃒

1− |𝜙𝑛|2
⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 1

2𝑛2+𝑛+2
·

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2

22𝑛+2 · 2𝑛(𝑛−1)
𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
cos(𝑛−𝑘)

(︀
2𝑘−1𝜋𝜔

)︀)︁⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 1−
(︂
sin(𝜋𝜔)

𝜋𝜔

)︂2𝑛+2 𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︁
cos(𝑛−𝑘)

(︀
2𝑘−1𝜋𝜔

)︀)︁2

.

Òàê êàê
𝑛−1∏︀
𝑘=0

(︀
cos(𝑛−𝑘)

(︀
2𝑘−1𝜋𝜔

)︀)︀2 → 1 ïðè 𝜔 → 0, òî
⃒⃒
1− |𝜙𝑛|2

⃒⃒
= 𝑂(𝜔2).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝛽𝑚 äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà min(1, 2) = 1. �
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Заключение

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

1 Äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ îáðà-

çóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî

â ðàçäåëå 1.3 ãëàâû 1.

2 Äîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîäíûõ ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷-

íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2. Ãðàíèöû

ýòîãî áàçèñà Ðèññà íå çàâèñÿò îò âûáðàííîãî äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî â ðàçäåëå 2.2 ãëàâû 2.

3 Óñòàíîâëåíî, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþ-

ùåìó óðàâíåíèþ, è, çíà÷èò, ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, êîòîðûé

íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî âðàçäåëå 1.2 ãëàâû 1.

Â ðàçäåëå 2.4 ãëàâû 2 íàéäåí ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-

ñòâà Ñîáîëåâà â ìåòðèêå 𝐿2(R) ïîäïðîñòðàíñòâàìè, îáðàçóþùèìè ÊÌÀ.

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â òåîðèè ñïëàéíîâ. Èç ïåðñïåêòèâíûõ

íàïðàâëåíèé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

1) Âîññòàíîâëåíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî íåïîëíûì è ïðèáëèæåííûì äàííûì.

2) Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà êîëëîêàöèè;

3) Äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû â çàäà÷àõ subdivision surface;

4) Äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ æåñòêèõ ôðåéìîâ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðîôåññîðó Ëóêîìñêîìó Ñåðãåþ Ôåäîðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû, ïîñòîÿí-

íóþ ïîääåðæêó, âíèìàíèå ê ðàáîòå, ó÷àñòèå â îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ. Òàêæå àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Òåðåõèíó

Ïàâëó Àëåêñàíäðîâè÷ó çà ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî, íîâûå èäåè è äîáðîæå-

ëàòåëüíîå îòíîøåíèå. Àâòîð áëàãîäàðèò ñîòðóäíèêîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
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ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èìåíè Í. Ã. ×åðíûøåâñêîãî çà ïîìîùü â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.
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