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Обозначения

∙ N - множество натуральных чисел

∙ Z - множество целых чисел

∙ R - множество действительных чисел

∙ C - множество комплексных чисел

∙ D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} - единичный диск

∙ T = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1} - единичная окружность

∙ 𝐻 - (абстрактное) гильбертово пространство

∙ 𝐻2 = 𝐻2(D) - пространство Харди на единичном диске D

∙ 𝐴2 = 𝐴2(D) - пространство Бергмана на единичном диске D

∙ 𝐴(D) - диск-алгебра

∙ 𝐹 - (абстрактное) банахово пространство

∙ 𝐺 = 𝐹 * - сопряженное пространство

∙ 𝑋 - пространство последовательностей, в частности, модельное пространство

фрейма

∙ 𝑌 = 𝑋* - сопряженное к модельному пространству

∙ ℓ2 - пространство последовательностей {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C таких, что
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|2 <∞

∙ ℓ1 - пространство последовательностей {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C таких, что
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛| <∞

∙ Ω - основное (непустое) множество
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∙ Λ - счетное множество точек, Λ ⊂ Ω

∙ 𝛿𝜔 - oценочный функционал в точке 𝜔 ∈ Ω, т.е. 𝛿𝜔(𝑓) = 𝑓(𝜔) для 𝑓 : Ω → C

∙ 𝐾 = 𝐾(𝑧, 𝜆) = 𝐾𝜆(𝑧) - воспроизводящее ядро, в частности, ядро Сеге

∙ ̂︀𝐾 - нормированное воспроизводящее ядро

∙ 𝒦 - подпространство, сгенерированное дискретизированными ядрами

∙ 𝑏(𝑧) - множитель Бляшке

∙ 𝐵(𝑧) - произведение Бляшке

∙ 𝑝𝑛 - алгебраический полином степени < 𝑛

∙ 𝜔𝑗
𝑘, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1 - корни 𝑘-й степени из единицы

∙ 𝑅 - оператор анализа

∙ 𝑆 - оператор синтеза

∙ 𝑇 - фреймовый оператор

∙ 𝐴,𝐵 - нижние и верхние границы фрейма

∙ 𝛿𝑖𝑗 - символ Кронекера

∙ {𝜀𝑛}∞𝑛=1 - стандартный базис, 𝜀𝑖 = {𝛿𝑖𝑗}∞𝑗=1, 𝑖 = 1, 2, . . .

∙ {𝜙𝑛}∞𝑛=1 - последовательность элементов банахова пространства

∙ span{𝜙𝑛} или [𝜙𝑛] - замыкание линейной оболочки последовательности {𝜙𝑛}∞𝑛=1
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Введение

Актуальность темы исследования

Настоящая диссертация посвящена изучению представляющих свойств систем функ-

ций, порожденных дискретизированным ядром Сеге в пространстве Харди на еди-

ничном диске комплексной плоскости. В частности, дается положительный ответ на

открытый вопрос о существовании системы представления на основе дискретизиро-

ванного ядра Сеге в пространстве Харди, поставленный в работе Фрикейна, Хоя и

Лефевра [39].

Задача представления функций рядами по элементам заданной последовательности

𝜙𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , заключается в нахождении для произвольной функции 𝑓 из некото-

рого класса функций 𝐹 последовательности коэффициентов 𝑐𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , такой,

что 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑐𝑛𝜙𝑛. Вопросы представления функций рядами составляют обширную

область теории функций и имеют многочисленные приложения.

Наряду с классическими методами решения задачи представления активно развива-

ются современные методы представления на основе использования орторекурсивных

разложений (Т.П.Лукашенко [4], В.В. Галатенко, Т.П.Лукашенко и В.А.Садовничий

[2]), всплесков (И.Я.Новиков, В.Ю.Протасов и М.А.Скопина [6], Добеши [31]), жад-

ных алгоритмов (В.Н.Темляков [72], Джонс [54]), а также теории фреймов, предо-

ставляющей общие и даже универсальные подходы к конструкции представления.

Касательно теории фреймов следует упомянуть классическую работу Даффина и

Шеффера [33], в которой введено понятие фрейма гильбертова пространства, и тео-

рию Файхтингера и Грохенига [37], [38], особенно работу Грохенига [43], в которой

концепция фрейма впервые распространена на ситуацию банахова пространства. По-
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нятия атомарного разложения и банахова фрейма по Грохенигу легли в основу дру-

гих близких определений, например, фрейма Шаудера (Касазза, Хан и Ларсон [24])

и 𝑋𝑑-фрейма (Касазза, Кристенсен и Стоева [25]) и т.п.

В диссертации мы используем определение банахова фрейма предложенное в работе

П.А.Терехина [9] (см. также [12]). Важным отличием этого определения от других

определений банахова фрейма является автоматическое выполнение теоремы о пред-

ставлении при соблюдении соответствующих фреймовых неравенств.

Существует значительное количество исследований, связывающих теорию воспро-

изводящих ядер и фреймов. Необходимо упомянуть монографию Партингтона [63],

в которой в том числе рассматривается взаимосвязь между всплесковым преобразо-

ванием и воспроизводящим ядром подходящего гильбертова пространства. В статье

Джанга и Джанга [80] исследуются воспроизводящие ядра и фреймы в ситуации

банахова пространства с внутренним произведением. В статье Фюра, Грохенига, Ха-

ими, Клотца и Ромеро [40] изучаются плотностные характеристики сэмплирующих

и интерполяционных последовательностей, построенных на основе воспроизводящих

ядер. Работа Сонга и Йоргенсена [55] посвящена решению обратной задачи, заклю-

чающейся в построении ядра по заданному фрейму. В работах Гао, Харриса и Ганна

[41], Ракотомамоньи и Кану [65] изучаются прикладные вопросы взаимосвязи фрей-

мов и воспроизводящих ядер.

Вопрос о существовании фрейма на основе воспроизводящих ядер существенным

образом зависит от рассматриваемого пространства. В настоящее время наиболее

полно исследованы представляющие свойства воспроизводящих ядер пространств

Харди и Бергмана, что отражено в монографиях [34] и [35]. Как в пространстве

Бергмана, так и в пространстве Харди не существует последовательности точек,

для которых система воспроизводящих ядер образует базис Рисса. Можно показать,

что это связано с несовместностью условий интерполяционной и сэмплинг после-

довательностей. С другой стороны, в пространстве Бергмана существуют фреймы

Даффина-Шеффера указанного вида, в то время как в пространстве Харди их не

существует (см. [35]).
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Вопрос о существовании систем представления на основе дискретизации воспроиз-

водящего ядра пространства Харди на единичном диске комплексной плоскости был

сформулирован в качестве открытой проблемы в статье [39].

Исходя из вышесказанного, несомненна актуальность данной работы, сочетающей

в себе аспекты теории функциональных гильбертовых пространств с воспроизводя-

щим ядром и теории фреймов, а также отвечающей на открытый вопрос о суще-

ствовании системы представления в пространстве Харди на основе воспроизводя-

щего ядра Сеге. Касательно постановки этого открытого вопроса следует заметить,

что ранее была известна формула восстановления, полученная Тотиком, которая не

обеспечивает существования представляющего функцию ряда. Между этим положи-

тельным результатом Тотика и отрицательными результатами о несуществовании

базисов Шаудера и фреймов Даффина-Шеффера среди рассматриваемых систем

функций наблюдается определенный пробел, составляющий содержание открытого

вопроса.

Цели и задачи диссертационной работы

Основной целью диссертационной работы является изучение представляющих свойств

систем функций, порожденных дискретизированным ядром Сеге в пространстве

Харди. Для достижения этой цели в диссертации рассматриваются следующие ос-

новные задачи:

1. Построить систему представления (фрейм) в пространстве Харди 𝐻2(D) на

основе последовательности дискретизированного ядра Сеге, тем самым ответив

на открытый вопрос, поставленный в работе Фрикейна, Хоя и Лефевра [39].

2. Найти такие условия на последовательность точек (достаточно общего вида)

единичного диска комплексной плоскости D, при которых последовательность

дискретизированных в этих точках значений ядра Сеге образует систему пред-

ставления (фрейм) в пространстве Харди 𝐻2(D).
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3. Построить фрейм пространства Харди 𝐻2(D𝑑) определенного на полидиске D𝑑.

Получить оценку роста числа обусловленности этого фрейма в зависимости от

размерности 𝑑 полидиска D𝑑.

4. Найти такие условия на последовательность точек единичного диска комплекс-

ной плоскости D при которых имеет место сходимость порядкосохраняющего

слабого жадного алгоритма в пространстве Харди 𝐻2(D) для соответствующих

подпространств, порожденных ядром Сеге дискретизированным в точках этой

последовательности.

Научная новизна

Все выносимые на защиту диссертации результаты являются новыми. В работе была

построена система представления (фрейм) в пространстве Харди 𝐻2(D) на основе

дискретизированных ядер Сеге и тем самым дан ответ на открытый вопрос, по-

ставленный Фрикейном, Хоем и Лефевром. Также была исследована возможность

построения многомерного аналога данной системы представления в пространстве

Харди 𝐻2(D𝑑). Помимо построения системы представления в диссертации обсужда-

ется алгоритм разложения функций по этой системе представления.

Теоретическая и практическая значимость

Работа носит теоретический характер. В диссертации получен ответ на открытый

вопрос о существовании системы представления (фрейма) на основе дискретизиро-

ванных ядер Сеге в пространстве Харди 𝐻2 поставленный в работе [39], что говорит

о теоретической значимости исследования. В этой работе мы объединяем пробле-

матику теории фреймовых разложений, пространств с воспроизводящим ядром и

жадных алгоритмов.

Теория фреймовых разложений является активной областью исследований и имеет

широкое применение в теории обработки сигналов [23], [27], теории операторов [44],
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гармоническом анализе [45], квантовой механике [15], [36], [42], акустике [21], теории

сэмплирования [16], нелинейной аппроксимации [32], методах граничных и конечных

элементов [47]. Причиной подобного широкого распространения фреймов является

то, что они обеспечивают гибкость в декомпозиции векторных пространств будучи

переполненными системами представления.

Пространства с воспроизводящим ядром широко применяются в теории машинно-

го обучения [52], [68], [70], [75]. Более того, существуют результаты позволяющие

производить теоретический анализ нейронных сетей методами теории воспроизво-

дящих ядер [22], [28], [53]. Воспроизводящие ядра также используются для решения

интегральных и дифференциальных уравнений [46], [78], задач теории оптимального

управления [19], [79], [81].

Жадные алгоритмы также являются активной областью исследований (см., напри-

мер, монографию [73]) и имеют множество практических применений для решения

задач планирования [20], обратных задач [57], [71], задач обработки сигналов [62] и

оптимизационных проблем [74].

Результаты диссертации могут быть использованы как при решении теоретических

задах, возникающих в теории функциональных гильбертовых пространств с воспро-

изводящим ядром, так и в прикладных вопросах обработки сигналов, машинного

обучения и при решении оптимизационных задач.

Методы исследования

В работе используются методы и понятия теории функций, функционального ана-

лиза, комплексного анализа, теории приближений и теории линейных операторов в

банаховых пространствах. Также используются методы и понятия теории жадных

алгоритмов и теории фреймовых разложений.
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Положения, выносимые на защиту

В работе получены следующие основные результаты, которые выносятся на защиту:

1. Построен фрейм (система представления) пространства 𝐻2(D) на основе по-

следовательности дискретизированных ядер Сеге и тем самым получен ответ

на открытый вопрос, поставленный Фрикейном, Хоем и Лефевром. Результат

основан на применении теории банаховых фреймов.

2. Определены условия на последовательность точек (достаточно общего вида)

единичного диска комплексной плоскости D, при которых она будет являть-

ся последовательностью точек дискретизации ядер Сеге, образующих систему

представления (фрейм) в пространстве Харди 𝐻2(D).

3. Построен фрейм пространства 𝐻2(D𝑑) на основе последовательности дискрети-

зированных ядер Сеге. Показано, что рост числа обусловленности этого фрей-

ма с ростом размерности 𝑑 полидиска D𝑑 является степенным.

4. Получены условия на последовательность точек единичного диска, при кото-

рых имеет место сходимость порядкосохраняющего слабого жадного алгоритма

для соответствующих подпространств, порожденных дискретизированным яд-

ром Сеге в пространстве Харди 𝐻2(D). При этом был уточнен один результат

Тотика о приближении функций из пространства Харди 𝐻2(D) посредством

ядер Сеге за счет выбора последовательности точек дискретизации специаль-

ного вида.

Степень достоверности и апробация результатов

Все результаты диссертационной работы представлены в виде математических утвер-

ждений (теоремы, леммы, предложения и следствия из них) вместе со строгими ма-

тематическими доказательствами. Используемые в доказательствах вспомогатель-

ные утверждения и методы взяты из известных книг или ведущих математических

журналов. Все выносимые на защиту результаты опубликованы в рецензируемых

научных изданиях.
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Результаты работы докладывались на следующих научных конференциях:

1. XXI Международная Саратовская зимняя школа “Современные проблемы тео-

рии функций и их приложения” (2022 г.)

2. XX Международная Саратовская зимняя школа “Современные проблемы тео-

рии функций и их приложения” (2020 г.)

3. XIX Международная Саратовская зимняя школа “Современные проблемы тео-

рии функций и их приложения” (2018 г.)

4. XIII Международная Казанская летняя школа-конференция “Теория функций,

ее приложения и смежные вопросы” (2017 г.)

5. Семинар “Ортогональные ряды” под руководством профессора С.Ф. Лукомско-

го (2016, 2017, 2018 г.)

6. Ежегодная апрельская конференция сотрудников и аспирантов механико-ма-

тематического факультета Cаратовского университета (2017, 2018 г.)

Публикации автора по теме диссертации

Основные результаты диссертации содержатся в работах [82] - [90]. Работы [82], [83],

[84], [85] опубликованы в изданиях, входящих в «Перечень российских рецензируе-

мых научных журналов, в которых должны быть опубликованы основные научные

результаты диссертаций на соискание ученых степеней доктора и кандидата наук»

ВАК РФ. При этом работы [83], [85] (или их переводы) включены в базу данных

Web of Science Core Collection, а работы [82], [83], [85] (или их переводы) включены

в базу данных Scopus.
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Личный вклад автора

В совместной статье [82] автору диссертации принадлежит построение системы пред-

ставления в пространстве Харди на основе ядра Сеге. В совместной статье [83] автору

диссертации принадлежит доказательство фреймовости последовательности дискре-

тизированных значений ядра Сеге при выполнении так называемого условия согла-

сования. Материалы конференций [86], [88], [89], [90], подготовленные в соавторстве,

опубликованы по результатам статей [82] и [83].

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка литературы.

Главы разбиты на параграфы. Общий объем диссертации составляет 107 страниц.

Библиография включает 90 наименований.

Основное содержание работы

В первой главе мы построим систему представления (фрейм) в пространстве Хар-

ди 𝐻2(D) на основе последовательности дискретизированных ядер Сеге, тем самым

ответив на открытый вопрос, поставленный в работе Фрикейна, Хоя и Лефевра [39]:

Вопрос 1. Существует ли последовательность точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1 в открытом единичном

диске D такая, что последовательность дискретизированных ядер Сеге {𝐾(·, 𝑧𝑛)}∞𝑛=1

является системой представления в пространстве 𝐻2(D)?

В диссертации рассматривается пространство Харди 𝐻2(D) как классический при-

мер функционального гильбертового пространства с воспроизводящим ядром. В па-

раграфе 1.1 мы приводим определение гильбертовых пространств с воспроизводя-

щим ядром и их основные свойства.

Определение 1.1.2. Пусть Ω - основное непустое множество. Гильбертово про-
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странство 𝐻 называется функциональным пространством или гильбертовым про-

странством с воспроизводящим ядром (над Ω), если каждый элемент 𝑓 ∈ 𝐻 является

функцией 𝑓 : Ω → C и при этом для всех 𝑥 ∈ Ω линейный функционал 𝛿𝑥(𝑓) = 𝑓(𝑥)

на 𝐻, который называется оценочным функционалом, корректно определен и непре-

рывен, т.е. найдется 𝐶𝑥 <∞ такое, что для всех 𝑓 ∈ 𝐻 выполняется неравенство

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑥‖𝑓‖.

По теореме Рисса о представлении непрерывного линейного функционала в гильбер-

товом пространстве для каждого 𝑥 ∈ Ω существует и при том единственный элемент

𝐾𝑥 ∈ 𝐻 такой, что

𝛿𝑥(𝑓) = ⟨𝑓,𝐾𝑥⟩, 𝑓 ∈ 𝐻.

Определение 1.1.3. Пусть 𝐻 является гильбертовым функциональным простран-

ством над основным множеством Ω. Функция 𝐾 : Ω × Ω → C называется воспроиз-

водящим ядром гильбертового пространства 𝐻 если

𝐾( · , 𝑥) ∈ 𝐻, ∀𝑥 ∈ Ω,

𝑓(𝑥) = ⟨𝑓,𝐾( · , 𝑥)⟩, ∀𝑥 ∈ Ω, ∀𝑓 ∈ 𝐻.

Воспроизводящее ядро 𝐾(𝑥, 𝑦) пространства𝐻 является функцией двух переменных

𝑥, 𝑦 ∈ Ω. Если вторая из этих переменных фиксирована, то ядро становится функ-

цией одной переменной принадлежащей пространству 𝐻 и значение произвольной

функции 𝑓 ∈ 𝐻 в точке 𝑥 можно получить как скалярное произведение функции 𝑓

и ядра 𝐾( · , 𝑥), дискретизированного в точке 𝑥.

В параграфе 1.2 мы напоминаем определение и основные свойства пространства

Харди 𝐻2(D), определенного на единичном диске комплексной плоскости D.

Определение 1.2.1. Пространством Харди 𝐻2 называется пространство, состоящее

из всех аналитических функций 𝑓(𝑧) в единичном диске |𝑧| < 1 для которых конечна

норма

‖𝑓‖𝐻2 = sup
0<𝑟<1

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)

⃒⃒2
𝑑𝑡

)︂ 1
2

<∞.

Пространство 𝐻2 является пространством с воспроизводящим ядром.
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Определение 1.2.4. Воспроизводящее ядро 𝐾 пространства 𝐻2 называется ядром

Сеге и имеет вид

𝐾(𝑧, 𝜁) = 𝐾𝜁(𝑧) =
1

1 − 𝜁𝑧
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜁𝑛𝑧𝑛, 𝑧, 𝜁 ∈ D.

Важным объектом при изучении пространства 𝐻2 является произведение Бляшке

𝐵(𝑧) ∈ 𝐻2, которое строится по заданным точкам {𝑧𝑛}∞𝑛=1, удовлетворяющим так

называемому условию Бляшке

∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) <∞. (1.15)

Эта ненулевая функция имеет нули в точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D и при этом оказывается,

что во всех прочих точках произведение Бляшке не равно нулю [30].

Возможность построения системы представления существенным образом зависит от

свойств функционального пространства, поэтому в пункте 1.3 мы приводим пример

еще одного пространства с воспроизводящим ядром, а именно пространство Берг-

мана 𝐴2 = 𝐴2(D) на единичном диске комплексной плоскости D.

Определение 1.3.1. Пространство Бергмана 𝐴2 состоит из всех аналитических

функций 𝑓(𝑧) в единичном диске D = {|𝑧| < 1} для которых конечна норма

‖𝑓‖𝐴2 =

(︂
1

𝜋

∫︁∫︁
D
|𝑓(𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

)︂ 1
2

<∞.

Определение 1.3.3. Воспроизводящее ядро пространства 𝐴2 называется ядром

Бергмана и имеет вид

𝐾(𝑧, 𝜁) = 𝐾𝜁(𝑧) =
1

(1 − 𝜁𝑧)2
, ∀𝑧, 𝜁 ∈ D.

Обсудив конкретные примеры пространств с воспроизводящим ядром, далее в пара-

графе 1.4 мы переходим к рассмотрению систем представления в функциональных

пространствах.

Определение 1.4.1. Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ненулевых элементов банахова
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пространства 𝐹 называется системой представления, если для любого вектора про-

странства 𝑓 ∈ 𝐹 существует числовая последовательность {𝑐𝑛(𝑓)}∞𝑛=1 такая, что ряд

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛(𝑓)𝜙𝑛 (1.19)

сходится к 𝑓 по норме пространства 𝐹 , то есть

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝜙𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

= 0.

Определение 1.4.2. Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 полна в пространстве 𝐹 ,

если замыкание её линейной оболочки совпадает со всем 𝐹

span{𝜙𝑛}∞𝑛=1 = 𝐹.

Определение 1.4.3 Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 минимальна в пространстве

𝐹 , если каждый элемент последовательности не принадлежит замыканию линейной

оболочки остальных элементов

𝜙𝑗 /∈ span{𝜙𝑛}𝑛 ̸=𝑗, ∀𝑗 ∈ 1, 2....

Примерами систем представления являются базис Рисса и фрейм Даффина-Шеффера.

Определение 1.4.5 Базисом Рисса гильбертова пространства 𝐻 называется по-

следовательность вида {𝑈𝑒𝑛}∞𝑛=1, где {𝑒𝑛}∞𝑛=1 - ортонормированный базис в 𝐻 и

𝑈 : 𝐻 → 𝐻 - ограниченный биективный оператор.

Определение 1.4.6 Последовательность функций {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 удовлетворяющая

неравенствам

𝐴
∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐵

∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2

для всех {𝑐𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ2 называется последовательностью Рисса.

Определение 1.4.7 Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 ненулевых элементов гильбертова про-

странства 𝐻 называется фреймом Даффина-Шеффера, если существуют постоян-

ные 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 <∞ такие, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻 выполняются неравенства

𝐴‖𝑓‖2𝐻 ≤
∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2𝐻 .
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Определение 1.4.8 Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 называется последовательностью Бессе-

ля в гильбертовом пространстве 𝐻 если существует положительная постоянная 𝐵

такая, что
∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2𝐻 .

В параграфе 1.5 отмечается, что вопрос о существовании систем представления на

основе дискретизированных воспроизводящих ядер в пространстве Бергмана ре-

шается положительно. А именно, в пространстве 𝐴2 существует фрейм Даффина-

Шеффера на основе дискретизированных ядер Бергмана [35].

В параграфе 1.6 мы приводим известный результат [35] о несуществовании базиса

и фрейма Даффина-Шеффера на основе нормированных дискретизированных ядер

Сеге { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 в пространстве Харди 𝐻2

̂︀𝐾𝑧𝑛 = (1 − |𝑧𝑛|2)
1
2𝐾𝑧𝑛 .

Также в параграфе 1.6 приведены следующие известные утверждения.

Предложение 1.6.1 Система {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 полна тогда и только тогда, когда точки

{𝑧𝑛}∞𝑛=1 не удовлетворяют условию Бляшке, то есть выполняется
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) = ∞.

Предложение 1.6.2 Система {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 минимальна тогда и только тогда, когда

точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяют условию Бляшке, то есть выполняется
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) <∞.

Поскольку условия полноты и минимальности противоречат друг другу, то последо-

вательность { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 не может быть одновременно полной и минимальной системой,

в частности, базисом пространства 𝐻2.

Также не существует точек дискретизации {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D таких, что последователь-

ность ядер Сеге { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 образует фрейм Даффина-Шеффера в пространстве Хар-

ди. Чтобы показать это, мы приводим широко известную теорему Карлесона.
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Теорема 1.6.3 Пусть точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяют условию Бляшке. Тогда следу-

ющие утверждения эквивалентны:

(i) { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является последовательностью Рисса;

(ii) { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является равномерно минимальной последовательностью;

(iii) существует постоянная 𝛿 > 0 такая, что

∏︁
𝑚 ̸=𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝛿 > 0, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.30)

Условие (1.30) называется условием Карлесона и, в свою очередь, эквивалентно то-

му, что точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 образуют интерполяционную последовательность: для всех

ограниченных последовательностей {𝑤𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ∞ существует ограниченная функ-

ция 𝑓 ∈ 𝐻∞(D), для которой 𝑓(𝑧𝑛) = 𝑤𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ..

Условие Ньюмана заключается в существовании положительной постоянной 𝐵 та-

кой, что для всех 𝑓 ∈ 𝐻2 выполнено неравенство

∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|2)|𝑓(𝑧𝑛)|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖22. (1.31)

Это условие означает, что система { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является последовательностью Бесселя.

Поскольку каждая последовательность Рисса является последовательностью Бессе-

ля, то на основании теоремы 1.6.3 из условий Бляшке и Карлесона (1.30) вытекает

условие Ньюмана (1.31). Кроме того, имеет место

Предложение 1.6.4 Каждое множество точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1, удовлетворяющее условию

Ньюмана (1.31), является конечным объединением интерполяционных последова-

тельностей.

Последнее предложение является отражением следующего общего факта:

Каждая последовательность Бесселя {ℎ𝑛}∞𝑛=1, inf𝑛=1,2,... ‖ℎ𝑛‖ > 0, является конеч-

ным объединением последовательностей Рисса.
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Это утверждение было высказано в качестве гипотезы Файхтингером и эквивалентно

гипотезе Кадисона–Зингера, недавно доказанной Маркусом, Шпильманом и Шри-

ваставой [61].

Видим, что из выполнения условия Ньюмана (1.31) следует выполнение условия

Бляшке и поэтому очевидно следующее предложение.

Предложение 1.6.5 Всякая последовательность Бесселя { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 заведомо не пол-

на в 𝐻2, в частности, не существует точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1, для которых { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 образует

фрейм Даффина–Шеффера.

Замечание 1.6.6 Отрицание условия Бляшке гарантирует переполненность после-

довательности { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1: для каждого 𝑛0 ∈ N подпоследовательность { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=𝑛0

также будет полной в 𝐻2. Следовательно, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 найдется

{𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ N такое, что справедливо представление (полагаем 𝑛0 = 1)

𝑓 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘−1

𝑐𝑛 ̂︀𝐾𝑧𝑛 .

Однако, такое представление еще не означает, что { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является системой пред-

ставления в 𝐻2, поскольку номера 𝑛𝑘, вообще говоря, зависят от 𝑓 . Кроме того,

теорема Тотика [76] утверждает, что условие (1.28) необходимо и достаточно для

решения задачи восстановления, а именно, в предположении (1.28) существует се-

мейство алгебраических полиномов 𝑃𝑛,𝑘, где 𝑛 = 1, 2, . . . и 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, таких, что

для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 справедливо представление

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑧𝑘)𝑃𝑛,𝑘.

Ясно, что такое аппроксимационное представление также, вообще говоря, не гаран-

тирует представления в виде ряда. Конкретный пример не удовлетворяющей усло-

вию Бляшке последовательности {𝑧𝑛}∞𝑛=1, для которой { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 не является систе-

мой представления, указан в работе [39].

Поскольку построить фрейм Даффина-Шеффера на основе дискретизированных

ядер Сеге в пространстве Харди 𝐻2 невозможно, то в параграфе 1.7 мы переходим к
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рассмотрению систем представления более общего вида. В 1989 г. Грохениг обобщил

понятие фрейма на банаховы пространства и ввел понятие атомарного разложения

и банахова фрейма [43]. Альтернативное определение банахова фрейма, которое мы

и будем рассматривать в дальнейшем, было предложено Терехиным в работе [9].

Определение 1.7.1. Банахово пространство𝑋, элементами которого являются чис-

ловые последовательности 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 называется модельным если система кано-

нических ортов {𝜀𝑛}∞𝑛=1 (𝜀𝑛 = {𝛿𝑚𝑛}∞𝑚=1, где 𝛿𝑚𝑛 символ Кронекера) образует базис

в пространстве 𝑋.

Пусть дано сепарабельное банахово пространство 𝐹 с сопряженным 𝐺 = 𝐹 * и пусть

⟨𝑓, 𝑔⟩ - значение непрерывного линейного функционала 𝑔 ∈ 𝐺 на векторе 𝑓 ∈ 𝐹 .

Определение 1.7.2. Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 ∖ {0} называется фреймом в банаховом

пространстве 𝐹 относительно модельного пространства 𝑋 c сопряженным простран-

ством 𝑌 = 𝑋* если существуют постоянные 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ такие, что для любого

непрерывного линейного функционала 𝑔 ∈ 𝐺 = 𝐹 * последовательность его коэффи-

циентов Фурье удовлетворяет неравенствам

𝐴‖𝑔‖𝐺 ≤ ‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑌 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺.

Число cond(Φ) = 𝐵
𝐴
≥ 1 называется числом обусловленности фрейма Φ = {𝜙𝑛}∞𝑛=1.

Определение банахова фрейма совпадает с определением фрейма Даффина-Шеффера

в случае, когда 𝐹 = 𝐺 = 𝐻 гильбертово пространство и 𝑋 = 𝑌 = ℓ2. Важным отли-

чием банахова фрейма от атомарного разложения и банахова фрейма по Грохенигу

является то, что автоматически обеспечивается справедливость следующей теоремы,

доказанной П.А.Терехиным в работе [9].

Теорема 1.7.3. Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹∖{0} является банаховым фреймом

в пространстве 𝐹 относительно модельного пространства 𝑋 тогда и только тогда,

когда

(i) для всех 𝑥 ∈ 𝑋 ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛 сходится в 𝐹 ,

(ii) для всех 𝑓 ∈ 𝐹 существует элемент 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛.



21

В параграфе 1.8 мы даем положительный конструктивный ответ на открытый во-

прос 1 о существовании систем представления на основе дискретизированных ядер

Сеге в пространстве Харди 𝐻2 построив банахов фрейм этого пространства.

По-прежнему будем обозначать значения ядра Сеге для пространства 𝐻2

𝐾𝜆𝑛(𝑧) =
1

1 − 𝜆𝑛𝑧
, 𝜆𝑛, 𝑧 ∈ D, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Построим последовательность точек {𝜆𝑛}∞𝑛=1 на единичном диске D. Разделим {𝜆𝑛}∞𝑛=1

на группы так, что каждая группа состоит из корней из единицы 𝑘-ой степени рас-

положенных на окружности радиуса 𝑟𝑘 = 1 − 1
𝑘

𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,𝑗 =
(︀
1 − 1

𝑘

)︀
𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . . (1.44)

Основным результатом главы 1 является следующий результат.

Теорема 1.8.1. Пусть точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D определены равенством (1.44). Тогда по-

следовательность {𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 является системой представления в пространстве 𝐻2.

Замечание 1.8.5. Фактически, доказано, что система нормированных ядер Сеге

{ ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1, где точки дискретизации {𝜆𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (1.44), является фреймом в

пространстве 𝐻2 относительно модельного пространства 𝑋 = ℓ1(ℓ2𝑘)

𝑋 = ℓ1(ℓ2𝑘) =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑘

)︂
ℓ1
,

где ℓ2𝑘 - конечномерное унитарное пространство.

Замечение 1.8.6. Несуществование фрейма Даффина-Шеффера в пространстве

𝐻2 на основе дискретизированных ядер Сеге, которое мы обсуждали в пункте 1.6,

означает, что в качестве модельного пространства фрейма { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 нельзя взять

пространство ℓ2. Кроме того, как показано в [39], таким модельным пространством

не может быть пространство ℓ1. Наш результат утверждает, что при выборе проме-

жуточного пространства ℓ1(ℓ2𝑘) фрейм вида { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 существует для подходящим

образом подобранной последовательности точек {𝜆𝑛}∞𝑛=1.



22

Основной результат главы 1 (теорема 1.8.1), который дает ответ на открытый вопрос

поставленный в работе [39] приводит нас к следующей более общей задаче. А именно,

каковы должны быть последовательности натуральных чисел 𝑛𝑘 ↗ ∞ и радиусов

𝑟𝑘 ↗ 1 для того, чтобы последовательность точек

𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , (2.1)

где

𝑛1 < . . . < 𝑛𝑘 < . . . , 0 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘 < . . . , lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = 1,

имеющая более общий вид чем (1.44), являлась последовательностью точек дис-

кретизации ядер Сеге образующих фрейм (систему представления) в пространстве

Харди 𝐻2(D).

В главе 2 мы даем ответ на этот вопрос. Нам понадобится определение границ

Рисса.

Определение 2.1.1. Поcтоянные 𝐴,𝐵 > 0 называются нижней и верхней границей

Рисса для системы функций {𝜙𝑗}𝑛−1
𝑗=0 ⊂ 𝐻 если для всех коэффициентов {𝑐𝑗}𝑛−1

𝑗=0

выполняются неравенства

𝐴
𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝜙𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐵
𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2.

В следующей лемме мы определим границы Рисса для блоков дискретизированных

ядер Сеге { ̂︀𝐾𝑗}𝑛−1
𝑗=0 при произвольных фиксированных параметрах 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ (0, 1),

задающих положение точек дискретизации 𝜆𝑗 = 𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Лемма 2.1.3. Для всех 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ (0, 1) выполняются неравенства

𝑟2𝑛𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑗|2 ≤
⃦⃦⃦⃦𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑗

⃦⃦⃦⃦2
2

≤ 𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑗|2.

Согласно лемме 2.1.3 нижняя 𝐴 и верхняя 𝐵 границы Рисса для системы {𝑒𝑗}𝑛−1
𝑗=0

могут быть записаны в виде

𝐴 =
𝑟2𝑛𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛
, 𝐵 =

𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛
, 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ (0, 1).
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Потребуем, что “номера” 𝑛𝑘 и “радиусы” 𝑟𝑘 удовлетворяют следующему условию со-

гласования: существуют постоянные 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 <∞ такие, что

𝑎

𝑛𝑘

≤ 1 − 𝑟𝑘 ≤
𝑏

𝑛𝑘

, 𝑘 = 1, 2, . . . . (2.9)

Теорема 2.2.3. Пусть точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (2.1) и удовлетворяют условию

согласования (2.9). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) для коэффициентов 𝜉𝑛 = 𝜉𝑘,𝑗 ряда
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛
̂︀𝐾𝜆𝑛 выполняется условие

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

<∞,

(ii) ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛
̂︀𝐾𝜆𝑛 абсолютно сходится по блокам в 𝐻2, т.е.

∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑘,𝑗 ̂︀𝐾𝜆𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
2

<∞.

При этом ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛
̂︀𝐾𝜆𝑛 безусловно сходится в 𝐻2.

Теорема 2.2.3 побуждает к выбору в качестве ассоциированного с системой { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1

модельного пространства 𝑋, являющегося ℓ1 - суммой конечномерных ℓ2 - про-

странств:

𝑋 =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑛𝑘

)︂
ℓ1
,

т.е. пространство𝑋 состоит из всех числовых последовательностей 𝑥 = {𝑥𝑛} = {𝑥𝑘,𝑗}

таких, что
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑥𝑘,𝑗|2
)︃ 1

2

<∞.

Следующая теорема, являющаяся центральной в главе 2, показывает, что такой вы-

бор модельного пространства вполне оправдан.

Теорема 2.3.1. Пусть точки дискретизации {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D имеют вид (2.1) и удо-

влетворяют условию согласования (2.9). Тогда последовательность нормированных
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дискретизированных ядер Сеге { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 образуют фрейм в 𝐻2 относительно мо-

дельного пространства

𝑋 =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑛𝑘

)︂
ℓ1
.

Из теоремы 2.3.1 вытекает следствие о представлении функций из пространства 𝐻2.

Следствие 2.3.2. Пусть точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (2.8) и удовлетворяют условию

согласования (2.9). Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 существует последователь-

ность коэффициентов {𝜉𝑛}∞𝑛=1 = {𝜉𝑘,𝑗}(𝑘,𝑗)∈𝐼 такая, что справедливо представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛(1 − |𝜆𝑛|2)
1
2𝐾𝜆𝑛 ,

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

<∞.

Замечание 2.3.3. Следует отметить, что коэффициенты данного представления

𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝑓), 𝑛 = 1, 2, . . ., нелинейно зависят от 𝑓 ∈ 𝐻2. В частности, для каждой

точки 𝑧 ∈ D имеем

𝐾𝑧 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛(𝑧)(1 − |𝜆𝑛|2)
1
2𝐾𝜆𝑛 ,

откуда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝜆𝑛|2)
1
2𝑓(𝜆𝑛)𝜉𝑛(𝑧)

— формула восстановления в виде ряда, дающая при фиксированном 𝑧 вычислитель-

ные преимущества по сравнению с аппроксимационной формулой восстановления

Тотика.

В главе 3 мы переходим к более общему вопросу о построении системы представ-

ления для пространства Харди 𝐻2(D𝑑), определенного на полидиске

D𝑑 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) ∈ C𝑑 : |𝑧1| < 1, . . . |𝑧𝑑| < 1}.

Мы построим фрейм пространства 𝐻2(D𝑑) и покажем, что число обусловленности

этого фрейма имеет степенной рост в зависимости от размерности 𝑑 полидиска D𝑑.

В третьей главе мы будем использовать следующие обозначения

Z+ ={𝑘 ∈ Z : 𝑘 ≥ 0},

Z𝑛 ={0, 1, . . . , 𝑛− 1},
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и для произвольного 𝑑 ∈ N:

Z𝑑
+ ={(𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 𝑘𝜈 = Z+, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑑},

Z𝑑
𝑛 ={(𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 𝑘𝜈 = Z𝑛, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑑},

|𝑘| =𝑘1 + · · · + 𝑘𝑑, ⟨𝑘,𝑚⟩ =
𝑑∑︁

𝜈=1

𝑘𝜈𝑚𝜈 .

Основные определения для пространства 𝐻2(D𝑑) во многом аналогичны соответ-

ствующим определениям для пространства 𝐻2(D).

Определение 3.1.1. Пространство Харди 𝐻2 = 𝐻2(D𝑑) состоит из всех аналити-

ческих функций 𝑓(𝑧) =
∑︀

𝑘∈Z𝑑
+
𝑐𝑘𝑧

𝑘, 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘11 . . . 𝑧𝑘𝑑𝑑 на полидиске D𝑑 для которых

конечна норма

‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) = sup
0<𝑟<1

(︂
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
[0,2𝜋]𝑑

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡1 , . . . , 𝑟𝑒𝑖𝑡𝑑)

⃒⃒2
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑑

)︂ 1
2

<∞.

Подобно пространству 𝐻2(D), пространство 𝐻2(D𝑑) является пространством с вос-

производящим ядром.

Определение 3.1.2. Воспроизводящее ядро 𝐾𝜆 пространства 𝐻2(D𝑑) называется

(𝑑-мерным) ядром Сеге и имеет вид

𝐾𝜆(𝑧) = 𝐾(𝑧, 𝜆) =
𝑑∏︁

𝜈=1

1

1 − 𝜆𝜈𝑧𝜈
, 𝑧, 𝜆 ∈ D𝑑.

Нормированное ядро Сеге в пространстве 𝐻2(D𝑑) можно записать в виде

̂︀𝐾𝜆(𝑧) =
𝐾(𝜆, 𝑧)

‖𝐾(𝜆, 𝑧)‖𝐻2(D𝑑)

=
𝑑∏︁

𝜈=1

(1 − |𝜆𝜈 |2)1/2

1 − 𝜆𝜈𝑧𝜈
.

Пусть последовательность радиусов имеет вид

0 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘 < . . . , lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = 1 (3.1)

и 𝑛𝑘 ∈ N, 𝑘 = 1, 2, . . . . Выберем точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D𝑑 вида

𝜆𝑛 = 𝜆𝑗𝑘 =

(︂
𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗1
𝑛𝑘 , . . . , 𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗𝑑
𝑛𝑘

)︂
, 𝑗 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑑) ∈ Z𝑑

𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . . . (3.2)
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Под условием согласования для 𝑛𝑘 и 𝑟𝑘 будем понимать выполнение неравенств

0 < 𝑎 ≤ 𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) ≤ 𝑏 <∞ (3.3)

с некоторыми постоянными 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 <∞.

Теорема 3.1.3. Пусть {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D𝑑 - последовательность точек вида (3.2), удовле-

творяющая условиям согласования (3.3). Тогда последовательность нормированных

ядер Сеге { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1, дискретизированных в этих точках, образует фрейм простран-

ства Харди 𝐻2(D𝑑) относительно пространства коэффициентов 𝑋, состоящего из

всех числовых последовательностей {𝜉𝑛}∞𝑛=1 = {𝜉𝑘𝑗} ⊂ C, для которых

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|𝜉𝑘𝑗|2
⎞⎠1/2

<∞.

Следствие 3.1.4. Для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑) существует последовательность

{𝜉𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝑋 такая, что справедливо представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛 ̂︀𝐾𝜆𝑛 .

При переходе от пространства𝐻2(D) к пространству𝐻2(D𝑑) возникает новый вопрос

о росте числа обусловленности фрейма в 𝐻2(D𝑑) с ростом размерности 𝑑 полидиска

D𝑑. Ответ на данный вопрос дается в следующем утверждении.

Следствие 3.1.5. Пусть Φ𝑑 - фрейм пространства 𝐻2(D𝑑) на основе дискретизиро-

ванных ядер Сеге. Тогда для числа обусловленности этого фрейма cond(Φ𝑑) спра-

ведливо неравенство

cond(Φ𝑑) ≤
(︂

2𝑏/𝑎

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

.

В главе 4 мы даем ответ на следующий вопрос: при каких условиях на последо-

вательность точек единичного диска имеет место сходимость порядкосохраняюще-

го слабого жадного алгоритма для соответствующих подпространств, порожденных

дискретизированным ядром Сеге пространства Харди 𝐻2. Также мы уточняем один

результат Тотика о приближении функций из пространства Харди 𝐻2 посредством
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ядер Сеге за счет выбора последовательности точек дискретизации специального

вида.

Теорема 1.8.1 является теоремой существования коэффициентов представляющего

ряда (1.19). Построенный нами фрейм на основе дискретизированных ядер Сеге это

безусловная система представления пространства Харди, поэтому возникает вопрос

об алгоритме нахождения коэффициентов разложения, который бы сохранил поря-

док элементов в естественной нумерации.

Для решения задачи нахождения коэффициентов системы представления широко

применяются слабые жадные алгоритмы. Однако, в общем случае, слабый жадный

алгоритм не дает ряда по естественно упорядоченной системе, ряд не является без-

условно сходящимся. Выходом из сложившейся ситуации является порядкосохраня-

ющий слабый жадный алгоритм предложенный А.В.Сильниченко в работе [8] для

пространств с равномерно непрерывной квазинормой.

Сначала напомним определение слабого жадного алгоритма для дискретизирован-

ных нормированных воспроизводящих ядер.

Определение 4.1.1. Пусть 𝐻 - гильбертово пространство с воспроизводящим яд-

ром и словарь элементов состоит из нормализованных воспроизводящих ядер ̂︀𝐾𝑧 =

𝐾𝑧/‖𝐾𝑧‖ для некоторого подмножества 𝑧 ∈ Λ ⊂ Ω основного множества Ω. Пусть

𝑓0 = 𝑓 и для каждого 𝑛 ≥ 0 если 𝑓𝑛 ̸= 0 найдем 𝑧𝑛 ∈ Λ такое, что

|𝑓𝑛(𝑧𝑛)|
‖𝐾𝑧𝑛‖

≥ 𝛾 sup
𝑧∈Λ

𝑓𝑛(𝑧)

‖𝐾𝑧‖
, 0 < 𝛾 < 1. (??)

Далее примем

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑧𝑛)𝐾𝑧𝑛/‖𝐾𝑧𝑛‖2 + 𝑓𝑛+1 = ℎ𝑛 + 𝑓𝑛+1

и продолжим эту итеративную процедуру. Данная итеративная процедура называ-

ется жадным алгоритмом.

Известно, что для слабого жадного алгоритма справедлив следующий общий ре-

зультат Джонса [54] и Маллата и Джанга [60] (см. также [63], глава 5, параграф

2).
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Теорема 4.1.2. Ряд
∑︀∞

𝑛=0 ℎ𝑛 сходится к ортогональной проекции 𝑓 на замыкание

линейной оболочки span{ ̂︀𝐾𝑧}𝑧∈Λ. Поэтому если линейная оболочка функций состав-

ляющих словарь плотна в пространстве 𝐻, то ‖𝑓𝑛+1‖ → 0 и

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛.

Согласно этой теореме, слабый жадный алгоритм по каждой полной системе функ-

ций всегда сходится.

Переходя к порядкосохраняющему слабому жадному алгоритму напомним, что ква-

зинормированное пространство𝑋 - это такое векторное пространство с квазинормой,

в котором для каждых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполняется неравенство

‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖),

где 𝐶 > 0 - некоторая постоянная.

Определение 4.2.1. Векторное пространство 𝑋 называется пространством с рав-

номерно непрерывной квазинормой если для любых 𝜀 > 0, 𝑅 > 0 существует 𝛿 > 0

такое, что для произвольных 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑋 c нормами ‖𝑥‖ < 𝑅, ‖𝑦‖ < 𝛿 выполня-

ется неравенство

‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + 𝜀.

Далее, напомним определение порядкосохраняющего слабого жадного алгоритма,

введенное А.В.Сильниченко.

Определение 4.2.2. Пусть {𝐿𝑘} - последовательность линейных подпространств 𝑋

и {𝛼𝑘} - последовательность неотрицательных чисел. Порядкосохраняющий слабый

жадный алгоритм для произвольного вектора 𝑓 ∈ 𝑋 определяется следующей ите-

ративной процедурой. Пусть исходная аппроксимация равна нулю 𝑠0(𝑓) = 0, остаток

𝑟0(𝑓) = 𝑓 и оптимальный аппроксимирующий элемент 𝑘0(𝑓) = 0. Если 𝑠𝑛(𝑓), 𝑟𝑛(𝑓)

и 𝑘𝑛(𝑓) определены, то мы можем выбрать 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+1(𝑓) > 𝑘𝑛(𝑓) и 𝜙𝑘𝑛+1 ∈ 𝐿𝑘𝑛+1

такие, что выполняется соотношение

‖𝑟𝑛(𝑓) − 𝜙𝑘𝑛+1‖ ≤ inf
𝜙∈𝐿𝑘,𝑘>𝑘𝑛

‖𝑟𝑛(𝑓) − 𝜙‖ + 𝛼𝑛,
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где 𝛼𝑛 может быть неформально названо релаксацией. Далее положим 𝑠𝑛+1(𝑓) =

𝑠𝑛(𝑓) + 𝜙𝑘𝑛+1 и 𝑟𝑛+1(𝑓) = 𝑓 − 𝑠𝑛+1(𝑓).

Если для всех 𝑓 ∈ 𝑋 слагаемое 𝑟𝑛(𝑓) сходится к нулю при 𝑛→ ∞ или эквивалентно

мы имеем представление 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=1 𝜙𝑘𝑛 то говорят что алгоритм сходится (т.е. 𝑠𝑛 =∑︀𝑛
𝜈=1 𝜙𝑘𝜈 ). Наш основной результат основан на следующей теореме А.В.Сильниченко

о сходимости порядкосохраняющих слабых жадных алгоритмов.

Теорема 4.2.3. Предположим, что 𝑋 - пространство с равномерно непрерывной

квазинормой. Порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм по системе {𝐿𝑘} схо-

дится для любой последовательности {𝛼𝑘}∞𝑘=0, 𝛼𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞ тогда и только

тогда, когда существует 𝜎 < 1 такое, что для любых 𝑓 ∈ 𝑋 и 𝑁 существуют 𝑛 > 𝑁

и 𝜙 ∈ 𝐿𝑛 такие, что

‖𝑓 − 𝜙‖ ≤ 𝜎‖𝑓‖

Результаты А.В.Сильниченко справедливы для произвольных квази-банаховых про-

странств, но в нашей работе мы рассматриваем только гильбертово пространство

Харди 𝐻2.

В качестве подпространств 𝐿𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . мы выберем пространства порожденные

ядрами Сеге 𝐾𝜆𝑘,𝑗
, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, которые дискретизированы в точках 𝜆𝑘,𝑗 ∈ D:

𝐿𝑘 :=
[︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
= span

{︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

}︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Выберем точки дискретизации ядер Сеге также как и прежде

𝜆𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1, (4.2)

где мы предполагаем, что

𝑟𝑘 ↗ 1, 𝑛𝑘 ↗ ∞ при 𝑘 → ∞. (4.3)

Основной результат главы 4 может быть сформулирован в виде следующей теоремы.

Теорема 4.3.1. Пусть последовательность подпространств {𝐿𝑘}∞𝑘=1 порождена яд-

рами Сеге дискретизированными в точках удовлетворяющих (4.2) и (4.3). Тогда по-
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рядкосохраняющий слабый жадный алгоритм сходится в пространстве 𝐻2 тогда и

только тогда, когда 𝑟𝑘 и 𝑛𝑘 удовлетворяют предельному соотношению

lim sup
𝑘→∞

𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) > 0.

Для формулировки следующей леммы, используемой при доказательстве теоремы

4.3.1, нам потребуется определение расстояния между функцией и линейным под-

пространством.

Определение 4.3.4. В качестве расстояния между функцией 𝑓 ∈ 𝐻2 и линей-

ным подпространством 𝐿𝑘 ⊂ 𝐻2 определенным как (замкнутая) линейная оболочка[︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
из дискретизированных ядер Сеге

{︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

}︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
мы принимаем

dist(𝑓, 𝐿𝑘) = dist
(︁
𝑓,
[︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0

)︁
= min

𝑎0,...𝑎𝑛𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝐾𝜆𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Лемма 4.3.5. Пусть 0 < 𝑟 < 1. Расстояние от произвольного полинома 𝑝𝑛 =∑︀𝑛−1
𝑗=0 𝑎𝑗𝑧

𝑗 степени < 𝑛 до линейного пространства порожденного системой из ядер

Сеге {𝐾𝑗}𝑛−1
𝑗=0 дискретизированных в точках

𝜆𝑗 = 𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

удовлетворяет следующему неравенству

dist
(︁
𝑝𝑛, [𝐾𝑗]

𝑛−1
𝑗=0

)︁
≤ 𝑟𝑛‖𝑝𝑛‖𝐻2 . (4.8)

Следующее замечание уточняет один из результатов Тотика.

Замечание 4.3.6. В работе [76] Тотик показал, что для произвольного выбора точек

дискретизации ядер Сеге {𝜆𝑘,𝑗}𝑛𝑘−1
𝑗=0 ⊂ D выполняется равенство

dist(1, 𝐿𝑘) = dist
(︁

1,
[︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0

)︁
=

𝑛𝑘−1∏︁
𝑗=0

|𝜆𝑘,𝑗|. (4.15)

Однако, в лемме 4.3.5 мы выбрали точки дискретизации специального вида (4.2),

что позволило нам получить получить оценку на расстояние от каждого полинома
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𝑝𝑛𝑘
, deg 𝑝𝑛𝑘

< 𝑛𝑘 до 𝐿𝑘, а не только для случая 𝑝𝑛𝑘
= 1. Равенство (4.15) показывает,

что неравенство (4.8) точное.

Замечание 4.3.7. Мы можем выбрать последовательности {𝑟𝑘}, {𝑛𝑘} так, чтобы

величины наилучших приближений функции 𝑓 ∈ 𝐻2 по подпространствам {𝐿𝑘}

стремились к нулю, т.е.:

lim
𝑘→∞

dist(𝑓,
[︀
𝐾𝜆𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
) = 0.

Действительно, как следует из леммы 4.3.5, последнее соотношение имеет место то-

гда и только тогда, когда

lim
𝑘→∞

𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) = ∞.
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Глава 1

Построение фрейма в

пространстве Харди

Постановка и решение задач представления и восстановления зависит от простран-

ства которому принадлежит искомая функция. Мы рассматриваем пространство

Харди 𝐻2 = 𝐻2(D) на открытом диске D = {𝑧 : |𝑧| < 1} комплексной плоскости.

Это гильбертово пространство с воспроизводящим ядром 𝐾 которое называется яд-

ром Сеге и является функцией двух аргументов - точек единичного диска. Фиксируя

один из аргументов 𝐾( · , 𝑧𝑛) ∈ 𝐻2 мы дискретизируем ядро в точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D. В

данной главе мы построим систему представления в пространстве 𝐻2 на основе по-

следовательности дискретизированных ядер Сеге, тем самым ответив на открытый

вопрос, поставленный в работе Фрикейна, Хоя и Лефевра [39].

Вопрос 1. Существует ли последовательность точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1 в открытом еди-

ничном диске D такая, что последовательность дискретизированных ядер Сеге

{𝐾( · , 𝑧𝑛)}∞𝑛=1 является системой представления в пространстве 𝐻2(D)?

Далее в пункте 1.1 мы приводим определение абстрактных гильбертовых пространств

с воспроизводящим ядром и обсуждаем их основные свойства. В пунктах 1.2 и 1.3

мы более подробно останавливаемся на классических пространствах с воспроизво-

дящим ядром, а именно пространстве Харди и пространстве Бергмана. В пункте

1.4 мы напоминаем определение системы представления и приводим основные типы

систем представления, необходимые в контексте данной работы. В пункте 1.5 мы
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обсуждаем существование фрейма Даффина-Шеффера на основе дискретизирован-

ных воспроизводящих ядер в пространстве Бергмана. Невозможность построения

фрейма Даффина-Шеффера на основе дискретизированных воспроизводящих ядер

в пространстве Харди и необходимость перехода к системам представления более

общего вида обсуждается в пункте 1.6. Пункт 1.7 содержит информацию о банахо-

вых фреймах, предложенных Терехиным в работе [9]. Банаховы фреймы являются

системами представления более общего вида, чем фреймы Даффина-Шеффера и

ложатся в основу доказательства теоремы 1.8.1 в пункте 1.8, дающей ответ на от-

крытый вопрос 1.

1.1 Абстрактные гильбертовы пространства

с воспроизводящим ядром

Определение 1.1.1 (Оценочный функционал [14]). Пусть 𝐻 - комплексное гиль-

бертово пространство состоящее из функций 𝑓 : Ω → C, определенных на непу-

стом основном множестве Ω. Для фиксированного элемента 𝜔 ∈ Ω отображение

𝛿𝜔 : 𝑓 → 𝑓(𝜔) из 𝐻 в C называется оценочным функционалом в точке 𝜔.

Оценочный функционал 𝛿𝜔, примененный к функции 𝑓 ∈ 𝐻, порождает ее значение

в заданной точке области определения 𝜔 ∈ Ω. Оценочный функционал всегда линеен,

поскольку для ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 и ∀𝑎, 𝑏 ∈ C выполняется 𝛿𝜔(𝑎𝑓+𝑏𝑔) = (𝑎𝑓+𝑏𝑔)(𝜔) = 𝑎𝑓(𝜔)+

𝑏𝑔(𝜔) = 𝑎𝛿𝜔(𝑓) + 𝑏𝛿𝜔(𝑔). Однако, не в каждом пространстве 𝐻 всякий оценочный

функционал является непрерывным (ограниченным). По определению, оценочный

функционал непрерывен если существует число 𝐶 > 0 такое, что для всех функций

𝑓 ∈ 𝐻 выполняется неравенство

|𝛿𝜔(𝑓)| = |𝑓(𝜔)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐻 . (1.1)

Гильбертовы пространства в которых каждый оценочный функционал ограничен

обладают воспроизводящим ядром и называются функциональными гильбертовыми

пространствами [14].
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Определение 1.1.2 (Гильбертово пространство с воспроизводящим ядром [64]).

Пусть Ω - основное непустое множество. Гильбертово пространство 𝐻 называ-

ется функциональным пространством или гильбертовым пространством с вос-

производящим ядром (над Ω), если каждый элемент 𝑓 ∈ 𝐻 является функцией

𝑓 : Ω → C и при этом для всех 𝑥 ∈ Ω линейный функционал 𝛿𝑥(𝑓) = 𝑓(𝑥) на 𝐻, ко-

торый называется оценочным функционалом, корректно определен и непрерывен,

т.е. найдется 𝐶𝑥 <∞ такое, что для всех 𝑓 ∈ 𝐻 выполняется неравенство

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑥‖𝑓‖.

По теореме Рисса о представлении непрерывного линейного функционала в гильбер-

товом пространстве для каждого 𝑥 ∈ Ω существует и при том единственный элемент

𝐾𝑥 ∈ 𝐻 такой, что

𝛿𝑥(𝑓) = ⟨𝑓,𝐾𝑥⟩, 𝑓 ∈ 𝐻.

Определение 1.1.3 (Воспроизводящее ядро [18]). Пусть 𝐻 является гильбер-

товым функциональным пространством над основным множеством Ω. Функция

𝐾 : Ω × Ω → C называется воспроизводящим ядром гильбертового пространства

𝐻 если

𝐾( · , 𝑥) ∈ 𝐻, ∀𝑥 ∈ Ω, (1.2)

𝑓(𝑥) = ⟨𝑓,𝐾( · , 𝑥)⟩, ∀𝑥 ∈ Ω, ∀𝑓 ∈ 𝐻. (1.3)

Свойство (1.3) называется воспроизводящим свойством. В частности, для любых

𝑥, 𝑦 ∈ Ω выполняется равенство, являющееся ключевым при применении воспроиз-

водящих ядер в прикладных задачах и которое можно рассматривать как аналог

скалярного произведения при нелинейном отображении

𝐾(𝑥, 𝑦) = ⟨𝐾( · , 𝑥), 𝐾( · , 𝑦)⟩. (1.4)

Воспроизводящее ядро 𝐾(𝑥, 𝑦) пространства𝐻 является функцией двух переменных

𝑥, 𝑦 ∈ Ω. Если вторая из этих переменных фиксирована, то ядро становится функ-

цией одной переменной принадлежащей пространству 𝐻. Согласно (1.3), значение
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произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻 в точке 𝑥 можно получить как скалярное произведе-

ние функции 𝑓 и ядра 𝐾( · , 𝑥), дискретизированного в точке 𝑥.

Связь между непрерывностью оценочного функционала гильбертова пространства

и наличием в нем воспроизводящего ядра может быть формализована в виде следу-

ющего замечания [5].

Замечание 1.1.4. Гильбертово пространство 𝐻 комплекснозначных функций над

Ω имеет воспроизводящее ядро тогда и только тогда, когда оценочный функционал

𝛿𝜔 непрерывен для всех 𝜔 ∈ Ω.

Важным следствием из замечания 1.1.4 является то, что в гильбертовых простран-

ствах с воспроизводящим ядром сходимость по норме 𝐻 обеспечивает поточечную

сходимость. Действительно, используя линейность и ограниченность оценочного функ-

ционала 𝛿𝜔 для всех 𝑓 ∈ 𝐻 и 𝜔 ∈ Ω имеем

|𝑓𝑛(𝜔) − 𝑓(𝜔)| = |𝛿𝜔(𝑓𝑛) − 𝛿𝜔(𝑓)| = |𝛿𝜔(𝑓𝑛 − 𝑓)| ≤ ‖𝛿𝜔‖‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐻 → 0.

Существуют гильбертовы пространства которые не обладают ограниченным оценоч-

ным функционалом и, соответственно, не являются пространствами с воспроизводя-

щим ядром. Например, пространство 𝐿2[0, 1] не является пространством с воспроиз-

водящим ядром.

Воспроизводящее ядро является положительно определенной функцией. Используя

(1.4), легко показать, что для всех 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ Ω и 𝑐1, ..., 𝑐𝑛 ∈ C справедливо

𝑛∑︁
𝑗,𝑘=1

𝑐𝑗𝑐𝑘𝐾(𝑥𝑗, 𝑥𝑘) =

⟨
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝐾(·, 𝑥𝑗),
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝐾(·, 𝑥𝑘)

⟩
≥ 0.

Из положительной определенности следуют важные свойства воспроизводящих ядер

𝐾(𝑥, 𝑥) ≥ 0,

𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥),

|𝐾(𝑥, 𝑦)|2 ≤ 𝐾(𝑥, 𝑥)𝐾(𝑦, 𝑦),
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поэтому можно говорить о том, что воспроизводящие ядра в некотором смысле яв-

ляются аналогом метрики.

Еще одним важным свойством (см. [35]) воспроизводящих ядер является то, что их

можно представить через произвольный ортонормированный базис {𝑒𝑛}∞𝑛=0

𝐾(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝑛(𝑥)𝑒𝑛(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ Ω. (1.5)

1.2 Пространство Харди

Классическим примером пространства с воспроизводящим ядром является простран-

ство Харди 𝐻2 = 𝐻2(D) определенное на единичном диске комплексной плоскости

D = {|𝑧| < 1}.

Определение 1.2.1 (Пространство Харди 𝐻2 [34]). Пространством Харди 𝐻2 на-

зывается пространство состоящее из всех аналитических функций 𝑓(𝑧) на еди-

ничном диске |𝑧| < 1 для которых конечна норма

‖𝑓‖𝐻2 = sup
0<𝑟<1

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)

⃒⃒2
d𝑡

)︂ 1
2

<∞. (1.6)

Согласно широко известной теореме Харди [48] величина

𝑀2(𝑟, 𝑓) =

{︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2
}︂1/2

строго возрастает по 𝑟 при 0 < 𝑟 < 1 (см. также [34]). Поэтому 𝐻2-норма (1.6)

допускает эквивалентное определение

‖𝑓‖𝐻2 = lim
𝑟→1−0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)

⃒⃒2
d𝑡

)︂ 1
2

<∞.

Пространство Харди 𝐻2 может быть рассмотрено как замкнутое подпространство

комплексного пространства 𝐿2(T) на единичной окружности T = {|𝑧| = 1}. Эта взаи-

мосвязь может быть сформулирована в виде следующего замечания, доказательство

которого приведено в [56].
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Замечание 1.2.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻2. Тогда радиальный предел

𝑓(𝑒𝑖𝑡) = lim
𝑟→1

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)

существует для почти всех 𝑡 ∈ T, а также 𝑓 ∈ 𝐿2(T) и

‖𝑓‖𝐿2 = ‖𝑓‖𝐻2 . (1.7)

Пространство 𝐻2 состоит из аналитических функций, поэтому каждая функция мо-

жет быть представлена в виде степенного ряда 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛, ∀𝑓 ∈ 𝐻2. Норму

функции в пространстве 𝐻2 можно выразить через коэффициенты разложения в

ряд Тейлора. Действительно, для 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛 имеем

‖𝑓‖2𝐻2 = sup
0<𝑟<1

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2d𝑡

= sup
0<𝑟<1

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑟
𝑛𝑒𝑖𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

d𝑡

= sup
0<𝑟<1

1

2𝜋

∞∑︁
𝑛,𝑚=0

𝑐𝑛𝑐𝑚𝑟
𝑛𝑟𝑚

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝑡d𝑡

= sup
0<𝑟<1

∞∑︁
𝑛=0

|𝑐𝑛|2𝑟2𝑛 =
∞∑︁
𝑛=0

|𝑐𝑛|2.

(1.8)

Из (1.8) очевидно, что пространство 𝐻2 изометрически изоморфно 𝑙2, поэтому ска-

лярное произведение аналитических функций 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛 и 𝑔(𝑧) =

∑︀∞
𝑛=0 𝑑𝑛𝑧

𝑛

в 𝐻2 можно записать в виде

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑑𝑛, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻2. (1.9)

Учитывая (1.7) мы можем также записать скалярное произведение в виде

⟨𝑓, 𝑔⟩𝐻2(D) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑔(𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡, (1.10)

где 𝑓(𝑒𝑖𝑡) и 𝑔(𝑒𝑖𝑡) - граничные значения функций 𝑓(𝑧) и 𝑔(𝑧) (см. замечание 1.2.2).

Следующее замечание показывает, что пространство Харди 𝐻2 имеет ограниченный

оценочный функционал на всей области определения D и, соответственно, является

пространством с воспроизводящим ядром.
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Замечание 1.2.3. Пусть 𝑧 ∈ D, тогда

|𝑓(𝑧)| ≤ ‖𝑓‖𝐻2

1√︀
1 − |𝑧|2

.

Действительно, применяя интегральную формулу Коши имеем

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
T

𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧
d𝑤 =

1

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)

𝑒𝑖𝑡 − 𝑧
𝑖𝑒𝑖𝑡d𝑡 =

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)

1 − 𝑧𝑒−𝑖𝑡
d𝑡. (1.11)

Поскольку мы можем вычислить значение интеграла

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

1

|1 − 𝑧𝑒−𝑖𝑡|2
𝑑𝑡 =

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

1

(1 − 𝑧𝑒−𝑖𝑡)(1 − 𝑧𝑒−𝑖𝑡)
d𝑡

=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

𝑧𝑛𝑧𝑚
∫︁ 2𝜋

0

𝑒(𝑚−𝑛)𝑖𝑡d𝑡

=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

2𝜋(𝑧𝑧)𝑛 =
1

1 − |𝑧|2
,

то используя (1.11), неравенство Коши и далее (1.7) получаем

|𝑓(𝑧)| ≤

√︃
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑒𝑖𝑡)|2d𝑡 ·

√︃
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

1

|1 − 𝑧𝑒−𝑖𝑡|2
d𝑡 = ‖𝑓‖𝐻2

1√︀
1 − |𝑧|2

.

Воспроизводящее ядро 𝐾 пространства Харди 𝐻2 можно получить разлагая функ-

цию 𝑓 ∈ 𝐻2 по степенному базису {𝑒𝑛}∞𝑛=0

𝑓(𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛(𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝑡d𝑡 · 𝜁𝑛 =

=
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)
1

1 − 𝜁𝑒−𝑖𝑡
d𝑡 =

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝐾(𝑒𝑖𝑡, 𝜁)d𝑡 = ⟨𝑓,𝐾𝜁⟩,
(1.12)

где 𝑒𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛 и скалярное произведение имеет вид (1.10).

Определение 1.2.4 (Ядро Сеге [14]). Воспроизводящее ядро 𝐾 пространства 𝐻2

называется ядром Сеге и имеет вид

𝐾(𝑧, 𝜁) = 𝐾𝜁(𝑧) =
1

1 − 𝜁𝑧
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜁𝑛𝑧𝑛, 𝑧, 𝜁 ∈ D. (1.13)

Ключевым объектом при изучении пространства 𝐻2 является произведение Бляш-

ке 𝐵(𝑧) ∈ 𝐻2. Эта ненулевая функция имеет нули в предопределенных точках

{𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D. При этом оказывается, что во всех прочих точках произведение Бляшке

не равно нулю [30].
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Определение 1.2.5 (Произведение Бляшке [34]). Произведением Бляшке 𝐵(𝑧) на-

зывается аналитическая в D функция, обладающая нулями в заранее определенных

точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D

𝐵(𝑧) = 𝑧𝑚
∞∏︁
𝑛=1

|𝑧𝑛|
𝑧𝑛

𝑧𝑛 − 𝑧

1 − 𝑧𝑛𝑧
, 𝑧 ∈ D. (1.14)

В выражении (1.14) множитель 𝑧𝑚 присутствует для того, чтобы произведение Бляш-

ке могло иметь ноль порядка 𝑚 в начале координат. Если произведение (1.14) схо-

дится, то произведение Бляшке аналитично на открытом диске D и ограничено на

нем.

Замечание 1.2.6 (Условие Бляшке [34]). Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐻2, 𝑓 ̸= 0, имеет

нули в точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D. Тогда сходится ряд

∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) <∞. (1.15)

При этом, произведение Бляшке (1.14) сходится только тогда, когда последова-

тельность точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяет условию Бляшке (1.15).

Также приведем важную теорему Сеге характеризующую множество точек на кото-

рых нетривиальная функция 𝑓 ∈ 𝐻2 может обращаться в ноль.

Теорема 1.2.7 (Теорема Сеге [63]). Пусть функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻2, 𝑓 ̸= 0. Тогда мно-

жество нулей {𝑧𝑛} функции 𝑓 является счетным множеством и удовлетворяет

условию Бляшке
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) <∞.

1.3 Пространство Бергмана

Еще одним классическим примером пространства с воспроизводящим ядром являет-

ся пространство Бергмана 𝐴2 = 𝐴2(D) определенное на единичном диске комплекс-

ной плоскости D = {|𝑧| < 1}.
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Определение 1.3.1 (Пространство Бергмана 𝐴2 [49]). Пространство Бергмана 𝐴2

состоит из всех аналитических функций 𝑓(𝑧) в единичном диске D = {|𝑧| < 1} для

которых конечна норма

‖𝑓‖𝐴2 =

(︂
1

𝜋

∫︁∫︁
D
|𝑓(𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

)︂ 1
2

<∞.

Из определения пространства Бергмана очевидно вложение 𝐻2 ⊂ 𝐴2. Также отме-

тим, что в пространствах 𝐻2 и 𝐴2 полиномы плотны. Скалярное произведение в

пространстве 𝐴2 может быть записано в виде

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
1

𝜋

∫︁∫︁
D
𝑓(𝑧)𝑔(𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴2.

Подобно пространству 𝐻2, оценочный функционал в пространстве 𝐴2 является огра-

ниченным.

Замечание 1.3.2 (Ограниченность оценочного функционала в 𝐴2 [77]). Для каждой

функции 𝑓 ∈ 𝐴2 справедливо неравенство

|𝑓(𝑧)| ≤ 1

1 − |𝑧|2
‖𝑓‖𝐴2 , 𝑧 ∈ D.

Согласно замечанию 1.3.2 каждый оценочный функционал является ограниченным,

поэтому теорема Рисса обеспечивает существование воспроизводящего ядра 𝐾(𝑧, 𝜁)

𝑓(𝜁) =
1

𝜋

∫︁∫︁
D
𝑓(𝑧)𝐾(𝑧, 𝜁) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝑧, 𝜁 ∈ D, ∀𝑓 ∈ 𝐴2.

Для получения вида воспроизводящего ядра в 𝐴2 воспользуемся тем, что множество

функций {𝑧𝑛}∞𝑛=0 является полной и ортогональной системой в 𝐴2. Интегрируя по

диску D произведение функций этой системы для всех 𝑛,𝑚 = 1, 2, . . . получаем

1

𝜋

∫︁∫︁
D
𝑧𝑛𝑧𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 1

0

𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃𝑟𝑚𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
2

𝑛+𝑚+ 2
𝛿𝑛𝑚, (1.16)

где 𝛿𝑛𝑚 - функция Кронекера. При 𝑛 = 𝑚 из (1.16) следует, что ‖𝑧𝑛‖𝐴2 =
√︀

1/(𝑛+ 1)

и система {𝑒𝑛}∞𝑛=0 является ортонормированным базисом в 𝐴2

𝑒𝑛(𝑧) =
√︀

(𝑛+ 1)𝑧𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (1.17)
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Применяя (1.5) получаем вид воспроизводящего ядра пространства 𝐴2

𝐾(𝑧, 𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑒𝑛(𝑧)𝑒𝑛(𝜁) =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛+ 1)(𝑧𝜁)𝑛 =
1

(1 − 𝜁𝑧)2
. (1.18)

Определение 1.3.3 (Ядро Бергмана [49]). Воспроизводящее ядро пространства 𝐴2

называется ядром Бергмана и имеет вид

𝐾(𝑧, 𝜁) =
1

(1 − 𝜁𝑧)2
, ∀𝑧, 𝜁 ∈ D.

1.4 Системы представления в функциональных

пространствах

Определение 1.4.1 (Система представления [10]). Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1

ненулевых элементов банахова пространства 𝐹 называется системой представле-

ния, если для любого вектора пространства 𝑓 ∈ 𝐹 существует числовая последо-

вательность {𝑐𝑛(𝑓)}∞𝑛=1 такая, что ряд

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛(𝑓)𝜙𝑛 (1.19)

сходится к 𝑓 по норме пространства 𝐹 , то есть

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝜙𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

= 0.

Напомним несколько важных свойств систем представления.

Определение 1.4.2 (Полнота [29]). Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 полна в про-

странстве 𝐹 , если замыкание её линейной оболочки совпадает со всем 𝐹

span{𝜙𝑛}∞𝑛=1 = 𝐹. (1.20)

Другими словами, элементов системы {𝜙𝑛}∞𝑛=1 достаточно, чтобы приблизить произ-

вольный вектор пространства 𝐹 с помощью линейной комбинации элементов систе-

мы {𝜙𝑛}∞𝑛=1. Для ортонормированных систем необходимым и достаточным условием

полноты является равенство Парсеваля.
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Определение 1.4.3 (Минимальность [29]). Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 ми-

нимальна в пространстве 𝐹 , если каждый элемент последовательности не при-

надлежит замыканию линейной оболочки остальных элементов

𝜙𝑗 /∈ span{𝜙𝑛}𝑛̸=𝑗, ∀𝑗 ∈ 1, 2.... (1.21)

В банаховых пространствах известны различные типы систем представления, такие

как ортогональные базисы, базисы Рисса и фреймы.

Определение 1.4.4 (Базис [29]). Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 называется ба-

зисом в банаховом пространстве 𝐹 если для каждого элемента 𝑓 ∈ 𝐹 существуют

единственные скалярные коэффициенты {𝑐𝑛(𝑓)}∞𝑛=1 такие, что

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛(𝑓)𝜙𝑛. (1.22)

Каждый базис является полной и минимальной системой [50].

Напомним определения базиса Рисса и последовательности Рисса.

Определение 1.4.5 (Базис Рисса [29]). Базисом Рисса гильбертова пространства

𝐻 называется последовательность вида {𝑈𝑒𝑛}∞𝑛=1, где {𝑒𝑛}∞𝑛=1 - ортонормирован-

ный базис в 𝐻 и 𝑈 : 𝐻 → 𝐻 - ограниченный биективный оператор.

Определение 1.4.6 (Последовательность Рисса [29]). Последовательность функ-

ций {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 удовлетворяющая неравенствам

𝐴

∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐵
∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2 (1.23)

для всех {𝑐𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ2 называется последовательностью Рисса.

Понятие фрейма было введено в 1952 г. Даффином и Шеффером [33]. Сразу отме-

тим, что фрейм Даффина-Шеффера является системой представления в гильберто-

вом пространстве. В общем случае, фрейм не является минимальной системой, по-

этому коэффициенты разложения могут быть не единственны. Известно, что всякий
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фрейм Даффина-Шеффера является проекцией базиса Рисса объемлющего гиль-

бертова пространства [3]. Также справедливо утверждение, что фрейм Даффина-

Шеффера гильбертова пространства 𝐻 является семейством вида {𝑈𝑒𝑛}∞𝑛=1, где

{𝑒𝑛}∞𝑛=1 - ортонормированный базис в 𝐻 и 𝑈 : 𝐻 → 𝐻 - ограниченный сюръек-

тивный оператор [29].

Определение 1.4.7 (Фрейм Даффина-Шеффера [33]). Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻 нену-

левых элементов гильбертова пространства 𝐻 называется фреймом Даффина-

Шеффера, если существуют постоянные 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ такие, что для любой

функции 𝑓 ∈ 𝐻 выполняются неравенства

𝐴‖𝑓‖2𝐻 ≤
∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2𝐻 . (1.24)

Постоянная 𝐴 называется нижней границей фрейма, а постоянная 𝐵 - верхней. Если

𝐴 = 𝐵, то фрейм называется жестким фреймом, а если 𝐴 = 𝐵 = 1, то фреймом

Парсеваля. Если {𝑒𝑛}∞𝑛=1 является ортонормированным базисом пространства 𝐻, то

простейшим примером фрейма в 𝐻 который не является базисом может служить

последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 = {𝑒1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, ...} с границами фрейма 𝐴 = 1, 𝐵 =

2. Каждый ортонормированный базис является фреймом Парсеваля, но обратное,

вообще говоря, не верно.

Оператор 𝑆 : ℓ2 → 𝐻, заданный равенством

𝑆𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛, 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ2,

называется оператором синтеза. Оператор 𝑅 : 𝐻 → ℓ2, определенный формулой

𝑅𝑓 = {⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩}∞𝑛=1, 𝑓 ∈ 𝐻,

называется оператором анализа. Оператор анализа является сопряженным к опе-

ратору синтеза 𝑅 = 𝑆*. Композиция 𝑇 : 𝐻 → 𝐻 из операторов 𝑆 и 𝑅 называется

фреймовым оператором

𝑇𝑓 = 𝑆𝑅𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩𝜙𝑛, 𝑓 ∈ 𝐻. (1.25)
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В завершение этого параграфа приведем определение последовательности Бесселя

из которого очевидно, что всякий фрейм Даффина-Шеффера в 𝐻 является после-

довательностью Бесселя в 𝐻.

Определение 1.4.8 (Последовательность Бесселя в 𝐻 [17]). Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻

называется последовательностью Бесселя в гильбертовом пространстве 𝐻 если

существует положительная постоянная 𝐵 такая, что
∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2𝐻 . (1.26)

1.5 Фрейм Даффина-Шеффера

в пространстве Бергмана

Хорошо известно, что вопрос о существовании систем представления на основе дис-

кретизированных воспроизводящих ядер в пространстве Бергмана решается поло-

жительно. А именно, в пространстве 𝐴2 существует фрейм Даффина-Шеффера на

основе дискретизированных ядер Бергмана. Напомним определение сэмплирующей

последовательности в пространстве Бергмана.

Определение 1.5.1 (Сэмплирующая последовательность в 𝐴2 [35]). Последова-

тельность точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D называется сэмплирующей последовательностью

в пространстве 𝐴2 если существуют положительные постоянные 𝐴 и 𝐵 такие,

что

𝐴‖𝑓‖2𝐴2 ≤
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|2)2|𝑓(𝑧𝑛)|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2𝐴2 , ∀𝑓 ∈ 𝐴2.

Пусть { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 - нормированные ядра Бергмана диcкретизированные в точках еди-

ничного диска {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D, тогда выполняется равенство

⟨𝑓, ̂︀𝐾𝑧𝑛⟩ =
⟨𝑓,𝐾𝑧𝑛⟩
‖𝐾𝑧𝑛‖

=
𝑓(𝑧𝑛)√︀
𝐾𝑧𝑛(𝑧𝑛)

= (1 − |𝑧𝑛|2)𝑓(𝑧𝑛), ∀𝑓 ∈ 𝐴2, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.27)

Из (1.27) следует, что последовательность { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является фреймом Даффина-

Шеффера пространства Бергмана тогда и только тогда, когда последовательность

точек дискретизации {𝑧𝑛}∞𝑛=1 образует сэмплирующую последовательность в 𝐴2.
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Пример сэмплирующей последовательности в пространстве 𝐴2 и, соответственно,

пример фрейма Даффина-Шеффера в 𝐴2 на основе дискретизированных ядер был

впервые построен Сейпом в работе [69] (см. также [35]). Отметим, что в [35] приве-

дены и более общие примеры сэмплирующих последовательностей в 𝐴2.

Пример 1.5.2 (Сэмплирующая последовательность в 𝐴2 [69]). Определим решетку

в верхней полуплоскости H+ = {𝑧 ∈ C, Im(𝑧) > 0} относительно параметров 𝑎 > 1

и 𝑏 > 0

Λ(𝑎, 𝑏) = {𝑎𝑚(𝑏 · 𝑛+ 𝑖) : 𝑚,𝑛 ∈ Z}.

Пусть 𝜓 - отображение из D на H+, заданное равенством

𝜓(𝑧) = 𝑖 · 1 + 𝑧

1 − 𝑧
, 𝜓−1(𝜁) =

𝜁 − 𝑖

𝜁 + 𝑖
,

для 𝑧 ∈ D и 𝜁 ∈ H+. Тогда Γ(𝑎, 𝑏) = 𝜓−1(Λ(𝑎, 𝑏)) является решеткой из различных

точек в D. Γ(𝑎, 𝑏) является сэмплирующей последовательностью в пространстве

𝐴2 тогда и только тогда, когда

2𝜋

𝑏 log 𝑎
>

1

2
.

Таким образом, фрейм Даффина-Шеффера на основе дискритизированных воспро-

изводящих ядер в пространстве 𝐴2 существует.

1.6 Системы представления в пространстве Харди

Начнем с необходимого условия для системы представления, а именно, с условия

полноты системы. Напомним, что мы рассматриваем систему {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1, состоящую

из ядер Сеге, дискретизированных в точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1.

Предложение 1.6.1. Система {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 полна тогда и только тогда, когда точки

{𝑧𝑛}∞𝑛=1 не удовлетворяют условию Бляшке (1.15), то есть выполняется

∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) = ∞. (1.28)
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Справедливость этого предложения вытекает из того, что при выполнении условия

Бляшке (1.15) можно построить ненулевое произведение Бляшке (1.14) с нулями в

определенных точках {𝑧𝑛}∞𝑛=1.

Тем не менее, система {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 не может быть базисом в 𝐻2 ни при каком выборе

точек дискретизации {𝑧𝑛}∞𝑛=1, поскольку условия полноты и минимальности системы

{𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 противоречат друг другу, что непосредственно следует из предложения

1.6.1 и следующего предложения.

Предложение 1.6.2. Система {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 минимальна тогда и только тогда, когда

точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяют условию Бляшке (1.15), то есть выполняется
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|) <∞.

Действительно, это предложение следует из теоремы Сеге (см. пункт 1.2) и из того,

что минимальность системы эквивалентна наличию у нее биортогональной системы.

Точно также, не существует точек дискретизации {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D таких, что последова-

тельность ядер Сеге {𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 образует фрейм Даффина-Шеффера в пространстве

Харди. Чтобы показать это приведем сначала широко известную теорему Карлесона,

а также обсудим условия Карлесона и Ньюмана. Будем рассматривать нормирован-

ные ядра Сеге { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 имеющие вид

̂︀𝐾𝑧𝑛 = (1 − |𝑧𝑛|2)
1
2𝐾𝑧𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.29)

Теорема 1.6.3 (Теорема Карлесона). Пусть точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяют усло-

вию Бляшке (1.15). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является последовательностью Рисса;

(ii) { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является равномерно минимальной последовательностью;

(iii) существует постоянная 𝛿 > 0 такая, что

∏︁
𝑚 ̸=𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛𝑧𝑚

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝛿 > 0, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.30)
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Условие (1.30) называется условием Карлесона и, в свою очередь, эквивалентно то-

му, что точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 образуют интерполяционную последовательность: для всех

{𝑤𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ∞ существует функция 𝑓 ∈ 𝐻∞(D), для которой 𝑓(𝑧𝑛) = 𝑤𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ..

Условие Ньюмана заключается в существовании постоянной 𝐵 < ∞ такой, что для

всех 𝑓 ∈ 𝐻2 выполнено неравенство

∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|2)|𝑓(𝑧𝑛)|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖22. (1.31)

Это условие означает, что система { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является последовательностью Бесселя

(1.26). Поскольку каждая последовательность Рисса является последовательностью

Бесселя, то на основании теоремы 1.6.3 из условий Бляшке (1.15) и Карлесона (1.30)

вытекает условие Ньюмана (1.31). Кроме того, имеет место

Предложение 1.6.4. Каждое множество точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1, удовлетворяющее усло-

вию Ньюмана (1.31), является конечным объединением интерполяционных после-

довательностей.

Последнее предложение является отражением следующего общего факта:

Каждая последовательность Бесселя {ℎ𝑛}∞𝑛=1, inf𝑛=1,2,... ‖ℎ𝑛‖ > 0, является конеч-

ным объединением последовательностей Рисса.

Это утверждение было высказано в качестве гипотезы Файхтингером и эквивалент-

но гипотезе Кадисона–Зингера, доказанной в 2015 году Маркусом, Шпильманом и

Шриваставой [61].

Поскольку
∑︀∞

𝑛=1(1−|𝑧𝑛|) ≤
∑︀∞

𝑛=1(1−|𝑧𝑛|2) для {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D, то из выполнения усло-

вия Ньюмана (1.31) следует выполнение условия Бляшке (1.15) и поэтому очевидно

следующее предложение.

Предложение 1.6.5. Всякая последовательность Бесселя { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 заведомо не

полна в 𝐻2, в частности, не существует точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1, для которых { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1

образует фрейм Даффина–Шеффера.
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Таким образом, условие ℓ2-стабильности (1.24) из определения фрейма Даффина–

Шеффера не выполнимо для последовательности { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1. Неформально говоря,

ℓ2-норма слишком “мала” (и пространство ℓ2 слишком “велико”), чтобы обеспечить

оценку снизу в (1.24) при наличии оценки сверху. Однако, далее будет показано,

что при подходящем обобщении понятия фрейма искомый обобщенный фрейм вида

{ ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 может быть построен.

Заметим, что ситуация, при которой свойство полноты системы функций из неко-

торого класса входит в прямое противоречие с другими естественными свойствами

такими, как минимальность или бесселевость, происходит во многих классических

случаях. Например, для систем степеней {𝑥𝑝𝑘}∞𝑘=1 минимальность в 𝐿2(𝑎, 𝑏) равно-

сильна отрицанию условия Мюнца, эквивалентного полноте (см., например, Ахие-

зер, Глазман [1, Гл. 1, § 13]). Для систем сдвигов {𝜙(𝑥−𝜆𝑘)}𝑘∈Z бесселевость в 𝐿2(R)

имеет следствием конечную верхнюю плотность Берлинга точек {𝜆𝑘}𝑘∈Z, в то время

как существование нижней границы фрейма Даффина–Шеффера (из которого вы-

текает полнота) имплицирует бесконечную верхнюю плотность Берлинга и поэтому

в 𝐿2(R) не существует фреймов Даффина–Шеффера из сдвигов одной функции (см.

[25, Гл. 9, § 6]). Для систем дискретизированных воспроизводящих ядер гильберто-

вых пространств подобные тонкие результаты получены в статье [40].

Замечание 1.6.6. Условие (1.28), т.е. отрицание условия Бляшке (1.15), гаранти-

рует переполненность последовательности { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1: для каждого 𝑛0 ∈ N подпо-

следовательность { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=𝑛0
также будет полной в 𝐻2. Следовательно, для любой

функции 𝑓 ∈ 𝐻2 найдется {𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ N такое, что справедливо представление

(полагаем 𝑛0 = 1)

𝑓 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘−1

𝑐𝑛 ̂︀𝐾𝑧𝑛 .

Однако, такое представление еще не означает, что { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 является системой

представления в 𝐻2, поскольку номера 𝑛𝑘, вообще говоря, зависят от 𝑓 . Кроме то-

го, теорема Тотика [76] утверждает, что условие (1.28) необходимо и достаточно

для решения задачи восстановления, а именно, в предположении (1.28) существу-

ет семейство алгебраических полиномов 𝑃𝑛,𝑘, где 𝑛 = 1, 2, . . . и 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, таких,
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что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 справедливо представление

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑧𝑘)𝑃𝑛,𝑘.

Ясно, что такое аппроксимационное представление также, вообще говоря, не га-

рантирует представления в виде ряда. Конкретный пример не удовлетворяющей

условию Бляшке последовательности {𝑧𝑛}∞𝑛=1 для которой { ̂︀𝐾𝑧𝑛}∞𝑛=1 не является

системой представления указан в работе [39].

1.7 Банаховы фреймы

В 1989 г. Грохениг обобщил понятие фрейма на банаховы пространства и ввел по-

нятие атомарного разложения и банахова фрейма [43]. Его теория получила раз-

витие в работах Касаззы, Хана, Ларсона [24], Касаззы, Кристенсена, Стоевой [25]

и т.д. Важным отличием атомарного разложения и банахова фрейма по Грохенигу

от классического определения фрейма Даффина-Шеффера является то, что теоре-

ма о представлении не выполняется автоматически и её приходится постулировать

отдельно.

Альтернативное определение банахова фрейма, основанное на исследованиях Бари

по биортогональным системам и базисам гильбертова пространства, было предло-

жено Терехиным в работе [9]. Это альтернативное определение мы и рассмотрим

далее.

Пусть дано сепарабельное банахово пространство 𝐹 с сопряженным 𝐺 = 𝐹 * и ⟨𝑓, 𝑔⟩

- значение непрерывного линейного функционала 𝑔 ∈ 𝐺 на векторе 𝑓 ∈ 𝐹 . Нам

потребуется определение модельного пространства.

Определение 1.7.1 (Модельное пространство [9]). Банахово пространство 𝑋, эле-

ментами которого являются числовые последовательности 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 называет-

ся модельным если система канонических ортов {𝜀𝑛}∞𝑛=1 (𝜀𝑛 = {𝛿𝑚𝑛}∞𝑚=1, где 𝛿𝑚𝑛

символ Кронекера) образует базис в 𝑋.
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Примерами модельных пространств являются пространства 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 <∞ и 𝑐0 (про-

странство всех последовательностей, сходящихся к 0 с равномерной нормой). Приме-

ром пространства, не являющегося модельным, служит пространство 𝑙∞ поскольку

оно не сепарабельно. Примером сепарабельного, но не модельного пространства слу-

жит пространство 𝑐 с равномерной нормой (его базисом служит набор канонических

ортов {𝜀𝑛}∞𝑛=1 с присоединенным вектором (1, 1, . . . , 1, . . . )).

Произвольный непрерывный линейный функционал 𝜌 на модельном пространстве

однозначно определяется последовательностью своих значений {𝜌(𝜀𝑛)}∞𝑛=1 на эле-

ментах естественного базиса. Поэтому сопряженное пространство 𝑋* изометриче-

ски изоморфно некоторому банахову пространству 𝑌 , элементами которого явля-

ются числовые последовательности 𝑦 = {𝑦𝑛}∞𝑛=1 и любой непрерывный линейный

функционал на модельном пространстве 𝑋 можно представить в виде

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛. (1.32)

Определение 1.7.2 (Банахов фрейм [9]). Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 ∖ {0} называется

фреймом в банаховом пространстве 𝐹 относительно модельного пространства 𝑋

c сопряженным пространством 𝑌 = 𝑋* если существуют постоянные 0 < 𝐴 ≤

𝐵 < ∞ такие, что для любого непрерывного линейного функционала 𝑔 ∈ 𝐺 = 𝐹 *

последовательность его коэффициентов Фурье удовлетворяет неравенствам

𝐴‖𝑔‖𝐺 ≤ ‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑌 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺. (1.33)

Выбор модельного пространства влияет на тип сходимости ряда. Например, если

естественный базис модельного пространства 𝑋 является безусловным, то представ-

ляющий ряд сходится к 𝑓 безусловно.

Оператор 𝑅 : 𝐺→ 𝑌 называется оператором анализа

𝑅𝑔 = {⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1, 𝑔 ∈ 𝐺. (1.34)

Оператор 𝑆 : 𝑋 → 𝐹 называется оператором синтеза

𝑆𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛, 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝑋. (1.35)
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Заметим, что оператор анализа является сопряженным к оператору синтеза 𝑅 = 𝑆*.

Определение банахова фрейма (1.33) совпадает с определением фрейма Даффина-

Шеффера в случае, когда 𝐹 = 𝐺 = 𝐻 гильбертово пространство и 𝑋 = 𝑌 = ℓ2.

Важным отличием банахова фрейма (1.33) от атомарного разложения и банахова

фрейма по Грохенигу является то, что автоматически обеспечивается справедли-

вость следующей теоремы, доказанной в работе [9].

Теорема 1.7.3 (Теорема о представлении [9]). Последовательность {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 ∖

{0} является банаховым фреймом в пространстве 𝐹 относительно модельного

пространства 𝑋 тогда и только тогда, когда

(i) для всех 𝑥 ∈ 𝑋 ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛 сходится в 𝐹 ,

(ii) для всех 𝑓 ∈ 𝐹 существует элемент 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛.

Далее приведем доказательство этой ключевой теоремы. Пусть как и ранее, 𝑋 бу-

дет банаховым пространством последовательностей с естественным базисом {𝜀𝑛}∞𝑛=1

и его дуальное пространство 𝑋* изоморфно некоторому банахову пространству по-

следовательностей 𝑌 . Напомним определение последовательности Бесселя в банахо-

вых пространствах (см. [13]) аналогичное определению последовательности Бесселя

в гильбертовых пространствах (1.26).

Определение 1.7.4 (Последовательность Бесселя в 𝐹 [13]). Система {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹

называется последовательностью Бесселя в банаховом пространстве 𝐹 относи-

тельно пространства 𝑋 если существует постоянная 𝐵 > 0 такая, что для всех

ограниченных линейных функционалов 𝑔 ∈ 𝐺 их коэффициенты Фурье ⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩ удо-

влетворяют

‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑌 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺. (1.36)

Лемма 1.7.5. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) {𝜙𝑛}∞𝑛=1 является последовательностью Бесселя в 𝐹 относительно 𝑋,

(ii) существует постоянная 𝐵 > 0 такая, что для всех 𝑁 = 1, 2, . . . и всех
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𝑥𝑛 ∈ C, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁 справедливо неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

≤ 𝐵

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜀𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑋

,

(iii) для всех 𝑥 ∈ 𝑋 ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛 сходится в 𝐹 .

Доказательство. (𝑖) =⇒ (𝑖𝑖). Пусть оператор анализа 𝑅 : 𝐺→ 𝑌 определен как

𝑅𝑔 = {⟨𝑓𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1.

По условию (𝑖) оператор 𝑅 является ограниченным ‖𝑅𝑔‖𝑌 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺. Обозначим че-

рез 𝑋0 множество всех финитных последовательностей 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C. Определим

линейный оператор 𝑆0 : 𝑋0 → 𝐹 следующим образом

𝑆0𝜀𝑛 = 𝜙𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.37)

Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑋0 с учетом (1.37) имеем⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

= ‖𝑆0𝑥‖𝐹 = sup
‖𝑔‖𝐺≤1

|⟨𝑆0𝑥, 𝑔⟩| = sup
‖𝑔‖𝐺≤1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.38)

Рассматривая последнее выражение в (1.38) как действие функционала из простран-

ства 𝑋* = 𝑌 на элемент из 𝑋, а также учитывая формулу для нормы линейного

оператора и неравенство (1.36) получаем эквивалентное (𝑖𝑖) утверждение

sup
‖𝑔‖𝐺≤1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ = sup

‖𝑔‖𝐺≤1

|⟨𝑥,𝑅𝑔⟩| ≤ 𝐵‖𝑥‖𝑋 = 𝐵

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜀𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑋

. (1.39)

(𝑖𝑖) =⇒ (𝑖𝑖𝑖). Как было показано ранее, оператор 𝑆0 : 𝑋0 → 𝐹 ограничен на

множестве 𝑋0 которое плотно в 𝑋. Поэтому 𝑆0 имеет единственное продолжение

до ограниченного линейного оператора 𝑆 : 𝑋 → 𝐹 . Поскольку {𝜀𝑛}∞𝑛=1 является

базисом пространства 𝑋, то для всех 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо выражение

𝑆𝑥 = 𝑆

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜀𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛. (1.40)

Поскольку оператор 𝑆 ограничен, то ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛 сходится, т.е. выполняется (𝑖𝑖𝑖).
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(𝑖𝑖𝑖) =⇒ (𝑖). Оператор синтеза 𝑆 корректно определен 𝑆𝑥 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑋 и

последовательность ограниченных операторов

𝑆𝑁𝑥 =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛, 𝑁 = 1, 2, . . . , (1.41)

сходится к 𝑆𝑥. Поскольку 𝑆𝑥 существует для всех 𝑥 ∈ 𝑋 согласно условию (𝑖𝑖𝑖), то

по следствию из теоремы Банаха-Штейнгауза 𝑆 : 𝑋 → 𝐹 является ограниченным

оператором. Далее, из равенства

⟨𝑆𝑥, 𝑔⟩ =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛⟨𝑓𝑛, 𝑔⟩ = ⟨𝑥,𝑅𝑔⟩

следует, что 𝑅 : 𝐺 → 𝑌 является сопряженным к оператору синтеза 𝑆 и поэтому 𝑅

также ограничен, что эквивалентно (𝑖).

Отметим, что для применения теоремы Банаха-Штейнгауза в доказательстве леммы

1.7.5 операторы 𝑆𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . должны быть ограничены. Для этого элемент 𝑥𝑛

должен непрерывно зависеть от 𝑥, что обеспечивается существованием сопряженной

системы {𝜀*𝑛}∞𝑛=1 для базиса {𝜀𝑛}∞𝑛=1.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1.7.3.

Доказательство теоремы 1.7.3. Сначала докажем необходимость. Утверждение (𝑖)

следует из леммы 1.7.3 поскольку по определению фрейм является последовательно-

стью Бесселя. Нижнее фреймовое неравенство в (1.33) означает, что оператор ана-

лиза 𝑅 : 𝐺 → 𝑌 является инъективным в операторном смысле. Поэтому оператор

синтеза 𝑆 : 𝑋 → 𝐹 , который является предсопряженным к оператору 𝑅 является

сюръекцией [66]. Следовательно, для каждого вектора 𝑓 ∈ 𝐹 существует элемент

модельного пространства 𝑥 ∈ 𝑋 такой что 𝑓 = 𝑆𝑥 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛, что составляет

утверждение (𝑖𝑖).

Перейдем к доказательству достаточности. Утверждение (𝑖) показывает, что опера-

тор синтеза 𝑆 является ограниченным, а утверждение (𝑖𝑖) то, что 𝑆 сюръективен.
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Следовательно, оператор анализа 𝑅 : 𝐺→ 𝑌 (который является сопряженным к 𝑆)

инъективен [66] и ограничен: 𝐴‖𝑔‖𝐺 ≤ ‖𝑅𝑔‖𝑌 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺, следовательно, фреймовые

неравенства (1.33) выполняются.

Инъективность операторов в доказательстве теоремы 1.7.3 понимается не в теоре-

тико - множественном смысле (𝑇𝑥 = 0 =⇒ 𝑥 = 0), а в более сильном операторном

смысле. Оператор 𝑇 инъективен в операторном смысле если существует постоянная

𝐴 > 0 такая, что для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 выполняется ‖𝑇𝑥‖ ≥ 𝐴‖𝑥‖.

Из теоремы 1.7.3 следует, что любой фрейм является системой представления. Об-

ратное также верно: любая система представления {𝜙𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐹 ∖{0} является фрей-

мом в пространстве 𝐹 относительно пространства коэффициентов 𝑋(𝜙𝑛) состоящего

из всех последовательностей {𝑥𝑛}∞𝑛=1 для которых ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝜙𝑛 сходится в 𝐹 . Про-

странство коэффициентов 𝑋(𝜙𝑛) снабжено нормой

‖𝑥‖𝑋(𝜙𝑛) = sup
𝑁=1,2,...

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

. (1.42)

В общем случае, одна и та же система представления может быть фреймом относи-

тельно различных модельных пространств 𝑋.

По аналогии с фреймами Даффина-Шеффера для банахового фрейма Φ с нижней

границей 𝐴 и верхней границей 𝐵 может быть введено понятие числа обусловленно-

сти

cond(Φ) =
𝐵

𝐴
≥ 1.

Чем ниже число обусловленности фрейма, тем меньшее влияние ошибки в вычисле-

нии коэффициентов фрейма оказывают на результат представления.
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1.8 Построение банахова фрейма

в пространстве Харди

Пусть как и ранее

𝐾𝜆𝑛(𝑧) =
1

1 − 𝜆𝑛𝑧
, 𝜆𝑛, 𝑧 ∈ D, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.43)

обозначает значения воспроизводящего ядра Сеге 𝐾(𝑧, 𝜆) = (1−𝜆𝑧)−1 для простран-

ства Харди 𝐻2.

Построим последовательность точек {𝜆𝑛}∞𝑛=1 на единичном диске D. Разделим {𝜆𝑛}∞𝑛=1

на группы так, что каждая группа состоит из корней из единицы 𝑘-ой степени рас-

положенных на окружности радиуса 𝑟𝑘 = 1 − 1
𝑘

𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,𝑗 =

(︂
1 − 1

𝑘

)︂
𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . . (1.44)

Теорема 1.8.1. Пусть точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D определены равенством (1.44). Тогда

последовательность {𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 является системой представления в пространстве

𝐻2.

Система представления является полной последовательностью. Согласно предложе-

нию 1.6.1 полнота последовательности {𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 вида (1.43) эквивалентна отрицанию

условия Бляшке, то есть
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝜆𝑛|) = ∞. (1.45)

По теореме восстановления Тотика [76], если условие (1.45) соблюдено, то существу-

ют полиномы 𝑃𝑛,𝑘, где 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 и 𝑛 = 1, 2, . . . , такие что для каждой функции

𝑓 ∈ 𝐻2 мы имеем формулу восстановления

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝑓,𝐾𝜆𝑘
⟩𝑃𝑛,𝑘,

либо используя дуальность, для каждой функции 𝑔 ∈ 𝐻2 получаем

𝑔 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝑔, 𝑃𝑛,𝑘⟩𝐾𝜆𝑘
.
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Однако, эта аппроксимация не обеспечивает представление рядом вида

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝐾𝜆𝑛 .

Неформально, чтобы получить такое представление рядом мы должны взять “слиш-

ком много” точек {𝜆𝑛}∞𝑛=1 и (1.44) является одним из таких вариантов выбора точек

(см. также замечание 1.6.6).

Мы разделим доказательство теоремы 1.8.1 на несколько лемм.

Лемма 1.8.2. Пусть 𝜔𝑗
𝑘 является корнем 𝑘-ой степени из единицы

𝜔𝑗
𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1,

и пусть

‖𝑓‖𝑘 :=

(︂
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑓(𝜔𝑗
𝑘)|2
)︂1/2

(1.46)

суть полунорма функции 𝑓 с корректно определенными граничными значениями.

Тогда для каждого полинома 𝑃 (𝑧) =
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝑐𝑗𝑧
𝑗, deg𝑃 < 𝑘 справедливо равенство

‖𝑃‖𝑘 = ‖𝑃‖𝐻2 .

Доказательство. Рассмотрим (обратное) дискретное преобразование Фурье векто-

ра {𝑐𝑗}𝑘−1
𝑗=0 ∈ C𝑘

𝑐𝑙 =
1√
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝜔
𝑗𝑙
𝑘 =

𝑃 (𝜔𝑙
𝑘)√
𝑘
, 𝑙 = 0, . . . , 𝑘 − 1. (1.47)

Поскольку обратное дискретное преобразование Фурье является унитарным опера-

тором на C𝑘 со стандартным скалярным произведением

⟨𝑐, 𝑑⟩ =
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑑𝑗,

то используя (1.46), (1.47) и выражение для нормы аналитической функции получа-

ем

‖𝑃‖𝑘 =

(︂𝑘−1∑︁
𝑙=0

|𝑐𝑙|2
)︂1/2

=

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2
)︂1/2

= ‖𝑃‖𝐻2 .
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Лемма 1.8.3. Определим оператор 𝜎𝑟 посредством равенства

𝜎𝑟𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑧), 0 < 𝑟 < 1.

Справедливо следующее неравенство

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑘 ≤
‖𝑓‖𝐻2

(1 − 𝑟2𝑘)1/2
.

Доказательство. Мы можем разложить каждую функцию 𝑓 ∈ 𝐻2, 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛

в ортогональный ряд

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑙=0

𝑧𝑘𝑙𝑃𝑙(𝑧),

где 𝑃𝑙(𝑧) =
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝑐𝑗+𝑘𝑙𝑧
𝑗 - полином степени меньшей, чем 𝑘. Тогда применяя лемму

1.8.2 и то, что оператор 𝜎𝑟 не увеличивает 𝐻2-норму функций имеем

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑘 ≤
∞∑︁
𝑙=0

𝑟𝑘𝑙‖𝜎𝑟𝑃𝑙‖𝑘 =
∞∑︁
𝑙=0

𝑟𝑘𝑙‖𝜎𝑟𝑃𝑙‖𝐻2 ≤
∞∑︁
𝑙=0

𝑟𝑘𝑙‖𝑃𝑙‖𝐻2

Далее, применяя неравенство Коши-Шварца и выражение для нормы функций в 𝐻2

через коэффициенты разложения в степенной ряд получаем
∞∑︁
𝑙=0

𝑟𝑘𝑙‖𝑃𝑙‖𝐻2 ≤
(︂ ∞∑︁

𝑙=0

𝑟2𝑘𝑙
)︂1/2(︂ ∞∑︁

𝑙=0

‖𝑃𝑙‖2𝐻2

)︂1/2

=
‖𝑓‖𝐻2

(1 − 𝑟2𝑘)1/2
.

Лемма доказана.

Лемма 1.8.4. Для всех 𝑓 ∈ 𝐻2 справедливы следующие неравенства

‖𝑓‖𝐻2 ≤ sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘𝑓‖𝑘 ≤
‖𝑓‖𝐻2

(1 − 𝑒−2)1/2
. (1.48)

Доказательство. Поскольку (1 − 1
𝑘
)𝑘 ↗ 𝑒−1, то используя лемму 1.8.3 получаем

верхнюю оценку

‖𝜎1−1/𝑘𝑓‖𝑘 ≤
‖𝑓‖𝐻2

(1 − (1 − 1
𝑘
)2𝑘)1/2

≤ ‖𝑓‖𝐻2

(1 − 𝑒−2)1/2
. (1.49)

Чтобы доказать нижнюю оценку, сначала проверим ее для произвольного полинома

𝑃 (𝑧), deg𝑃 ≤ 𝑁 . Применяя лемму 1.8.2 и устремляя 𝑘 → ∞ имеем

sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘𝑃‖𝑘 ≥ sup
𝑘>𝑁

‖𝜎1−1/𝑘𝑃‖𝐻2 = ‖𝑃‖𝐻2 . (1.50)
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Теперь предположим, что 𝑓 ∈ 𝐻2 - произвольная функция и выберем полином 𝑃

так чтобы ‖𝑓 − 𝑃‖𝐻2 < 𝜀. Дважды используя неравенство треугольника, а также

неравенства (1.49) и (1.50) получаем

sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘𝑓‖𝑘 ≥ sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘𝑃‖𝑘 − sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘(𝑓 − 𝑃 )‖𝑘

≥ ‖𝑃‖𝐻2 − 𝜀

(1 − 𝑒−2)1/2
≥ ‖𝑓‖𝐻2 − 𝜀− 𝜀

(1 − 𝑒−2)1/2
.

Закончим доказательство леммы устремляя 𝜀 к 0.

Теперь мы имеем все необходимые компоненты для доказательства теоремы 1.8.1.

Доказательство теоремы 1.8.1. Определим ℓ2𝑘 как гильбертово пространство раз-

мерности 𝑘 с нормой

‖𝑐‖2 :=

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2
)︂1/2

.

Пусть 𝐼 - множество индексов вида

𝐼 := {(𝑘, 𝑗) : 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1 и 𝑘 = 1, 2, . . . }.

Далее, определим 𝑋 как пространство числовых семейств 𝑥 = {𝑥𝑘,𝑗}(𝑘,𝑗)∈𝐼 таких, что

‖𝑥‖1,2 :=
∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑥𝑘,𝑗|2
)︂1/2

<∞.

Другими словами имеем пространство 𝑋 со смешанной нормой

𝑋 = ℓ1(ℓ2𝑘) =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑘

)︂
ℓ1
.

Очевидно, двойственное для 𝑋 пространство 𝑌

𝑌 = ℓ∞(ℓ2𝑘) =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑘

)︂
ℓ∞

является пространством числовых семейств 𝑦 = {𝑦𝑘,𝑗}(𝑘,𝑗)∈𝐼 удовлетворяющих

‖𝑦‖∞,2 := sup
𝑘∈N

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑦𝑘,𝑗|2
)︂1/2

<∞
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со стандартной двойственностью

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑥𝑘,𝑗𝑦𝑘,𝑗.

Из неравенства (1.48) леммы 1.8.4 следует, что последовательность нормированных

ядер Сеге ̂︀𝐾𝜆𝑛 = (1 − |𝜆𝑛|2)1/2𝐾𝜆𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . ,

дискретизированных в точках {𝜆𝑛}∞𝑛=1 вида (1.44) удовлетворяет фреймовым нера-

венствам

𝐴‖𝑔‖𝐻2 ≤ ‖{⟨ ̂︀𝐾𝜆𝑛 , 𝑔⟩}∞𝑛=1‖∞,2 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2 .

Действительно, в этом случае имеем

(1 − |𝜆𝑘,𝑗|2)1/2 = (1 − (1 − 1
𝑘
)2)1/2 ≍ 1√

𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . .

и по определению ‖ · ‖𝑘-нормы

sup
𝑘∈N

‖𝜎1−1/𝑘𝑔‖𝑘 = sup
𝑘∈N

(︂
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑔(𝜆𝑘,𝑗)|2
)︂1/2

≍ ‖{⟨ ̂︀𝐾𝜆𝑛 , 𝑔⟩}∞𝑛=1‖∞,2.

Применяя теорему 1.7.3 можем заключить, что для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 суще-

ствуют коэффициенты 𝑥𝑛 = 𝑥𝑘,𝑗 такие, что

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑥𝑘,𝑗|2
)︂1/2

<∞

и верно представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛 ̂︀𝐾𝜆𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛(1 − |𝜆𝑛|2)1/2𝐾𝜆𝑛 .

Теорема доказана.

Замечание 1.8.5. Фактически, доказано, что система нормированных ядер Сеге

{ ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1, где точки дискретизации {𝜆𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (1.44), является фреймом

в пространстве 𝐻2 относительно модельного пространства 𝑋 = ℓ1(ℓ2𝑘).

Замечание 1.8.6. Несуществование фрейма Даффина-Шеффера в пространстве

𝐻2 на основе дискретизированных ядер Сеге, которое мы обсуждали в пункте 1.6
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означает, что в качестве модельного пространства фрейма { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 нельзя взять

пространство ℓ2. Кроме того, как показано в [39], таким модельным простран-

ством не может быть пространство ℓ1. Наш результат утверждает, что при

выборе промежуточного пространства ℓ1(ℓ2𝑘) фрейм вида { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 существует для

подходящим образом подобранной последовательности точек {𝜆𝑛}∞𝑛=1.
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Глава 2

Обобщение вида допустимых

точек дискретизации

Основной результат главы 1 (теорема 1.8.1), который дает ответ на открытый вопрос

поставленный в работе Фрикейна, Хоя и Лефевра [39] приводит нас к следующей бо-

лее общей задаче. А именно, каковы должны быть последовательности натуральных

чисел 𝑛𝑘 ↗ ∞ и “радиусов” 𝑟𝑘 ↗ 1 для того, чтобы последовательность точек

𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , (2.1)

имеющая более общий вид чем (1.44), где мы принимали

𝑛𝑘 = 𝑘, 𝑟𝑘 = 1 − 1

𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

являлась последовательностью точек дискретизации ядер Сеге образующих фрейм

(систему представления) в пространстве Харди 𝐻2. В данной главе мы даем ответ

на этот вопрос.

В пункте 2.1 мы определим границы Рисса для конечных блоков из дискретизи-

рованных ядер Сеге при произвольных фиксированных параметрах 𝑟 и 𝑛, задаю-

щих последовательность точек дискретизации. Далее, в пункте 2.2 мы введем усло-

вия согласования для последовательностей натуральных чисел {𝑛𝑘}∞𝑘=1 и “радиусов”

{𝑟𝑘}∞𝑘=1, а также покажем, каким должно быть модельное пространство фрейма,

чтобы представляющий ряд на основе дискретизированных ядер Сеге сходился без-

условно. Вопрос о том, является ли система из воспроизводящих ядер дискретизи-
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рованных в точках вида (2.1) фреймом в 𝐻2 при соблюдении условий согласования

на {𝑛𝑘}∞𝑘=1 и {𝑟𝑘}∞𝑘=1 будет рассмотрен в пункте 2.3.

2.1 Границы Рисса для блоков дискретизированных

ядер

Начнем параграф с определения границ Рисса.

Определение 2.1.1 (Границы Рисса [29]). Поcтоянные 𝐴,𝐵 > 0 называются ниж-

ней и верхней границей Рисса для системы функций {𝜙𝑗}𝑛−1
𝑗=0 ⊂ 𝐻 если для всех

коэффициентов {𝑐𝑗}𝑛−1
𝑗=0 выполняются неравенства

𝐴
𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝜙𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐵
𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2.

Также напомним определение дискретного преобразования Фурье, которое понадо-

бится нам при доказательстве леммы в этом параграфе.

Определение 2.1.2 (Дискретное преобразование Фурье). Дискретное преобразо-

вание Фурье — это унитарный оператор в 𝑛-мерном унитарном пространстве ℓ2𝑛,

определяемый равенством

𝜉𝑘 =
1√
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗𝑘

𝑛 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1. (2.2)

Пусть далее 0 < 𝑟 < 1. Рассмотрим нормированные ядра Сеге

𝑒𝑗 =
(︀
1 − 𝑟2

)︀ 1
2 𝐾𝑧𝑗 , 𝑧𝑗 = 𝑟𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1. (2.3)

В следующей лемме мы определим границы Рисса для блоков дискретизированных

ядер Сеге {𝑒𝑗}𝑛−1
𝑗=0 при произвольных фиксированных параметрах 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ (0, 1),

задающих положение точек дискретизации {𝑧𝑗}𝑛−1
𝑗=0 ⊂ D.
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Лемма 2.1.3. Для всех 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ (0, 1) выполняются неравенства

𝑟2𝑛𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑗|2 ≤
⃦⃦⃦⃦𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦2
2

≤ 𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑗|2. (2.4)

Доказательство. Используя выражение (2.3), определение ядра Сеге (1.13) и сумму

геометрической прогрессии, имеем равенство

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒𝑗(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗 (1 − 𝑟2)
1
2

1 − 𝑟𝑒−
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 𝑧

= (1 − 𝑟2)
1
2

𝑛−1∑︁
𝑗=0

∞∑︁
𝑚=0

𝜉𝑗𝑟
𝑚𝑒−

2𝜋𝑖𝑗𝑚
𝑛 𝑧𝑚

= (1 − 𝑟2)
1
2

∞∑︁
𝑚=0

𝑟𝑚

(︃
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗𝑚

𝑛

)︃
𝑧𝑚.

(2.5)

C учетом выражения (1.8) для нормы пространства 𝐻2 из (2.5) следует равенство⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐻2

= (1 − 𝑟2)
∞∑︁

𝑚=0

𝑟2𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗𝑚

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, (2.6)

где мы использовали то, что 0 < 𝑟 < 1.

Учитывая периодичность экспонент 𝑒−
2𝜋𝑖𝑗(𝑙𝑛+𝑘)

𝑛 = 𝑒−
2𝜋𝑖𝑗𝑘

𝑛 по модулю 𝑛 и делая замену

𝑚 = 𝑙𝑛+ 𝑘, 0 ≤ 𝑘 < 𝑛 (напомним, что 𝑛 фиксировано) находим выражение⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐻2

= (1 − 𝑟2)
∞∑︁
𝑙=0

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑟2(𝑙𝑛+𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗(𝑙𝑛+𝑘)

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= (1 − 𝑟2)
∞∑︁
𝑙=0

𝑟2𝑙𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑟2𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗𝑘

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= (1 − 𝑟2)
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑟2𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖𝑗𝑘

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

·
∞∑︁
𝑙=0

𝑟2𝑙𝑛

=
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑟2𝑘|𝜉𝑘|2,

(2.7)

где последнее равенство получается с использованием дискретного преобразования

Фурье (2.2) и выражения для суммы степенного ряда.
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Можем записать тривиальные оценки 𝑟2𝑛 < 𝑟2𝑘 ≤ 1, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1. Используя эти

оценки для 𝑟2𝑘 в формуле (2.7), а также унитарность дискретного преобразования

Фурье ‖𝜉‖2 = ‖𝜉‖2 получаем искомые неравенства (2.4).

Отметим, что согласно неравенству (2.4) нижняя 𝐴 и верхняя 𝐵 границы Рисса для

системы {𝑒𝑗}𝑛−1
𝑗=0 могут быть записаны в виде

𝐴 =
𝑟2𝑛𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛
, 𝐵 =

𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛
, 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ (0, 1).

2.2 Условия согласования для точек дискретизации

Далее будем рассматривать точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 имеющие специальный вид:

𝑧𝑛 = 𝑧𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , (2.8)

где

𝑛1 < . . . < 𝑛𝑘 < . . . , 0 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘 < . . . , lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = 1,

причем потребуем, что “номера” 𝑛𝑘 и “радиусы” 𝑟𝑘 удовлетворяют следующему усло-

вию согласования: существуют постоянные 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 <∞ такие, что

𝑎

𝑛𝑘

≤ 1 − 𝑟𝑘 ≤
𝑏

𝑛𝑘

, 𝑘 = 1, 2, . . . . (2.9)

Будем использовать обозначение

𝐼 :=
{︀

(𝑘, 𝑗) : 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, 𝑘 = 0, 1, . . .
}︀

для множества пар (𝑘, 𝑗), индексирующих точки 𝑧𝑛 = 𝑧𝑘,𝑗 и соответствующие им

значения нормированного ядра Сеге 𝑒𝑛 = 𝑒𝑘,𝑗.

Напомним определение суммируемого семейства, которое потребуется для доказа-

тельства теоремы в данном параграфе.
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Определение 2.2.1 (Суммируемое семейство [67]). Семейство {𝜙𝜆}𝜆∈Λ элементов

банахова пространства 𝐹 называется суммируемым с суммой 𝜙 ∈ 𝐹 , если для лю-

бого 𝜀 > 0 существует конечное множество Ω0 ⊂ Λ такое, что для всех конечных

множеств Ω с вложением Ω0 ⊂ Ω ⊂ Λ справедливо неравенство

‖𝜙−
∑︁
𝜆∈Ω

𝜙𝜆‖𝐹 < 𝜀.

Отметим следующий важный факт (см., например [67, Гл. 3, С. 120]):

Замечание 2.2.2. Если Λ = N и {𝑥𝑛}∞𝑛=1 - суммируемое семейство в банаховом

пространстве 𝐹 , то ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑥𝑛 сходится безусловно (обратное также верно).

Теорема 2.2.3. Пусть точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (2.8) и удовлетворяют условию

согласования (2.9). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) для коэффициентов 𝜉𝑛 = 𝜉𝑘,𝑗 ряда
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛𝑒𝑛 выполняется условие

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

<∞, (2.10)

(ii) ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛𝑒𝑛 абсолютно сходится по блокам в 𝐻2, т.е.

∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
2

<∞. (2.11)

При этом ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛𝑒𝑛 безусловно сходится в 𝐻2.

Доказательство. На основании леммы 2.1.3 для всех 𝑘 = 1, 2, . . . имеем

𝐴𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2 ≤
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
2

≤ 𝐵𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2, (2.12)

где

𝐴𝑘 =
𝑟2𝑛𝑘
𝑘 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

, 𝐵𝑘 =
𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

.

Используя условия согласования (2.9) и второй замечательный предел имеем с одной

стороны

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 ≥

(︂
1 − 𝑏

𝑛𝑘

)︂2𝑛𝑘

→ 𝑒−2𝑏 > 0, 𝑘 → ∞,
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откуда 𝑟2𝑛𝑘
𝑘 ≥ 𝛼 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . .. С другой стороны

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 ≤

(︁
1 − 𝑎

𝑛𝑘

)︁2𝑛𝑘

→ 𝑒−2𝑎 < 1, 𝑘 → ∞,

откуда 𝑟2𝑛𝑘
𝑘 ≤ 𝛽 < 1, 𝑘 = 1, 2, . . .. Таким образом имеем оценки

0 < 𝛼 < 𝑟2𝑛𝑘
𝑘 ≤ 𝛽 < 1, 𝑘 = 1, 2, . . . . (2.13)

Поскольку 0 < 𝑟𝑘 < 1, то из условий согласования (2.9) получаем неравенства

𝑎

𝑛𝑘

≤ 1 − 𝑟𝑘 ≤
𝑏

𝑛𝑘

=⇒ 𝑎

𝑛𝑘

≤ (1 − 𝑟𝑘)(1 + 𝑟𝑘)

1 + 𝑟𝑘
≤ 𝑏

𝑛𝑘

=⇒ 𝑎 ≤ 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘) ≤ 2𝑏.

Следовательно, для постоянных Рисса 𝐴𝑘 и 𝐵𝑘 справедливы оценки

0 <
𝛼𝑎

1 − 𝛼
≤ 𝐴𝑘 ≤ 𝐵𝑘 ≤

2𝑏

1 − 𝛽
<∞, 𝑘 = 1, 2, . . . . (2.14)

Используя оценки (2.13) и (2.14) в неравенствах Рисса (2.12), а также извлекая квад-

ратный корень и суммируя по 𝑘 приходим к неравенствам(︁ 𝛼𝑎

1 − 𝛼

)︁ 1
2

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

≤
∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
2

≤
(︁ 2𝑏

1 − 𝛽

)︁ 1
2

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

.

Эквивалентность (𝑖) ⇔ (𝑖𝑖) установлена, один из рядов сходится тогда и только

тогда, когда сходится другой. Осталось показать, что из абсолютной сходимости по

блокам следует безусловная сходимость ряда
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛𝑒𝑛.

Предположим, что ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜉𝑛𝑒𝑛 абсолютно сходится по блокам в 𝐻2. Используя

доказанную эквивалентность между сходимостью рядов (2.10) и (2.11), для любого

𝜀 > 0 можно выбрать 𝑘0 ∈ N такое, что

∞∑︁
𝑘=𝑘0

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

< 𝜀.

Обозначим как 𝛺0 конечное подмножество всех индексов (𝑘, 𝑗) ∈ 𝐼 для которых

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘0− 1 и 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1. Для произвольного конечного подмножества

𝛺 индексов (𝑘, 𝑗) ∈ 𝐼 такого, что 𝛺 ⊃ 𝛺0 используя неравенство треугольника и

полученную ранее оценку сверху⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
(𝑘,𝑗)∈𝐼∖𝛺

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

≤
∞∑︁

𝑘=𝑘0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
{𝑗:(𝑘,𝑗)∈𝐼∖𝛺}

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

<
(︁ 2𝑏

1 − 𝛽

)︁ 1
2
𝜀.
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Это означает, что семейство {𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗}(𝑘,𝑗)∈𝐼 является суммируемым, что согласно за-

мечанию 2.2.2 равносильно его безусловной сходимости.

Доказанная теорема 2.2.3 побуждает к выбору в качестве ассоциированного с систе-

мой {𝑒𝑛}∞𝑛=1 модельного пространства 𝑋, являющегося ℓ1 - суммой конечномерных

ℓ2 - пространств:

𝑋 =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑛𝑘

)︂
ℓ1
,

т.е. пространство𝑋 состоит из всех числовых последовательностей 𝑥 = {𝑥𝑛} = {𝑥𝑘,𝑗}

таких, что
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑥𝑘,𝑗|2
)︃ 1

2

<∞.

В самом деле, как мы покажем в следующем параграфе, такой выбор оказывается

вполне оправданным.

2.3 Построение фрейма с условиями согласования

Перейдем к формулировке и доказательству центральной теоремы главы 2.

Теорема 2.3.1. Пусть точки дискретизации {𝑧𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D имеют вид (2.8) и удо-

влетворяют условию согласования (2.9). Тогда последовательность нормированных

дискретизированных ядер Сеге

𝑒𝑛 =
(︀
1 − |𝑧𝑛|2

)︀ 1
2 𝐾𝑧𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . (2.15)

образуют фрейм в 𝐻2 относительно модельного пространства

𝑋 =

(︂ ∞⨁︁
𝑘=1

ℓ2𝑛𝑘

)︂
ℓ1
.

Доказательство. Определим оператор синтеза 𝑆 : 𝑋 → 𝐻2 аналогично тому, как

мы делали ранее в пункте 1.7:

𝑆𝜉 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑒𝑛. (2.16)
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Оператор синтеза 𝑆 является корректно определенным линейным оператором, по-

скольку соответствующий ряд сходится согласно теореме 2.2.3. Также по этой теоре-

ме оператор синтеза 𝑆 ограничен. Действительно, используя неравенство треуголь-

ника и принимая 𝐵 = ( 2𝑏
1−𝛽

)
1
2 в обозначениях доказательства теоремы 2.2.3 получаем

неравенство

‖𝑆𝜉‖𝐻2 ≤
∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜉𝑘,𝑗𝑒𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐻2

≤ 𝐵‖𝜉‖𝑋 .

Оператор анализа 𝑅 : 𝐻2 → 𝑋*, определяемый равенством

𝑅𝑔 = {⟨𝑒𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1,

является сопряженным к оператору синтеза поскольку верно равенство

⟨𝑆𝜉, 𝑔⟩ =

⟨
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑒𝑛, 𝑔

⟩
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛⟨𝑒𝑛, 𝑔⟩ = ⟨𝜉, 𝑅𝑔⟩.

Норма оператора равна норме его сопряженного оператора ‖𝑆‖ = ‖𝑅‖ = 𝐵. Следо-

вательно, справедливо неравенство

‖𝑅𝑔‖𝑋* ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2 ,

что означает справедливость оценки сверху из фреймовых неравенств (1.33):

‖{⟨𝑒𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑋* ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2 . (2.17)

Таким образом, для доказательства теоремы требуется получить оценку снизу во

фреймовых неравенствах (1.33). Сопряженным к модельному пространству 𝑋 будет

ℓ∞ - сумма конечномерных ℓ2-пространств:

𝑋* =

(︃
∞⨁︁
𝑘=1

𝑙2𝑛𝑘

)︃
𝑙∞

, (2.18)

т.е. пространство 𝑋* состоит из всех числовых последовательностей 𝑦 = {𝑦𝑛} =

{𝑦𝑘,𝑗} таких, что

sup
𝑘=1,2,...

(︃
𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑦𝑘,𝑗|2
)︃ 1

2

<∞.
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Учитывая определение нормированного ядра Сеге (2.15), вид сопряженного про-

странства (2.18) и используя воспроизводящее свойство ядра Сеге ⟨𝐾𝜁 , 𝑔⟩ = 𝑔(𝜁),

нижнее фреймовое неравенство можно записать в виде

‖{⟨𝑒𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑋* = sup
𝑘=1,2...

(︃
(1 − 𝑟2𝑘)

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑔
(︁
𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘

)︁⃒⃒⃒2)︃ 1
2

≥ 𝐴‖𝑔‖𝐻2 , (2.19)

к доказательству которого мы сейчас и перейдем.

Пусть функция 𝑔(𝑧) принадлежит диск-алгебре 𝐴(D), т.е. функция 𝑔(𝑧) аналитична

на единичном диске D и непрерывна на D = (|𝑧| ≤ 1). Сначала мы докажем суще-

ствование нижней границы фрейма (2.19) для 𝑔 ∈ 𝐴(D), а потом обобщим результат

для произвольного 𝑔 ∈ 𝐻2.

Поскольку функция 𝐺(𝑧) = |𝑔(𝑧)|2 непрерывна на компактном множестве D она

равномерно непрерывна: для любого 𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для произ-

вольных 𝑧, 𝜁 ∈ D из условия |𝑧 − 𝜁| < 𝛿 следует |𝐺(𝑧) −𝐺(𝜁)| < 𝜀.

Рассмотрим семейство функций 𝐺𝑟(𝑡) = |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2, 0 < 𝑟 ≤ 1. Для всех 0 < 𝑟 ≤ 1

справедлива оценка |𝑟𝑒𝑖𝑠 − 𝑟𝑒𝑖𝑡| ≤ |𝑠 − 𝑡|. Действительно, делая замену переменных

𝑠− 𝑡 = 2𝑝 получаем

|𝑟𝑒𝑖𝑠 − 𝑟𝑒𝑖𝑡| = 𝑟
⃒⃒
𝑒𝑖𝑡(𝑒𝑖(𝑠−𝑡) − 1)

⃒⃒
= 𝑟

⃒⃒
𝑒𝑖𝑡𝑒𝑖𝑝(𝑒𝑖𝑝 − 𝑒−𝑖𝑝)

⃒⃒
=

= 2
⃒⃒
𝑖𝑒𝑖𝑡𝑒𝑖𝑝 sin 𝑝

⃒⃒
= 2 |sin 𝑝| ≤ 2

|𝑠− 𝑡|
2

= |𝑠− 𝑡|,
(2.20)

при |𝑠− 𝑡| < 2𝜋.

Выбирая 𝑠, 𝑡 ∈ R таким образом, чтобы выполнялось |𝑠− 𝑡| < 𝛿 и используя опреде-

ление равномерной непрерывности получаем для всех 0 < 𝑟 ≤ 1 неравенство

|𝐺𝑟(𝑠) −𝐺𝑟(𝑡)| = |𝐺(𝑟𝑒𝑖𝑠) −𝐺(𝑟𝑒𝑖𝑡)| < 𝜀,

что эквивалентно равностепенной непрерывности семейства функций

𝐺𝑟(𝑡) = |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2, 0 < 𝑟 ≤ 1.

Кроме того, 𝐺𝑟(𝑡) стремится к 𝐺1(𝑡) при 𝑟 → 1 равномерно по 𝑡. В самом деле, вы-

берем 𝑟 так, чтобы 1− 𝑟 < 𝛿. Поскольку для всех 0 < 𝑟 ≤ 1 справедливо неравенство

|𝑟𝑒𝑖𝑡 − 𝑒𝑖𝑡| = 1 − 𝑟 < 𝛿,
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то по определению равномерной непрерывности для всех 𝑡 ∈ R имеем

|𝐺𝑟(𝑡) −𝐺1(𝑡)| = |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡) − 𝑔(𝑒𝑖𝑡)| < 𝜀.

Покажем, что интегральные суммы Римана функций 𝐺𝑟(𝑡) = |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2

𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) =
2𝜋

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝐺𝑟

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
, 0 < 𝑟 ≤ 1, (2.21)

соответствующие разбиениям κ𝑛 =
{︀

2𝜋𝑗
𝑛

}︀𝑛
𝑗=0

отрезка [0, 2𝜋], сходятся к
∫︀ 2𝜋

0
𝐺1(𝑡)𝑑𝑡 =

2𝜋‖𝑔‖22 при независимом стремлении 𝑟 → 1 и 𝑛 → ∞. Доказательство этого факта

будем производить в 2 этапа. Сначала оценим уклонение 𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) от
∫︀ 2𝜋

0
𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡,

далее оценим уклонение
∫︀ 2𝜋

0
𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡 от

∫︀ 2𝜋

0
𝐺1(𝑡)𝑑𝑡.

Во-первых, используя неравенство треугольника, имеем⃒⃒⃒⃒
𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) −

∫︁ 2𝜋

0

𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒2𝜋𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝐺𝑟

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
−

𝑛−1∑︁
𝑗=0

∫︁ 2𝜋(𝑗+1)
𝑛

2𝜋𝑗
𝑛

𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

∫︁ 2𝜋(𝑗+1)
𝑛

2𝜋𝑗
𝑛

𝐺𝑟

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
𝑑𝑡−

𝑛−1∑︁
𝑗=0

∫︁ 2𝜋(𝑗+1)
𝑛

2𝜋𝑗
𝑛

𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

∫︁ 2𝜋(𝑗+1)
𝑛

2𝜋𝑗
𝑛

[︂
𝐺𝑟

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
−𝐺𝑟(𝑡)

]︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤
𝑛−1∑︁
𝑗=0

∫︁ 2𝜋(𝑗+1)
𝑛

2𝜋𝑗
𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐺𝑟

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
−𝐺𝑟(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

≤ 2𝜋𝜔

(︂
{𝐺𝑟}0<𝑟≤1,

2𝜋

𝑛

)︂
.

(2.22)

В неравенстве (2.22) модуль непрерывности 𝜔({𝐺𝑟}0<𝑟≤1, 𝛿) семейства функций 𝐺𝑟(𝑡)

𝜔({𝐺𝑟}0<𝑟≤1, 𝛿) = sup
0<𝑟≤1

sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

|𝐺𝑟(𝑠) −𝐺𝑟(𝑡)|

мажорируется модулем непрерывности функции 𝑔(𝑧)

𝜔(𝑔, 𝛿) = sup
|𝜁−𝑧|<𝛿

|𝑔(𝜁) − 𝑔(𝑧)| (2.23)

поскольку согласно (2.20) справедлива оценка |𝜁 − 𝑧| = |𝑟𝑒𝑖𝑠 − 𝑟𝑒𝑖𝑡| ≤ |𝑠− 𝑡| и следо-

вательно множество |𝑠− 𝑡| < 𝛿 включено во множество |𝜁 − 𝑧| < 𝛿.
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Во-вторых, имеем⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝐺𝑟(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 2𝜋

0

𝐺1(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒⃒
|𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2 − |𝑔(𝑒𝑖𝑡)|2

⃒⃒⃒
𝑑𝑡

=

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒⃒(︀
|𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)| + |𝑔(𝑒𝑖𝑡)|

)︀(︀
|𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)| − |𝑔(𝑒𝑖𝑡)|

)︀⃒⃒⃒
𝑑𝑡

≤
∫︁ 2𝜋

0

2 max
{︀
|𝑔(𝑧)||𝑧 ∈ D

}︀⃒⃒⃒(︀
|𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)| − |𝑔(𝑒𝑖𝑡)|

)︀⃒⃒⃒
𝑑𝑡

= 2‖𝑔‖𝐴(D)

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒⃒
|𝑔(𝑟𝑒𝑖𝑡)| − |𝑔(𝑒𝑖𝑡)|

⃒⃒⃒
𝑑𝑡

≤ 2‖𝑔‖𝐴(D) · 2𝜋𝜔(𝑔, 1 − 𝑟),

(2.24)

где последнее неравенство выполняется поскольку расстояние между точками 𝑟𝑒𝑖𝑡 и

𝑒𝑖𝑡 составляет 1 − 𝑟.

Комбинируя оценки (2.22) и (2.24), при 𝑟 → 1 и 𝑛→ ∞ получаем выражение⃒⃒⃒⃒
𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) −

∫︁ 2𝜋

0

𝐺1(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶1𝜔

(︂
𝑔,

2𝜋

𝑛

)︂
+ 𝐶2𝜔(𝑔, 1 − 𝑟) → 0. (2.25)

Мы показали, что интегральные суммы 𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) сходятся к
∫︀ 2𝜋

0
𝐺1(𝑡)𝑑𝑡 = 2𝜋‖𝑔‖22.

Это означает, что для интегральных сумм Римана 𝑆(𝐺𝑟,κ𝑛) определенных равен-

ством (2.21) справедливо, в частности, предельное соотношение

lim
𝑘→∞

(︃
1

𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑔
(︁
𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘

)︁⃒⃒⃒2)︃ 1
2

= ‖𝑔‖𝐻2 . (2.26)

Поскольку lim𝑘→∞ ≤ sup𝑘 и для всех 𝑘 = 1, 2... справедливо неравенство

1

𝑛𝑘

≤ 1 − 𝑟2𝑘
𝑎

,

то из соотношения (2.26) следует нижнее фреймовое неравенство (2.19) с постоянной

𝐴 =
√
𝑎 > 0 для функций 𝑔 ∈ 𝐴(D).

Пусть теперь функция 𝑔 принадлежит пространству 𝐻2, но необязательно про-

странству 𝐴(D). Возьмем произвольное 𝜀 > 0 и выберем 𝑔𝜀 ∈ 𝐴(D) так, чтобы

‖𝑔 − 𝑔𝜀‖𝐻2 < 𝜀. Тогда в силу (2.17) имеем ‖𝑅(𝑔 − 𝑔𝜀)‖𝑋* < 𝐵𝜀 и поскольку оператор
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анализа 𝑅 линеен имеем оценку

‖𝑅𝑔‖𝐸* = ‖𝑅(𝑔 + 𝑔𝜀 − 𝑔𝜀)‖𝑋*

= ‖𝑅(𝑔𝜀) −𝑅(𝑔 − 𝑔𝜀)‖𝑋*

≥ ‖𝑅(𝑔𝜀)‖𝑋* − ‖𝑅(𝑔 − 𝑔𝜀)‖𝑋*

≥ 𝐴‖𝑔𝜀‖𝐻2 −𝐵𝜀

≥ 𝐴‖𝑔‖𝐻2 − (𝐴+𝐵)𝜀,

(2.27)

где в предпоследнем неравенстве учтены оценки на нижнюю и верхнюю границы

фрейма, а в последнем использовано то, что ‖𝑔‖𝐻2 − ‖𝑔𝜀‖𝐻2 ≤ ‖𝑔 − 𝑔𝜀‖𝐻2 < 𝜀. По-

скольку 𝜀 > 0 произвольно, то получаем (2.19) для всех 𝑔 ∈ 𝐻2.

Следствие 2.3.2. Пусть точки {𝑧𝑛}∞𝑛=1 имеют вид (2.8) и удовлетворяют усло-

вию согласования (2.9). Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻2 существует последова-

тельность коэффициентов {𝜉𝑛}∞𝑛=1 = {𝜉𝑘,𝑗}(𝑘,𝑗)∈𝐼 такая, что справедливо представ-

ление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛(1 − |𝑧𝑛|2)
1
2𝐾𝑧𝑛 ,

∞∑︁
𝑘=1

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜉𝑘,𝑗|2
)︂ 1

2

<∞.

Замечание 2.3.3. Следует отметить, что коэффициенты данного представления

𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝑓), 𝑛 = 1, 2, . . ., нелинейно зависят от 𝑓 ∈ 𝐻2. В частности, для каждой

точки 𝑧 ∈ D имеем

𝐾𝑧 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛(𝑧)(1 − |𝑧𝑛|2)
1
2𝐾𝑧𝑛 ,

откуда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(1 − |𝑧𝑛|2)
1
2𝑓(𝑧𝑛)𝜉𝑛(𝑧)

— формула восстановления в виде ряда, дающая при фиксированном 𝑧 вычислитель-

ные преимущества по сравнению с аппроксимационной формулой восстановления

Тотика (см. замечание 1.6.6).
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Глава 3

Фрейм в пространстве Харди

на полидиске

В главах 1 и 2 мы обсуждали построение систем представления (фреймов) для про-

странства Харди 𝐻2(D). В данной главе мы переходим к более общему вопросу о

построении системы представления для пространства Харди 𝐻2(D𝑑), определенном

на полидиске D𝑑 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) ∈ C𝑑 : |𝑧1| < 1, . . . |𝑧𝑑| < 1}. Мы построим фрейм

пространства 𝐻2(D𝑑), а также покажем, что число обусловленности этого фрейма

имеет степенной рост в зависимости от размерности 𝑑 полидиска D𝑑.

В пункте 3.1 мы обсудим постановку задачи, а также напомним основные определе-

ния для пространства Харди 𝐻2(D𝑑). Далее в пункте 3.2 мы рассмотрим вспомога-

тельный результат о двойственности для систем Бесселя играющий важную роль в

последующем доказательстве. В пунктах 3.3 и 3.4 приводятся доказательства верх-

него и нижнего фреймовых неравенств, а в пункте 3.5 приводятся доказательства

основных результатов данной главы.

3.1 Постановка задачи

Введем обозначения
Z+ ={𝑘 ∈ Z : 𝑘 ≥ 0},

Z𝑛 ={0, 1, . . . , 𝑛− 1}, 𝑛 ∈ N,
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и для произвольного 𝑑 ∈ N:

Z𝑑
+ ={(𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 𝑘𝜈 = Z+, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑑},

Z𝑑
𝑛 ={(𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 𝑘𝜈 = Z𝑛, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑑}, 𝑛 ∈ N,

|𝑘| =𝑘1 + · · · + 𝑘𝑑, ⟨𝑘,𝑚⟩ =
𝑑∑︁

𝜈=1

𝑘𝜈𝑚𝜈 .

В предыдущих главах мы рассматривали пространство Харди 𝐻2 = 𝐻2(D) опре-

деленное на единичном диске D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}. В этой главе мы будем

рассматривать пространство Харди 𝐻2(D𝑑), определенное на 𝑑-мерном полидиске

D𝑑 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) ∈ C𝑑 : |𝑧1| < 1, . . . |𝑧𝑑| < 1}.

Напомним несколько определений аналогичных введенным ранее определениям, но

для случая пространства 𝐻2(D𝑑).

Определение 3.1.1 (Пространство Харди 𝐻2(D𝑑)). Пространство Харди 𝐻2(D𝑑)

состоит из всех аналитических функций 𝑓(𝑧) =
∑︀

𝑘∈Z𝑑
+
𝑐𝑘𝑧

𝑘, 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘11 . . . 𝑧𝑘𝑑𝑑 на

полидиске D𝑑 для которых конечна норма

‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) = sup
0<𝑟<1

(︂
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
[0,2𝜋]𝑑

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡1 , . . . , 𝑟𝑒𝑖𝑡𝑑)

⃒⃒2
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑑

)︂ 1
2

<∞.

Норма функции 𝑓(𝑧) =
∑︀

𝑘∈Z𝑑
+
𝑐𝑘𝑧

𝑘 принадлежащей пространству 𝐻2(D𝑑) также мо-

жет быть записана в виде

‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) =

(︂∑︁
𝑘∈Z𝑑

+

|𝑐𝑘|2
)︂1/2

.

Подобно пространству 𝐻2(D), пространство 𝐻2(D𝑑) является пространством с вос-

производящим ядром.

Определение 3.1.2 (Ядро Сеге в𝐻2(D𝑑)). Воспроизводящее ядро 𝐾𝜆 пространства

𝐻2(D𝑑) называется (𝑑-мерным) ядром Сеге и имеет вид

𝐾𝜆(𝑧) = 𝐾(𝑧, 𝜆) =
𝑑∏︁

𝜈=1

1

1 − 𝜆𝜈𝑧𝜈
, 𝑧, 𝜆 ∈ D𝑑.



75

Нормированное ядро Сеге в пространстве 𝐻2(D𝑑) имеет вид

̂︀𝐾𝜆(𝑧) =
𝐾(𝜆, 𝑧)

‖𝐾(𝜆, 𝑧)‖𝐻2(D𝑑)

=
𝑑∏︁

𝜈=1

(1 − |𝜆𝜈 |2)1/2

1 − 𝜆𝜈𝑧𝜈
.

Пусть последовательность радиусов имеет вид

0 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘 < . . . , lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = 1 (3.1)

и 𝑛𝑘 ∈ N, 𝑘 = 1, 2, . . . . Выберем точки {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D𝑑 вида

𝜆𝑛 = 𝜆𝑗𝑘 =

(︂
𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗1
𝑛𝑘 , . . . , 𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗𝑑
𝑛𝑘

)︂
, 𝑗 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑑) ∈ Z𝑑

𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . . . (3.2)

Под условием согласования для 𝑛𝑘 и 𝑟𝑘 будем понимать выполнение неравенств

0 < 𝑎 ≤ 𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) ≤ 𝑏 <∞ (3.3)

с некоторыми постоянными 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 < ∞. В общем случае, для произвольного

множества 𝑀 ⊂ N × (0, 1) пар (𝑛, 𝑟) условие согласования аналогично (3.3), т.е.

имеет вид 0 < 𝑎 ≤ 𝑛(1 − 𝑟) ≤ 𝑏 <∞ и будет обозначаться по-прежнему (3.3).

Теорема 3.1.3. Пусть {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ D𝑑 - последовательность точек вида (3.2), удо-

влетворяющая условиям согласования (3.3). Тогда последовательность нормиро-

ванных ядер Сеге { ̂︀𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1, дискретизированных в этих точках образует фрейм

пространства Харди 𝐻2(D𝑑) относительно пространства коэффициентов 𝑋, со-

стоящего из всех числовых последовательностей {𝜉𝑛}∞𝑛=1 = {𝜉𝑘𝑗} ⊂ C, для которых

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|𝜉𝑘𝑗|2
⎞⎠1/2

<∞. (3.4)

Оставляя доказательство этой теоремы до пункта 3.5 отметим справедливость непо-

средственного следствия из теоремы 3.1.3:

Следствие 3.1.4. Для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑) существует последователь-

ность {𝜉𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝑋 такая, что справедливо представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛 ̂︀𝐾𝜆𝑛 .
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При переходе к пространству 𝐻2(D𝑑) возникает новый вопрос о росте числа обу-

словленности фрейма (см. Гл. 1 п. 1.7) пространства 𝐻2(D𝑑) с ростом размерности 𝑑

полидиска D𝑑. Ответ на данный вопрос дается в следующем следствии из теоремы

(3.1.3), доказательство которого приводится в пункте 3.5.

Следствие 3.1.5. Пусть Φ𝑑 - фрейм пространства 𝐻2(D𝑑) на основе дискрети-

зированных ядер Сеге. Тогда для числа обусловленности этого фрейма cond(Φ𝑑)

справедливо неравенство

cond(Φ𝑑) ≤
(︂

2𝑏/𝑎

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

.

3.2 Двойственность для систем Бесселя

В дальнейшем доказательстве будет использоваться следующий известный резуль-

тат непосредственно вытекающий из равенства 𝑅 = 𝑆* для операторов анализа и

синтеза.

Предложение 3.2.1. Для системы элементов {𝜙𝑛}∞𝑛=1 банахова пространства 𝐹

с сопряженным пространством 𝐺 следующие условия эквивалентны:

(i) существует постоянная 𝐵 > 0 такая, что для всех 𝑥 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ∈ ℓ2⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

≤ 𝐵‖𝑥‖ℓ2 ; (3.5)

(ii) существует постоянная 𝐵 > 0 такая, что для всех 𝑔 ∈ 𝐺

‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖ℓ2 ≤ 𝐵‖𝑔‖𝐺. (3.6)

Доказательство. С одной стороны, используя неравенство (3.5) и неравенство Коши-
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Шварца получаем

‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖ℓ2 = sup
‖{𝑐𝑛}∞𝑛=1‖ℓ2≤1

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

= sup
‖{𝑐𝑛}∞𝑛=1‖ℓ2≤1

⃒⃒⃒⃒
⃒
⟨

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝜙𝑛, 𝑔

⟩⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ sup
‖{𝑐𝑛}∞𝑛=1‖ℓ2≤1

𝐵‖{𝑐𝑛}∞𝑛=1‖ℓ2‖𝑔‖𝐺

≤𝐵‖𝑔‖𝐺.

С другой стороны, для произвольного 𝜙 ∈ 𝐹 в силу следствия из теоремы Хана-

Банаха (см. например [66]), справедливо:

‖𝜙‖𝐹 = sup
‖𝑦‖𝐺≤1

|⟨𝜙, 𝑔⟩|, 𝑔 ∈ 𝐺.

Поэтому используя неравенство Коши-Шварца и неравенство (3.6) можем записать

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐹

= sup
‖𝑔‖𝐺≤1

⃒⃒⃒⃒
⃒
⟨

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝜙𝑛, 𝑔

⟩⃒⃒⃒⃒
⃒

= sup
‖𝑔‖𝐺≤1

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩

≤ sup
‖𝑔‖𝐺≤1

‖{𝑥𝑛}∞𝑛=1‖𝑙2‖{⟨𝜙𝑛, 𝑔⟩}∞𝑛=1‖𝑙2

≤ sup
‖𝑔‖𝐺≤1

𝐵‖{𝑥𝑛}∞𝑛=1‖𝑙2‖𝑔‖𝐺

≤𝐵‖{𝑥𝑛}∞𝑛=1‖𝑙2 .

Отметим, что неравенство (3.5) можно рассматривать как ограниченность оператора

синтеза, а неравенство (3.6) как ограниченность оператора анализа (см. Гл. 1, п. 1.7).

3.3 Верхнее фреймовое неравенство

Сначала получим верхнее фреймовое неравенство.
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Лемма 3.3.1. Пусть нормированные ядра Сеге ̂︀𝐾𝜆𝑗
𝑛

дискретизированы в точках

𝜆𝑗𝑛 = 𝑟𝜔𝑗
𝑛, 𝜔𝑗

𝑛 = (𝑒2𝜋𝑖𝑗1/𝑛, . . . , 𝑒2𝜋𝑖𝑗𝑑/𝑛), 𝑗 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑑) ∈ Z𝑑
𝑛.

Тогда для всех 𝑛 ∈ N и 0 < 𝑟 < 1 выполняется неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐻2(D𝑑)

≤
(︂
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

·

⎛⎝∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

|𝜉𝑘|2
⎞⎠1/2

. (3.7)

Доказательство. По определению ядра Сеге

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛
(𝑧) =

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗(1 − 𝑟2)𝑑/2∏︀𝑑
𝜈=1

(︁
1 − 𝑟𝑒−

2𝜋𝑖𝑗𝜈
𝑛 𝑧𝜈

)︁
= (1 − 𝑟2)𝑑/2

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗
∑︁
𝑚∈Z𝑑

+

𝑟|𝑚|𝑒−
2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑚⟩

𝑛 𝑧𝑚

= (1 − 𝑟2)𝑑/2
∑︁
𝑚∈Z𝑑

+

𝑟|𝑚|
∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑚⟩

𝑛 𝑧𝑚,

(3.8)

где |𝑚| = 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑑, 𝑧𝑚 = 𝑧𝑚1
1 . . . 𝑧𝑘𝑑𝑑 и 𝜉𝑗 = 𝜉𝑗1...𝑗𝑑 . В выражении (3.8) абсолютная

сходимость ряда по индексам 𝑚 ∈ Z𝑑
+ обеспечивает возможность замены порядка

суммирования.

Переходя в равенстве (3.8) к нормам функций⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

= (1 − 𝑟2)𝑑
∑︁
𝑚∈Z𝑑

+

𝑟2|𝑚|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑚⟩

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

(3.9)

и делая в (3.9) замену переменных

𝑚𝜈 ↦→ 𝑙𝜈𝑛+ 𝑘𝜈 , 𝑙𝜈 = 0, 1, . . . , 𝑘𝜈 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑑,

а также учитывая периодичность экспонент и используя 𝑑-мерное дискретное пре-

образование Фурье ̂︀𝜉𝑘 =
1

𝑛𝑑/2
·
∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑘⟩

𝑛 , 𝑘 ∈ Z𝑑
𝑛,
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получаем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝐻2(D𝑑)

=(1 − 𝑟2)𝑑
∑︁
𝑙∈Z𝑑

+

∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑟2|𝑙|𝑛𝑟2|𝑘| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑙𝑛+𝑘⟩

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=(1 − 𝑟2)𝑑
∑︁
𝑙∈Z𝑑

+

𝑟2|𝑙|𝑛
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑟2|𝑘| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑘⟩

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=(1 − 𝑟2)𝑑
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑟2|𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗𝑒
− 2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑘⟩

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

·
∑︁
𝑙∈Z𝑑

+

𝑟2|𝑙|𝑛

=

(︂
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑

·
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑟2|𝑘|
⃒⃒⃒̂︀𝜉𝑘 ⃒⃒⃒2 .

Очевидно, что 𝑟2𝑘𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . 𝑑, поэтому на основании унитарности преобразо-

вания Фурье получаем выражение⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐻2(D𝑑)

≤
(︂
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

·

⎛⎝∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

|𝜉𝑘|2
⎞⎠1/2

.

Следствие 3.3.2. В обозначениях леммы 3.3.1 и при выполнении условий согласо-

вания (3.3) для всех 𝑛 ∈ N и 0 < 𝑟 < 1 выполняется неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

𝜉𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐻2(D𝑑)

≤ 𝐵

⎛⎝∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

|𝜉𝑘|2
⎞⎠1/2

, (3.10)

с постоянной

𝐵 =

(︂
2𝑏

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

.

Доказательство. Используя условие согласования и второй замечательный предел,

находим

𝑟2𝑛 ≤
(︁

1 − 𝑎

𝑛

)︁2𝑛
↗ 𝑒−2𝑎 < 1, (3.11)

откуда получаем оценку(︂
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

=

(︂
𝑛(1 − 𝑟)(1 + 𝑟)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

<

(︂
2𝑛(1 − 𝑟)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

≤
(︂

2𝑏

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

= 𝐵.
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Следствие 3.3.3. В обозначениях леммы 3.3.1 и при выполнении условий согласо-

вания (3.3) для всех 𝑔 ∈ 𝐻2(D𝑑) справедливо неравенство⃦⃦⃦
{⟨ ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗

𝑛
, 𝑔⟩}𝑗∈Z𝑑

𝑛

⃦⃦⃦
ℓ2
≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2(D𝑑), (3.12)

с постоянной

𝐵 =

(︂
2𝑏

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

.

Доказательство. Используя предложение 3.2.1, из следствия 3.3.2 получаем (3.12).

3.4 Нижнее фреймовое неравенство

Разобьем доказательство нижнего фреймового неравенства на серию лемм.

Рассмотрим семейство полунорм

‖𝑓‖𝑛 =

⎛⎝ 1

𝑛𝑑

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

|𝑓(𝜔𝑗
𝑛)|2
⎞⎠1/2

, 𝑛 = 1, 2, . . . , (3.13)

определенных для функции 𝑓(𝑧), имеющей граничные значения на торе

T𝑑 = {𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) ∈ C𝑑 : |𝑧1| = 1, . . . , |𝑧𝑑| = 1}.

Лемма 3.4.1. Для каждого полинома вида

𝑃 (𝑧) =
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘1,...,𝑘𝑑 ∈ C, 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘11 . . . 𝑧𝑘𝑑𝑑

справедливо равенство

‖𝑃‖𝑛 = ‖𝑃‖𝐻2(D𝑑).

Доказательство. Применяя обратное дискретное преобразование Фурье

𝑐𝑗 =
1

𝑛𝑑/2
·
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖⟨𝑗,𝑘⟩

𝑛 =
1

𝑛𝑑/2
·
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑛

𝑐𝑘𝜔
⟨𝑗,𝑘⟩
𝑛 =

1

𝑛𝑑/2
· 𝑃 (𝜔𝑗

𝑛).
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Далее, используя унитарность дискретного преобразования Фурье получаем

‖𝑃‖𝑛 =

⎛⎝ 1

𝑛𝑑

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

|𝑛𝑑/2 · 𝑐𝑗|2
⎞⎠1/2

=

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

|𝑐𝑗|2
⎞⎠1/2

= ‖𝑃‖𝐻2(D𝑑).

Определение 3.4.2 (Оператор растяжения). Для всех 0 < 𝑟 < 1 и 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑)

определим оператор растяжения 𝜎𝑟 следующим образом

𝜎𝑟𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑧), 𝑟𝑧 = (𝑟𝑧1, . . . , 𝑟𝑧𝑑).

Лемма 3.4.3. Для всех 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑) и всех 𝑛 = 1, 2, . . . выполняется следующее

неравенство

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛 ≤
‖𝑓‖𝐻2(D𝑑)

(1 − 𝑟2𝑛)𝑑/2
.

Доказательство. Используя неравенство (3.7) и предложение 3.2.1, получаем

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛 =

⎛⎝ 1

𝑛𝑑

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

⃒⃒
𝑓(𝑟𝜔𝑗

𝑛)
⃒⃒2⎞⎠1/2

=

⎛⎝ 1

𝑛𝑑

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⟨𝑓, ̂︀𝐾𝑟𝜔𝑗

𝑛
⟩

(1 − 𝑟2)𝑑/2

⃒⃒⃒⃒
⃒
2
⎞⎠1/2

≤
(︂

1

𝑛(1 − 𝑟2)

)︂𝑑/2

·
(︂
𝑛(1 − 𝑟2)

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

· ‖𝑓‖𝐻2(D𝑑)

=

(︂
1

1 − 𝑟2𝑛

)︂𝑑/2

· ‖𝑓‖𝐻2(D𝑑).

Следствие 3.4.4. При выполнении условий согласования (3.3) семейство операто-

ров растяжения 𝜎𝑟, 0 < 𝑟 < 1 является равномерно ограниченным относительно

последовательности полунорм ‖ · ‖𝑛, т.е. справедливо неравенство

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐻2(D𝑑), 𝑛 ∈ N, 0 < 𝑟 < 1,

с постоянной

𝐶 =

(︂
1

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

.
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Доказательство. Достаточно учесть оценку 𝑟2𝑛 ≤ 𝑒−2𝑎 из соотношения (3.11).

Лемма 3.4.5. Пусть 𝑀 множество всех пар (𝑛, 𝑟), 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ (0, 1) для которых

выполняются условия согласования (3.3). Тогда для всех 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑) справедлива

оценка

‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) ≤ sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛. (3.14)

Доказательство. Сначала проверим неравенство для полиномов вида

𝑃 (𝑧) =
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑁

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘1...𝑘𝑑 ∈ C.

Используя лемму 3.4.1 имеем

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑃‖𝑛 ≥ sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀,𝑛>𝑁

‖𝜎𝑟𝑃‖𝑛

= sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀,𝑛>𝑁

‖𝜎𝑟𝑃‖𝐻2(D𝑑)

= sup
0<𝑟<1

‖𝜎𝑟𝑃‖𝐻2(D𝑑)

=‖𝑃‖𝐻2(D𝑑).

(3.15)

В последнем равенстве мы использовали то, что 𝜎𝑟𝑓 стремится к 𝑓 при 𝑟 → 1 для

всех 𝑓 ∈ 𝐻2 и ‖𝜎𝑟𝑓‖𝐻2(D) монотонно возрастает с ростом 𝑟.

Теперь проверим неравенство (3.14) для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻2(D𝑑), для

которой выберем полином 𝑃 таким образом, что ‖𝑓 −𝑃‖𝐻2(D𝑑) < 𝜀. Используя нера-

венство треугольника имеем

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛 ≥ sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑃‖𝑛 − sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟(𝑓 − 𝑃 )‖𝑛.

Используя уже полученную оценку для полиномов (3.15) и следствие 3.4.4 о равно-

мерной ограниченности операторов растяжения 𝜎𝑟

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑃‖𝑛 − sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟(𝑓 − 𝑃 )‖𝑛 ≥‖𝑃‖𝐻2(D𝑑) −
‖𝑓 − 𝑃‖𝐻2(D𝑑)

(1 − 𝑒−2𝑎)𝑑/2

≥‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) − ‖𝑓 − 𝑃‖𝐻2 −
‖𝑓 − 𝑃‖𝐻2(D𝑑)

(1 − 𝑒−2𝑎)𝑑/2

≥‖𝑓‖𝐻2(D𝑑) − 𝜀− 𝜀

(1 − 𝑒−2𝑎)𝑑/2
.
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Ввиду произвольного 𝜀 > 0 окончательно находим

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀

‖𝜎𝑟𝑓‖𝑛 ≥ ‖𝑓‖𝐻2 .

Замечание 3.4.6. Лемма 3.4.5 остается в силе при замене множества 𝑀 всех

согласованных пар (𝑛, 𝑟) на его подмножество 𝑀 ′ ⊂𝑀 , удовлетворяющее условию

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀 ′

𝑟 = 1.

Последнее условие означает, что вторая компонента пары (𝑛, 𝑟) ∈ 𝑀 ′ принимает

значения сколь угодно близкие к 1, что эквивалентно следующем условию

sup
(𝑛,𝑟)∈𝑀 ′

𝑛 = ∞.

В самом деле, такое условие на 𝑀 ′ обеспечивает справедливость аналога оценки

(3.15) при замене 𝑀 на 𝑀 ′ (надо лишь учесть монотонность роста ‖𝜎𝑟𝑓‖𝐻2(D𝑑) с

ростом 𝑟).

3.5 Доказательство основных результатов главы

Чтобы показать существование фрейма, описанного в условии теоремы 3.1.3, до-

статочно доказать справедливость фреймовых неравенств для всех 𝑔 ∈ 𝐻2(D𝑑). В

качестве пространства коэффициентов 𝑋 выберем пространство последовательно-

стей, для которых выполняется (3.4). Очевидно, что дуальное пространство 𝑌 = 𝑋*

будет снабжено нормой

sup
𝑘=1,2,...

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|𝜉𝑘𝑗|2
⎞⎠1/2

,

и поэтому фреймовые неравенства могут быть записаны в эквивалентном виде

𝐴‖𝑔‖𝐻2(D𝑑) ≤ sup
𝑘=1,2,...

⃦⃦⃦⃦{︁
⟨ ̂︀𝐾𝜆𝑘𝑗

, 𝑔⟩
}︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

⃦⃦⃦⃦
ℓ2

≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2(D𝑑), 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 <∞. (3.16)
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Выберем последовательность пар вида (3.1) которые удовлетворяют условиям со-

гласования (3.3). Далее дискретизируем ядра Сеге в точках

𝜆𝑛 = 𝜆𝑗𝑘 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 =

(︂
𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗1
𝑛𝑘 , . . . , 𝑟𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑗𝑑
𝑛𝑘

)︂
=

(︂
𝑟𝑘𝜔

𝑗1
𝑛𝑘
, . . . , 𝑟𝑘𝜔

𝑗𝑑
𝑛𝑘

)︂
.

При таком выборе точек дискретизации верхнее неравенство в формуле (3.16) оче-

видно следует из неравенства (3.10) и следствия 3.3.3.

Для доказательства нижнего неравенства из (3.16) воспользуемся определением се-

мейства полунорм (3.13) и оценкой (3.14)

sup
𝑘=1,2,...

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|⟨𝑓, ̂︀𝐾𝑟𝑘𝜔
𝑗
𝑛𝑘
⟩|2
⎞⎠1/2

= sup
𝑘=1,2,...

(1 − 𝑟2𝑘)𝑑/2

⎛⎝∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|⟨𝑓,𝐾𝑟𝑘𝜔
𝑗
𝑛𝑘
⟩|2
⎞⎠1/2

= sup
𝑘=1,2,...

𝑛
𝑑/2
𝑘 (1 − 𝑟2𝑘)𝑑/2

⎛⎝ 1

𝑛𝑑
𝑘

∑︁
𝑗∈Z𝑑

𝑛𝑘

|𝑓(𝑟𝑘𝜔
𝑗
𝑛𝑘

)|2
⎞⎠1/2

= sup
𝑘=1,2,...

𝑛
𝑑/2
𝑘 (1 − 𝑟𝑘)𝑑/2(1 + 𝑟𝑘)𝑑/2‖𝜎𝑟𝑘𝑓‖𝑛𝑘

≥𝑎𝑑/2‖𝑓‖𝐻2(D𝑑).

Окончательно получаем

𝐴‖𝑔‖𝐻2(D𝑑) ≤ sup
𝑘=1,2,...

⃦⃦⃦⃦{︁
⟨ ̂︀𝐾𝑟𝑘𝜔

𝑗
𝑛𝑘
, 𝑔⟩
}︁

𝑗∈Z𝑑
𝑛𝑘

⃦⃦⃦⃦
ℓ2

≤ 𝐵‖𝑔‖𝐻2(D𝑑),

с постоянными

𝐴 = 𝑎𝑑/2, 𝐵 =

(︂
2𝑏

1 − 𝑒−2𝑎

)︂𝑑/2

. (3.17)

Теорема 3.1.3 доказана. Следствие 3.1.4 непосредственно вытекает из теоремы пред-

ставления 1.7.3.

Доказательство следствия 3.1.5 следует из полученных в теореме 3.1.3 верхней и

нижней границ фрейма (3.17).

Замечание 3.5.1. Можно показать, что в одномерном случае жесткий фрейм

относительно указанного в теореме 3.1.3 пространства последовательностей по-

строить нельзя и поэтому число обусловленности фрейма Φ пространства 𝐻2(D)

удовлетворяет неравенству

cond(Φ) > 1. (3.18)
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С одной стороны, неравенство (3.18) гарантирует как минимум степенной рост

числа обусловленности построенного выше фрейма Φ𝑑 пространства 𝐻2(D𝑑) с ро-

стом размерности 𝑑 полидиска D𝑑. С другой стороны, из следствия 3.1.5 следует,

что рост числа обусловленности cond(Φ𝑑) с ростом размерности 𝑑 полидиска D𝑑

остается не выше степенного.
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Глава 4

Порядкосохраняющий слабый

жадный алгоритм

В главе 1 нами была построена система представления в пространстве Харди 𝐻2 на

основе дискретизированных ядер Сеге. В данной главе мы переходим к эффектив-

ному алгоритму получения подобного представления и опираемся на работу Силь-

ниченко [8], в которой было введено понятие порядкосохраняющего слабого жадного

алгоритма. В отличие от слабых жадных алгоритмов, порядкосохраняющий слабый

жадный алгоритм гарантирует сходимость представляющего ряда в естественной

упорядоченности исходной системы.

Мы даем ответ на следующий вопрос: при каких условиях на последовательность

точек единичного диска специального вида имеет место сходимость порядкосохра-

няющего слабого жадного алгоритма для соответствующих подпространств, порож-

денных дискретизированным ядром Сеге в пространстве Харди 𝐻2. Применяемый

нами метода требует уточнения одного результата Тотика о приближении функций

из пространства Харди 𝐻2 посредством ядер Сеге для точек дискретизации специ-

ального вида.

В пункте 4.1 мы приводим краткие сведения о слабых жадных алгоритмах и их

использовании для приближения функций элементами заданной системы представ-

ления. Далее в пункте 4.2 мы приводим результаты Сильниченко [8] относитель-

но порядкосохраняющих слабых жадных алгоритмов. Доказательство основного ре-
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зультата приведено в пункте 4.3.

4.1 Предварительные сведения о слабых

жадных алгоритмах

Жадные алгоритмы являются популярным способом нахождения представления при

котором на каждом шаге находится субоптимальное решение. Жадные алгоритмы

реализуют нелинейную аппроксимацию функций из заданного пространства при ко-

торой аппроксимирующие элементы выбираются из заранее фиксированного мно-

жества (словаря) и зависят от аппроксимируемой функции.

Разработано большое количество типов жадных алгоритмов: чистый жадный алго-

ритм, ортогональный жадный алгоритм, слабый жадный алгоритм, жадный алго-

ритм с релаксацией и т.д. Обзор теории жадных алгоритмов приведен в монографии

В.Н.Темлякова [73]. Мы будет рассматривать один из типов жадных алгоритмов -

порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм. Этот тип жадных алгоритмов со-

храняет порядок элементов в представляющем ряде, сходимость такого жадного ал-

горитма была рассмотрена А.В.Сильниченко [8].

Сначала напомним определение слабого жадного алгоритма для дискретизирован-

ных нормированных воспроизводящих ядер.

Определение 4.1.1 (Слабый жадный алгоритм). Пусть 𝐻 - гильбертово про-

странство с воспроизводящим ядром и словарь элементов состоит из нормали-

зованных воспроизводящих ядер ̂︀𝐾𝑧 = 𝐾𝑧/‖𝐾𝑧‖ для некоторого подмножества 𝑧 ∈

Λ ⊂ Ω основного множества Ω. Пусть 𝑓0 = 𝑓 и для каждого 𝑛 ≥ 0 если 𝑓𝑛 ̸= 0

найдем 𝑧𝑛 ∈ Λ такое, что

|𝑓𝑛(𝑧𝑛)|
‖𝐾𝑧𝑛‖

≥ 𝛾 sup
𝑧∈Λ

𝑓𝑛(𝑧)

‖𝐾𝑧‖
, 0 < 𝛾 < 1. (??)

Далее примем

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑧𝑛)𝐾𝑧𝑛/‖𝐾𝑧𝑛‖2 + 𝑓𝑛+1 = ℎ𝑛 + 𝑓𝑛+1



88

и продолжим эту итеративную процедуру. Данная итеративная процедура назы-

вается жадным алгоритмом.

Отметим, что в обозначениях из определения жадного алгоритма остаток 𝑓𝑛+1 ор-

тогонален 𝐾𝑧𝑛 , а именно

𝑓𝑛+1(𝑧𝑛) = ⟨𝑓𝑛+1, 𝐾𝑧𝑛⟩ = ⟨𝑓𝑛, 𝐾𝑧𝑛⟩ − 𝑓𝑛(𝑧𝑛)⟨𝐾𝑧𝑛 , 𝐾𝑧𝑛⟩/‖𝐾𝑧𝑛‖2 = 0

Известно, что для слабого жадного алгоритма справедлив следующий общий ре-

зультат Джонса [54] и Маллата и Джанга [60] (см. также [63], глава 5, параграф

2).

Теорема 4.1.2. Ряд
∑︀∞

𝑛=0 ℎ𝑛 сходится к ортогональной проекции 𝑓 на замыкание

линейной оболочки span{ ̂︀𝐾𝑧}𝑧∈Λ. Поэтому если линейная оболочка функций состав-

ляющих словарь плотна в пространстве 𝐻, то ‖𝑓𝑛+1‖ → 0 и

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛.

Согласно этой теореме, слабый жадный алгоритм по каждой полной системе функ-

ций всегда сходится. Однако, в общем случае слабый жадный алгоритм не дает ряда

по естественно упорядоченной системе, ряд не является безусловно сходящимся. По-

лученная ранее система представления (фрейм) на основе дискретизированных ядер

Сеге сходится безусловно в пространстве 𝐻2, поэтому возникает вопрос об алгорит-

ме, который бы сохранил порядок элементов в естественной нумерации.

Выходом из сложившейся ситуации является порядкосохраняющий слабый жадный

алгоритм предложенный А.В.Сильниченко в работе [8].

4.2 Порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм

В работе А.В.Сильниченко [8] рассматривались порядкосохраняющие слабые жад-

ные алгоритмы в квазинормированных пространствах. Напомним, что квазинорми-
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рованное пространство 𝑋 - это такое векторное пространство с квазинормой, в ко-

тором для каждых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполняется неравенство

‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖),

где 𝐶 > 0 - некоторая постоянная.

Определение 4.2.1 (Пространство с равномерно непрерывной квазинормой). Век-

торное пространство 𝑋 называется пространством с равномерно непрерывной

квазинормой если для любых 𝜀 > 0, 𝑅 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для

произвольных 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑋 c нормами ‖𝑥‖ < 𝑅, ‖𝑦‖ < 𝛿 выполняется неравен-

ство

‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + 𝜀.

Далее, приведем определение порядкосохраняющего слабого жадного алгоритма,

введенное Сильниченко.

Определение 4.2.2 (Порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм [8]). Пусть

{𝐿𝑘} - последовательность линейных подпространств 𝑋 и {𝛼𝑘} - последователь-

ность неотрицательных чисел. Порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм

для произвольного вектора 𝑓 ∈ 𝑋 определяется следующей итеративной проце-

дурой. Пусть исходная аппроксимация равна нулю 𝑠0(𝑓) = 0, остаток 𝑟0(𝑓) = 𝑓

и оптимальный аппроксимирующий элемент 𝑘0(𝑓) = 0. Если 𝑠𝑛(𝑓), 𝑟𝑛(𝑓) и 𝑘𝑛(𝑓)

определены, то мы можем выбрать 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+1(𝑓) > 𝑘𝑛(𝑓) и 𝜙𝑘𝑛+1 ∈ 𝐿𝑘𝑛+1 такие,

что выполняется соотношение

‖𝑟𝑛(𝑓) − 𝜙𝑘𝑛+1‖ ≤ inf
𝜙∈𝐿𝑘,𝑘>𝑘𝑛

‖𝑟𝑛(𝑓) − 𝜙‖ + 𝛼𝑛,

где 𝛼𝑛 может быть неформально названо релаксацией. Далее положим 𝑠𝑛+1(𝑓) =

𝑠𝑛(𝑓) + 𝜙𝑘𝑛+1 и 𝑟𝑛+1(𝑓) = 𝑓 − 𝑠𝑛+1(𝑓).

В отличие от обычных жадных алгоритмов, порядкосохраняющий алгоритм сохра-

няет заданный порядок элементов системы.

Если для всех 𝑓 ∈ 𝑋 слагаемое 𝑟𝑛(𝑓) сходится к нулю при 𝑛→ ∞ или эквивалентно

мы имеем представление 𝑓 =
∑︀∞

𝑛=1 𝜙𝑘𝑛 то говорят что алгоритм сходится (т.е. 𝑠𝑛 =
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𝜈=1 𝜙𝑘𝜈 ). Наш основной результат основан на следующей теореме А.В.Сильниченко

о сходимости порядкосохраняющих слабых жадных алгоритмов.

Теорема 4.2.3 (Сходимость порядкосохраняющих слабых жадных алгоритмов [8]).

Предположим, что 𝑋 - пространство с равномерно непрерывной квазинормой. По-

рядкосохраняющий слабый жадный алгоритм по системе {𝐿𝑘} сходится для любой

последовательности {𝛼𝑘}∞𝑘=0, 𝛼𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞ тогда и только тогда, когда су-

ществует 𝜎 < 1 такое, что для любых 𝑓 ∈ 𝑋 и 𝑁 существуют 𝑛 > 𝑁 и 𝜙 ∈ 𝐿𝑛

такие, что

‖𝑓 − 𝜙‖ ≤ 𝜎‖𝑓‖ (4.1)

Результаты Сильниченко справедливы для произвольных квази-банаховых пространств,

но в нашей работе мы рассматриваем только гильбертово пространство Харди 𝐻2.

В качестве подпространств 𝐿𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . мы выберем пространства порожденные

ядрами Сеге 𝐾𝜁𝑘,𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘 − 1, которые дискретизированы в точках 𝜁𝑘,𝑗 ∈ D:

𝐿𝑘 :=
[︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
= span

{︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

}︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
, 𝑘 = 1, 2, . . . .

4.3 Доказательство основного результата

Выберем точки дискретизации ядер Сеге также как и прежде

𝜁𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛𝑘 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1, (4.2)

где мы предполагаем, что

𝑟𝑘 ↗ 1, 𝑛𝑘 ↗ ∞ при 𝑘 → ∞. (4.3)

Основной результат главы 4 может быть сформулирован в виде следующей теоремы.

Теорема 4.3.1. Пусть последовательность подпространств {𝐿𝑘}∞𝑘=1 порождена

ядрами Сеге дискретизированными в точках удовлетворяющих (4.2) и (4.3). Тогда
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порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм сходится в пространстве 𝐻2 тогда

и только тогда, когда 𝑟𝑘 и 𝑛𝑘 удовлетворяют предельному соотношению

lim sup
𝑘→∞

𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) > 0. (4.4)

Неформально говоря, в теореме 4.3.1 каждое из подпространств 𝐿𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . .

порождено ядрами Сеге дискретизированными в корнях из единицы 𝑛𝑘-ой степени

расположенных на окружности радиуса 𝑟𝑘.

Напомним несколько важных определений которые потребуются нам при доказа-

тельстве теоремы 4.3.1.

Определение 4.3.2 (Условие Бляшке [34]). Последовательность точек {𝑧𝑛}∞𝑛=0 ⊂

D удовлетворяет условию Бляшке если соблюдается неравенство
∞∑︁
𝑛=0

(1 − |𝑧𝑛|) <∞. (4.5)

Определение 4.3.3 (Произведение Бляшке [34]). Произведение Бляшке 𝐵(𝑧) ∈ 𝐻2

- это функция имеющая следующий вид

𝐵(𝑧) =
∏︁
𝑛≥1

|𝑧𝑛|
𝑧𝑛

𝑧𝑛 − 𝑧

1 − 𝑧𝑛𝑧
, (4.6)

где 𝑧𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . - точки удовлетворяющие условию Бляшке (4.5).

В этой главе мы используем только конечные произведения Бляшке. Из определения

произведения Бляшке очевидно, что оно имеет нули в точках 𝑧𝑛.

Определение 4.3.4 (Расстояние). В качестве расстояния между функцией 𝑓 ∈ 𝐻2

и линейным подпространством 𝐿𝑘 ⊂ 𝐻2 определенным как (замкнутая) линейная

оболочка
[︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
из дискретизированных ядер Сеге

{︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

}︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
мы принимаем

dist(𝑓, 𝐿𝑘) = dist
(︁
𝑓,
[︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0

)︁
= min

𝑎0,...𝑎𝑛𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝐾𝜁𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Сначала докажем вспомогательную лемму, необходимую для получения основного

результата в теореме 4.3.1.
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Лемма 4.3.5. Пусть 0 < 𝑟 < 1. Расстояние от произвольного полинома 𝑝𝑛 =∑︀𝑛−1
𝑗=0 𝑎𝑗𝑧

𝑗 степени < 𝑛 до линейного пространства порожденного системой из ядер

Сеге {𝐾𝑗}𝑛−1
𝑗=0 дискретизированных в точках

𝑧𝑗 = 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, (4.7)

удовлетворяет следующему неравенству

dist
(︁
𝑝𝑛, [𝐾𝑗]

𝑛−1
𝑗=0

)︁
≤ 𝑟𝑛‖𝑝𝑛‖𝐻2 . (4.8)

Доказательство. По следствию из теоремы Хана-Банаха, в произвольном банахо-

вом пространстве 𝐵 расстояние от функции 𝑓 ∈ 𝐵 до подпространства 𝐿 ⊂ 𝐵 может

быть записано в виде

dist (𝑓, 𝐿) = sup
‖𝑔‖=1, 𝑔∈𝐿⊥

|⟨𝑓, 𝑔⟩|. (4.9)

Пусть 𝒦𝑟,𝑛 - это 𝑛-мерное пространство порожденное ядрами Сеге 𝐾𝑗 дискретизи-

рованными в точках 𝑧𝑗 = 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, 1, . . . 𝑛 − 1. Тогда ортогональное дополнение

пространства 𝒦𝑟,𝑛 имеет вид (см. например [63])

𝒦⊥
𝑟,𝑛 =

{︁
𝑓 ∈ 𝐻2 : 𝑓

(︁
𝑟𝑒

2𝜋𝑖𝑗
𝑛

)︁
= 0, 𝑗 = 0, . . . 𝑛− 1

}︁
, (4.10)

поскольку 𝑓(𝑧) = 0 тогда и только тогда, когда выполняется

⟨𝑓,𝐾𝑗⟩ = 0, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Если аналитическая функция 𝑓 ∈ 𝐻2 имеет нулевые значения в точках 𝑧1, 𝑧2, . . . ко-

торые удовлетворяют условию Бляшке (4.5), то ее можно представить в видн 𝑓 = 𝐵ℎ,

где 𝐵 - это соответствующее произведение Бляшке и ℎ - функция из 𝐻2. Обратное

также верно.

Следовательно мы можем переписать выражение (4.10) как

𝒦⊥
𝑟,𝑛 = 𝐵𝐻2 = {𝐵ℎ : ℎ ∈ 𝐻2},

где 𝐵 = 𝐵𝑟,𝑛 - произведение Бляшке с нулями в точках 𝑧𝑗 = 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 0, 1, . . . 𝑛− 1.
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Используя (4.9) мы можем найти расстояние между полиномом 𝑝𝑛 и 𝑛-мерным про-

странством 𝒦𝑟,𝑛 порожденным ядрами Сеге 𝐾𝑟,𝑛 следующим образом

dist(𝑝𝑛,𝒦𝑟,𝑛) = sup
‖𝑔‖=1, 𝑔∈𝒦⊥

𝑟,𝑛

|⟨𝑝𝑛, 𝑔⟩| = sup
‖ℎ‖=1

|⟨𝑝𝑛, 𝐵𝑟,𝑛ℎ⟩|. (4.11)

Учитывая, что точки дискретизации расположены на окружности радиуса 𝑟 и имеют

специальный вид (4.7), запишем определение произведения Бляшке (4.6) для нашего

конкретного случая в виде

𝐵𝑟,𝑛(𝑧) =
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑟

𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛

· 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 − 𝑧

1 − 𝑧𝑟𝑒−
2𝜋𝑖𝑗
𝑛

=
𝑛−1∏︁
𝑗=0

1

𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛

· 𝑧 − 𝑟𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛

𝑧𝑟𝑒−
2𝜋𝑖𝑗
𝑛 − 1

=
𝑧𝑛 − 𝑟𝑛

𝑟𝑛
∏︀𝑛−1

𝑗=0 𝑧 −
𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑛

𝑟

=
𝑧𝑛 − 𝑟𝑛

𝑟𝑛(𝑧𝑛 − 1
𝑟𝑛

)
=

𝑟𝑛 − 𝑧𝑛

1 − 𝑟𝑛𝑧𝑛
,

(4.12)

где в числителе находятся корни из единицы 𝑛-ой степени расположенные на окруж-

ности радиуса 𝑟, а в знаменателе находятся корни из единицы 𝑛-ой степени распо-

ложенные на окружности радиуса 1/𝑟.

Отметим, что мы можем представить произведение Бляшке (4.12) в виде ряда с

лакунарной структурой

𝐵𝑟,𝑛(𝑧) =
𝑟𝑛 − 𝑧𝑛

1 − 𝑟𝑛𝑧𝑛
= (𝑟𝑛 − 𝑧𝑛)

∞∑︁
𝑗=0

𝑟𝑛𝑗𝑧𝑛𝑗

= 𝑟𝑛 + 𝑟𝑛
∞∑︁
𝑗=1

𝑟𝑛𝑗𝑧𝑛𝑗 − 𝑟𝑛

𝑟𝑛

∞∑︁
𝑗=0

𝑟𝑛𝑗𝑧𝑛(𝑗+1)

= 𝑟𝑛 + 𝑟𝑛
∞∑︁
𝑗=1

𝑟𝑛𝑗𝑧𝑛𝑗 − 1

𝑟𝑛

∞∑︁
𝑗=1

𝑟𝑛𝑗𝑧𝑛𝑗

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝑧
𝑛𝑗,

(4.13)

где коэффициенты ряда имеют вид 𝑏0 = 𝑟𝑛 и 𝑏𝑗 =
(︀
𝑟𝑛 − 1

𝑟𝑛

)︀
𝑟𝑛𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . .

Рассмотрим функцию ℎ(𝑧) ∈ 𝐻2 следующего вида:

ℎ(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗, ‖ℎ‖ = 1.

Принимая во внимание (4.13), мы можем записать произведение 𝐵𝑟,𝑛(𝑧)ℎ(𝑧) в виде

𝐵𝑟,𝑛(𝑧)ℎ(𝑧) = 𝑟𝑛
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 + . . . , (4.14)
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поскольку только эти слагаемые представлены для 𝑧𝑗, 𝑗 < 𝑛.

По условию теоремы имеем 𝑝𝑛 =
∑︀𝑛−1

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗. Подставляя 𝑝𝑛 и (4.14) в (4.11) мы

получаем

|⟨𝑝𝑛, 𝐵𝑟,𝑛ℎ⟩| = 𝑟𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑐𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑟𝑛‖𝑝𝑛‖‖ℎ‖ = 𝑟𝑛‖𝑝𝑛‖

где мы использовали то, что deg 𝑝𝑛 < 𝑛, определение скалярного произведения в

𝐻2 через коэффициенты разложения в степенной ряд Тейлора (1.9) и неравенство

Коши-Шварца. Также мы применили следующий тривиальный факт

‖ℎ‖2 =
∞∑︁
𝑘=0

|𝑐𝑘|2 ≥
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝑐𝑛|2.

Замечание 4.3.6. В работе [76] Тотик показал, что для произвольного выбора

точек дискретизации ядер Сеге {𝜁𝑘,𝑗}𝑛𝑘−1
𝑗=0 ⊂ D выполняется равенство

dist(1, 𝐿𝑘) = dist
(︁

1,
[︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0

)︁
=

𝑛𝑘−1∏︁
𝑗=0

|𝜁𝑘,𝑗|. (4.15)

Однако, в лемме 4.3.5 мы выбрали точки дискретизации специального вида (4.7),

что позволило нам получить получить оценку на расстояние от каждого поли-

нома 𝑝𝑛𝑘
, deg 𝑝𝑛𝑘

< 𝑛𝑘 до 𝐿𝑘, а не только для случая 𝑝𝑛𝑘
= 1. Равенство (4.15)

показывает, что неравенство (4.8) точное.

Замечание 4.3.7. Мы можем выбрать последовательности {𝑟𝑘}, {𝑛𝑘} так, чтобы

величины наилучших приближений функции 𝑓 ∈ 𝐻2 по подпространствам {𝐿𝑘}

стремились к нулю, т.е.:

lim
𝑘→∞

dist(𝑓,
[︀
𝐾𝜁𝑘,𝑗

]︀𝑛𝑘−1

𝑗=0
) = 0.

Действительно, как следует из леммы 4.3.5, последнее соотношение имеет место

тогда и только тогда, когда

lim
𝑘→∞

𝑛𝑘(1 − 𝑟𝑘) = ∞.
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Доказательство теоремы 4.3.1. Перейдем к доказательству основной теоремы. Для

этого достаточно проверить, что условие критерия Сильниченко (4.1) верно, заме-

тим, что оно эквивалентно неравенству

lim inf dist(𝑓, 𝐿𝑘) < 𝜎‖𝑓‖. (4.16)

Поскольку полиномы плотны в пространстве 𝐻2, то для произвольного 𝜀 > 0 мы

можем выбрать полином 𝑝𝑛 степени < 𝑛 который приближает функцию 𝑓 ∈ 𝐻2

‖𝑓 − 𝑝𝑛‖ ≤ 𝜀‖𝑓‖.

Далее, пусть 𝑘 будет достаточно велико 𝑛𝑘 > 𝑛. Используя лемму 4.3.5 и неравенство

треугольника имеем выражение

dist(𝑓, 𝐿𝑘) ≤ dist(𝑓 − 𝑝𝑛, 𝐿𝑘) + dist(𝑝𝑛, 𝐿𝑘)

≤ 𝜀‖𝑓‖ + 𝑟𝑛𝑘‖𝑝𝑛‖

≤ (𝑟𝑛𝑘 + 𝑟𝑛𝑘𝜀+ 𝜀)‖𝑓‖.

(4.17)

Следовательно, критерий Сильниченко (4.1) соблюдается если

lim inf 𝑟𝑛𝑘
𝑘 < 1,

что эквивалентно (4.4) с учетом

ln
1

𝑟𝑘
∼ 1 − 𝑟𝑘, при 𝑟𝑘 → 1.

Исходя из вышесказанного, порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм сходит-

ся если соблюдается неравенство (4.4). Учитывая замечание 4.3.6 о точности нера-

венства (4.15) мы видим, что обратное также верно.



96

Заключение

В диссертации исследованы задачи представления функций рядами по последова-

тельности дискретизированных значений воспроизводящего ядра Сеге пространства

Харди. В работе получены следующие результаты.

1. Построен фрейм на основе последовательности дискретизированного ядра Сеге

в пространстве Харди 𝐻2(D) и как следствие, получен ответ на открытый

вопрос из работы Фрикейна, Хоя и Лефевра.

2. Найдены условия на последовательность точек единичного диска комплекс-

ной плоскости D, при выполнении которых последовательность дискретизиро-

ванных в этих точках значений ядра Сеге образует систему представления в

пространстве Харди 𝐻2(D).

3. Построен фрейм пространства Харди 𝐻2(D𝑑) и получена оценка роста числа

обусловленности этого фрейма в зависимости от размерности 𝑑 полидиска D𝑑.

4. Найдены условия на последовательность точек единичного диска D при кото-

рых сходится порядкосохраняющий слабый жадный алгоритм в пространстве

Харди 𝐻2(D) для соответствующих подпространств, порожденных ядром Сеге

дискретизированным в точках этой последовательности.
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