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Введение

Актуальность диссертационного исследования

Одним из актуальных направлений радиофизики, вызывающих боль-

шой интерес современных ученых, является изучение синхронизации

нелинейных динамических систем, демонстрирующих хаотическое пове-

дение [1–8]. Такое внимание исследователей к явлению хаотической

синхронизации обусловлено, в первую очередь, его фундаментально-

стью. В то же самое время, известно, что это явление может найти прак-

тическое применение, например, в задачах передачи информации [9–14],

в том числе, скрытой, при диагностике динамики некоторых биологиче-

ских систем [15–26], при контроле хаоса в СВЧ генераторах [27–30]

и пр. За последние несколько десятилетий выявлено несколько различ-

ных типов хаотической синхронизации, среди которых наиболее широко

известны режимы фазовой синхронизации [31, 32], полной синхрониза-

ции [33], синхронизации с запаздыванием [34] и обобщенной синхрони-

зации [35,36].

Особый интерес представляет собой обобщенная синхронизация.

Этот режим может наблюдаться в однонаправленно и взаимно связан-

ных системах и означает установление функциональной связи между

их состояниями [35–37]. В настоящее время существует достаточно

большое число работ, направленных на исследование данного режима

в системах с различным типом связи (см., например, [29, 35–47]). Для
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данного режима были предложены методы диагностики, выявлены ме-

ханизмы возникновения, показана возможность его наблюдения в экс-

перименте. В то же самое время, несмотря на активное изучение обоб-

щенной синхронизации и наличие многочисленных работ, посвященных

этому явлению, можно с достаточно большой долей уверенности утвер-

ждать, что этот режим исследован достаточно хорошо только в системах

с относительно простой топологией аттрактора (в частности, с аттрак-

тором ленточного типа) [48]. Однако, наряду с относительно простыми

системами существует достаточно широкий класс систем, топология ат-

трактора которых является достаточно сложной. В рамках настоящей

диссертационной работы под системами со сложной топологией аттрак-

тора мы будем понимать системы с двулистной структурой аттрактора.

Это такие системы, фазовое пространство которых состоит из двух раз-

личных подпространств, имеющих малую общую область, внутри кото-

рой фазовые траектории могут переходить из одного подпространства в

другое и наоборот [49]. Так как каждое из подпространств визуально

выглядит как гладкий лист, эти системы и называются осциллятора-

ми с двулистной структурой аттрактора, а каждое из подпространств –

листом. Примерами систем с двулистной структурой аттрактора явля-

ются, например, такие классические модели как осцилляторы Лоренца

(системы с псевдогиперболическим аттрактором) [50–53], широко из-

вестные в метеорологии, или радиотехнические генераторы Чуа [54–58].

При определенном выборе значений управляющих параметров фазовые

траектории таких систем как будто переходят с одного листа хаотиче-

ского аттрактора на другой, фактически описывая двойную петлю на

фазовой плоскости. Можно ожидать, что для систем с таким строени-

ем аттрактора процесс наступления режима обобщенной синхронизации

будет отличаться от случая систем с относительно простой топологи-

ей. Поэтому настоящая диссертационная работа нацелена на изучение
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особенностей режима обобщенной синхронизации и разработку новых

методов диагностики для данного режима в системах со сложной топо-

логией аттрактора.

Другим важным вопросом, тесно связанным с предыдущим, являет-

ся анализ характеристик перемежающегося поведения [3,59–62], имею-

щего место вблизи границы обобщенной синхронизации в системах со

сложной топологией аттрактора. В данном случае под перемежаемостью

понимается чередование фаз синхронного и асинхронного поведения,

а статистические характеристики длительностей синхронных фаз, как

правило, подчиняются закономерностям, характерным для перемежаемо-

сти типа “on-off” [63,64]. Опять же, эта закономерность характерна для

систем с относительно простой топологией аттрактора, в то время как

для систем со сложной топологией этот вопрос ранее не рассматривался.

В то же самое время, можно ожидать, что отличия в механизмах возник-

новения данного режима в системах с различной топологией аттрактора

смогут привести к отличиям в их поведении вблизи соответствующих

границ. В связи с этим появляется вопрос о том, как перемежающееся

поведение на границе обобщенной синхронизации в системах со слож-

ной топологией аттрактора будет отличаться от уже известных типов

перемежающегося поведения в системах с простой топологией? Этому

вопросу также посвящена настоящая диссертация.

Еще одной существенной проблемой при изучении обобщенной син-

хронизации является влияние шума на установление этого режима. На-

личие шума при функционировании реальных систем неизбежно, при

этом сам шум может оказывать как конструктивное, так и деструктив-

ное влияние на поведение систем [65–70]. Для систем с достаточно

простой топологией аттрактора известно, что этот режим является, как

правило, устойчивым по отношению к шумам [71, 72], что делает воз-

можным его применение при скрытой передаче информации по каналам
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связи с высоким уровнем шума [13]. На данный момент влияние шума

на обобщенную синхронизацию в системах со сложной топологией ат-

трактора не изучено. Хотя, использование именно таких систем может

повысить конфиденциальность передачи информации при использовании

режима обобщенной синхронизации в системах скрытой коммуникации.

Поэтому в рамках настоящей диссертационной работы будет также ис-

следовано влияние шума на установление обобщенной синхронизации

в системах со сложной топологией аттрактора и проведен анализ вли-

яния характеристик шумового сигнала на границу установления этого

режима.

Таким образом, на основании вышеизложенного можно заключить,

что изучение особенностей режима обобщенной синхронизации в систе-

мах со сложной топологией аттрактора представляет интерес для совре-

менной радиофизики, что делает тему диссертационной работы важной

и актуальной.

Цель диссертационной работы

Целью настоящей диссертационной работы является изучение осо-

бенностей обобщенной синхронизации и перемежающегося поведения,

имеющего место вблизи ее границы, в однонаправленно и взаимно свя-

занных системах со сложной топологией аттрактора, разработка новых

методов анализа этого режима и исследование влияния шумов на его

границу.

В соответствии с поставленной целью определены основные задачи

диссертационного исследования:

• Исследование обобщенной синхронизации в однонаправленно и вза-

имно связанных системах со сложной топологией аттрактора, раз-
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работка новых методов диагностики и выявление механизмов воз-

никновения синхронного режима в таких системах.

• Анализ характеристик перемежающегося поведения, наблюдающе-

гося вблизи границы обобщенной синхронизации в однонаправлен-

но и взаимно связанных системах со сложной топологией аттракто-

ра, разработка универсального метода выделения характерных фаз

поведения в таких системах, справедливого как для однонаправлен-

ного, так и взаимного типов связи.

• Изучение влияния шума и его характеристик на границу обобщен-

ной синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных систе-

мах со сложной топологией аттрактора.

Научная новизна

Диссертационная работа содержит новые фундаментальные научные

результаты в области изучения обобщенной хаотической синхронизации

в однонаправленно и взаимно связанных системах со сложной топологи-

ей аттрактора, в том числе, в системах с несколькими положительными

показателями Ляпунова. В частности, в диссертационной работе впер-

вые получены следующие результаты:

• Обнаружена обобщенная синхронизация в однонаправленно и вза-

имно связанных системах со сложной топологией аттрактора. По-

казано, что диагностирование этого режима возможно при помощи

расчета спектра показателей Ляпунова и метода фазовых трубок,

а для однонаправленно связанных систем — и при помощи метода

вспомогательной системы. Применение метода ближайших соседей

в данном случае приводит к некорректным результатам [73].
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• Разработан универсальный метод выделения характерных (лами-

нарных и турбулентных) фаз поведения в системах со сложной

топологией аттрактора, находящихся вблизи границы обобщенной

синхронизации, справедливый как для систем с однонаправленной,

так и взаимной связью [74].

• Показано, что вблизи границы обобщенной синхронизации в си-

стемах со сложной топологией аттрактора имеет место новый

тип поведения, названный перемежаемостью перескоков (jump

intermittency). Выявлены механизмы возникновения данного типа

поведения. Показано, что тип перемежаемости в данном случае не

зависит от типа связи между системами (однонаправленного или

взаимного) [49,75,76].

• Изучен вопрос о влиянии шума на обобщенную синхронизацию в

системах со сложной топологией аттрактора. Показано, что режим

обобщенной синхронизации в данном случае оказывается устойчи-

вым по отношению к шумам в широком, но ограниченном диапазоне

изменения интенсивности шумового воздействия. При этом, харак-

теристики шумового сигнала не оказывают существенного влияния

на установление синхронного режима [77,78].

Полученные результаты находятся в хорошем соответствии с извест-

ными результатами в данной области. Они опубликованы в ряде науч-

ных статей в престижных отечественных и зарубежных научных жур-

налах, в том числе, с высоким импакт-фактором.

Личный вклад

Все защищаемые результаты и положения, вошедшие в настоящую

диссертационную работу, получены соискателем лично. Автором разра-
9



ботаны оригинальные программы, с помощью которых осуществлялось

численное моделирование нелинейных динамических систем и произво-

дилась обработка полученных результатов. Планирование и постановка

задач, интерпретация и обсуждение результатов, а также написание на-

учных статей и тезисов докладов осуществлялись совместно с научным

руководителем.

Научная и практическая значимость

В диссертационной работе решена научная задача, имеющая большое

значение для современной радиофизики в части изучения особенностей

обобщенной синхронизации и явлений, имеющих место вблизи ее гра-

ницы, в системах со сложной топологией аттрактора. Научные резуль-

таты, полученные в ходе выполнения этой работы, являются, прежде

всего, фундаментальными. Они оказали и будут оказывать существен-

ное влияние на дальнейшее развитие научного направления, связанного

с изучением обобщенной хаотической синхронизации в таких системах.

Кроме того, полученные результаты могут найти практическое приме-

нение в информационно-телекоммуникационных системах, в частности,

для повышения конфиденциальности известных способов скрытой пере-

дачи информации, основанных на режиме обобщенной синхронизации, в

том числе, при наличии внешних шумов [10,12,13,79]. А разработанные

и адаптированные методы и подходы к анализу обобщенной синхрони-

зации (метод фазовых трубок, метод перескоков и др.) смогут найти

практическое применение при обработке экспериментальных данных, в

том числе радиофизической и нейрофизиологической природы. На ком-

пьютерные программы, реализующие эти методы, получено два свиде-

тельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [80,81].
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Результаты фундаментальных исследований, полученные при подго-

товке диссертационной работы, внедрены в учебный процесс подготов-

ки специалистов, обучающихся в институте физики ФГБОУ ВО “СГУ

имени Н.Г. Чернышевского” по направлениям подготовки бакалавров и

магистров “Прикладные математика и физика”, “Радиофизика” и “Ин-

формационные системы и технологии”.

Основные научные положения, выносимые на защиту

• Диагностика режима обобщенной синхронизации в системах со

сложной (двулистной) топологией аттрактора возможна при помо-

щи расчета спектра показателей Ляпунова и метода фазовых тру-

бок, а для однонаправленно связанных систем — еще и при помо-

щи метода вспомогательной системы. При этом, применение метода

ближайших соседей к таким системам приводит к некорректным

результатам.

• Разрушение режима обобщенной синхронизации в системах со

сложной топологией аттрактора может быть обусловлено переклю-

чением системы между состояниями, соответствующими различным

листам аттрактора, что позволяет для таких систем разработать ме-

тод выделения характерных фаз поведения, основанный на анализе

расположения изображающих точек на аттракторах взаимодейству-

ющих систем.

• Вблизи границы режима обобщенной синхронизации в системах

со сложной топологией аттрактора наблюдается перемежающееся

поведение, характеристики которого (распределения длительностей

фаз синхронного поведения и зависимость средней длительности

фаз синхронного поведения от параметра связи) подчиняются экс-

поненциальным законам. Обнаруженный тип поведения, названный
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перемежаемостью перескоков (jump intermittency), не зависит от

типа связи между системами (однонаправленного или взаимного).

• Режим обобщенной синхронизации в однонаправленно и взаимно

связанных системах со сложной топологией аттрактора устойчив

по отношению к шумам в широком, но ограниченном диапазоне

изменения интенсивности шумового воздействия, сопоставимым с

амплитудой сигнала системы, на которую воздействует шум. При

этом закон распределения шумового сигнала не оказывает суще-

ственного влияния на порог возникновения синхронного режима.

Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав и заключе-

ния. Она содержит 100 страниц текста, включая 25 иллюстраций и 1

таблицу. Список литературы содержит 122 источника.

Во Введении определена актуальность диссертационного исследова-

ния, сформулированы цели и задачи, описаны научная новизна и прак-

тическая значимость, приведены сведения о достоверности и апробации

полученных результатов, сформулированы основные положения, выноси-

мые на защиту, даны сведения о структуре и объеме работы, приведено

краткое содержание основных разделов диссертации.

Первая глава диссертационной работы направлена на рассмотрение

режима обобщенной синхронизации и методов его диагностики в си-

стемах со сложной (двулистной) топологией аттрактора. В начале главы

приведено краткое описание известных результатов в области изучения

обобщенной синхронизации: дано определение режима обобщенной син-

хронизации, сделан краткий обзор существующих классических методов

и подходов для диагностики этого режима в однонаправленно и взаим-
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но связанных системах, отмечены их достоинства и недостатки. Осталь-

ная часть главы направлена на рассмотрение возможности применения

этих методов для диагностики обобщенной синхронизации в системах

со сложной топологией аттрактора. В качестве объектов исследования

выбраны два однонаправленно связанных хаотических осциллятора Ло-

ренца и две взаимно связанные системы Чена, являющиеся четерых-

мерной модификацией уравнений систем Лоренца. Установлено, что в

обеих системах возможно диагностирование режима обобщенной син-

хронизации при помощи расчета спектра показателей Ляпунова, метод

вспомогательной системы дает корректные результаты только в случае

однонаправленной связи между системами, а метод ближайших соседей

для обеих систем оказывается несправедливым. Взамен метода ближай-

ших соседей предложено использовать его модификацию, учитывающую

предысторию состояний взаимодействующих систем, – метод фазовых

трубок, показана его эффективность как в случае однонаправленной,

так и взаимной связи между системами. Результаты, полученные при

помощи метода фазовых трубок, сопоставлены с методом расчета спек-

тра показателей Ляпунова, получено хорошее соответствие между ними.

Во второй главе диссертации изложены результаты исследования пе-

ремежающегося поведения, имеющего место вблизи границы обобщен-

ной синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных системах

со сложной топологией аттрактора. По аналогии с первой главой в нача-

ле главы приведены краткие теоретические сведения о перемежаемости

и различных типах перемежающегося синхронного поведения, имеюще-

го место вблизи границ различных типов хаотической синхронизации.

Особое внимание уделено перемежаемости типа “on-off”, наблюдаемой

на границе обобщенной синхронизации в системах с относительно про-

стой топологией аттрактора. Путем численного моделирования двух од-

нонаправленно связанных осцилляторов Лоренца установлено, что ха-
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рактеристики перемежаемости, имеющей место вблизи границы обоб-

щенной синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора,

существенным образом отличаются от характеристик перемежаемости

типа “on-off”.

Для выделения характерных фаз синхронного и асинхронного поведе-

ния (ламинарных и турбулентных фаз, соответственно) вблизи границы

обобщенной синхронизации в системах с однонаправленным типом свя-

зи использовался метод вспомогатальной системы, являющийся одним

из классических методов анализа в данном случае. Выявлены механиз-

мы возникновения/разрушения режима обобщенной синхронизации в

системах со сложной топологией аттрактора. Показано, что разруше-

ние режима обобщенной синхронизации в данном случае обусловлено

переключением системы между состояниями, соответствующими раз-

личным листам аттрактора, что позволяет предложить метод выделения

характерных фаз поведения систем, основанный на анализе расположе-

ния изображающих точек на аттракторе, для определения характери-

стик перемежающейся обобщенной синхронизации. Предложенный ме-

тод назван методом перескоков, а тип перемежаемости, реализуемый в

данном случае, – перемежаемостью “перескоков” (jump intermittency).

При помощи метода вспомогательной системы и метода перескоков чис-

ленно получены распределения длительностей ламинарных фаз (времен-

ных интервалов, в течение которых обе взаимодействующие системы ха-

рактеризуются изображающими точками, находящимися на одинаковых

листах хаотических аттракторов) и зависимости средней длительности

ламинарных фаз (вышеназванных временных интервалов) от парамет-

ра связи. Показано, что результаты обоих методов хорошо согласуются

друг с другом.

Изложены теоретические основы перемежаемости “перескоков”. При-

ведены аналитические выражения для распределений длительностей ла-
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минарных фаз и зависимости средней длительности ламинарных фаз

от параметра связи. Показано, как теоретически, так и численно, что

обе закономерности в режиме перемежаемости “перескоков” подчиня-

ются экспоненциальным законам. Путем расчета среднеквадратичных

отклонений численно полученных распределений от аналитических за-

кономерностей произведена оценка эффективности метода перескоков по

сравнению с методом вспомогательной системы для двух однонаправлен-

но связанных систем Лоренца. Показано, что по данной мере предло-

женный метод совсем немного уступает классическому методу вспомо-

гательной системы, но с ростом величины параметра связи оба метода

становятся практически равнозначными, что позволяет использовать его

для анализа перемежаемости даже в том случае, когда реализация ме-

тода вспомогательной системы не представляется возможной.

Предложенный метод применен к системам с взаимным типом связи

со сложной топологией аттрактора – двум взаимно связанным системам

Лоренца и двум взаимно связанным осцилляторам Чена, находящимся

вблизи границы обобщенной синхронизации. Впервые показано, что в

данном случае также имеет место перемежаемость “перескоков”: рас-

пределения длительностей ламинарных фаз и зависимости средних дли-

тельностей ламинарных фаз от параметра связи подчиняются экспонен-

циальным законам, а разрушение синхронного режима по-прежнему свя-

зано с перескоком изображающих точек на разные листы хаотических

аттракторов взаимодействующих систем. Вышесказанное свидетельству-

ет о независимости типа перемежаемости, имеющего место вблизи гра-

ницы обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией

аттрактора, от типа связи между системами (однонаправленная или вза-

имная).

Третья глава диссертационной работы посвящена изучению влияния

шума на обобщенную синхронизацию в системах со сложной топологией
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аттрактора. Исследования по-прежнему проводились на примере систем

Лоренца и систем Чена, связанных однонаправленно и взаимно, а для

диагностики обобщенной синхронизации использовались те же методы,

что и для систем без шума: метод вспомогательной системы (только для

однонаправленной связи) и метод расчета спектра показателей Ляпунова

(для обоих типов связи). Показано, что показатели Ляпунова, отвеча-

ющие за установление режима обобщенной синхронизации, полученные

в отсутствие и при наличии шума, хотя и немного отличаются друг от

друга, всегда переходят в область отрицательных значений практически

при одних и тех же значениях параметра связи, что и соответствует

одинаковым порогам установления обобщенной синхронизации в иссле-

дуемой системе. Аналогичные результаты для однонаправленной связи

показывает и метод вспомогательной системы. При помощи этих мето-

дов построены зависимости порога возникноваения режима обобщенной

синхронизации от интенсивности шумового воздействия. Показано, что

режим обобщенной синхронизации в исследуемых системах оказывается

устойчивым по отношению к шумам в широком, но ограниченном диа-

пазоне изменения интенсивности шумового воздействия. Если мощность

шума сопоставима с мощностью сигнала одной из взаимодействующих

(в случае однонаправленной связи – ведущей) систем и даже немно-

го превышает ее, шум практически не влияет на пороговое значение

установления синхронного режима. Такое поведение границы обобщен-

ной синхронизации в присутствии шума обусловлено слабым влиянием

шума на аттракторы взаимодействующих систем. Показано, что внеш-

нее шумовое воздействие приводит к зашумлению аттракторов систем,

подверженных шумовому воздействию, но при этом не нарушает их дву-

листную структуру.

Изучен вопрос о влиянии характеристик шумового сигнала на уста-

новление обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией
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аттрактора. Установлено, что характер распределения шумового воздей-

ствия оказывает слабое влияние на порог обобщенной синхронизации в

однонаправленно и взаимно связанных системах.

В Заключении сформулированы основные результаты и выводы дис-

сертационного исследования.

Достоверность полученных результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается применением

хорошо известных и общепринятых моделей, использованием строгих

математических методов и подходов, обоснованных в научной литерату-

ре. Достоверность полученных результатов подтверждается отсутствием

противоречий с уже существующими результатами, известными в науч-

ной литературе, воспроизводимостью результатов, а также согласован-

ностью получаемых данных с помощью разных методов диагностики.

Апробация работы и публикации

Настоящая диссертационная работа выполнена на кафедре физи-

ки открытых систем института физики ФГБОУ ВО “Саратовский на-

циональный исследовательский государственный университет имени

Н.Г. Чернышевского” (СГУ).

Материалы диссертационной работы использовались при выполне-

нии научно–исследовательских работ, проводимых в СГУ, среди ко-

торых гранты Президента Российской Федерации для государственной

поддержки молодых российских ученых (проекты №№ МК-531.2018.2,

МД-21.2020.2, МД-18.2022.1.2) и грант Российского научного фонда

(проект № 19-12-00037).
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Результаты, представленные в диссертационной работе, неоднократ-

но докладывались на научных конференциях и школах и отражены в

тезисах докладов: XVIII Научной школе “Нелинейные волны – 2018”,

26 февраля – 4 марта 2018 г., Нижний Новгород, Российская Феде-

рация [82] (стендовый доклад), IX научно-практической конференции

“Presenting Academic Achievements to the World”, 10-11 апреля 2018

г., Саратов, Российская Федерация [83] (стендовый доклад), XIII Все-

российской научной конференции молодых ученых “Наноэлектроника,

нанофотоника и нелинейная физика”, 4-6 сентября 2018 г., Саратов,

Российская Федерация [84] (стендовый доклад), XVII Всероссийской

школе-семинаре “Физика и применение микроволн” имени А.П. Сухо-

рукова” (“Волны-2019”), 26-31 мая 2019 г., Можайск, Российская Фе-

дерация [85] (стендовый доклад), XI научно–практической конферен-

ции “Presenting Academic Achievements to the World”, 3 июня 2020 г.,

Саратов, Российская Федерация (стендовый доклад), XVII Всероссий-

ской школе-семинаре “Волновые явления в неоднородных средах име-

ни профессора А.П. Сухорукова” (“Волны-2020”), 23-28 августа 2020

г., Можайск, Российская Федерация [86] (устный доклад), XV Все-

российской научной конференции молодых ученых “Наноэлектроника,

нанофотоника и нелинейная физика”, 8–10 сентября 2020 г., Саратов,

Российская Федерация [87] (стендовый доклад), XX Международной

конференции и молодежной школе “Математическое моделирование и

суперкомпьютерные технологии”, 23–27 ноября 2020 г.,Нижний Новго-

род, Российская Федерация [88] (устный доклад), Всероссийской школе-

конференции “Нелинейные дни в Саратове для молодых – 2020”, 30

ноября - 4 декабря 2020г., г. Саратов, Российская Федерация (устный

доклад), XXII Всероссийской школе-семинаре “Волновые явления: фи-

зика и применения имени профессора А.П. Сухорукова” (“Волны-2021”),

6-11 июня 2021 г., Можайск, Российская Федерация [89] (устный до-
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клад), Конференции международных математических центров мирового

уровня, 9-13 августа 2021 г. Сочи, Российская Федерация (устный до-

клад), ХXI Международной конференции “Математическое моделирова-

ние и суперкомпьютерные технологии”, 22-26 ноября 2021 г., Нижний

Новгород, Российская Федерация [90] (устный доклад), Международной

научной конференции “Динамические системы. Теория и приложения”,

26-29 июня 2022 г., Нижний Новгород, Российская Федерация [91].

Результаты диссертационной работы опубликованы в научных журна-

лах, входящих в международные системы цитирования Web of Science и

Scopus, рекомендованных ВАК РФ для опубликования материалов кан-

дидатских и докторских диссертаций [49, 73–78] (всего 7 статей). Ав-

тором получено два свидетельства о государственной регистрации про-

грамм для ЭВМ [80,81].
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Глава 1

Обобщенная синхронизация в системах со сложной

топологией аттрактора

[73,81–84,90,91]

В данной главе подробно рассмотрен режим обобщенной синхрони-

зации и методы его диагностики в системах со сложной топологией

аттрактора. Начнем рассмотрение с краткого описания известных ре-

зультатов в области обобщенной синхронизации.

1.1 Определение режима обобщенной синхронизации,

классические методы диагностики этого режима

О режиме обобщенной синхронизации известно, начиная с 1995 го-

да. Изначально он был введен в рассмотрение для двух однонаправленно

связанных хаотических осцилляторов [35]. В контексте потоковых дина-

мических систем режим обобщенной синхронизации означает, что меж-

ду состояниями взаимодействующих ведущей системы x(t) и ведомой

системы y(t) после завершения переходного процесса устанавливается

функциональная зависимость:

y(t) = F[x(t)]. (1.1)

Вид этой зависимости F[·] может быть достаточно сложным, и поэтому

не всегда может быть найден аналитически. При этом, эта зависимость
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может иметь как гладкую, так и фрактальную структуру, в связи с чем

выделяют сильную и слабую обобщенную синхронизацию [92]. Также

стоит иметь в виду, что в качестве взаимодействующих систем могут

выступать даже динамические системы с различной размерностью фа-

зового пространства [67,92].

Для случая взаимной связи уравнение (1.1) необходимо модифици-

ровать, чтобы отразить тот факт, что существует двунаправленное вза-

имодействие между исследуемыми системами. В случае взаимного типа

связи взаимодействующие осцилляторы эквивалентны с точки зрения

связи, и эволюция первой системы определяется не только состояни-

ем первой системы x(t), но и также состоянием второй системы y(t),

и наоборот. Чтобы учесть общее действие систем друг на друга, урав-

нение (1.1) для случая взаимной связи нужно переписать следующим

образом [37]:

F[x(t),y(t)] = 0. (1.2)

Примечательно, что уравнение (1.2) может использоваться как для од-

нонаправленного, так и двунаправленного типов связи (а также любой

связи с произвольной асимметрией между системами) [93]. Кроме того,

уравнение (1.1) можно рассматривать как частный случай (1.2).

Для диагностирования режима обобщенной синхронизации суще-

ствуют различные методы, среди которых наибольшее распространение

получили метод ближайших соседей [35,94], метод расчета спектра по-

казателей Ляпунова [37,95] и метод вспомогательной системы [38]. Пе-

рейдем к более детальному рассмотрению этих методов.

1.1.1 Метод вспомогательной системы

Для определения наличия обобщенной синхронизации в однонаправ-

ленно связанных системах удобно использовать метод вспомогательной
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системы [38]. Данный метод заключается в том, что при рассмотре-

нии однонаправленно связанных осцилляторов, состоящих из ведущей

x(t) и ведомой y(t) систем, нужно дополнительно ввести вспомогатель-

ную систему z(t), идентичную ведомой системе по оператору эволюции

и значениям параметров, но с несильно отличающимися начальными

условиями, лежащими в бассейне притяжения того же аттрактора.

Динамика ведущей x(t) и ведомой y(t) систем описывается следую-

щими дифференциальными уравнениями:

dx(t)

dt
= H(x(t)),

dy(t)

dt
= G(y(t),g,x(t)),

(1.3)

где матрицы H и G определяют операторы эволюции взаимодействую-

щих систем.

Связь ведомой системы с ведущей определяется набором параметров

g. Предполагается, что когда g = 0, G(y(t), 0,x(t)) не зависит от пере-

менных ведущей системы x, следовательно, ведущая и ведомая системы

развиваются независимо друг от друга. Хаотическая динамика веду-

щей системы не зависит от параметров ведомой системы, так как связь

между системами является однонаправленной. Вспомогательная система

описывается следующим дифференциальным уравнением:

dz(t)

dt
= G(z(t),g,x(t)), (1.4)

которое с точностью до замены y на z идентично уравнению ведомой

системы из (1.3). Когда ведомая (1.3) и вспомогательная (1.4) системы

находятся под воздействием одного и того же сигнала x(t), то вектор-

ные поля в фазовых пространствах ведомой и вспомогательной систем

являются идентичными, а системы смогут эволюционировать на одина-

ковых аттракторах. Это объясняется тем, что в общем случае существу-

ет несколько бассейнов притяжения для ведомой системы с векторным

полем G, и, соответственно, если y(0) и z(0) лежат в разных бассейнах
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притяжения, то со временем они окажутся на разных орбитах. Однако,

если эти начальные условия лежат в одной и той же области притя-

жения, то после того, как некоторые переходные процессы завершатся,

траектории z(t) и y(t) будут принадлежать идентичным аттракторам в

фазовом пространстве.

Другими словами, вспомогательная система – это еще одна ведо-

мая система, и в отсутствие обобщенной синхронизации между ведо-

мой и ведущей системами, орбиты ведомой и вспомогательной систем

будут располагаться на одном и том же сложном аттракторе и никак

по-другому не будут связаны. В случае обобщенной синхронизации су-

ществует устойчивый режим колебаний, при котором орбиты ведомой

системы и орбиты вспомогательной системы становятся идентичными

после того, как переходные процессы заканчиваются, наблюдается про-

стое тождественное соотношение y(t) = z(t). Устойчивый режим этих

идентичных колебаний гарантирует возможность прогнозирования теку-

щего состояния ведомой системы, учитывая историю развития ведущей

системы, и, следовательно, указывает на наличие обобщенной синхро-

низации. Тождество y(t) = z(t) является гораздо более простым отноше-

нием для проверки, чем неизвестное, сложное отношение y(t) = F[x(t)].

Таким образом, метод вспомогательной системы является простым и

удобным способом диагностики режима обобщенной синхронизации в

системах с однонаправленной связью. Однако, он не может быть при-

менен к системам с взаимным типом связи. Как было показано в рабо-

те [96], известные попытки обобщения этого метода на случай взаим-

ной связи приводят к некорректным результатам. Поэтому для взаимно

связанных систем возможными способами диагностики режима обоб-

щенной синхронизации являются расчет спектра показателей Ляпуно-

ва [95,97] и метод ближайших соседей [35,37].
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1.1.2 Метод расчета спектра показателей Ляпунова

Другим методом диагностики обобщенной синхронизации в однона-

правленно и взаимно связанных системах, как отмечалось выше, явля-

ется расчет спектра показателей Ляпунова. Для однонаправленно свя-

занных хаотических систем данный метод часто используется в сово-

купности с методом вспомогательной системы и носит название мето-

да расчета условных показателей Ляпунова. Если размерности фазовых

пространств каждой из взаимодействующих ведущей и ведомой систем

равны 3, то поведение однонаправленно связанных хаотических систем

может быть охарактеризовано при помощи 6 показателей Ляпунова. В

случае если поведение ведущей системы не зависит от интенсивности

связи с ведомой системой (в силу однонаправленного характера свя-

зи), то спектр показателей Ляпунова для исследуемой системы может

быть разделен на две части: показатели Ляпунова ведущей системы

λx
1 ≥ λx

2 ≥ λx
3 и условные показатели Ляпунова λy

1 ≥ λy
2 ≥ λy

3. Критерием

существования обобщенной синхронизации в однонаправленно связан-

ных системах является отрицательность старшего условного показателя

Ляпунова λy
1 [95].

Для систем с взаимным типом связи разделить спектр показателей

Ляпунова на две части не представляется возможным. В данном случае

расчет показателей Ляпунова производится для обеих систем одновре-

менно, а обобщенная синхронизация хаотических систем диагностирует-

ся по моменту перехода второго по старшинству показателя Ляпунова λ2

в область отрицательных значений. Важно отметить, что если размер-

ности фазового пространства взаимодействующих систем оказываются

больше 3 и каждая из взаимодействующих систем в отсутствие свя-

зи характеризуется K положительными показателями Ляпунова, режим
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обобщенной синхронизации в данном случае может быть диагностиро-

ван по моменту смены знака K + 1 показателя Ляпунова.

1.1.3 Метод ближайших соседей

Метод ближайших соседей может быть применен к любым системам,

независимо от типа связи между ними, и даже используется для анализа

экспериментальных временных рядов [35,37].

Согласно данному подходу, необходимо зафиксировать несколько

опорных состояний в фазовом пространстве одной из взаимодействую-

щих систем, найти их ближайших соседей и посмотреть, каким образом

будут вести себя их образы в фазовом пространстве другой системы. Ес-

ли для всех опорных состояний образы ближайших соседей будут лока-

лизованы в ограниченных областях аттрактора, можно говорить о нали-

чии обобщенной синхронизации в системе. Если такая закономерность

наблюдается только для части опорных точек, в системе диагностиру-

ется режим перемежающейся обобщенной синхронизации. Если образы

ближайших соседей оказываются разбросанными случайным образом по

всему аттрактору, в системе диагностируется асинхронный режим.

Количественной характеристикой степени близости состояний взаи-

модействующих систем является среднее расстояние между двумя со-

стояниями одной из систем, нормированное на среднее расстояние δ

между случайно выбранными состояниями другой системы [94]:

d =
1

Mδ

M−1∑
k=0

∥∥yk − ykn
∥∥ . (1.5)

где M – количество итераций, δ — среднее расстояние между состоя-

ниями первой системы, xk — опорные состояния этой системы, xkn –

их ближайшие соседи, yk и ykn — образы xk и xkn в фазовом простран-

стве другой системы, соответственно. В режиме обобщенной синхро-
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низации d близко к нулю, в отсутствие функционального соотношения

между состояниями взаимодействующих систем d ≈ 1. Режим обобщен-

ной синхронизации диагностируется, как правило, примерно в середине

падающего участка на зависимости количественной меры d от параметра

связи между системами.

Одним из принципиальных недостатков метода ближайших соседей

является невозможность точного определения порогового значения уста-

новления синхронного режима. Метод позволяет установить лишь факт

наличия/отсутствия режима обобщенной синхронизации, а следователь-

но, используется, как правило, для подтверждения работоспособности

других методов и подходов, например, при расчете спектра показателей

Ляпунова [37,98].

1.2 Диагностика режима обобщенной синхронизации

в системах со сложной топологией аттрактора

Как отмечалось во Введении, в настоящее время явление обобщен-

ной синхронизации исследовано достаточно полно для хаотических си-

стем с относительно простой топологией аттрактора, например, систем

Ресслера с аттрактором ленточного типа. Однако, наряду с “простыми”

системами не менее широко распространены системы с так называе-

мой сложной (двулистной) структурой аттрактора. Диагностированию

обобщенной синхронизации в таких системах и посвящена данная глава

диссертационной работы. В качестве примеров таких систем рассмотре-

ны два однонаправленно связанных хаотических осциллятора Лоренца

и две взаимно связанные системы Чена, являющиеся четерыхмерной

модификацией уравнений систем Лоренца.
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Начнем рассмотрение с взимно связанных систем Чена [99]. Уравне-

ния, описывающие динамику этих систем, выглядят следующим обра-

зом:

ẋ1,2 = a(y1,2 − x1,2) + ey1,2z1,2,

ẏ1,2 = cx1,2 − dx1,2z1,2 + y1,2 + u1,2,

ż1,2 = x1,2y1,2 − bz1,2,

u̇1,2 = −k1,2y1,2 + ε(x2,1 − x1,2),

(1.6)

где x1,2 = (x1,2, y1,2, z1,2, u1,2) – векторы состояний взаимодействующих

систем, a = 35, b = 4.9, c = 25, d = 5, e = 35, k1 = 110, k2 = 190 – управ-

ляющие параметры, ε – параметр связи. Управляющие параметры k1 и k2

подобраны таким образом, чтобы первая система находилась в режиме

гиперхаоса, а вторая – в хаотическом режиме. На рисунке 1.1 представ-

лена зависимость шести старших показателей Ляпунова от параметра

связи. Видно, что при увеличении силы связи в системе происходит по-

следовательный переход двух положительных показателей Ляпунова в

область отрицательных значений. Когда оба показателя Ляпунова стано-

вятся отрицательными, то есть, при ε > 105, в системе диагностируется

режим обобщенной синхронизации.

Чтобы доказать наличие обобщенной синхронизации в данном слу-

чае, воспользуемся методом ближайших соседей. На рисунке 1.2 пред-

ставлены фазовые портреты взаимодействующих систем Чена при зна-

чении параметра связи ε = 250, что соответствует режиму достаточ-

но “сильной” обобщенной синхронизации. На фазовом портрете первой

системы (рисунок 1.2,а) показаны три случайные точки, выбранные в

качестве опорных, и их ближайшие соседи. Очевидно, что они сосре-

доточены в ограниченных областях аттрактора, представляющих собой

малые окрестности опорных точек. Аналогичная ситуация, в соответ-

ствии с идеологией метода ближайших соседей, должна наблюдаться

и во второй системе, однако, образы ближайших соседей в фазовом
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Рисунок 1.1 — Зависимости 6 старших показателей Ляпунова для си-

стемы (1.6) от параметра связи ε. Значение параметра связи, соответ-

ствующее установлению режима обобщенной синхронизации, показано

стрелкой

пространстве второй системы оказываются разбросанными достаточно

сильно по аттрактору (см. рисунок 1.2,б).

Таким образом, из-за сложной топологии хаотических аттракто-

ров взаимодействующих систем метод ближайших соседей оказывается

неработоспособным методом диагностики режима обобщенной синхро-

низации и его необходимо усовершенствовать. Хорошей альтернативой

данному методу является метод фазовых трубок [36], суть которого за-

ключается в рассмотрении трубок траекторий в фазовом пространстве

взаимодействующих систем. Метод по своей сути является модифика-

цией метода ближайших соседей за тем лишь исключением, что при

поиске ближайших соседей учитываются не все ближайшие состояния

системы, а только те, которые остаются близкими на всей длине предыс-

тории (длине фазовой трубки), длительность которой определяется абсо-

лютной величиной показателя Ляпунова, отвечающего за установление

режима обобщенной синхронизации.

Применим данный метод для диагностики режима обобщенной син-

хронизации в системе (1.6). На рисунке 1.3 приведены результаты при-
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Рисунок 1.2 — Фазовые портреты первой (а) и второй (б) взаимодей-

ствующих систем Чена (1.6) при значении параметра связи ε = 250.

На фазовом портрете первой системы выбраны три случайные опорные

точки и найдены их ближайшие соседи (показаны оттенками серого).

Образы этих ближайших соседей в фазовом пространстве второй систе-

мы показаны теми же оттенками серого на рисунке 1.2,б

менения данного метода. Также как и на рисунке 1.2, здесь представле-

ны фазовые портреты первой и второй систем Чена (при тех же самых

значениях управляющих параметров), те же опорные состояния, выбран-

ные в фазовом пространстве первой системы, их ближайшие соседи

(рисунок 1.3,а) и их образы в фазовом пространстве второй системы

(рисунок 1.3,б). Длина фазовой трубки выбрана равной τ = 0.03. Видно,

что даже при малой длине фазовой трубки образы ближайших соседей

оказываются локализованными в ограниченных областях аттрактора, а

размеры этих областей оказываются сопоставимыми с размерами обла-

стей, занимаемыми ближайшими соседями в фазовом пространстве пер-

вой системы. Полученные результаты свидетельствуют о применимости

метода фазовых трубок для диагностики режима обобщенной синхро-

низации в системах со сложной топологией хаотических аттракторов.

Полученные результаты сопоставлены с методом расчета спектра пока-
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Рисунок 1.3 — Результаты применения метода фазовых трубок к осцил-

ляторам Чена (1.6). Фазовые портреты первой (а) и второй (б) взаи-

модействующих систем Чена получены при значении параметра связи

ε = 250. На фазовом портрете первой системы выбраны три случайные

опорные точки и найдены их ближайшие соседи, прошедшие через фазо-

вую трубку длиной τ = 0.03 (показаны оттенками серого). Образы этих

“ближайших” соседей в фазовом пространстве второй системы показаны

теми же оттенками серого на рисунке 1.3,б

зателей Ляпунова. Показано, что оба метода диагностируют наличие

обобщенной синхронизации в данном случае.

Аналогичные результаты получены для системы двух однонаправлен-

но связанных осцилляторов Лоренца [100]

ẋ1 = σ (y1 − x1) ,

ẏ1 = r1x1 − y1 − x1z1,

ż1 = −bz1 + x1y1,

ẋ2 = σ (y2 − x2) + ε (x1 − x2) ,

ẏ2 = r2x2 − y2 − x2z2,

ż2 = −bz2 + x2y2,

(1.7)
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Рисунок 1.4 — Результаты применения метода ближайших соседей для

диагностики режима обобщенной синхронизации в двух однонаправ-

ленно связаных системах Лоренца (1.7). На рисунке представлены фа-

зовые портреты взаимодействующих ведущей (а) и ведомой (б) систем

Лоренца (1.7) при ε = 25. На фазовом портрете ведущей системы от-

тенками серого отмечены четыре случайно выбранные опорные точки

и их ближайшие соседи. Образы этих ближайших соседей в фазовом

пространстве ведомой системы показаны теми же оттенками серого на

рисунке 1.4,б

находящихся в хаотическом режиме, где x1,2 = (x1,2, y1,2, z1,2) – векто-

ры состояний взаимодействующих систем, a = 10, b = 8/3, r1 = 40 и

r2 = 35 – управляющие параметры, ε – параметр связи. При выбранных

значениях управляющих параметров режим обобщенной синхронизации

возникает при ε = 9.95, что подтверждается и путем расчета спектра

условных показателей Ляпунова для системы (1.7), и при помощи ме-

тода вспомогательной системы. На рисунке 1.4 приведены результаты

применения метода ближайших соседей к системе (1.7) при достаточно

сильной силе связи между системами ε = 25, а на рисунке 1.5 – ана-

логичные результаты, полученные при помощи метода фазовых трубок

(длина фазовой трубки была выбрана равной τ = 2). Из сопоставления

рисунков 1.4–1.5 с рисунками 1.2–1.3, полученными для взаимно свя-
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Рисунок 1.5 — Результаты применения метода фазовых трубок для ди-

агностики режима обобщенной синхронизации в двух однонаправленно

связаных системах Лоренца (1.7). На рисунке представлены фазовые

портреты ведущей (а) и ведомой (б) систем Лоренца (1.7) при ε = 25.

На фазовом портрете ведущей системы оттенками серого отмечены че-

тыре случайно выбранные опорные точки и их ближайшие соседи, про-

шедшие через фазовую трубку длиной τ = 2. Образы этих ближайших

соседей в фазовом пространстве ведомой системы показаны теми же

оттенками серого на рисунке 1.5,б

занных систем Чена, видно, что они качественно аналогичны друг другу:

при диагностике обобщенной синхронизации при помощи классического

метода ближайших соседей без учета предыстории образы ближайших

соседей в фазовой пространстве второй (ведомой) системы оказывают-

ся распределенными по аттрактору достаточно широко, в то время как

учет предыстории (применение метода фазовых трубок) позволяет лока-

лизовать образы ближайших соседей в ограниченных областях фазового

пространства второй системы.

Таким образом, и в однонаправленно связанных системах Лоренца,

и во взаимно связанных системах Чена метод ближайших соседей ока-

зывается неработоспособным для диагностики режима обобщенной син-
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хронизации, в то время как метод фазовых трубок может быть применен

для диагностики синхронного режима в данном случае.

1.3 Выводы по главе 1

В настоящей главе диссертационной работы рассмотрен режим обоб-

щенной синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных систе-

мах, представлены методы диагностики этого режима, такие как ме-

тод вспомогательной системы, метод расчета спектра показателей Ля-

пунова и метод ближайших соседей, описаны принципы их работы, их

преимущества и недостатки. На примере однонаправленно связанных

систем Лоренца и взаимно связанных систем Чена, характеризующих-

ся достаточно сложной (двулистной) структурой аттрактора, показана

невозможность применения метода ближайших соседей для диагности-

ки режима обобщенной синхронизации в системах со сложной тополо-

гией аттрактора. Впервые установлено, что в данном случае возможно

диагностировать режим обобщенной синхронизации при помощи метода

фазовых трубок, принципиальным достоинством которого по сравнению

с другими известными методами и подходами является возможность его

применения к экспериментальным временным рядам, в то время как все

остальные методы имеют существенные ограничения в данном случае:

метод вспомогательной системы применим только в случае однонаправ-

ленного характера связи между системами, а расчет младших показате-

лей Ляпунова, необходимых для определения порога обобщенной син-

хронизации, по временному ряду представляется затруднительным.

Результаты, полученные для систем с заданным оператором эволю-

ции, сопоставлены с результатами расчета спектра показателей Ляпуно-

ва. Показано, что оба метода позволяют диагностировать наличие обоб-

щенной синхронизации в данном случае.
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На основе полученных результатов можно ожидать, что метод фа-

зовых трубок сможет найти применение в различных областях науки

и техники, включая информационно-телекоммуникационные системы и

нейрофизиологические задачи, в основе которых лежит анализ и обра-

ботка больших объемов данных.
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Глава 2

Перемежающееся поведение на границе обобщенной

синхронизации в системах со сложной топологией

аттрактора

[49,74–76,80,85–87,90,91]

2.1 Перемежаемость на границах различных типов

хаотической синхронизации

Перемежаемость является хорошо известным явлением в радиофизи-

ке [59, 60, 101]. Данное явление подразумевает чередование регулярно-

го (периодического или стационарного) и нерегулярного (хаотического)

поведения или чередование различных хаотических режимов. Переме-

жаемость наблюдается в разных динамических системах, в том числе

физических, медицинских и биологических [1, 3, 61, 102–106]. Она име-

ет место также вблизи границ синхронных режимов, в связи с чем раз-

личают перемежающиеся полную синхронизацию, фазовую синхрониза-

цию, обобщенную синхронизацию, синхронизацию с запаздыванием и

синхронизацию, индуцированную шумом [64,107–114].

Одним из наиболее интересных типов перемежающегося синхронного

поведения является режим перемежающейся обобщенной синхрониза-

ции [64]. Он наблюдается вблизи границы обобщенной синхронизации
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хаотических систем, связанных однонаправленно или взаимно [35,115],

и подразумевает наличие функциональной связи (функционала) между

состояниями этих систем только в определенные интервалы времени,

называемые ламинарными фазами поведения, в то время как на фоне

ламинарных фаз имеют место кратковременные турбулентные всплески,

в течение которых функциональная связь между взаимодействующими

системами не наблюдается.

Как отмечалось во Введении, режим перемежающейся обобщенной

синхронизации в настоящее время изучен достаточно хорошо, но толь-

ко для ограниченного класса динамических систем. В частности, из-

вестно, что на границе этого режима в однонаправленно связанных си-

стемах с достаточно простой топологией аттрактора, как, например, у

систем Ресслера, наблюдается перемежаемость типа “on-off”, характе-

ризующаяся степенными распределениями длительностей ламинарных

фаз и зависимостей средних длительностей ламинарных фаз от пара-

метра надкритичности [64]. Для систем с более сложной (двулистной)

структурой подобных исследований до настоящего времени не прово-

дилось, однако, понятно, что специфика таких систем может привести

к изменению механизмов возникновения и характеристик перемежае-

мости. Поэтому настоящая глава диссертационной работы направлена

на анализ характеристик перемежающегося поведения, наблюдаемого

на границе обобщенной синхронизации в однонаправленно и взаимно

связанных системах со сложной топологией аттрактора.
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2.2 Метод вспомогательной системы для выделения

характерных фаз поведения в однонаправленно

связанных системах, находящихся вблизи

границы обобщенной синхронизации

Для диагностики обобщенной синхронизации и исследования харак-

теристик перемежающегося поведения вблизи ее границы традиционно

используются метод расчета спектра показателей Ляпунова [37, 95] и

метод вспомогательной системы [38]. При этом, метод вспомогательной

системы, как отмечалось в главе 1, является одним из классических под-

ходов к анализу обобщенной синхронизации в системах с однонаправ-

ленной связью. Суть этого метода сводится к введению в рассмотрение

дополнительной, так называемой, вспомогательной системы, идентичной

ведомой системе по управляющим параметрам, но стартующей с других

начальных условий, и сравнению состояний этих систем с течением вре-

мени. Если после завершения переходного процесса состояния ведомой

и вспомогательной систем полностью совпадают, в исходной паре веду-

щей и ведомой систем наблюдается режим обобщенной синхронизации.

Если же состояния этих систем всегда различны, режим обобщенной

синхронизации отсутствует.

Для диагностики перемежающейся обобщенной синхронизации [64]

вблизи границы синхронного режима и определения ее характеристик в

однонаправленно связанных системах традиционно рассматривают раз-

ность между состояниями или одной из координат ведомой и вспомо-

гательной систем, ξ(t) = x2(t) − xa(t), и анализируют ее поведение с

течением времени [116]. Временные интервалы, в течение которых мо-

дуль этой разности оказывается меньше некоторой наперед заданной

константы ∆ (|ξ(t)| < ∆), величина которой мала по сравнению с ампли-
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тудой собственных колебаний в системе, соответствуют фазам синхрон-

ного поведения (в смысле обобщенной синхронизации) и носят название

ламинарных фаз, в то время как участки временной реализации, на ко-

торых эта разность оказывается больше ∆, относятся к фазам асинхрон-

ного поведения или турбулентным всплескам. Таким образом, в режиме

перемежающейся обобщенной синхронизации при фиксированных зна-

чениях управляющих параметров во временных реализациях взаимодей-

ствующих систем происходит чередование участков с синхронной (ла-

минарные фазы) и асинхронной (турбулентные фазы) в смысле обобщен-

ной синхронизации динамикой. Для изучения характеристик перемежа-

ющейся обобщенной синхронизации и определения ее типа необходимо

рассчитать статистические характеристики длительностей ламинарных

фаз: распределения длительностей ламинарных фаз N(τ) при фикси-

рованных значениях управляющих параметров и зависимость средней

длительности ламинарных фаз ⟨τ⟩ от параметра надкритичности (пара-

метра связи ε).

К сожалению, метод вспомогательной системы оказывается непре-

менимым для детектирования обобщенной синхронизации, а следова-

тельно, изучения характеристик перемежаемости вблизи ее границы, в

системах с взаимным типом связи [96]. Поэтому для определения харак-

теристик перемежаемости в таких системах требуется разработка новых

методов и подходов.

2.3 Перемежающаяся обобщенная синхронизация в

однонаправленно связанных системах со сложной

топологией аттрактора
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Рисунок 2.1 — Зависимости четырех старших показателей Ляпунова

от параметра связи ε, полученные для двух однонаправленно связанных

осцилляторов Лоренца (1.7) со сложной топологией аттрактора. Момент

установления режима обобщенной синхронизации показан стрелкой

Начнем рассмотрение с однонаправленно связанных хаотических си-

стем, допускающих анализ обобщенной синхронизации при помощи ме-

тода вспомогательной системы, и в качестве объекта исследования выбе-

рем две однонаправленно связанные системы Лоренца (1.7), рассмотрен-

ные в главе 1, находящиеся в хаотическом режиме и характеризующиеся

двулистной структурой аттрактора, с теми же значениями управляющих

параметров, что указаны на стр. 30. Как упоминалось в главе 1, режим

обобщенной синхронизации в данном случае наступает при εc = 9.95.

На рисунке 2.1 приведены зависимости четырех старших показателей

Ляпунова λi, i = 1, 4, рассчитанные для этой системы, от параметра

связи ε1. Критическое значение параметра связи εc, соответствующее

моменту перехода второго (старшего условного) показателя Ляпунова

λ2 в область отрицательных значений, отмечено стрелкой на рисунке.

Ниже границы обобщенной синхронизации, как отмечалось выше,

наблюдается перемежающаяся обобщенная синхронизация. Статистиче-

ские характеристики этого типа поведения, полученные при помощи ме-
1Показатели Ляпунова λ5,6 являются достаточно сильно отрицательными и не играют никакой роли

в рамках данного исследования.
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тода вспомогательной системы, приведены на рисунке 2.2. Распреде-

ления длительностей ламинарных фаз при нескольких фиксированных

значениях параметра связи ε показаны на рисунке 2.2,а, а зависимость

средней длительности ламинарных фаз от параметра связи ε проиллю-

стрирована на рисунке 2.2,б. На этом же рисунке пунктиром показаны

теоретические зависимости

T = ⟨τ⟩ ∼ (εc − ε)−1 (2.1)

и

N(τ) ∼ τ−3/2, (2.2)

характерные для перемежаемости типа “on-off”, наблюдаемой традици-

онно вблизи границы обобщенной синхронизации. Как видно из рисун-

ка, для однонаправленно связанных систем Лоренца (1.7) численно по-

лученные статистические характеристики сильно отличаются от извест-

ных закономерностей и подчиняются экспоненциальным законам. Сле-

довательно, можно заключить, что в рассматриваемом случае, то есть в

двух однонаправленно связанных системах Лоренца со сложной тополо-

гией аттрактора, переход к обобщенной синхронизации сопровождается

другим типом перемежающегося поведения.

Для подтверждения вышесказанного рассмотрим механизмы, приво-

дящие к разрушению режима обобщенной синхронизации и возникно-

вению перемежаемости вблизи ее границы в системах со сложной то-

пологией аттрактора. На рисунке 2.3 приведены фрагменты временных

реализаций взаимодействующих однонаправленно связанных систем Ло-

ренца (1.7), находящихся вблизи границы обобщенной синхронизации.

Рисунок 2.3,a иллюстрирует поведение координат x ведущей (x1(t)) и

ведомой (x2(t)) систем Лоренца. Временная зависимость абсолютной ве-

личины разности между координатами x ведомой и вспомогательной

систем, ξ(t) = x2(t)− xa(t), показана на рисунке 2.3,б.
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Рисунок 2.2 — (а) Нормированные распределения длительностей ла-

минарных фаз и их аппроксимации экспоненциальным законом (2.5),

полученные для двух однонаправленно связанных систем Лоренца (1.7)

при фиксированных значениях параметра связи: +, кривая 1 – ε = 9.9,

◦, кривая 2 – ε = 9.7, ⋄, кривая 3 – ε = 9.3. (б) Зависимость средней

длительности ламинарных фаз от параметра связи ε, полученная для

той же системы, и ее аппроксимация экспоненциальным законом (2.7)

(сплошная линия). Пунктирной линией показаны теоретические законо-

мерности, определяемые выражениями (2.1) и (2.2), соответствующими

перемежаемости “on-off” типа

Согласно определению режима обобщенной синхронизации и кон-

цепции метода вспомогательной системы, синхронное поведение взаи-

модействующих однонаправленно связанных хаотических осцилляторов

характеризуется совпадением состояний ведомой и вспомогательной си-

стем и, как следствие, выполнением условия ξ(t) ≈ 0. Таким образом,

резкий рост разности состояний ведомой и вспомогательной систем, от-

меченный на рисунке 2.3,б серым прямоугольником, означает окончание

ламинарной фазы и начало турбулентной (асинхронной) фазы поведения,

для которой |ξ(t)| достаточно сильно отличается от нуля и оказывается

сопоставимым с амплитудой собственных колебаний системы.
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Рисунок 2.3 — (а) Фрагменты временных реализаций ведущей x1(t)

(сплошная линия) и ведомой x2(t) (пунктирная линия) однонаправленно

связанных систем Лоренца (1.7). (б) Эволюция во времени абсолютной

величины разности между координатами x ведомой и вспомогательной

систем, |ξ(t)| = |x2(t) − xa(t)|. Хаотические аттракторы ведущей (в) и

ведомой (г) систем Лоренца (показаны светло-серым цветом) и участки

фазовых траекторий, соответствующие началу турбулентного всплеска,

в ведущей (сплошная линия) и ведомой (пунктирная линия) системах.

Значение параметра связи ε = 9.5
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Из рисунка 2.3 четко видно, что росту разности между состояниями

ведомой и вспомогательной систем (рисунок 2.3,б) предшествует рас-

хождение (скачок) фазовых траекторий ведущего и ведомого осцилля-

торов на разные листы хаотических аттракторов (см. рисунок 2.3,а,в,г).

Такое изменение динамики систем приводит к сильно резкому увели-

чению слагаемого ε(x1 − x2), определяющего связь между системами,

которое и отвечает за взаимодействие осцилляторов. Величина слагае-

мого связи быстро возрастает во много раз (в рассматриваемом случае

примерно на порядок), что можно рассматривать и интерпретировать как

внезапный мощный импульс, выводящий ведомый генератор из устано-

вившегося синхронного (в смысле обобщенной синхронизации) режима.

Следовательно, расхождение фазовых траекторий взаимодействующих

систем приводит к разрушению синхронного режима, и, как следствие,

окончанию ламинарной фазы и переходу к турбулентной фазе, соответ-

ствующей асинхронному поведению. Из-за достаточно большой величи-

ны силы связи ε взаимодействующие системы стремятся вернуться к

синхронному состоянию. Однако, так как для установления синхрони-

зации требуется некоторое время, ведомая и ведущая системы стано-

вятся синхронизированными снова только после завершения некоторого

переходного процесса (см. рисунок 2.3,а,б). Так как условие на суще-

ствование ламинарных фаз определяет область на полном хаотическом

аттракторе, а длительность ламинарных фаз соответствует времени пре-

бывания в этой области, можно качественно объяснить экспоненциаль-

ный характер распределения длительностей этих фаз поведения.

Таким образом, можно заключить, что длительности ламинарных фаз

и временные интервалы, в течение которых и ведущая, и ведомая си-

стемы характеризуются изображающими точками, расположенными на

одинаковых листах хаотических аттракторов, не должны совпадать, но

должны коррелировать друг с другом. Расхождение фазовых траекто-
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рий систем на различные листы аттракторов, в свою очередь, из-за

резкого увеличения слагаемого связи приводит к возникновению фа-

зы асинхронного поведения, соответствующей турбулентному всплеску

режима перемежающейся обобщенной синхронизации. Этот факт при-

водит к хорошему соответствию между распределениями длительностей

ламинарных фаз и временных интервалов, во время которых фазовые

траектории связанных систем находятся на одинаковых листах хаотиче-

ских аттракторов, также как и зависимостями средних длительностей

этих величин от параметра связи ε (сравните рисунки 2.2 и 2.4). Очевид-

но, это открытие может позволить нам предложить метод, основанный

на рассмотрении расположения точек на аттракторах, для определения

статистических характеристик перемежающегося поведения вблизи гра-

ницы обобщенной синхронизации. Этот метод будет рассмотрен более

подробно в следующем разделе этой главы диссертационной работы.

Таким образом, на основе проведенного рассмотрения можно заклю-

чить, что в однонаправленно связанных нелинейных осцилляторах, на-

ходящихся вблизи границы обобщенной синхронизации, возможно воз-

никновение не только перемежаемости типа “on-off”, но и совершенно

другого типа поведения, статистические характеристики которого удо-

влетворяют экспоненциальным законам. Такой тип поведения наблюда-

ется в системах со сложной топологией аттрактора, а механизмы воз-

никновения этого режима связаны с перескоком изображающих точек

на разные листы аттракторов взаимодействующих систем (переключени-

ем системы между состояниями, соответствующими различным листам

аттрактора). Данный тип поведения назван нами перемежаемостью “пе-

рескоков” (jump intermittency) [76].
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Рисунок 2.4 — (а) Нормированные распределения длительностей вре-

менных интервалов, в течение которых оба осциллятора Лоренца (1.7)

характеризуются изображающими точками, находящимися на одинако-

вых листах хаотических аттракторов, и их аппроксимации экспоненци-

альным законом (2.5), полученные при фиксированных значениях пара-

метра связи: +, кривая 1 – ε = 9.9, ◦, кривая 2 – ε = 9.7, ⋄, кривая 3 –

ε = 9.3. (б) Зависимость средней длительности временных интервалов,

во время которых фазовые траектории связанных систем находятся на

одинаковых листах хаотических аттракторов, от параметра связи ε и ее

аппроксимация экспоненциальным законом (2.7)

2.4 Метод, основанный на анализе расположения

изображающих точек на аттракторах

взаимодействующих систем

Остановимся на методе определения характеристик перемежаемости,

основанном на анализе расположения изображающих точек на аттрак-

торах взаимодействующих систем, более подробно. Как отмечалось в

разделе 2.3, переходу к обобщенной синхронизации в системах со слож-

ной топологией аттрактора предшествует перескок изображающих точек

на разные листы аттракторов взаимодействующих систем, что позволяет
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использовать данный факт для определения статистических характери-

стик перемежаемости.

Суть предложенного метода сводится к следующему. Чтобы опреде-

лить, находятся ли изображающие точки, соответствующие текущим

состояниям взаимодействующих систем, на одинаковых листах хаоти-

ческих аттракторов, временные реализации этих систем должны быть

сдвинуты друг относительно друга на время запаздывания ∆τ , которое

можно найти при помощи расчета минимума функции подобия [34], для

дальнейшего сравнения значений переменных x1,2. Моменты времени,

когда x1(t − ∆τ) > ∆x и x2(t) < −∆x (где ∆x = 10 для осцилляторов

Лоренца (1.7)) или наоборот, соответствуют расхождению траекторий

взаимодействующих систем на разные листы хаотических аттракторов

(что предшествует началу турбулентной фазы поведения), которые снова

собираются вместе, когда |x1(t−∆τ)− x2(t)| < ∆x/2.

Описанная методология позволяет найти длительности l интервалов

пребывания изображающих точек на одинаковых листах аттракторов

взаимодействующих систем и получить разумную статистику для ана-

лиза характеристик перемежаемости. В качестве характеристик пере-

межаемости в данном случае выступают нормированные распределения

N(l) длительностей временных интервалов, в течение которых фазовые

траектории взаимодействующих систем находятся на одинаковых листах

хаотических аттракторов, и зависимость средней длительности этих ин-

тервалов ⟨l⟩ от параметра связи ε. Как было показано в разделе 2.3,

в однонаправленно связанных хаотических осцилляторах Лоренца (1.7)

со сложной топологией аттрактора временные интервалы, во время ко-

торых ведущая и ведомая системы характеризуются изображающими

точками, переходящими с одинаковых на разные листы хаотических

аттракторов, ответственны за разрушение фаз синхронного поведения

(в смысле обобщенной синхронизации), а, следовательно, ламинарные
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(синхронные) фазы τ и временные интервалы l, во время которых изоб-

ражающие точки и ведущего, и ведомого осцилляторов находятся на

одинаковых листах хаотических аттракторов, должны сильно коррели-

ровать между собой. Как следствие, статистические характеристики, по-

лученные при помощи метода вспомогательной системы (см. раздел 2.2)

и предложенного метода, основанного на анализе расположения изобра-

жающих точек на аттракторах, то есть N(τ) и N(l) (также как и ⟨τ⟩

и ⟨l⟩), в самом деле, совпадают друг с другом для осцилляторов, свя-

занных однонаправленно (см. рисунки 2.2 и 2.4), что свидетельствует

о том, что предложенный метод может использоваться для определения

длительностей ламинарных и турбулентных фаз для взаимно связанных

осцилляторов.

2.5 Теоретические основы перемежаемости

“перескоков”

Перед тем, как перейти к анализу перемежающегося поведения в си-

стемах с взаимным типом связи, рассмотрим теоретические основы пере-

межаемости “перескоков”, имеющей место вблизи границы обобщенной

синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора. С этой

целью рассмотрим поведение бистабильного осциллятора, находящегося

под действием шума. Так как синхронные (ламинарные) фазы поведения

вблизи границы обобщенной синхронизации в таких системах прерыва-

ются участками фазовых траекторий, расходящимися на разные листы

хаотических аттракторов, наблюдаемая динамика может быть рассмот-

рена как переключения между двумя возможными состояниями (син-

хронным, когда обе фазовые траектории находятся на одинаковых ли-

стах аттракторов, и асинхронными, когда фазовые траектории находятся
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на разных листах), индуцированные детерминированной неустойчиво-

стью динамического хаоса, играющего ту же роль, что и шум.

В качестве примера такого типа поведения рассмотрим простую тео-

ретическую модель в форме одномерного стохастического дифференци-

ального уравнения

dx

dt
= −dU(x)

dx
+ η(t), (2.3)

с асимметричным бистабильным потенциалом

U(x) =
x4

4
− x2

2
+ bx, (2.4)

где η(t) – δ-коррелированный гауссовский шум с нулевым средним

[⟨η(t)⟩ = 0, ⟨η(t)η(τ)⟩ = Dδ(t− τ)], b – параметр асимметричности, D

– интенсивность шума. Такая рабочая гипотеза пока основана на эмпи-

рических размышлениях, но, как будет показано ниже, она находит свое

подтверждение прекрасным соответствием теоретических предсказаний,

выведенных в рамках предложенной модели, и данных, полученных с

помощью численных расчетов.

Предполагается, что в рамках предложенной модели один из миниму-

мов потенциальной функции (2.4) соответствует синхронному (в смысле

обобщенной синхронизации) состоянию xs взаимодействующих систем,

в то время как другой минимум xa относится к асинхронному движе-

нию. Так как рост параметра связи приводит к увеличению интервалов

синхронного движения, разумно предположить, что параметр связи в

данном случае играет роль параметра асимметрии b в модельной систе-

ме (2.3)–(2.4). Анализ поведения этой системы, проведенный в рабо-

те [117], позволил получить аналитическое выражение для распределе-

ния длительностей сосуществующих режимов (что является аналогом

распределения длительностей временных интервалов, во время которых
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связанные хаотические осцилляторы характеризуются изображающими

точками, находящимися на одинаковых листах аттракторов) в форме

p(l) =
1

L
exp

(
− l

L

)
, (2.5)

где L = ⟨l⟩ – средняя длительность одного из сосуществующих режимов

при фиксированных значениях управляющих параметров, определяемая

выражением

L ∼ exp

(
2U(x∗)

D

) x∗∫
−∞

exp

(
−2U(ξ)

D

)
dξ, (2.6)

(где x∗ – неустойчивая точка равновесия, разделяющая два минимума

потенциальной функции (2.4)), которое, в свою очередь, может быть

приближенно упрощено до экспоненциального закона [117]

L ≈ K exp(αb), (2.7)

где K и α – некоторые константы, а параметр асимметрии b предпола-

гается пропорциональным силе связи между системами b ∼ ε.

Если наложить приведенные теоретические закономерности на дан-

ные численного моделирования, полученные для однонаправленно свя-

занных осцилляторов Лоренца (1.7) (см. рисунки 2.2 и 2.4, сплошные

линии), то, как видно из этих рисунков, теоретические закономерности

(2.5) и (2.7) находятся в хорошем соответствии с численно полученны-

ми результатами как для распределений длительностей ламинарных фаз

(временных интервалов, во время которых изображающие точки аттрак-

торов взаимодействующих систем находятся на одинаковых листах ат-

тракторов), так и зависимостей средних длительностей ламинарных фаз

от параметра связи (средних длительностей вышеуказанных временных

интервалов).

Тем не менее, существует одна очень важная особенность, на кото-

рую следует обратить внимание при анализе перемежаемости. Экспо-
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ненциальная аппроксимация зависимости средней длительности L со-

существующих режимов от параметра связи ε (2.7) получена в рабо-

те [117] при предположении, что неустойчивая точка равновесия x∗ при-

близительно равна значению параметра асимметрии b, то есть x∗ ∼ b.

Это означает, что в непосредственной близости к точке катастрофы

bc = 2/(3
√
3), cоответствующей границе обобщенной синхронизации,

выражение (2.7) может стать не совсем точным. Хотя в рассмотренном

выше случае однонаправленно связанных осцилляторов Лоренца (1.7)

такой точности вполне достаточно (см. рисунки 2.2 и 2.4), для более

точного рассмотрения поведения системы в непосредственной близости

к границе обобщенной синхронизации может потребоваться более тща-

тельный анализ системы (2.3)–(2.4). Однако, этот вопрос выходит за

рамки настоящей диссертационной работы. Более точные аналитические

выражения для зависимости средней длительности сосуществующих ре-

жимов от параметра связи приведены в работе [76].

Теперь вернемся к предложенному в разделе 2.4 методу анализа ста-

тистических характеристик перемежаемости, основанному на анализе

расположения изображающих точек на аттракторах взаимодействующих

систем, и оценим его эффективность по сравнению с методом вспомо-

гательной системы. Для этого был произведен расчет среднеквадратич-

ных отклонений численно полученных распределений длительностей ла-

минарных фаз (интервалов времени, в течение которых изображающие

точки находятся на одинаковых листах аттракторов) от теоретической

закономерности (2.5) для обоих методов. Полученные результаты пред-

ставлены в таблице 2.5.

Из данных таблицы видно, что хотя предложенный метод по мере

среднеквадратичного отклонения от экспоненциальной аппроксимации

несколько уступает классическому методу вспомогательной системы,

степень отклонения данных численного моделирования от теоретиче-
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Таблица 2.1 — Среднеквадратичные отклонения распределений длитель-

ностей ламинарных фаз, полученных численно для различных значений

параметра связи ε при помощи метода вспомогательной системы (метод

1) и анализа расположения точек на аттракторе (метод 2), от теорети-

ческой закономерности (2.5)

Метод 1 Метод 2

ε = 9.3 0.00008 0.00038

ε = 9.7 0.00013 0.00030

ε = 9.9 0.00014 0.00018

ской закономерности остается малой. Более того, с ростом параметра

связи отклонение метода вспомогательной системы увеличивается, а ме-

тода, основанного на анализе расположения точек на аттракторе, наобо-

рот, уменьшается, и при ε = 9.9 оба метода оказываются практически

равнозначными. Следует также отметить, что, как отмечалось выше,

предложенный подход может найти применение при анализе перемежа-

емости даже в том случае, когда реализация метода вспомогательной

системы не представляется возможной, например, в случае взаимной

связи между системами. Проиллюстрируем это на конкретных примерах

в следующем разделе диссертационной работы.

2.6 Перемежающаяся обобщенная синхронизация в

системах со сложной топологией аттрактора с

взаимным типом связи

В качестве примера систем с взаимным типом связи рассмотрим вза-

имодействующие системы Лоренца и системы Чена. Как отмечалось
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в предыдущих разделах (см. также [96]), применение метода вспомо-

гательной системы в данном случае не представляется возможным, а

следовательно, для определения характеристик перемежаемости мож-

но использовать только метод, основанный на анализе расположения

изображающих точек на аттракторах взаимодействующих систем (раз-

дел 2.4), т.к. описанный выше механизм сильного резкого увеличения

величины слагаемого связи в моменты расхождения фазовых траекторий

на различные листы хаотических аттракторов, приводящий к разруше-

нию синхронного режима, по всей видимости, должен сохраняться и

в данном случае. При этом, диагностика самого режима обобщенной

синхронизации может производиться по-прежнему путем расчета спек-

тра показателей Ляпунова [37] или при помощи метода фазовых трубок

(см. главу 1).

2.6.1 Взаимно связанные системы Лоренца

Начнем рассмотрение с взаимно связанных систем Лоренца, динами-

ка которых описывается системой уравнений

ẋ1,2 = σ(y1,2 − x1,2) + ε(x2,1 − x1,2),

ẏ1,2 = r1,2x1,2 − y1,2 − x1,2z1,2,

ż1,2 = −bz1,2 + x1,2y1,2,

(2.8)

с теми же значениями управляющих параметров, что и для однонаправ-

ленно связанных систем (1.7). Зависимости четырех старших показате-

лей Ляпунова от параметра связи ε, полученные для системы (2.8), при-

ведены на рисунке 2.5. Так как спектр каждого осциллятора Лоренца

состоит из положительного, нулевого и отрицательного показателей Ля-

пунова, для взаимно связанных осцилляторов Лоренца при увеличении

параметра связи второй положительный показатель Ляпунова переходит

через ноль и меняет свой знак с положительного на отрицательный при
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Рисунок 2.5 — Зависимости четырех старших показателей Ляпунова

от параметра связи ε в двух взаимно связанных осцилляторах Лорен-

ца (2.8). Момент возникновения режима обобщенной синхронизации

показан стрелкой

критическом значении параметра связи εc = 5.9, соответствующем по-

рогу обобщенной синхронизации. Ниже границы этого режима, то есть

при ε < εc имеет место перемежающееся поведение, характеристики ко-

торого, как отмечалось выше, могут быть найдены путем определения

продолжительности временных интервалов, в течение которых фазовые

траектории обеих взаимодействующих систем находятся на одинаковых

листах хаотических аттракторов.

На рисунке 2.6,а приведены распределения длительностей таких ин-

тервалов, полученные для системы (2.8) при четырех различных зна-

чениях параметра связи ε. Как видно из этого рисунка, полученные

распределения качественно совпадают с аналогичными распределения-

ми, полученными для однонаправленно связанных систем Лоренца (1.7)

(сравните с рисунком 2.4,а).

Схожая ситуация имеет место для зависимости средней длительности

временных интервалов L = ⟨l⟩, в течение которых фазовые траектории

располагаются на одинаковых листах хаотических аттракторов, от па-
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Рисунок 2.6 — (а) Нормированные распределения длительностей вре-

менных интервалов, во время которых обе системы Лоренца (2.8) ха-

рактеризуются изображающими точками, находящимися на одинаковых

листах хаотических аттракторов, и их аппроксимации экспоненциаль-

ными законами (2.5), полученные при фиксированных значениях пара-

метра связи: •, кривая 1 – ε = 5.8, N, кривая 2 – ε = 5.5, �, кривая 3

– ε = 5.0, H, кривая 4 – ε = 4.5. (б) Зависимость средней длительности

временных интервалов, во время которых фазовые траектории связан-

ных систем (2.8) находятся на одинаковых листах хаотических аттрак-

торов, от параметра связи ε (точки) и ее теоретическая аппроксимация

экспоненциальным законом (2.7) (сплошная линия)

раметра связи ε. Такая зависимость приведена на рисунке 2.6,б и, как

видно из рисунка, в случае относительно большой расстройки значений

параметров r1 и r2 она по-прежнему очень близка к экспоненциальной

закономерности (2.7). Этот результат находится также в хорошем соот-

ветствии с результатами, полученными для однонаправленно связанных

систем Лоренца (1.7), рассмотренных в разделе 2.3.

Таким образом, на основании проведенного рассмотрения можно сде-

лать вывод о том, что и в однонаправленно, и во взаимно связанных

системах Лоренца со сложной топологией хаотического аттрактора на

границе обобщенной синхронизации имеет место один и тот же тип

перемежаемости – перемежаемость “перескоков” (jump intermittency),
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статистические характеристики которой сильно отличаются от характе-

ристик перемежаемости типа “on-off”, имеющей место в классическом

случае.

2.6.2 Взаимно связанные системы Чена

В качестве еще одного примера систем с взаимным типом связи рас-

смотрим два взаимно связанных осциллятора Чена (1.6), характеризу-

ющихся четырехмерным фазовым пространством и двулистной структу-

рой хаотического аттрактора. Эта система с тем же набором управляю-

щих параметров была рассмотрена в главе 1 с точки зрения возможно-

сти установления в ней режима обобщенной синхронизации. Как было

установлено в этой главе, режим обобщенной синхронизации в данном

случае возникает при εc ≈ 105, что подтверждается и при помощи мето-

да фазовых трубок, и путем расчета спектра показателей Ляпунова для

этой системы. Ниже границы обобщенной синхронизации имеет место

перемежающееся поведение, характеризующееся чередованием ламинар-

ных и турбулентных фаз. Ламинарные фазы в данном случае соответ-

ствуют интервалам времени, когда фазовые траектории обеих систем на

протяжении долгого времени ведут себя синхронно, а турбулентные фа-

зы – ситуации, когда фазовые траектории взаимодействующих систем

на протяжении короткого времени резко расходяться. Описанная ситу-

ация проиллюстрирована на рисунке 2.7, где представлены фрагменты

временных реализаций и соответствующие им фазовые траектории в мо-

менты их расхождения, а также сами фазовые портреты при ε = 100. Из

рисунка видно, что как и в системах Лоренца, перемежающееся поведе-

ние на границе обобщенной синхронизации в данном случае обусловле-

но асинхронным перескоком изображающих точек взаимодействующих

систем с одного листа хаотического аттрактора на другой, а следова-
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Рисунок 2.7 — Фрагменты временных реализаций двух взаимно связан-

ных осцилляторов Чена (1.6), находящихся в режиме перемежающейся

обобщенной синхронизации, ε = 100 (а). Фазовые портреты первой (б)

и второй (в) взаимно связанных систем Чена и фазовые траектории,

соответствующие временным интервалам, показанным на рисунке 2.7,а

тельно, статистические характеристики перемежаемости в данном слу-

чае должны также удовлетворять экспоненциальным законам (2.5) и

(2.7).

Для подтверждения вышесказанного при помощи предложенного ме-

тода, основанного на анализе расположения изображающих точек на

аттракторах взаимодействующих систем, были построены и проанализи-

рованы статистические характеристики длительностей характерных фаз

поведения систем Чена (1.6), находящихся в режиме перемежающейся

обобщенной синхронизации. Полученные характеристики представлены

на рисунке 2.8 и, как видно из этого рисунка, эти характеристики ока-

зываются в точности такими же, как и для систем Лоренца, связанных

однонаправленно и взаимно. Иными словами, распределения длитель-
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Рисунок 2.8 — (а) Нормированные распределения длительностей вре-

менных интервалов, в течение которых два хаотических осциллятора

Чена (1.6) характеризуются изображающими точками, расположенными

на одинаковых листах хаотических аттракторов, полученные при фик-

сированных параметра связи, и их теоретические аппроксимации экс-

поненциальным законом (2.5): •, кривая 1 – ε = 100, N, кривая 2 –

ε = 70, �, кривая 3 – ε = 50. (б) Зависимость средней длительности

временных интервалов, в течение которых фазовые траектории связан-

ных систем находятся на одинаковых листах хаотических аттракторов,

от параметра связи ε (•) и ее аппроксимация экспоненциальным законом

(2.7) (сплошная линия)

ностей временных интервалов, во время которых оба осциллятора Чена

характеризуются изображающими точками, расположенными на одина-

ковых листах хаотических аттракторов, подчиняются экспоненциально-

му закону (2.5) (рисунок 2.8,а), а зависимость средней длительности

этих интервалов от параметра связи удовлетворяют экспоненциальной

закономерности (2.7) (рисунок 2.8,б).

Таким образом, в однонаправленно и взаимно связанных системах со

сложной топологией аттрактора на границе обобщенной синхронизации

наблюдается новый тип перемежающегося поведения – перемежаемость

“перескоков”, статистические характеристики и механизмы возникнове-

ния которого существенным образом отличаются от характеристик пе-
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ремежаемости типа “on-off”, имеющей место на границе этого режима в

системах с относительно простой топологией аттрактора.

2.7 Выводы по главе 2

В рамках данной главы диссертационной работы изучены характе-

ристики перемежающегося поведения, имеющего место вблизи границы

обобщенной синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных си-

стемах со сложной (двулистной) топологией аттрактора. Впервые уста-

новлено, что переход к синхронному режиму в данном случае сопро-

вождается перемежаемостью “перескоков” (jump intermittency), стати-

стические характеристики которой существенным образом отличаются

от характеристик перемежаемости типа “on-off”, имеющей место вблизи

границы обобщенной синхронизации в системах с относительно простой

топологией аттрактора, как, например, у систем Ресслера.

Выявлены механизмы возникновения перемежаемости “перескоков” в

исследуемых системах. Установлено, что разрушение режима обобщен-

ной синхронизации обусловлено асинхронным переском изображающих

точек с одного листа хаотического аттрактора на другой, что позволяет

предложить метод определения статистических характеристик переме-

жаемости, основанный на анализе расположения изображающих точек

на аттракторах взаимодействующих систем. Эффективность метода про-

верена на системах с однонаправленным типом связи – однонаправленно

связанных системах Лоренца, допускающих анализ режима обобщенной

синхронизации и перехода к нему при помощи метода вспомогательной

системы. Установлено, что оба метода позволяют с высокой степенью

точности определить статистические характеристики перемежаемости в

системах с однонаправленным типом связи, в то время как для взаим-

но связанных систем предложенный метод является практически един-
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ственным подходом, позволяющим определить длительности характер-

ных (ламинарных и турбулентных) фаз поведения систем.

Изложены теоретические основы перемежаемости “перескоков”. По-

казано как теоретически, так и численно, что распределения длительно-

стей ламинарных фаз и зависимость средней длительности ламинарных

фаз от параметра связи в режиме перемежаемости “перескоков” под-

чиняются экспоненциальным законам. Подобные закономерности имеют

место как в системах с однонаправленным, так и взаимным типами

связи, что свидетельствует о независимости типа перемежаемости, име-

ющего место вблизи границы обобщенной синхронизации в системах

со сложной топологией аттрактора, от типа связи между системами.

Полученные результаты проиллюстрированы на примере двух однона-

правленно и взаимно связанных систем Лоренца, а также двух взаимно

связанных систем Чена со сложной структурой аттрактора.

Результаты, полученные в рамках настоящей главы диссертационной

работы, существенным образом расширяют существующие теоретиче-

ские представления о механизмах и свойствах обобщенной синхрониза-

ции и переходе к этому режиму во взаимодействующих системах, де-

монстрирующих сложное хаотическое поведение. Можно ожидать, что

они найдут практическое применение при обработке экспериментальных

временных рядов динамических систем, топология аттрактора которых

является достаточно сложной.
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Глава 3

Влияние шума на обобщенную синхронизацию в

системах со сложной топологией аттрактора

[77,78,88,89]

3.1 Теоретические предпосылки изучения влияния

шума на обобщенную синхронизацию

Еще одним важным вопросом, связанным с изучением обобщенной

синхронизации, является исследование влияния шума на установление

этого синхронного режима [67,71,72]. Как отмечалось во Введении, шум

всегда присутствует в реальных системах и устройствах, при этом его

влияние на поведение этих систем может быть как конструктивным, так

и деструктивным [65–67,72]. Для систем с относительно простой топо-

логией аттрактора режим обобщенной синхронизации оказывается, как

правило, устойчивым по отношению к шумам [71, 72]. Этот вопрос ис-

следован достаточно хорошо для осцилляторов с диссипативным типом

связи в виду того, что именно этот тип связи характерен для большин-

ства систем, используемых в качестве генераторов передающего и при-

нимающего устройств в схемах скрытой передачи информации, основан-

ных на явлении обобщенной синхронизации [12]. Системы со сложной

топологией аттрактора, в частности, рассмотренные в главах 1-2, также

характеризуются диссипативным типом связи и являются моделями ре-
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альных радиотехнических генераторов [118–121], а, следовательно, на-

ряду с системами с относительно простой топологией аттрактора могут

использоваться в схемах скрытой коммуникации. Именно эти системы

могут повысить конфиденциальность передачи информации, а следова-

тельно, вопрос о влиянии шума на поведение границы обобщенной син-

хронизации в таких системах имеет важное практическое значение.

Рассмотрим вопрос о влиянии шума на установление обобщенной

синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора на кон-

кретных примерах. Начнем рассмотрение с однонаправленно связанных

систем и в качестве объектов исследования выберем по-прежнему одно-

направленно связанные системы Лоренца (1.7) и системы Чена (1.6).

3.2 Обобщенная синхронизация в присутствии шума в

двух однонаправленно связанных системах

Лоренца

Динамика однонаправленно связанных систем Лоренца, находящихся

под внешним шумовым воздействием, описывается следующей системой

обыкновенных дифференциальных уравнений:

ẋ1 = σ (y1 − x1) ,

ẏ1 = r1x1 − y1 − x1z1,

ż1 = −bz1 + x1y1,

ẋ2 = σ (y2 − x2) + ε (x1 − x2) +Dζ,

ẏ2 = r2x2 − y2 − x2z2,

ż2 = −bz2 + x2y2.

(3.1)

Система (3.1) отличается от системы (1.7) наличием дополнительного

шумового слагаемого Dζ в первом уравнении второй системы Лоренца.

Здесь ζ – дельта-коррелированный (белый) гауссовский шум, ⟨ζi(t)⟩ = 0,
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⟨ζi(t)ζj(t)⟩ = δijδ(t− t′), ∀i, j, D – интенсивность шумового воздействия.

Значения остальных управляющих параметров выбраны теми же, что и

для системы (1.7).

Решение системы (3.1) осуществлялось численно при помощи мето-

да Рунге-Кутта 4 порядка, адаптированного для стохастических диф-

ференциальных уравнений [122], с шагом h = 0.001. Для определения

наступления режима обобщенной синхронизации в этой системе исполь-

зовались метод вспомогательной системы и расчет спектра показателей

Ляпунова, подробно описанные в главе 1. При этом, ведомая и вспомо-

гательная системы из (3.1) подвергались одному и тому же шумовому

воздействию.

На рисунке 3.1 приведено сравнение границ обобщенной синхрони-

зации, полученных с помощью метода расчета спектра показателей Ля-

пунова и методом вспомогательной системы, для системы (3.1). Из ри-

сунка 3.1 видно, что при относительно малых значениях интенсивности

шума, сопоставимых с амплитудой собственных колебаний системы Ло-

ренца и даже немного превышающих ее, порог обобщенной синхрониза-

ции практически не меняется, а также, что оба метода демонстрируют

схожий результат. При этом, граница обобщенной синхронизации, диа-

гностируемая при помощи расчета спектра показателей Ляпунова, в ряде

случаев лежит несколько ниже аналогичной границы, полученный с ис-

пользованием метода вспомогательной системы, что обусловлено нали-

чием перемежающегося поведения вблизи границы возникновения син-

хронного режима (см. главу 2).

Далее рассмотрен вопрос о влиянии управляющих параметров вза-

имодействующих систем Лоренца (3.1) на установление в них режима

обобщенной синхронизации в присутствии шума. На рисунке 3.2 приве-

дены зависимости порога возникновения режима обобщенной синхрони-

зации в этих системах от интенсивности шума при различных значени-
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Рисунок 3.1 — Сравнение зависимостей порога возникновения режима

обобщенной синхронизации в двух однонаправленно связанных систе-

мах Лоренца (3.1) от интенсивности шума, полученных методом расчета

спектра показателей Ляпунова (сплошная линия) и методом вспомога-

тельной системы (пунктирная линия)

ях управляющих параметров, полученные при помощи метода вспомо-

гательной системы. Из рисунка видно, что, порог обобщенной синхро-

низации практически не меняется. Иными словами, режим обобщенной

синхронизации в связанных системах Лоренца (3.1) оказывается устой-

чивым по отношению к шумам.

Для пояснения такого поведения границы обобщенной синхрониза-

ции на рисунке 3.3 приведены зависимости старшего условного показа-

теля Ляпунова λr
1 от параметра связи ε для различных значений интен-

сивности шумового воздействия D, а также показаны фазовые портреты

ведомой системы Лоренца при тех же значениях D. Видно, что неза-

висимо от интенсивности шума при увеличении параметра связи стар-

ший условный показатель Ляпунова переходит в область отрицательных

значений, что и соответствует порогу установления обобщенной син-

хронизации в исследуемой системе. При этом, при относительно малом

значении интенсивности шума (D = 2) старший условный показатель
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Рисунок 3.2 — Зависимости порога возникновения режима обобщен-

ной синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Ло-

ренца (3.1), полученные при помощи метода вспомогательной системы,

от интенсивности шума при значениях управляющих параметров: 1 –

r1 = 40, r2 = 35; 2 – r1 = 40, r2 = 45; 3 – r1 = 40, r2 = 50

Ляпунова практически в точности совпадает с аналогичным показате-

лем, рассчитанным для той же системы в отсутствие шума. При отно-

сительно больших значениях интенсивности шума (D = 8) показатель

Ляпунова переходит в область отрицательных значений чуть позже, что

и приводит к незначительному росту порогового значения установления

синхронного режима.

Если рассмотреть фазовые портреты, то на рисунке 3.3,б-г можно

наблюдать, как трансформируется аттрактор ведомой системы при до-

бавлении шума различной интенсивности. Видно, что внешнее шумовое

воздействие приводит к зашумлению аттрактора, но при этом не нару-

шает его двулистную структуру.

Таким образом, режим обобщенной синхронизации в однонаправлен-

но связанных осцилляторах Лоренца оказывается устойчивым по отно-

шению к шумам.
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Рисунок 3.3 — Зависимости старшего условного показателя Ляпунова λr
1

от параметра связи ε при различных значениях интенсивности шумового

воздействия (а) и фазовые портреты ведомой системы Лоренца (3.1) при

тех же значениях интенсивности шума (б-г): D = 0 – сплошная линия

(б), D = 2 – штриховая линия (в), D = 8 – штрихпунктирная линия

(г). Значение параметра связи, соответствующее порогу возникновения

обобщенной синхронизации в отсутствие шума, показано стрелкой
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3.3 Обобщенная синхронизация в присутствии шума в

двух однонаправленно связанных системах Чена

Теперь перейдем к рассмотрению установления режима обобщенной

синхронизации в присутствии шума в двух однонаправленно связанных

системах Чена, уравнения для которых выглядят следующим образом:

ẋ1 = α (y1 − x1) + ey1z1,

ẏ1 = cx1 − dx1z1 + y1 + u1,

ż1 = x1y1 − bz1,

u̇1 = −k1y1,

ẋ2 = α (y2 − x2) + ey2z2,

ẏ2 = cx2 − dx2z2 + y2 + u2,

ż2 = x2y2 − bz2,

u̇2 = −k2y2 + ε (x1 − x2) +Dζ.

(3.2)

Здесь слагаемое Dζ определяет внешнее шумовое воздействие с теми

же характеристиками, что и для систем Лоренца (3.1), значения управ-

ляющих параметров выбраны теми же, что и для взаимно связанных

систем Чена (1.6), подробно исследованных в рамках глав 1-2, парамет-

ры k1 = 190 и k2 = 110 “поменяны местами”, определяя воздействие

первой (ведущей) системы, находящейся в хаотическом режиме, на вто-

рую (ведомую) систему, демонстрирующую режим гиперхаоса. Решение

системы (3.2) осуществлялось при помощи той же численной схемы, что

и для систем Лоренца (3.1), с теми же параметрами расчета. Диагно-

стика обобщенной синхронизации в системе (3.2) производилась также

при помощи метода вспомогательной системы и путем расчета старшего

условного показателя Ляпунова для системы (3.2).

По аналогии с системами Лоренца (3.1), для однонаправленно связан-

ных систем Чена также при помощи метода вспомогательной системы
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Рисунок 3.4 — Зависимости порога возникновения режима обобщенной

синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Чена (3.2)

от интенсивности шума D, полученные при помощи метода вспомога-

тельной системы, при следующих значениях управляющих параметров:

1 – k1 = 190, k2 = 110; 2 – k1 = 240, k2 = 110; 3 – k1 = 310, k2 = 110

получены зависимости порога возникновения режима обобщенной син-

хронизации от интенсивности шума при различных значениях управля-

ющих параметров. На рисунке 3.4 приведены зависимости порога воз-

никновения режима обобщенной хаотической синхронизации от интен-

сивности шума для трех различных значений управляющего параметра

k1 при фиксированных значениях остальных управляющих параметров.

Легко увидеть, что при различных значениях управляющего параметра

k1 границы возникновения режима обобщенной синхронизации практи-

чески не зависят от интенсивности шума D ∈ [0; 120].

Устойчивость режима обобщенной синхронизации в двух однонаправ-

ленно связанных системах Чена по отношению к шумам обусловлена

также слабым влиянием шума на поведение старшего условного показа-

теля Ляпунова и структуру аттрактора ведомой системы. На рисунке 3.5

по аналогии с рисунком 3.3 приведены зависимости двух старших услов-

ных показателей Ляпунова от параметра связи и фазовые портреты ве-
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домой системы Чена при различных значениях интенсивности шумового

воздействия. Видно, что, как и в системах Лоренца, при относитель-

но слабых значениях интенсивности шумового воздействия показатели

Ляпунова практически не отличаются от аналогичных показателей в от-

сутствие шума. Увеличение интенсивности шумового сигнала приводит

к небольшим изменениям показателей Ляпунова, но переход старше-

го условного показателя Ляпунова в область отрицательных значений

происходит практически при том же значении параметра связи, что и

в отсутствие шума или при наличии шума слабой интенсивности. При

этом, двулистная структура аттрактора во всех случаях также не раз-

рушается.

Таким образом, в рассмотренных однонаправленно связанных осцил-

ляторах Чена режим обобщенной синхронизации оказывается также

устойчивым по отношению к шумам.

3.4 Влияние характеристик шумового сигнала на

установление обобщенной синхронизации в

однонаправленно связанных хаотических системах

со сложной топологией аттрактора

Теперь обсудим вопрос о влиянии характеристик внешнего шумово-

го воздействия на установление режима обобщенной синхронизации в

системах со сложной топологией аттрактора. В качестве объектов иссле-

дования рассмотрим те же однонаправленно связанные системы Лоренца

(3.1) и системы Чена (3.2), находящиеся под внешним шумовым воздей-

ствием Dζ, а в качестве шумовых сигналов наряду с гауссовским белым

шумом выберем еще шум с нулевым средним и равномерной плотностью

распределения вероятностей. Для диагностики обобщенной синхрониза-
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Рисунок 3.5 — Зависимости двух старших условных показателей Ля-

пунова λr
1,2 от параметра связи ε при различных значениях интенсив-

ности шумового воздействия (а) и фазовые портреты ведомой системы

Чена (3.2) при тех же значениях интенсивности шума (б-г): D = 0

– сплошная линия (б), D = 10 – штриховая линия (в), D = 100 –

штрихпунктирная линия (г). Значение параметра связи, соответству-

ющее порогу возникновения обобщенной синхронизации в отсутствие

шума, показано стрелкой
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Рисунок 3.6 — Зависимости порога возникновения режима обобщен-

ной синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Лорен-

ца (3.1) от интенсивности шумового воздействия с гауссовской плот-

ностью распределения вероятностей (сплошная линия) и равномерной

плотностью распределения вероятностей (пунктирная линия)

ции по-прежнему будем использовать метод вспомогательной системы и

метод расчета старшего условного показателя Ляпунова.

На рисунке 3.6 приведены рассчитанные таким образом границы

обобщенной синхронизации на плоскости параметров “интенсивность

шумового воздействия – параметр связи” в системе двух однонаправ-

ленно связанных осцилляторов Лоренца (3.1) для двух типов шумового

воздействия, с гауссовской и равномерной плотностью распределения ве-

роятностей. Из рисунка наглядно видно, что полученные границы слабо

отличаются друг от друга. Более того, пороговые значения установле-

ния синхронных режимов оказываются практически одинаковыми в ши-

роком диапазоне изменения интенсивности шумового воздействия для

обоих типов шума. Иными словами, режим обобщенной синхронизации

в системе (3.1) оказывается устойчивым по отношению к шумам неза-

висимо от интенсивности и типа шумового воздействия.
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Рисунок 3.7 — Зависимости старшего условного показателя Ляпунова λr
1

системы (3.1) от параметра связи ε в отсутствии и при наличии различ-

ных типов шумового воздействия. Сплошной линией показан старший

условный ляпуновский показатель в отсутствии шума D = 0, штриховой

линией – при воздействии шума с гауссовским распределением вероят-

ности интенсивности D = 8, и штрих-пунктирной линией – при воздей-

ствии шума с равномерным распределением вероятности интенсивности

D = 8

На рисунке 3.7 представлены зависимости старшего условного пока-

зателя Ляпунова от параметра связи для систем Лоренца в отсутствии

шума и при наличии шума одинаковой интенсивности D = 8 с гауссов-

ским и равномерным распределениями вероятностей. Видно, что при-

веденные зависимости немного отличаются друг от друга. Однако, во

всех рассмотренных случаях при увеличении параметра связи старший

условный показатель Ляпунова переходит в область отрицательных зна-

чений практически при одних и тех же значениях параметра связи, что

и соответствует одинаковым порогам установления обобщенной синхро-

низации в исследуемой системе.

На рисунке 3.8 представлены фазовые портреты ведомой системы Ло-

ренца при тех же значениях характера и интенсивности шумового воз-
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Рисунок 3.8 — Фазовые портреты ведомой системы Лоренца (3.1) в

отсутствие шума (а) и при наличии шума интенсивности D = 8 с гаус-

совским (б) и равномерным (в) распределениями вероятности

действия. Из рисунка видно, что, как отмечалось выше, при добавлении

шума аттрактор Лоренца заметно трансформируется, в частности, для

обоих источников шума происходит его достаточно сильное зашумле-

ние, но в обоих случаях двулистная структура аттрактора сохраняется,

что может быть причиной устойчивости режима обобщенной синхрони-

зации по отношению к шумам.

Таким образом, режим обобщенной синхронизации в однонаправлен-

но связанных осцилляторах Лоренца оказывается устойчивым к любому

типу шумового воздействия, что может быть объяснено также слабым

влиянием шума на аттрактор системы Лоренца.

Аналогичное поведение границ обобщенной синхронизации наблюда-

ется и для однонаправленно связанных систем Чена. На рисунке 3.9

приведены зависимости порога возникновения режима обобщенной ха-
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Рисунок 3.9 — Зависимости порога возникновения режима обобщенной

синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Чена (3.2)

от интенсивности шума с гауссовской плотностью распределения веро-

ятностей (сплошная линия) и равномерной плотностью распределения

вероятностей (пунктирная линия)

отической синхронизации от интенсивности шума для систем Чена, на-

ходящихся под воздействием шума с гауссовским и равномерным рас-

пределениями. Легко видеть, что по аналогии с осцилляторами Лорен-

ца, при различных типах шумового воздействия границы режима обоб-

щенной синхронизации практически не зависят от интенсивности шума

D во всем построенном диапазоне ее изменения. Устойчивость режима

обобщенной синхронизации в двух однонаправленно связанных систе-

мах Чена по отношению к шумам обусловлена также слабым влиянием

шума на структуру аттрактора ведомой системы и поведение старшего

условного показателя Ляпунова.
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3.5 Обобщенная синхронизация в присутствии шума

во взаимно связанных системах со сложной

топологией аттрактора

Теперь перейдем к рассмотрению вопроса о влиянии шума на обоб-

щенную синхронизацию в двух взаимно связанных системах со сложной

топологией аттрактора, а в качестве объектов исследования выберем те

же системы Лоренца и системы Чена, но связанные взаимно. Ввиду

независимости полученных результатов в системах с однонаправленным

типом связи от характеристик шумового сигнала, в данном разделе огра-

ничимся рассмотрением только источника белого шума с гауссовским

распределением плотности вероятности. По аналогии со случаем однона-

правленной связи шум будем вводить только в одно из уравнений второй

системы. Из-за неработоспособности метода вспомогательной системы

для осцилляторов с взаимным типом связи, для диагностики обобщен-

ной синхронизации в данном случае будем использовать только метод

расчета спектра показателей Ляпунова для систем, находящихся под

действием шума. Параметры численных схем выберем те же, что и в

случае однонаправленной связи.

Уравнения взаимодействующих систем в данном случае запишутся в

виде:

ẋ1 = σ (y1 − x1) + ε (x2 − x1) ,

ẏ1 = r1x1 − y1 − x1z1,

ż1 = −bz1 + x1y1,

ẋ2 = σ (y2 − x2) + ε (x1 − x2) +Dζ,

ẏ2 = r2x2 − y2 − x2z2,

ż2 = −bz2 + x2y2.

(3.3)

для взаимно связанных систем Лоренца и
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Рисунок 3.10 — Зависимости порога возникновения режима обобщенной

синхронизации в двух взаимно связанных системах Лоренца (3.3), на-

ходящихся под действием шума, от интенсивности D шумового воздей-

ствия, полученные при различных значениях управляющих параметров:

1 – r1 = 40, r2 = 35; 2 – r1 = 40, r2 = 45; 3 – r1 = 40, r2 = 50

ẋ1 = α (y1 − x1) + ey1z1,

ẏ1 = cx1 − dx1z1 + y1 + u1,

ż1 = x1y1 − bz1,

u̇1 = −k1y1 + ε (x2 − x1) ,

ẋ2 = α (y2 − x2) + ey2z2,

ẏ2 = cx2 − dx2z2 + y2 + u2,

ż2 = x2y2 − bz2,

u̇2 = −k2y2 + ε (x1 − x2) +Dζ.

(3.4)

для систем Чена. Значения управляющих параметров оставим теми же,

что и в случае однонаправленной связи.

На рисунках 3.10–3.11 приведены рассчитанные границы обобщен-

ной синхронизации на плоскости параметров “интенсивность шумового

воздействия – параметр связи” для обеих рассматриваемых систем. Из
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Рисунок 3.11 — Зависимости порога возникновения режима обобщенной

синхронизации в двух взаимно связанных системах Чена (3.4), находя-

щихся под действием шума, от интенсивности шумового воздействия

D, полученные при различных значениях управляющих параметров: 1 –

k1 = 190, k2 = 110; 2 – k1 = 240, k2 = 110; 3 – k1 = 310, k2 = 110

рисунков видно, что режим обобщенной синхронизации в данном слу-

чае остается по-прежнему устойчивым по отношению к шумам в огра-

ниченном диапазоне изменения интенсивности шумового воздействия,

однако, степень устойчивости в данном случае оказывается значительно

ниже. Это может быть обусловлено взаимным характером взаимодей-

ствия между системами: при однонаправленной связи шум воздейству-

ет только на ведомую систему, а при взаимной связи фактически рас-

пространяется на обе системы, тем самым трансформируя аттракторы

обеих взаимодействующих систем. На рисунке 3.12 представлены фазо-

вые портреты обеих систем Лоренца в присутствии шума интенсивности

D = 1 при изменении параметра связи. Видно, что шум трансформирует

аттракторы обеих систем, но при этом сохраняет их двулистную струк-

туру.
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Рисунок 3.12 — Фазовые портреты взаимодействующих первой (а,в) и

второй (б,г) систем Лоренца (3.3), находящихся под действием шума

интенсивности D = 1, при изменении параметра связи ε: (а,б) ε = 0.1,

(в,г) ε = 6
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3.6 Выводы по главе 3

Таким образом, в третьей главе диссертационной работы проанализи-

ровано влияние шума на порог установления режима обобщенной син-

хронизации в однонаправленно и взаимно связанных системах со слож-

ной топологией аттрактора. Установлено, что независимо от типа свя-

зи между системами и характера распределения случайной величины,

описывающей шумовой процесс, режим обобщенной синхронизации в

таких системах оказывается устойчивым по отношению к шумам в ши-

роком, но ограниченном диапазоне изменения интенсивности шумового

воздействия. При этом, диапазон устойчивости к шумам практически не

зависит от характеристик шумового сигнала, но сильно зависит от типа

связи между системами.

Для диагностики обобщенной синхронизации в однонаправленно свя-

занных системах, находящихся под действием шума, использовались ме-

тод вспомогательной системы и метод расчета старшего условного пока-

зателя Ляпунова. Показано, что оба метода дают хорошо согласующиеся

между собой результаты, а расхождение между ними можно объяснить

наличием перемежаемости вблизи границы возникновения синхронного

режима. Для взаимно связанных систем, как неоднократно упоминалось

в рамках данной диссертации, метод вспомогательной системы не рабо-

тает, а следовательно, диагностика обобщенной синхронизации в таких

системах в присутствии шума осуществлялась только при помощи рас-

чета спектра показателей Ляпунова. В качестве объектов исследования

выбраны осцилляторы Лоренца и системы Чена, связанные однонаправ-

ленно и взаимно. Для обеих систем получены качественно одинаковые

результаты.

Для объяснения устойчивости режима обобщенной синхронизации

по отношению к шумам изучен вопрос о трансформации аттракторов
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взаимодействующих систем Лоренца и Чена при добавлении в них шу-

ма разной интенсивности. Показано, что внешний шумовой сигнал не

разрушает двулистную структуру аттракторов этих систем, что и объ-

ясняет слабую зависимость порога возникновения синхронного режима

от интенсивности и типа шумового воздействия. Также установлено,

что внешний источник шума практически не меняет величину старшего

условного (в случае взаимной связи, как правило, второго) показателя

Ляпунова, отвечающего за установление обобщенной синхронизации,

что является дополнительным доказательством устойчивости режима

обобщенной синхронизации к шумам в однонаправленно и взаимно свя-

занных системах со сложной топологией аттрактора.
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Заключение

Таким образом, в рамках настоящей диссертационной работы реше-

на научная задача, имеющая существенное значение для радиофизики,

связанная с разработкой методов анализа обобщенной синхронизации

и перемежающегося поведения, имеющего место вблизи ее границы, в

однонаправленно и взаимно связанных системах со сложной (двулист-

ной) топологией аттрактора и исследованием особенностей этого режи-

ма при помощи разработанных методов и подходов. В качестве объектов

исследования выбраны однонаправленно и взаимно связанные системы

Лоренца и Чена. Получены следующие основные научные результаты:

1. Проверена работоспособность классических методов диагностики

режима обобщенной синхронизации применительно к системам со

сложной структурой аттрактора. Установлено, что в однонаправ-

ленно связанных системах возможно корректно использовать метод

вспомогательной системы и метод расчета условных показателей

Ляпунова, в то время как для систем с взаимным типом связи

только метод расчета спектра показателей Ляпунова оказывается

применимым. Кроме того, на конкретных примерах показано, что

известный метод ближайших соседей не позволяет корректно ди-

агностировать наступление режима обобщенной синхронизации в

случае обоих типов связи.
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2. Впервые предложено использовать метод фазовых трубок, который

является модификацией метода ближайших соседей, для диагности-

ки обобщенной синхронизации в системах со сложной топологей

аттракора. Результаты предложенного метода хорошо согласуются с

данными, полученными с помощью расчета показателей Ляпунова

для обоих типов связи между системами, а для однонаправленно

связанных систем – еще и с результатами метода вспомогательной

системы.

3. Выявлены механизмы возникновения/разрушения режима обобщен-

ной синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора.

Показано, что разрушение режима обобщенной синхронизации в

данном случае обусловлено асинхронным перескоком изображаю-

щих точек с одного листа хаотического аттрактора на другой, что

приводит к возникновению перемежаемости вблизи границы этого

режима.

4. Исследованы характеристики перемежаемости, имеющей место

вблизи границы обобщенной синхронизации в однонаправленно

связанных системах со сложной топологией аттрактора. При по-

мощи метода вспомогательной системы установлено, что статисти-

ческие характеристики перемежаемости, полученные в данном слу-

чае, существенно отличаются от характеристик перемежаемости ти-

па “on-off”, реализуемой в системах с относительно простой топо-

логией аттрактора. Обнаруженный тип перемежаемости назван пе-

ремежаемостью “перескоков” (jump intermittency).

5. Предложен метод перескоков, основанный на анализе расположе-

ния изображающих точек на аттракторах взаимодействующих си-

стем, для определения характеристик перемежающегося поведения

на границе режима обобщенной синхронизации в системах со слож-
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ной топологией аттрактора. Апробация метода проведена на одно-

направленно связанных системах Лоренца со сложной топологией

аттрактора, находящихся вблизи границы обобщенной синхрониза-

ции. Вычислены распределения длительностей ламинарных фаз и

зависимости средней длительностей ламинарных фаз от параметра

связи при помощи этого метода, полученные результаты сопостав-

лены с аналогичными характеристиками, полученными при помощи

метода вспомогательной системы. Показано, что предложенный ме-

тод несильно уступает классическому методу вспомогательой систе-

мы, что позволяет использовать его в том случае, где реализация

метода вспомогательной системы не представляется возможной, на-

пример, в случае взаимной связи между системами.

6. Численно получены характеристики перемежаемости, имеющей ме-

сто вблизи границы обобщенной синхронизации в системах со

сложной топологией аттрактора, связанных взаимно. На примере

осцилляторов Лоренца и систем Чена установлено, что распреде-

ления длительностей ламинарных фаз и зависимости средних дли-

тельностей ламинарных фаз от параметра связи подчиняются экспо-

ненциальным законам. Те же закономерности присущи однонаправ-

ленно связанным системам, что свидетельствует о независимости

типа перемежаемости, имеющего место вблизи границы обобщен-

ной синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора,

от типа связи между системами.

7. Изложены теоретические основы перемежаемости “перескоков”. По-

лучены экспоненциальные законы для распределения длительно-

стей ламинарных фаз и зависимости средней длительности лами-

нарных фаз от параметра связи. Показано, что результаты числен-

ного моделирования находятся в хорошем соответствии с теорети-
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ческими закономерностями как для однонаправленного, так и вза-

имного типов связи между системами.

8. Изучен вопрос о влиянии шума на порог установления режима

обобщенной синхронизации в однонаправленно и взаимно связан-

ных системах со сложной топологией аттрактора. Для систем с од-

нонаправленным типом связи для диагностики синхронного режи-

ма использовались метод вспомогательной системы и метод расчета

старшего условного показателя Ляпунова. Показано, что оба ме-

тода дают хорошо согласующиеся между собой результаты, а рас-

хождение между ними можно объяснить наличием перемежаемости

вблизи границы возникновения синхронного режима. При этом, для

взаимно связанных систем, находящихся под действием шума, диа-

гностика синхронного режима возможна только при помощи расче-

та спектра показателей Ляпунова для этих систем.

9. Для систем со сложной топологией аттрактора, находящихся под

действием шума, установлено, что независимо от типа связи между

системами и характера распределения случайной величины, опи-

сывающей шумовой процесс, режим обобщенной синхронизации в

таких системах оказывается устойчивым по отношению к шумам

в широком, но ограниченном диапазоне изменения интенсивности

шумового воздействия. При этом, диапазон устойчивости к шу-

мам практически не зависит от характеристик шумового сигнала,

но сильно зависит от типа связи между системами.

10. Для объяснения причин устойчивости режима обобщенной синхро-

низации по отношению к шумам изучен вопрос о трансформации

аттракторов взаимодействующих систем при изменении интенсив-

ности шумового воздействия. Показано, что внешний шумовой сиг-

нал не разрушает двулистную структуру аттракторов этих систем,
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что и объясняет слабую зависимость порога возникновения син-

хронного режима от интенсивности и типа шумового воздействия.

Также установлено, что внешний источник шума практически не

меняет величину показателя Ляпунова, отвечающего за установле-

ние обобщенной синхронизации, что еще раз подтверждает устой-

чивость режима обобщенной синхронизации к шумам в однона-

правленно и взаимно связанных системах со сложной топологией

аттрактора.

В завершение работы хочу выразить искреннюю благодарность свое-
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местную работу, поддержку на протяжении всего процесса обучения,
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