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Введение

Актуальность исследуемой проблемы

Феномен хаотической синхронизации появился на рубеже 21 века,

и за достаточно короткое время в этой научной области был сделан

значительный исследовательский прорыв [1–3]. Это связано с тем, что

явление хаотической синхронизации может наблюдаться во многих сфе-

рах деятельности человека и может принести колоссальную пользу в

различных областях знаний.

К настоящему времени были выявлены и хорошо изучены разные

типы хаотической синхронизации, среди которых наибольшее распро-

странение получили режимы полной синхронизации [4], синхрониза-

ции с запаздыванием (lag-синхронизации) [5], обобщенной синхрониза-

ции [6], фазовой синхронизации [7, 8], синхронизации временных мас-

штабов [9] и другие.

Среди различных областей науки и техники, в которых каждый из

вышеперечисленных типов хаотической синхронизации нашел свое при-

менение, можно выделить СВЧ-электронику и радиофизику [10–13],

сферу скрытой передачи информации [14–18], лазерную физику [19–24],

исследования в области биологии и медицины [25–33].

Непосредственно на границе различных типов синхронного поведе-

ния наблюдается перемежающееся поведение [1, 34]. Соответственно,

существуют режимы перемежающейся фазовой синхронизации [35–37],

перемежающейся обобщенной синхронизации [38,39], перемежающейся

синхронизации с запаздыванием [40], перемежающейся синхронизации

временных масштабов [41,42] и т.п. Подобные явления возможно наблю-
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дать также в неавтономных периодических и хаотических осцилляторах,

находящихся под внешним шумовым воздействием [43, 44]. Перемежа-

емость также часто встречается в реальных системах, в том числе в

нейрофизиологических, где в качестве примера можно привести эпилеп-

тическую активность у животных и человека [45, 46]. Таким образом,

изучение особенностей синхронизации связанных хаотических осцилля-

торов и перемежающегося поведения на границе синхронных режимов

в настоящее время представляется актуальным направлением теорети-

ческих и экспериментальных исследований, имеющим важное практиче-

ское значение.

Для исследования поведения динамических систем существует мно-

жество количественных и качественных критериев, которые предостав-

ляют информацию о состоянии и изменениях изучаемого объекта. Од-

ним из таких базовых и фундаментальных инструментов является рас-

чет спектра показателей Ляпунова [47–51], который эффективен как

при изучении автономной, так и неавтономной динамики систем с со-

средоточенными и распределенными параметрами. С помощью расчета

спектра показателей Ляпунова возможно отследить качественные изме-

нения в динамике системы при варьировании управляющих параметров.

Методика расчета показателей Ляпунова хорошо зарекомендовала се-

бя в таких исследованиях систем, при которых происходит переход от

хаотического режима к гиперхаосу [52] или для выявления наличия ги-

перболического аттрактора [49,53]. При изучении синхронных режимов

в неавтономных и связанных системах расчет показателей Ляпунова

позволяет детектировать границы их возникновения [54–59].

Методология расчета показателей Ляпунова применительно к вопро-

сам исследования хаотической синхронизации используется повсемест-

но. Например, смена знака у одного из положительных показателей Ля-

пунова на отрицательный указывает на наступление режима обобщен-

ной синхронизации [54,57,59–61]. Момент перехода нулевого условного

ляпуновского показателя в отрицательную область предшествует уста-

новлению режима фазовой синхронизации в неавтономных системах,
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находящихся в периодическом режиме под действием шума, и связан-

ных системах, демонстрирующих хаотическую динамику [55,56,58,62].

Важно учитывать, что разница между моментом смены знака показа-

теля Ляпунова и наступлением режима фазовой синхронизации может

быть достаточно велика, из чего следует вывод, что величину соот-

ветствующего показателя Ляпунова можно рассматривать как степень

синхронизма при перемежающейся фазовой синхронизации [62,63].

Необходимо отметить, что подход для изучения хаотической синхро-

низации, основанный на расчете спектра показателей Ляпунова, яв-

ляется универсальным и применяется как в сосредоточенных, так и

распределенных системах. Например, режим обобщенной синхрониза-

ции был исследован в моделях систем с дискретным временем, свя-

занных однонаправленно [54] и взаимно [64], потоковых динамических

системах с однонаправленной [65] и взаимной [59] связью, а также

в пространственно-распределенных системах [59, 66, 67]. Режим фазо-

вой синхронизации был подробно изучен в однонаправленно и взаимно

связанных системах с фазово-когерентными и фазово-некогерентными

аттракторами [5,68] и сетях связанных нелинейных элементов [69–73].

Существует ряд распространенных и хорошо зарекомендовавших себя

методов для расчета показателей Ляпунова по заданному оператору эво-

люции и по временной реализации. Это алгоритм Бенеттина и процедура

ортогонализации Грама-Шмидта в первом случае и методы Вольфа, Эк-

мана и Розенштейна во втором [74–76]. Однако, к настоящему времени

еще существуют открытые вопросы, связанные с особенностями приме-

нения данного подхода в более сложных, нетривиальных системах. Это

может быть связано, например, с пространственно-распределенной при-

родой системы, где существует бесконечномерное фазовое пространство,

а спектр показателей Ляпунова таких систем содержит бесконечное чис-

ло показателей Ляпунова. В данном случае общепринятые методы рас-

чета показателей Ляпунова оказываются неработоспособными, что гово-

рит о необходимости разработки и использования новых методов и алго-

ритмов. Также сложности могут возникнуть при исследовании реальных
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данных, когда из доступных характеристик в распоряжении оказывается

только временная реализация, а оператор эволюции вовсе отсутствует.

При необходимости рассматривать не только старший показатель Ляпу-

нова, но и нулевой (что является неотъемлемой частью при исследова-

нии фазовой и перемежающейся фазовой хаотической синхронизации)

использование классических алгоритмов оценки старших показателей

Ляпунова по временному ряду становится недостаточным.

Таким образом, на основании вышеизложенного, можно сделать вы-

вод о необходимости дальнейшего изучения и внедрения новых подходов

по расчету спектра показателей Ляпунова в связанных системах, демон-

стрирующих режимы хаотической синхронизации.

Цель диссертационной работы

Целью настоящей диссертационной работы является изучение слож-

ной динамики и синхронного поведения хаотических динамических си-

стем с использованием расчета спектра показателей Ляпунова. В каче-

стве исследуемых объектов в диссертации выбраны сложные модельные

системы, такие как однонаправленно и взаимно связанные системы с

запаздыванием, а также экспериментальные данные нейрофизиологиче-

ской природы — сигналы электроэнцефалограмм (ЭЭГ), полученные с

различных областей головного мозга крысы линии WAG/Rij и челове-

ка, страдающего эпилепсией. Основным инструментом для выявления

закономерностей был выбран подход, основанный на расчете спектра

показателей Ляпунова, для использования которого в рамках настоя-

щей диссертационной работы были разработаны и апробированы новые

методы и подходы.

В соответствии с поставленной целью определены основные задачи

исследования, которые можно разделить на два блока:

• изучение особенностей режима обобщенной синхронизации в одно-

направленно и взаимно связанных системах с запаздыванием:
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– разработка и апробация метода расчета спектра показателей

Ляпунова для систем с запаздыванием;

– исследование режима обобщенной синхронизации в системах с

запаздыванием, связанных однонаправленно и взаимно, анализ

влияния значений управляющих параметров и времени запаз-

дывания на порог возникновения режима обобщенной синхро-

низации;

• определение степени синхронизма перемежающейся фазовой син-

хронизации по экспериментальным временным рядам нейрофизио-

логической природы:

– разработка и апробация метода оценки степени синхронизма

перемежающейся фазовой синхронизации, основанного на рас-

чете условного нулевого показателя Ляпунова по временному

ряду;

– применение разработанного метода для оценки степени синхро-

низма перемежающегося поведения реальных нейрофизиологи-

ческих систем.

Для решения задач второго блока также рассмотрены модельные од-

нонаправленно связанные хаотические системы, способные демонстри-

ровать режим перемежающейся фазовой синхронизации, и оценены их

статистические характеристики.

Научная новизна

В настоящей диссертационной работе представлены фундаменталь-

ные результаты исследования режима обобщенной синхронизации в од-

нонаправленно и взаимно связанных системах с запаздыванием, а также

режимов фазовой и перемежающейся фазовой синхронизации в реаль-

ных нейрофизиологических системах. В соответствии с поставленной
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целью и по мере выполнения работы были получены новые научные

результаты:

• разработан и апробирован метод расчета спектра показателей Ля-

пунова для систем с запаздыванием;

• выявлены особенности обобщенной синхронизации, присущие си-

стемам с запаздыванием;

• получена зависимость значения параметра связи, отвечающего за

установление режима обобщенной синхронизации, от величины

времени запаздывания;

• выявлена степень синхронизма перемежающейся фазовой синхро-

низации крысы линии WAG/Rij без лекарств и под действием пре-

парата клонидин;

• продемонстрированы законы изменения показателя Ляпунова в обо-

их рассматриваемых случаях;

• проанализированы аналогичные результаты для ЭЭГ головного моз-

га человека, страдающего эпилепсией;

• проведено изучение поведения вероятности детектирования лами-

нарной фазы в ансамбле однонаправленно связанных неидентичных

осцилляторов Ресслера с использованием двух принципиально раз-

личных методов вычисления вероятности наблюдения ламинарной

фазы: по времени и по ансамблю;

• определено влияние количества осцилляторов на вероятность детек-

тирования ламинарной фазы в режимах перемежающейся фазовой

синхронизации и фазовой синхронизации.

Личный вклад

Исследования, проведенные в рамках настоящей диссертационной ра-

боты, осуществлялись автором лично, либо при его непосредственном
9



участии. Задачи исследования были сформулированы научным руково-

дителем работы – д.ф.-м.н., профессором Москаленко О.И. Разработка

и апробация метода расчета спектра показателей Ляпунова для систем

с запаздыванием проводилась совместно с научным руководителем и

д.ф.-м.н., профессором Короновским А.А.

В рамках диссертационной работы были изучены реальные экспе-

риментальные данные нейрофизиологической природы – сигналы элек-

троэнцефалограмм, полученные с различных областей головного мозга

крысы линии WAG/Rij и человека, страдающего эпилепсией. Экспери-

ментальные данные были получены специалистами-нейрофизиологами в

Радбаут университете Наймегена (Нидерланды) в лаборатории профес-

сора Ж. ван Люжетаалар и в Институте высшей нервной деятельности и

нейрофизиологии РАН под руководством д.б.н. Е.Ю. Ситниковой, а так-

же в НИИ кардиологии Саратовского государственного медицинского

университета.

Метод расчета показателя Ляпунова для оценки степени синхронизма

перемежающейся фазовой синхронизации по временным рядам был мо-

дифицирован на основе работ д.ф.-м.н., профессора Москаленко О.И. и

к.ф.-м.н. Павлова А.С. с учетом специфики решаемой задачи [63,77,78].

Научная и практическая значимость

В диссертационной работе решена научная задача, имеющая боль-

шое значение для современной радиофизики в части разработки новых

методов расчета спектра показателей Ляпунова для объектов различ-

ной природы и анализа многочисленных явлений и закономерностей при

помощи разработанных подходов. Результаты настоящей диссертацион-

ной работы носят фундаментальный характер и вносят существенный

вклад в область исследований обобщенной и перемежающейся фазо-

вой синхронизации. В частности, важное практическое значение имеют

разработанные методы расчета показателей Ляпунова для систем с за-

паздыванием и по временным рядам. Для систем с запаздыванием пред-
10



ложенный метод может использоваться на практике в системах скрытой

передачи информации на основе обобщенной синхронизации, а метод

оценки нулевого условного показателя Ляпунова по временному ряду

может найти применение в области нейрофизиологической медицины

для диагностики различных заболеваний нервной системы.

Данные и закономерности, полученные при исследовании поведения

вероятности детектирования ламинарной фазы в ансамбле однонаправ-

ленно связанных неидентичных осцилляторов Ресслера, носят теорети-

ческий характер и имеют перспективы для дальнейшего детального изу-

чения.

Основные научные положения и результаты,

выносимые на защиту

1. Разработанный метод расчета спектра показателей Ляпунова позво-

ляет исследовать автономную и неавтономную динамику систем с

запаздыванием. Для автономных систем он может использоваться

для определения режима, реализуемого в системах, а для однона-

правленно и взаимно связанных систем – диагностировать наступ-

ление режима обобщенной синхронизации.

2. Порог обобщенной синхронизации в однонаправленно и взаимно

связанных системах с запаздыванием при изменении времени за-

паздывания выходит на уровень насыщения, величина которого су-

щественным образом зависит от типа связи между системами и

числа положительных показателей Ляпунова, реализуемых во вза-

имодействующих системах в отсутствие связи между ними.

3. Разработанная модификация метода оценки нулевого условного по-

казателя Ляпунова по временным рядам учитывает специфику сиг-

налов активности головного мозга и делает возможной оценку сте-

пени синхронизма в реальных нейрофизиологических системах, что
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показано на примере анализа различных участков электроэнцефа-

лограмм человека, страдающего эпилепсией, и крыс линии WAG/Rij

– генетических моделей абсансной эпилепсии.

Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав и заключе-

ния. Она содержит 104 страницы текста, включая 29 иллюстраций и 2

таблицы. Список литературы содержит 162 источника.

Введение содержит раздел с обоснованием актуальности диссертаци-

онного исследования. Здесь поставлены соответствующие цели, опреде-

лены научная новизна и практическая значимость полученных резуль-

татов, а также представлена информация о достоверности и апробации

результатов и основные положения и результаты, выносимые на защиту.

Первая глава диссертационной работы посвящена вопросу о приме-

нении показателей Ляпунова для анализа сложной динамики и синхрон-

ного поведения в системах с запаздыванием. В начале главы представ-

лен краткий обзор существующих методов и подходов для вычисления

спектра показателей Ляпунова в сосредоточенных и распределенных си-

стемах, а также отмечены их достоинства и недостатки. Определена

необходимость разработки и адаптации методик, способных решить от-

крытые вопросы в области исследований динамики систем с запаздыва-

нием.

Далее представлен и пошагово описан разработанный метод расчета

спектра показателей Ляпунова для систем с запаздыванием, основанный

на рассмотрении эволюции во времени пространственного состояния си-

стемы и (с периодическими ортогонализациями и перенормировками)

его возмущений. Все расчеты проводились для одномерной системы, у

которой в качестве состояния выступает скалярная переменная, опре-

деленная на интервале времени с длительностью, равной времени за-

паздывания, при этом верхняя граница интервала совпадает с текущим

моментом времени.
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Разработанный метод расчета спектра показателей Ляпунова для си-

стем с запаздыванием был апробирован на генераторе с запаздыванием

и модели кроветворения Маккея-Гласса. Наряду со спектром показа-

телей Ляпунова были построены бифуркационные диаграммы исследу-

емых систем при изменении одного из их управляющих параметров.

Сопоставление полученных результатов друг с другом выявило хорошее

соответствие между ними.

Во второй главе изложены результаты исследования общих законо-

мерностей установления режима обобщенной синхронизации в однона-

правленно и взаимно связанных системах с запаздыванием. В качестве

моделей исследования в продолжение первой главы выбраны связанные

уравнения Маккея–Гласса, а также система из двух связанных генера-

торов с запаздыванием.

Для диагностики обобщенной синхронизации использовался метод

расчета спектра показателей Ляпунова, разработанный в главе 1. Для

однонаправленного типа связи применялся также метод вспомогательной

системы. Исследование динамики взаимодействующих систем проводи-

лось путем варьирования значений управляющих параметров, отвеча-

ющих за различное количество положительных показателей Ляпунова

в автономных системах, а следовательно, характеризующих различную

степень их хаотичности. При изучении однонаправленно связанных си-

стем по мере увеличения интенсивности связи между ними наблюдал-

ся переход условных положительных показателей Ляпунова в область

отрицательных значений с последующим установлением режима обоб-

щенной синхронизации, что полностью соответствует известным теоре-

тическим закономерностям для систем с сосредоточенными и распре-

деленными параметрами. В ходе проведения исследований обнаружено,

что независимо от выбора значений управляющих параметров взаимо-

действующих систем в исследуемых моделях наблюдается обобщенная

синхронизация, однако, пороговое значение параметра связи, соответ-

ствующее установлению этого режима, зависит от выбора значений этих

параметров. Наибольшее значение силы связи требуется в случае, когда
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ведущая система с меньшим числом положительных показателей Ля-

пунова воздействует на ведомую систему с большим количеством этих

показателей. Схожие изменения в спектре показателей Ляпунова наблю-

даются также при взаимном типе связи.

Отдельно рассмотрен вопрос о зависимости порога установления

обобщенной синхронизации от времени запаздывания. Показано, что

при увеличении времени запаздывания порог обобщенной синхрониза-

ции сначала монотонного возрастает, а затем выходит на уровень насы-

щения, величина которого зависит от значений управляющих парамет-

ров взаимодействующих систем. Подобное поведение наблюдается как в

случае однонаправленной, так и взаимной связи.

Третья глава направлена на изучение фазовой и перемежающейся

фазовой синхронизации в модельных и реальных нейрофизиологиче-

ских системах. Вначале этой главы приведен краткий обзор феноме-

нов фазовой и перемежающейся фазовой синхронизации, отмечена важ-

ность статистических характеристик при исследовании перемежаемости

вблизи границы фазовой синхронизации. На примере однонаправленно

связанных неидентичных осцилляторов Ресслера со слабой расстрой-

кой собственных частот проведено исследование поведения вероятности

детектирования ламинарной фазы. В качестве сравнительной характе-

ристики выступала вероятность, рассчитанная с помощью определения

средней длительности ламинарных фаз в одной паре осцилляторов на

всем временном ряду, а также вероятность, рассчитанная в каждой паре

из ансамбля осцилляторов Ресслера на каждом шаге по времени. Два

способа определения вероятности детектирования ламинарной фазы по-

казали идентичные результаты: графики зависимостей рассматриваемых

величин от параметра связи оказались практически идентичными друг

другу. Установлено, что в режиме фазовой синхронизации количество

пар осцилляторов не влияет на факт существования ламинарной фазы,

а в режиме перемежающейся фазовой синхронизации при достаточно

большом количестве пар вероятность выходит на уровень насыщения.
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Вторая часть главы и основной упор сделан на разработанный в рам-

ках этой главы новый метод для оценки степени синхронизма переме-

жающейся фазовой синхронизации на основе расчета условного нуле-

вого показателя Ляпунова взаимодействующих систем по временному

ряду. Для апробации метода использовано квадратичное отображение с

дополнительным гауссовским шумом. Представленный метод применен

к сигналам электроэнцефалограмм человека, страдающего эпилепсией.

Отдельно рассмотрены участки ЭЭГ, соответствующие пик-волновым

разрядам (приступам эпилепсии), и синхронные участки фоновой ак-

тивности головного мозга. В результате проведенных расчетов показа-

тели Ляпунова оказались отрицательными для обоих видов активности

головного мозга, а на основании вычисленного отношения показателей

был сделан вывод, что пик-волновые разряды обладают большей степе-

нью синхронизма. Аналогичным способом проанализированы ЭЭГ крыс

линии WAG/Rij. Произведена оценка степени синхронизма перемежа-

ющейся фазовой синхронизации крыс линии WAG/Rij, находящихся в

свободном состоянии и под действием лекарственных препаратов. Обна-

ружено, что пик-волновые разряды лучше синхронизированы под дей-

ствием лекарства.

В заключении сформулированы основные результаты и выводы дис-

сертационной работы.

Достоверность полученных результатов

Достоверность теоретических результатов, представленных в насто-

ящей диссертационной работе, обоснована выбранными классическими

математическими моделями, базовыми методами для их решения и ис-

следования. В качестве изначальных данных были выбраны достовер-

ные, ранее полученные результаты. Для валидации разработанных ме-

тодов были также использованы дополнительные хорошо зарекомендо-

вавшие себя методики, при этом итоговые результаты хорошо согласу-
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ются между собой. Расхождения с существующими опубликованными и

общепризнанными научными результатами отсутствуют.

Апробация результатов и публикации

Настоящая диссертационная работа выполнена на кафедре физики

открытых систем института физики ФГБОУ ВО “Саратовский нацио-

нальный исследовательский государственный университет имени Н.Г.

Чернышевского” (СГУ).

Результаты, изложенные в данной работе, опубликованы в отече-

ственных и зарубежных научных журналах, входящих в международные

системы цитирования Web of Science и Scopus и рекомендованных ВАК

РФ для опубликования материалов диссертаций [79–85]1. Полученные

результаты представлялись на международных, всероссийских и регио-

нальных научных конференциях, в том числе на 11 и 12 Международной

школе-конференции “Хаотические автоколебания и образование струк-

тур” (Саратов, 2016, 2019) [86,87]; 18 и 19 Научной школе “Нелинейные

волны” (ННГУ и ИПФ РАН, Нижний Новгород, 2018, 2020) [88, 89];

16 и 18 Всероссийской школе-семинаре “Физика и применение микро-

волн” им. А.П. Сухорукова (МГУ, Москва, 2017, 2019) [90,91]; 14 Все-

российской научной школе молодых ученых “Наноэлектроника, нанофо-

тоника и нелинейная физика” (Институт радиотехники и электроники

им. В.А. Котельникова РАН и СГУ им. Н.Г. Чернышевского, Саратов,

2019) [92]; Всероссийской школе-конференции “Нелинейные дни в Сара-

тове для молодых” (СГУ им. Н.Г. Чернышевского, Саратов, 2018-2020);

научной конференции “Presentic academic achievements to the world”

(СГУ им. Н.Г. Чернышевского, Саратов, 2016, 2018); а также на сту-

денческих конференциях факультета нелинейных процессов (СГУ им.

Н.Г.Чернышевского, Саратов, 2017-2019) [93–95].

Материалы работы использовались при выполнении грантов Прези-

дента Российской Федерации для государственной поддержки молодых
1До 2018 года автор диссертации публиковала свои работы под фамилией Колоскова А.Д.
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российских ученых (проекты № МК-4574.2016.2, № МК-531.2018.2, №

МД-21.2020.2), а также гранта Российского научного фонда (№ 19-

12-00037). По результатам исследований были зарегистрированы 3 про-

граммы для ЭВМ [96–98].
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Глава 1

Метод расчета спектра показателей Ляпунова для

систем с запаздыванием

[82,85,88,92,94,98]

1.1 Системы с запаздыванием

Дифференциальные уравнения с отклоняющимся аргументом полу-

чили широкое распространение в иммунологии [99], химии [100], элек-

тронике [101], механике деформируемого твердого тела [102] и термо-

динамике [103]. Именно введение запаздывания в дифференциальные

уравнения позволяет корректно описать процессы, протекающие в рас-

сматриваемых системах. Так, в задаче о динамике популяций оно может

учитывать характеристики их развития, рождаемости или вымирания, в

биологических задачах в качестве времени запаздывания используется

время транспорта молекул от места их синтеза к месту их включения в

реакцию – время формирования клеток определенного типа, участвую-

щих в иммунной реакции [104].

Такие системы в простейшем случае описываются обыкновенным

дифференциальным уравнением с запаздывающим (отклоняющимся) ар-

гументом [104]

ẋ(t) = f [t, x(t), x(t− τ)], (1.1)

где x – неизвестная функция независимого аргумента t, f — нелиней-

ная функция, τ — время запаздывания (некоторая, как правило, поло-

жительная константа).
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При изучении систем c отклоняющимся аргументом необходимо ис-

пользовать различные методы и подходы. Наглядное представление о

свойствах системы можно получить с помощью временных реализа-

ций, фазовых портретов, бифуркационных диаграмм, фурье- и вейвлет-

спектров и т. п. (см., например, [105,106]).

Однако, численные алгоритмы, традиционно используемые для ре-

шения и анализа моделей, описываемых обыкновенными дифференци-

альными уравнениями, требуют адаптации с учетом специфики слож-

ных систем. Это относится и к такому мощному инструменту изучения

динамики систем, как расчет спектра показателей Ляпунова, который

снабжает исследователей более детальной информацией о природе на-

блюдаемых режимов и поведении системы при изменении управляющих

параметров [51,107,108].

Это связано с тем фактом, что системы с запаздыванием характе-

ризуются бесконечномерным фазовым пространством. Из этого следует,

что и спектр показателей Ляпунова таких систем содержит бесконечное

число показателей. Традиционные методы расчета показателей Ляпу-

нова в данном случае перестают работать, что требует разработки и

использования специальных подходов и алгоритмов. В настоящее время

известно несколько методов расчета показателей Ляпунова для систем с

запаздыванием. Например, в работах [109–111] описывались численные

подходы к расчету показателей Ляпунова применительно к изучению

автономной динамики систем (например, определения различных дина-

мических режимов: от периодической автомодуляции до гиперхаоса). В

работе [112] описана численная схема расчета спектра показателей Ля-

пунова для распределенных систем с запаздыванием, основанная на мо-

дификации метода Бенеттина с помощью искусственной дискретизации

системы. В этих работах основной уклон делался на изучение поведения

показателей Ляпунова при больших значениях времени запаздывания.

Более того, неавтономная динамика подобных систем при помощи рас-

чета показателей Ляпунова, как правило, не исследовалась.
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Таким образом, из вышесказанного следует необходимость разработ-

ки и адаптации методов, которые позволят с высокой точностью отсле-

живать изменения в динамике таких сложных систем, как системы с

запаздыванием.

1.2 Метод расчета спектра показателей Ляпунова для

систем с запаздыванием

В настоящей диссертационной работе предложен и апробирован ме-

тод расчета спектра показателей Ляпунова для систем с запаздыванием.

Метод в некоторой степени аналогичен подходу, разработанному в ра-

ботах [51, 107] для пространственно-распределенных динамических си-

стем, описываемых дифференциальными уравнениями в частных произ-

водных. Такие системы также характеризуются бесконечномерным фа-

зовым пространством, а следовательно, спектр показателей Ляпунова

для таких систем также содержит бесконечное число показателей. Ме-

тод основан на рассмотрении эволюции во времени пространственного

состояния изучаемой системы и его возмущений (с периодическими ор-

тогонализациями и перенормировками). Для систем с запаздыванием

использовать этот метод “в чистом виде” не представляется возможным,

однако идеологию подхода можно взять за основу для дальнейших раз-

работок нового алгоритма.

Идея предложенного метода заключается в следующем. Основными

рассматриваемыми величинами являются состояние системы и ортонор-

мированный набор возмущений этого состояния. Каждое возмущение

соответствует одному из показателей в спектре показателей Ляпунова.

При изучении одномерных систем в качестве состояния выступает ска-

лярная переменная, описывающая динамику изучаемой системы, опре-

деленная на интервале времени с длительностью, равной времени за-

паздывания, при этом верхняя граница интервала совпадает с текущим

моментом времени. Соответственно, каждое возмущение состояния си-
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стемы представляет собой также одномерную величину, зависящую от

времени и заданную на том же самом временном интервале. Для расчета

спектра показателей Ляпунова все возмущения, определенные на интер-

вале времени запаздывания, в начальный момент рассмотрения должны

быть выбраны ортогональными друг другу

(x̃i (ζ) , x̃j (ζ)) =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,
(1.2)

и иметь единичную норму

∥x̃i (ζ) ∥ = 1, (1.3)

где (x(ζ), y(ζ)) =
∫ τ

0 x(ζ)y(ζ)dζ – скалярное произведение, ∥x(ζ)∥ =

(x(ζ), x(ζ)).

Нетрудно получить такой набор функций возмущений опорного со-

стояния при помощи ортогонализации Грама-Шмидта и последующих

перенормировок [74].

В ходе вычисления спектра показателей Ляпунова осуществляется

численное моделирование уравнения с отклоняющимся аргументом, яв-

ляющееся оператором эволюции рассматриваемой системы, в результате

чего удается получить эволюцию во времени опорного состояния систе-

мы. Одновременно с численным моделированием оператора эволюции

осуществляется расчет эволюции набора возмущений опорного состоя-

ния системы, для чего численно интегрируется линеаризованное урав-

нение эволюции для каждого возмущения опорного состояния.

По истечении наперед заданного интервала времени осуществляется

ортогонализация возмущений опорного состояния с помощью процеду-

ры Грама-Шмидта, и для каждого возмущения вычисляется слагаемое

ляпуновской суммы:

Si (MΓ) =
M∑
k=0

ln ∥x̃i (ζ) ∥, ζ ∈ (kΓ− τ, kΓ) , (1.4)

где Γ — интервал времени между применением процедур ортогонализа-

ции и нормировки, Γ > τ .
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После этого осуществляется перенормировка всех возмущений опор-

ного состояния таким образом, чтобы все они имели единичную норму.

Описанная последовательность действий повторяется, начиная с ново-

го текущего состояния системы и для вновь полученного ортонормиро-

ванного набора возмущений опорного состояния. Каждое возмущение

соответствует одному из показателей в спектре показателей Ляпунова.

Данный алгоритм повторяется многократно (M раз), на каждом шаге

вычисляются промежуточные значение показателей Ляпунова

Λ̂i (MΓ) =
Si (MΓ)

MΓ
(1.5)

и ведется мониторинг их изменения с течением времени. Когда величи-

ны промежуточных значений показателей Ляпунова выходят на уровень

насыщения и изменяются слабо (в пределах заранее установленной по-

грешности), процедуру вычислений спектра значений показателей Ля-

пунова

Λi = lim
M→∞

Λ̂i (MΓ) (1.6)

для систем с запаздыванием можно завершить.

В результате последовательного проведения вышеописанных опера-

ций набор возмущений опорного состояния системы оказывается упо-

рядоченным по величине соответствующих им показателей Ляпунова:

первое возмущение соответствует самому старшему показателю Ляпу-

нова, второе – второму по старшинству показателю и т.д. Таким обра-

зом, число рассматриваемых функций возмущений опорного состояния

изучаемой системы должно быть выбрано равным интересующему чис-

лу старших показателей Ляпунова (при этом, в случае большого чис-

ла изучаемых показателей шаг дискретизации по времени должен быть

меньше отношения времени запаздывания к числу рассматриваемых по-

казателей Ляпунова).
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1.3 Применение метода расчета спектра показателей

Ляпунова к системе “генератор с запаздыванием”

Рассмотрим модельное уравнение первого порядка вида [113,114]:

dx (t)

dt
= −x (t) + kf (x (t− τ)) , (1.7)

где x(t) и x(t − τ) характеризуют поведение системы в моменты време-

ни t и (t − τ) (применительно к генератору с запаздывающей обратной

связью могут означать напряжения на входе и выходе линии задержки,

соответственно), τ — время запаздывания, f (x) = a− x2 — нелинейная

функция с параметром нелинейности a, 0 < a < 2, k – управляющий

параметр. Данная модель используется для описания колебаний в коль-

цевой радиофизической системе, состоящей из нелинейного усилителя,

линии задержки и инерционного элемента.

Как упоминалось в разделе 1.2, для задания возмущений необходимо

линеаризовать исходное уравнение (1.7) в окрестности опорного состо-

яния. Введем малое возмущение x̃(ξ), где ξ ∈ [t − τ ; τ ], а также новую

траекторию y(ξ) = x(ξ)+ x̃(ξ), где ξ ∈ [t−τ ; τ ]. Подставляя данные выра-

жения в уравнение (1.7), пренебрегая членами второго и более высоких

порядков малости, получаем линеаризованное уравнение генератора с

запаздыванием:

dx̃(t)

dt
= −x̃(t) + kf ′(x(t− τ))x̃(t− τ). (1.8)

Применяя идеологию метода, изложенного в разделе 1.2, к уравнени-

ям (1.7)–(1.8), был произведен расчет 9 старших показателей Ляпунова

и построена бифуркационная диаграмма при изменении параметра k.

Результаты представлены на рисунке 1.1 (a) и (б), соответственно.

Полученные данные сопоставлены друг с другом. Из рисунков видно,

что в выбранном диапазоне изменений управляющего параметра k имеет

место каскад бифуркаций удвоения периода с последующим переходом

к хаосу при k ≈ 0.96. При данном значении управляющего парамет-

ра старший показатель Ляпунова переходит в область положительных
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Рисунок 1.1 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от параметра k (a) и бифурка-

ционная диаграмма (б) автогенератора с запаздыванием (1.7) при a = 1.5, τ = 20

значений. В области периодических режимов старший показатель Ляпу-

нова равен нулю, а в точках бифуркаций второй показатель Ляпунова

обращается в ноль в четком соответствии с теорией. Важно отметить,

что по мере увеличения параметра k все большее количество показате-

лей Ляпунова становится положительным, и, соответственно, в системе

(1.7) реализуется гиперхаос (см. врезку к рисунку 1.1).

На рисунке 1.2 представлены фазовые портеры автогенератора с за-

паздыванием (1.7) при различных значениях управляющих параметров,

иллюстрирующие различные режимы колебаний в системе. При значе-

нии параметра k = 0.9 в системе реализуется периодический режим,

а на фазовом портрете отчетливо наблюдается предельный цикл (рису-

нок 1.2 (а)). При k = 0.92, как видно из бифуркационной диаграммы

и спектра показателей Ляпунова, в системе (1.7) уже произошла би-

фуркация удвоения периода, наблюдается цикл периода 2 (рисунок 1.2

(б)). При k = 0.965 (рисунок 1.2 (в)) имеет место цикл периода 4, а при

k = 1.02 реализуются хаотические колебания, наблюдается странный

хаотический аттрактор (рисунок 1.2 (г)).

24



0 0.5 1

-0.5

0

0.5

1

-0.5

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1-0.5

0 0.5 1.5 x(t)1-0.5

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.5 1.51-0.5

-0.5

0

0.5

1

1.5

x(t)

x(t) x(t)

x(t-t)

x(t-t) x(t-t)

x(t-t)

а б

в г

Рисунок 1.2 — Фазовые портреты автогенератора с запаздыванием (1.7) на плоскости

(x(t), x(t − τ)) при фиксированных значениях параметров a = 1.5, τ = 20 и изменении па-

раметра k: (a) k = 0.9, (б) k = 0.92, (в) k = 0.965, (г) k = 1.02

1.4 Применение метода расчета спектра показателей

Ляпунова к уравнению Маккея-Гласса

В качестве еще одного примера рассмотрена модель кроветворения

Маккея-Гласса [115]:

dx (t)

dt
= β

x (t− τ)

1 + xn (t− τ)
− γx (t) , (1.9)

где x(t) — число клеток (эритроцитов) в момент времени t, τ — время

запаздывания, n, β, γ — управляющие параметры (n — целое число).

Первое слагаемое в правой части уравнения описывает скорость произ-

водства новых клеток, второе – скорость гибели. Изначально уравне-

ние Маккея-Гласса было введено в качестве модели выработки красных

кровяных клеток для пациентов с лейкемией. Позже эта модель стала

популярной в теории хаоса как система с большим количеством положи-

тельных показателей Ляпунова, которое, к тому же, можно варьировать.

Электронный аналог этой системы был предложен в работе [10].

Аналогичным способом, как для автогенератора с запаздыванием

(раздел 1.3), для уравнения (1.9) с помощью введения малого возму-
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щения и новой траектории было получено уравнение в вариациях:

dx̃(t)

dt
= β

1− (n− 1)xn (t− τ)

(1 + xn (t− τ))2
x̃(t− τ)− γx̃(t), (1.10)

на основе решения которого в совокупности с (1.9) получены бифур-

кационная диаграмма и спектр из 9 старших показателей Ляпунова,

представленные на рисунке 1.3, (a) и (б), соответственно. Аналогично

автогенератору с запаздыванием также построены фазовые портреты,

демонстрирующие динамику системы и плавный переход к хаотическо-

му режиму. Они приведены на рисунке 1.4.

Из рисунков видно, что также, как и для генератора с запаздыва-

нием, полученные результаты хорошо соотносятся друг с другом: при

изменении управляющего параметра τ происходит каскад бифуркаций

удвоения периода с последующим переходом к хаосу при τ ≈ 26 (см.

также [116]). В этой точке старший показатель Ляпунова становится

положительным, а на фазовых портретах прослеживается усложнение

траектории периодического цикла с последующей трансформацией в ха-

отический аттрактор. В то же самое время, в отличие от генератора с

запаздыванием, рассмотренного в разделе 1.2, при выбранных значениях

управляющих параметров в указанном диапазоне изменения времени за-

паздывания только один показатель Ляпунова становится положитель-

ным, а следовательно, переход к гиперхаосу не наблюдается. Однако,

при других значениях параметров положительных показателей Ляпуно-

ва может быть много, что будет использоваться в главе 2.

1.5 Выводы по главе 1

В настоящей главе диссертационной работы предложен и апробиро-

ван метод расчета спектра показателей Ляпунова для систем с откло-

няющимся аргументом. С помощью разработанного метода проведено

изучение поведения нескольких старших показателей Ляпунова при из-

менении одного из управляющих параметров для генератора с запазды-

ванием и уравнения Маккея-Гласса. Показано, что количество положи-
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Рисунок 1.3 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от времени запаздывания τ (a)

и бифуркационная диаграмма (б) для уравнения Маккея-Гласса (1.9) при значениях управля-

ющих параметров n = 21, β = 0.2, γ = 0.1

тельных показателей Ляпунова при изменении одного из управляющих

параметров меняется в достаточно широком диапазоне. Это может поз-

волить использовать данные системы в качестве объектов исследования

в других задачах, связанных с изучением влияния числа показателей

Ляпунова на изменение динамики системы. Основываясь на получен-

ных результатах, можно говорить о том, что системы с отклоняющим-

ся аргументом оказываются более удобными модельными системами с

точки зрения управления числом положительных показателей Ляпунова

по сравнению с системами, характеризющимися малым числом степеней

свободы (где число показателей Ляпунова ограничивается размерностью

фазового пространства исследуемой системы, и, соответственно, число

старших положительных показателей Ляпунова также ограничено). Не

самым удобным объектом исследования в данном случае будут высту-

пать и пространственно-распределенные системы, которые также харак-

теризуются бесконечномерным фазовым пространством (как и системы с

отклоняющимся аргументом). Это обосновано несколькими причинами:

во-первых, они оказываются более сложными с точки зрения численного

моделирования их динамики (по сравнению с системами с запаздывани-
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Рисунок 1.4 — Фазовые портреты для уравнения Маккея-Гласса (1.9) на плоскости (x(t), x(t−
τ)) при фиксированных значениях параметров n = 21, β = 0.2, γ = 0.1 и изменении времени

запаздывания τ : (a) τ = 15, (б) τ = 25, (в) τ = 27, (г) τ = 30

ем); а во-вторых, что более важно, они оказываются менее гибкими и

существенно уступают системам с отклоняющимся аргументом в плане

эффективности управления числом положительных показателей Ляпу-

нова в спектре.

Важно также отметить, что, хотя в рамках настоящей диссертаци-

онной работы апробация метода была осуществлена с помощью систем

с запаздыванием, динамика которых характеризуется только одной ска-

лярной переменной, не видно никаких концептуальных проблем исполь-

зовать разработанный подход для расчета спектра показателей Ляпунова

в динамических системах с отклоняющимся аргументом, для описания

динамики которых используются векторные переменные.
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Глава 2

Обобщенная синхронизация в системах с

запаздыванием

[83–85,87,89,91,95,97]

Как уже было отмечено во введении, феномен хаотической синхро-

низации является одним из фундаментальных, уже ставших базовыми

явлений современной радиофизики [1–3]. Наряду с различными типами

хаотической синхронизации особенно выделяется режим обобщенной

синхронизации [6, 16, 22, 117–120]. Реализация данного режима воз-

можна не только в однонаправленно и взаимно связанных системах с ма-

лым числом степеней свободы [6,54,59], но и также в пространственно-

распределенных средах [51,117,119,121].

К настоящему моменту времени разработаны и предложены различ-

ные методики для диагностирования обобщенной синхронизации в си-

стеме из двух связанных осцилляторов. В качестве основных можно

выделить такие методы, как метод ближайших соседей [6, 122], метод

фазовых трубок [64, 123], метод расчета спектра показателей Ляпуно-

ва [51,60,107,109] и метод вспомогательной системы [65] (применимый

только в случае однонаправленной связи [124]). Все вышеперечислен-

ные методы могут быть применены как к сосредоточенным, так и рас-

пределенным системам, при этом некоторые методы и подходы требуют

адаптации с учетом специфики рассматриваемых систем.

К настоящему моменту времени известно огромное число работ, по-

священных изучению различных аспектов режима обобщенной синхро-

низации в однонаправленно и взаимно связанных системах (см., на-

пример, вышеупомянутые работы). В то же самое время, до сих пор

существует значительный пробел в изучении этого явления в системах
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с запаздыванием, что обусловлено, в первую очередь, необходимостью

адаптации известных методов анализа обобщенной синхронизации на

случай таких систем. Эта проблема особенно существенна для систем

с взаимным типом связи, в которых, как отмечалось выше, наиболее

простой метод для детектирования обобщенной синхронизации, метод

вспомогательной системы, оказывается неработоспособным [124], что

требует адаптации других методов и подходов на данный случай.

Адаптация метода расчета спектра показателей Ляпунова на случай

систем с запаздыванием реализована в главе 1 настоящей диссертаци-

онной работы. В этой главе разработанный метод будет применен для

изучения особенностей режима обобщенной синхронизации в однона-

правленно и взаимно связанных системах с запаздыванием и выявления

общих закономерностей этого режима для обоих типов связи.

2.1 Режим обобщенной синхронизации. Концепция и

методы диагностики

Режим обобщенной синхронизации в случае систем с конечномерным

фазовым пространством означает установление функциональной зависи-

мости F[·] между состояниями взаимодействующих систем после завер-

шения переходного процесса [123]. Данное утверждение справедливо

как для однонаправленного, так и для взаимного типа связи [6, 59]. В

случае однонаправленной связи эта функциональная зависимость выгля-

дит следующим образом:

x2 = F[x1], (2.1)

где векторы состояний x1 и x2 характеризуют ведущую и ведомую си-

стемы, соответственно. Для взаимно связанных систем невозможно раз-

делить взаимодействующие системы на ведущую и ведомую, таким об-

разом обе системы считаются эквивалентными и носят названия “первая

и вторая системы”. В данном случае функциональную связь необходимо
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задать в неявной форме:

F[x1,x2] = 0, (2.2)

где векторы состояний x1 и x2 относятся к первой и второй системам,

соответственно.

Обобщенная синхронизация является пороговым явлением и может

наблюдаться в связанных динамических системах при увеличении пара-

метра связи между ними. Важно отметить, что в роли взаимодействую-

щих систем могут выступать хаотические системы, различные не только

по своей природе, но и характеризующиеся различной размерностью фа-

зового пространства [6], а полная синхронизация и синхронизация с

запаздыванием являются частными случаями обобщенной синхрониза-

ции.

Коротко остановимся на методах диагностики обобщенной синхрони-

зации: методе ближайших соседей [6, 122], методе фазовых трубок [64,

123], методе расчета спектра показателей Ляпунова [51, 60, 107, 109] и

методе вспомогательной системы [65]. Напомним, что метод вспомо-

гательной системы, хотя и является классическим инструментом для

детектирования обобщенной синхронизации, его применение возможно

только для однонаправленно связанных систем [65] (в противном случае

метод демонстрирует некорректные результаты [124]).

Основной идеей метода ближайших соседей является сопоставление

состояний всех ближайших соседей в фазовом пространстве первой и

второй систем. Иными словами, должна существовать такая функци-

ональная зависимость между состояниями связанных систем, что все

близкие состояния в фазовом пространстве первой системы будут со-

ответствовать близким состояниям в фазовом пространстве второй си-

стемы. Для того, чтобы проверить наличие функциональной зависимо-

сти между состояниями взаимодействующих систем, необходимо задать

несколько опорных точек xj
0 в фазовом пространстве первой системы,

найти их ближайших соседей xj
i (таких, что ||xj

i − xj
0|| < δ), а затем

проанализировать, каким образом будут вести себя образы этих бли-

жайших соседей в фазовом пространстве второй системы. Если образы
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будут оставаться близкими друг к другу, независимо от выбора опорно-

го состояния, то можно говорить о наличии обобщенной синхронизации.

Важно отметить, что данный метод не позволяет точно определить по-

рог обобщенной синхронизации, а лишь констатирует ее наличие или

отсутствие.

Метод фазовых трубок, по сути, является модификацией метода бли-

жайших соседей. Вместо состояний систем в фиксированные моменты

времени рассматриваются “трубки” траекторий в фазовом пространстве

взаимодействующих систем, а для поиска ближайших соседей учитыва-

ются только такие состояния системы, которые остаются близкими на

всей длине фазовой трубки. Длительность такой “предыстории” опре-

деляется абсолютной величиной показателя Ляпунова, отвечающего за

установление обобщенной синхронизации (для однонаправленной связи

– старшего условного показателя Ляпунова).

Из-за невозможности определить точный порог наступления режима

обобщенной синхронизации рассмотренные методы не так распростра-

нены, как другие методы диагностики. Однако, их можно использовать,

например, для проверки полученных результатов при разработке новых

методов и подходов.

Каноническим методом является метод вспомогательной системы. Его

идея заключается в том, что в бассейне притяжения того же аттрактора,

что и у ведомой системы x2, рассматривается идентичная ей вспомога-

тельная система x3, но лишь с другими начальными условиями. В слу-

чае наступления обобщенной синхронизации после переходного процес-

са согласно определению режима обобщенной синхронизации между со-

стояниями ведущей и ведомой, а также ведущей и вспомогательной си-

стем установятся идентичные функциональные соотношения x2 = F[x1]

и x3 = F[x1]. При этом, до наступления режима обобщенной синхрони-

зации ведомая и вспомогательная системы будут эволюционировать на

одном и том же хаотическом аттракторе, демонстрируя в разные момен-

ты времени различные состояния.
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Для анализа наступления режима обобщенной синхронизации при

увеличении параметра связи целесообразно рассчитывать ошибку син-

хронизации:

d =
1

T − T0

∫ T

T0

||x2 − x3||dt, (2.3)

где T0 – время переходного процесса, T – время вычислений. Понятно,

что в отсутствие обобщенной синхронизации величина d будет положи-

тельной (состояния ведомой и вспомогательной систем в общем случае

оказываются различными), она будет уменьшаться по мере увеличения

параметра связи, а в режиме обобщенной синхронизации d = 0 (состоя-

ния ведомой и вспомогательной систем в точности совпадают).

Еще один подход основан на вычислении спектра показателей Ля-

пунова взаимодействующих систем. Режим обобщенной синхронизации

наступает в двух связанных хаотических системах в момент перехода

второго по старшинству показателя Ляпунова в область отрицательных

значений. В случае исследования взаимодействия гиперхаотических си-

стем, каждая из которых в автономном режиме имеет N положительных

показателей Ляпунова, порог аналогичного синхронного режима прихо-

дится на момент смены знака (N + 1)-го ляпуновского показателя.

В случае однонаправленного типа связи возможно оперировать по-

нятием “условных показателей Ляпунова”. Пусть размерности фазовых

пространств ведущей и ведомой систем равны Nd и Nr, соответствен-

но. Тогда полный спектр показателей Ляпунова двух связанных систем

состоит из

Λ1 > Λ2 > ... > ΛNd+Nr
(2.4)

показателей Ляпунова. Динамика ведущей системы не зависит от па-

раметра связи, а следовательно, ее ляпуновские показатели можно ис-

ключить из рассмотрения. Из-за влияния ведущей системы на ведомую

показатели Ляпунова второй системы будут отличаться от тех же вели-

чин, рассчитанных в случае автономной динамики, а также эти значения

будут зависеть от параметра связи. Эти показатели Ляпунова

Λr1 > Λr2 > ... > ΛrNr
(2.5)
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принято называть условными. В данном случае обобщенная синхрони-

зация может диагностироваться по смене знака старшего условного по-

казателя Ляпунова Λr1.

Таким образом, можно сделать вывод, что диагностирование обоб-

щенной синхронизации в однонаправленно связанных системах является

более простой задачей, чем в случае с взаимным типом связи. Действи-

тельно, в первом случае возможно применение метода вспомогательной

системы, а метод вычисления показателей Ляпунова является доста-

точно легко реализуемым. В случае взаимной связи между системами

метод расчета спектра показателей Ляпунова остается одним из наибо-

лее эффективных. Поэтому дальнейшее содержание этой главы будет

направлено на применение метода расчета спектра показателей Ляпу-

нова, предложенного в главе 1, для исследования режима обобщенной

синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных системах с за-

паздыванием.

2.2 Обобщенная синхронизация в генераторах с

запаздыванием. Однонаправленный тип связи

В качестве первого примера рассмотрим поведение двух однонаправ-

ленно связанных генераторов с запаздыванием, автономная динамика

которых была изучена в главе 1:

ẋ1(t) = −x1(t) + k1f(x1(t− τ)),

ẋ2(t) = −x2(t) + k2f(x2(t− τ)) + k3(f(x1(t− τ))− f(x2(t− τ))),
(2.6)

где k1 и k2 – параметры, относящиеся к первому (ведущему) и второ-

му (ведомому) генераторам, соответственно, k3 – параметр связи, время

запаздывания τ = 10 выбрано одинаковым для обеих систем. В каче-

стве метода исследования был выбран предложенный в главе 1 метод

расчета спектра показателей Ляпунова, а для уточнения полученных

результатов использовался также метод вспомогательной системы. Для

реализации последнего метода необходимо ввести в рассмотрение до-
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полнительную вспомогательную систему, динамика которой описывает-

ся уравнением:

ẋ3(t) = −x3(t) + k∗2f(x3(t− τ)) + k3(f(x1(t− τ))− f(x3(t− τ))), (2.7)

где параметр k∗2 = k2 − 10−14 отвечает за расстройку ведомой и вспо-

могательной систем, необходимую для преодоления ловушки численно-

го счета. Еще раз отметим, что вспомогательная и ведомая системы

идентичны, но имеют различные начальные условия (однако оба набора

начальных условий лежат в бассейне притяжения одного аттрактора).

Исследуем динамику системы (2.6) при различных значениях управ-

ляющих параметров k1 и k2. Эти параметры характеризуют режимы, на-

блюдающиеся в ведущей и ведомой системах, соответственно, и могут

отвечать различному количеству положительных показателей Ляпунова

в этих системах в автономном случае.

Рассмотрим самый простой случай, когда параметры k1 = 0.996 и

k2 = 0.988 выбраны таким образом, чтобы в автономном режиме каждая

из систем характеризовалась только одним положительным показателем

Ляпунова. Спектр показателей Ляпунова в данном случае представлен

на рисунке 2.1 (a). Отчетливо видно, как единственный условный по-

ложительный показатель Ляпунова, отвечающий за ведомую систему,

плавно переходит в область отрицательных значений, в то время как

самый старший ляпуновский показатель, принадлежащий ведущей си-

стеме, остается неизменным. В момент перехода старшего условного по-

казателя Ляпунова в область отрицательных значений при k3 = 0.025

наступает режим обобщенной синхронизации.

Аналогичные результаты можно получить, применив метод вспомога-

тельной системы к системе (2.6)–(2.7). На рисунке 2.1 (б) представлен

график зависимости разности между состояниями ведомой и вспомо-

гательной систем, рассчитанной по формуле (2.3), от параметра связи

k3. Очевидно, что в момент, когда поведение систем становится оди-

наковым, а величина d обращается в ноль, наступает режим обобщен-

ной синхронизации. Кроме того, на врезках к рисунку 2.1 (б) приве-

дены плоскости состояний ведомой и вспомогательной систем (x2;x3) в
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Рисунок 2.1 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рассчи-

танные для однонаправленно связанных генераторов с запаздыванием (2.6) при k1 = 0.996,

k2 = 0.988 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

нескольких характерных точках по параметру k3. Отчетливо видно, как

при увеличении параметра связи k3 точки на плоскости (x2;x3) посте-

пенно выстраиваются вдоль главной диагонали, а на границе наступле-

ния режима обобщенной синхронизации наблюдается перемежающееся

поведение (k3 = 0.0235). Таким образом, эквивалентность состояний ве-

домой и вспомогательной систем, а, следовательно, диагональная линия

на плоскости (x2;x3), определяет наличие режима обобщенной синхро-

низации (плоскость (x2; x3) при k3 = 0.026).

“Увеличим” количество положительных показателей Ляпунова у ве-

дущей системы, выбрав k1 = 1.013, в то время как ведомая система

по-прежнему будет характеризоваться одним положительным показате-

лем (k2 = 1.005). На спектре показателей Ляпунова (рисунок 2.2 (a))
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вновь наблюдается переход условного положительного показателя в об-

ласть отрицательных значений, в то время как уже два положительных

показателя ведущей системы остаются неизменными. Однако, стоит от-

метить некоторую особенность в поведении старшего условного показа-

теля Ляпунова по сравнению со случаем взаимодействия двух систем с

одним положительным показателем Ляпунова: старший условный пока-

затель Ляпунова переходит в область отрицательных значений дважды,

причем первый переход сопровождается последующим выходом этого

показателя Ляпунова в положительную область; когда указанный ляпу-

новский показатель становится снова отрицательным, в системе оконча-

тельно устанавливается режим обобщенной синхронизации.

б

Рисунок 2.2 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рассчи-

танные для однонаправленно связанных генераторов с запаздыванием (2.6) при k1 = 1.013,

k2 = 1.005 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

Также как и на спектре показателей Ляпунова, на графике зависимо-

сти среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомогательной
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систем от управляющего параметра k3 (рисунок 2.2 (б)) наблюдается

уже две области, где характеристика d обращается в 0. При этом, на

плоскостях состояний (x2;x3) наблюдается характерный переход к ре-

жиму обобщенной синхронизации через перемежаемость (см. врезки на

рисунке 2.2 (б)).

Рассмотрим “обратную” задачу, выбрав значения управляющих пара-

метров таким образом, чтобы у ведущей системы был один положитель-

ный показатель Ляпунова, а у ведомой – два. Поведение показателей

Ляпунова в данном случае качественно не меняется (ср. рисунки 2.2 (a)

и 2.3 (a)), но порог установления синхронного режима увеличивается.

То есть, на спектре также наблюдается поочередный переход уже двух

положительных условных показателей Ляпунова в область отрицатель-

ных значений с последующим выходом старшего условного ляпуновско-

го показателя в область положительных значений и обратно (рисунок

2.3 (a)). Качественно картина на рисунке 2.3 (б) не изменилась.

Наконец, рассмотрим случай, когда ведущий и ведомый генераторы

имеют по два положительных показателя Ляпунова. В данном случае

на зависимости спектра показателей Ляпунова от параметра связи исче-

зает “провал” старшего условного показателя Ляпунова в область отри-

цательных значений, однако появляется область, в которой он практиче-

ски не меняет своего значения (рисунок 2.4 (a)). При этом на графике,

полученном с помощью метода вспомогательной системы, аналогично

предыдущим рассмотренным примерам, все также наблюдается установ-

ление режима обобщенной синхронизации с перемежающимся поведе-

нием, имеющим место вблизи его границы.

Полученные результаты систематизированы в таблице 2.1. Здесь

представлены критические значения параметра связи kcr3 , соответству-

ющие установлению режима обобщенной синхронизации в однонаправ-

ленно связанных генераторах с запаздыванием (2.6) при различных зна-

чениях управляющих параметров k1,k2 в порядке увеличения kcr3 . От-

четливо видно, что значение kcr3 увеличивается при “усложнении” дина-

мики системы. Самое малое значение параметра связи kcr3 , отвечающе-
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Рисунок 2.3 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рассчи-

танные для однонаправленно связанных генераторов с запаздыванием (2.6) при k1 = 1.005,

k2 = 1.013 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

го за установление обобщенной синхронизации, имеет место в системе

связанных генераторов при таких k1 и k2, что у ведущей и ведомой

систем реализуется хаотический режим в автономном случае. По мере

изменения соотношения между управляющими параметрами смещается

и значение порога обобщенной синхронизации. Стоит отметить, что, ко-

гда у обоих генераторов по два положительных показателя Ляпунова,

значение параметра kcr3 не является самым большим, как могло бы ожи-

даться. Так как в обеих системах одинаковое количество положитель-

ных показателей Ляпунова, то на качественном уровне данный процесс

будет таким же, как и для первого, самого простого случая. Разница

лишь в затрачиваемом “времени” на установление синхронного режи-

ма, откуда и следует больший по величине порог режима обобщенной
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Рисунок 2.4 — Зависимости 9 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рассчи-

танные для однонаправленно связанных генераторов с запаздыванием (2.6) при k1 = 1.013,

k2 = 1.018 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

синхронизации. Наконец, ведущему генератору с одним положительным

показателем Ляпунова становится сложнее всего подавить собственную

динамику ведомого генератора с двумя положительными показателями

Ляпунова.

2.3 Обобщенная синхронизация в связанных

уравнениях Маккея-Гласса. Однонаправленный

тип связи

В качестве второго примера рассмотрим систему двух однонаправлен-

но связанных уравнений Маккея-Гласса, автономная динамика которых

была рассмотрена ранее в главе 1, со значениями управляющих пара-
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Таблица 2.1 — Значения порога режима обобщенной синхронизации для различных значений

управляющих параметров k1 и k2 в однонаправленно связанных генераторах с запаздыванием

(2.6)

Рисунок k1, ведущая система k2, ведомая система kcr3 , порог обобщен-

ной синхронизации

Рисунок 2.1 0.996 (1 Λ > 0 в

автономном режиме,

хаос)

0.988 (1 Λ > 0 в

автономном режиме,

хаос)

0.026

Рисунок 2.2 1.013 (2 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

1.005 (1 Λ > 0 в

автономном режиме,

хаос)

0.07, 0.12

Рисунок 2.3 1.005 (1 Λ > 0 в

автономном режиме,

хаос)

1.013 (2 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

0.082, 0.151

Рисунок 2.4 1.013 (2 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

1.018 (2 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

0.142

метров, при которых системы характеризуются большим числом поло-

жительных показателей Ляпунова:

ẋ1(t) = f(x1(t− τ))− k1x1(t),

ẋ2(t) = f(x2(t− τ))− k2x2(t) + k3(x1(t)− x2(t)),
(2.8)

где f(x(t− τ)) = ax(t− τ)/(1+ (x(t− τ))b), a = 2, b = 10, τ = 10. В насто-

ящее время известны работы, посвященные изучению режимов полной

и обобщенной синхронизации в данной системе при изменении времени

запаздывания (см., например, [125, 126]). В работе [127] изучался во-

прос о зависимости порога обобщенной синхронизации от соотношения

времен запаздывания (τ1 и τ2). Было установлено, что при рациональ-

ном соотношении τ1 и τ2, например τ1 = 100 и τ2 = 50 или τ1 = 100

и τ2 = 200, режим обобщенной синхронизации возникает раньше по

сравнению с другими комбинациями исследуемых величин.

В рамках настоящей диссертационной работы времена запаздывания

для ведущей и ведомой систем были выбраны одинаковыми и неизмен-

ными, а управляющие параметры k1 и k2 менялись, определяя режи-

мы взаимодействующих систем в автономном случае. Следует отметить,
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что при равных временах запаздывания (в данном случае τ = 10), си-

стема Маккея-Гласса способна достигать большего количества положи-

тельных показателей Ляпунова по сравнению с моделью генераторов с

запаздыванием. Таким образом, существует возможность исследования

особенностей режима обобщенной синхронизации в системах, характе-

ризующихся более высокой степенью хаотичности.

В первую очередь, рассмотрим случай, когда ведущая и ведомая си-

стемы в отсутствие связи характеризуются одинаковым числом положи-

тельных показателей Ляпунова, равным 4. Такая ситуация имеет место

в системе (2.8) при k1 = 1.345, k2 = 1.345. На рисунке 2.5 (a) пред-

ставлен спектр показателей Ляпунова в данной системе при изменении

параметра связи k3. Из рисунка четко виден последовательный пере-

ход четырех условных показателей Ляпунова в область отрицательных

значений с последующим установлением режима обобщенной синхрони-

зации при значении параметра связи k3 = 0.49. При том же значении

параметра связи режим обобщенной синхронизации диагностируется и

при помощи метода вспомогательной системы, что наглядно иллюстри-

рует рисунок 2.5 (б), где представлена зависимость степени близости

состояний ведомой и вспомогательной систем от параметра связи, обра-

щающаяся в ноль при k3 > 0.49, и плоскости состояний этих систем,

иллюстрирующие постепенный переход к режиму обобщенной синхро-

низации (точки на этой плоскости по мере увеличения параметра связи

постепенно выстраиваются вдоль главной диагонали) через перемежае-

мость.

Изменим значение управляющего параметра k1 таким образом, чтобы

в ведущей системе увеличилось на единицу число положительных по-

казателей Ляпунова (например, выберем k1 = 1.27). В таком случае ве-

дущая система с пятью положительными показателями Ляпунова будет

воздействовать на ведомую систему с четырьмя положительными ля-

пуновскими показателями, а режим обобщенной синхронизации будет

диагностироваться по-прежнему по моменту перехода старшего услов-

ного показателя Ляпунова в область отрицательных значений, то есть
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Рисунок 2.5 — Зависимости 14 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рас-

считанные для однонаправленно связанных уравнений Маккея-Гласса (2.8) при k1 = 1.345,

k2 = 1.345 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

когда все четыре показателя Ляпунова ведомой системы станут отри-

цательными. Эта ситуация проиллюстрирована на рисунке 2.6 (a), из

которого видно, что в данном случае изучаемый режим диагностируется

чуть раньше (k3 = 0.46), чем в случае взаимодействия двух систем с

четырьмя положительными показателями Ляпунова (ср. рисунки 2.5 (a)

и 2.6 (а)). Поведение ведомой и вспомогательной систем при изменении

параметра связи в данном случае оказывается аналогичным рассмотрен-

ному выше примеру (рисунки 2.5 (б) и 2.6 (б)).

На рисунках 2.7–2.8 приведены результаты исследований для одно-

направленно связанных уравнений Маккея-Гласса при еще двух ком-
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Рисунок 2.6 — Зависимости 14 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рас-

считанные для однонаправленно связанных уравнений Маккея-Гласса (2.8) при k1 = 1.27,

k2 = 1.345 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомога-

тельной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости

(x2;x3) при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

бинациях значений управляющих параметров k1 и k2: рисунок 2.7 –

k1 = 1.345, k2 = 1.27, ведущая система с четырьмя положительными по-

казателями Ляпунова воздействует на ведомую систему с пятью поло-

жительными показателями Ляпунова; рисунок 2.8 – k1 = 1.27, k2 = 1.27,

и ведущая, и ведомая системы характеризуются пятью положительными

показателями Ляпунова. Видно, что эти рисунки качественно аналогич-

ны рисункам 2.5–2.6.

По аналогии с генераторами с запаздыванием в таблице 2.2 система-

тизированы результаты проведенных исследований системы (2.8) при из-

менении управляющих параметров. Из таблицы видно, что режим обоб-
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Рисунок 2.7 — Зависимости 14 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рас-

считанные для однонаправленно связанных уравнений Маккея-Гласса (2.8) при k1 = 1.345,

k2 = 1.27 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомогатель-

ной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости (x2;x3)

при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

щенной синхронизации наблюдается при всех рассмотренных значениях

управляющих параметров, при этом пороговое значение установления

синхронного режима существенным образом зависит от значений управ-

ляющих параметров взаимодействующих систем. Особенностей, связан-

ных с установлением и разрушением синхронного режима, аналогичных

рассмотренным в разделе 2.2 для генераторов с запаздыванием, в дан-

ном случае не наблюдается.
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Рисунок 2.8 — Зависимости 14 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3, рас-

считанные для однонаправленно связанных уравнений Маккея-Гласса (2.8) при k1 = 1.27,

k2 = 1.27 (a), и зависимость среднего расстояния между состояниями ведомой и вспомогатель-

ной систем d от параметра связи k3 (б). На врезках к рисунку (б) приведены плоскости (x2;x3)

при различных значениях параметра k3, отмеченных точками на зависимости d(k3)

2.4 Обобщенная синхронизация в связанных

уравнениях Маккея-Гласса. Взаимный тип связи

Как отмечалось в разделе 2.1, к настоящему времени существуют

работы, в которых представлены результаты исследований систем с

взаимным типом связи, в которых возможна реализация обобщенной

синхронизации [59, 128]. В рамках настоящей диссертационной работы

предпринята попытка выявления общих закономерностей установления
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Таблица 2.2 — Значения порога режима обобщенной синхронизации для различных значений

управляющих параметров k1 и k2 в однонаправленно связанных уравнениях Маккея-Гласса

(2.8)

Рисунок k1, ведущая система k2, ведомая система kcr3 , порог обобщен-

ной синхронизации

Рисунок 2.5 1.345 (4 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

1.345 (4 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос))

0.49

Рисунок 2.6 1.27 (5 Λ > 0 в авто-

номном режиме, ги-

перхаос)

1.345 (4 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

0.46

Рисунок 2.7 1.345 (4 Λ > 0 в

автономном режиме,

гиперхаос)

1.27 (5 Λ > 0 в авто-

номном режиме, ги-

перхаос)

0.63

Рисунок 2.8 1.27 (5 Λ > 0 в авто-

номном режиме, ги-

перхаос)

1.27 (5 Λ > 0 в авто-

номном режиме, ги-

перхаос)

0.6

обобщенной синхронизации в системах с запаздыванием при различных

типах связи. В контексте данного вопроса рассмотрены два взаимно

связанных уравнения с запаздывающим аргументом на основе модели

уравнений Маккея-Гласса:

ẋ1(t) = f(x1(t− τ))− k1x1(t) + k3(x2(t)− x1(t)),

ẋ2(t) = f(x2(t− τ))− k2x2(t) + k3(x1(t)− x2(t)),
(2.9)

где входящие в состав уравнений параметры имеют те же значения, что

и в предыдущем разделе для однонаправленного типа связи. Значения

параметров k1 = 1.27 и k2 = 1.345 выбраны таким образом, чтобы в

первой системе наблюдался хаотический режим с пятью положительны-

ми показателями Ляпунова, а во второй системе в автономном режиме

присутствовало четыре положительных ляпуновских показателя.

Для детектирования обобщенной синхронизации во взаимно связан-

ных системах по-прежнему можно использовать алгоритм расчета спек-

тра показателей Ляпунова, предложенный в главе 1 настоящей дис-

сертационной работы. На рисунке 2.9 представлен спектр показателей

Ляпунова взаимно связанных уравнений Маккея-Гласса (2.9). Хорошо
47



видно, что, как и в случае однонаправленной связи, четыре изначаль-

но положительных показателя Ляпунова последовательно переходят в

область отрицательных значений, тогда как остальные пять остаются

практически постоянными при увеличении значения параметра связи.

Режим обобщенной синхронизации в этом случае можно детектировать

по смене знака шестого положительного показателя Ляпунова.

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 L
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Рисунок 2.9 — Зависимости 14 старших показателей Ляпунова от параметра связи k3 в двух

взаимно связанных уравнениях Маккея-Гласса (2.9) при k1 = 1.27, k2 = 1.345

Таким образом, как видно из приведенного рассмотрения, при уста-

новлении режима обобщенной синхронизации в системах с запаздыва-

нием, связанных однонаправленно и взаимно, наблюдается качественно

схожее поведение. Также стоит отметить, что по сравнению со случаем

однонаправленной связи, при взаимном типе связи установление режима

обобщенной синхронизации происходит значительно раньше.

2.5 Влияние времени запаздывания на порог

установления режима обобщенной синхронизации

Интересным представляется вопрос о влиянии величины времени за-

паздывания на порог режима обобщенной синхронизации. Интуитивно

кажется очевидным, что при росте τ и критическое значение параметра

связи должно смещаться в сторону больших значений. Однако, данное

утверждение не является верным. Так, в работе [125] подобное исследо-

48



вание проводилось для режима полной синхронизации, а в качестве ис-

следуемой модели выступали связанные идентичные уравнения Маккея-

Гласса. Результаты, полученные в [125], свидетельствует о том, что при

увеличении времени запаздывания порог полной синхронизации снача-

ла монотонно растет, а потом выходит на уровень насыщения. Иными

словами, при относительно больших величинах времени запаздывания

пороговое значение установления полной синхронизации практически не

зависит от величины τ . Так как режим полной синхронизации является

частным случаем обобщенной синхронизации, можно ожидать, что ана-

логичные закономерности будут наблюдаться и для этого синхронного

режима.

Для проверки сделанного предположения, проведены исследования

влияния времени запаздывания на установление режима обобщенной

синхронизации в однонаправленно и взаимно связанных радиотехниче-

ских генераторах с запаздыванием и уравнениях Маккея-Гласса, рас-

смотренных в разделах 2.2–2.4, при различных значениях управляющих

параметров k1 и k2, определяющих количество положительных показа-

телей Ляпунова в исследуемых системах в отсутствие связи.

На рисунках 2.10 и 2.11 представлены зависимости k3(τ) в двух

однонаправленно и взаимно связанных уравнениях Маккея-Гласса для

нескольких различных комбинаций управляющих параметров. Для одно-

направленного типа связи значения управляющих параметров выбраны

следующим образом: кривая 1 — k1=1.27, k2=1.23 (обе системы харак-

теризуются пятью положительными показателями Ляпунова); кривая 2

— k1=1.345, k2=1.34 (обе системы обладают только четырьмя положи-

тельными показателями Ляпунова); 3 — k1=1.27, k2=1.345 (ведущая си-

стема с пятью положительными показателями Ляпунова воздействует на

ведомую систему с четырьмя положительными ляпуновскими показате-

лями). Для взаимного типа связи рассмотрены следующие комбинации:

кривая 1 – k1 = 1.27, k2 = 1.27 (взаимодействующие системы идентич-

ны и характеризуются пятью положительными показателями Ляпунова);

кривая 2 – k1 = 1.3, k2 = 1.27 (взаимодействующие системы неидентич-
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Рисунок 2.10 — Зависимости порогового значения параметра связи k3, соответствующего

установлению режима обобщенной синхронизации в однонаправленно связанных уравнениях

Маккея-Гласса (2.8), от времени запаздывания τ . Кривая 1 — k1=1.27, k2=1.23 (обе систе-

мы характеризуются пятью положительными показателями Ляпунова); кривая 2 — k1=1.345,

k2=1.34 (обе системы обладают только четырьмя положительными показателями Ляпунова);

3 — k1=1.27, k2=1.345 (ведущая система с пятью положительными показателями Ляпунова

воздействует на ведомую систему с четырьмя положительными ляпуновскими показателями)

ны, но число положительных показателей Ляпунова в них одинаково и

равно пяти); кривая 3 – k1 = 1.27, k2 = 1.345 (в одной системе присут-

ствует пять положительных показателей Ляпунова, а в другой – четы-

ре). Из сопоставления рисунков видно, что независимо от типа связи

между системами пороговое значение параметра k3 вначале увеличи-

вается с ростом времени запаздывания, а затем достигает насыщения.

При этом, уровень насыщения отличается по значению как для каждой

комбинации параметров k1 и k2, так и для типа связи между системами.

Важно отметить роль выбора значений параметров k1 и k2, а, со-

ответственно, и “задаваемое” количество положительных показателей

Ляпунова во взаимодействующих системах. При рассмотрении однона-

правленно связанных уравнений Маккея-Гласса стоит говорить о тен-

денции более раннего установления режима обобщенной синхронизации

при таких значениях управляющих параметров, при которых в спектре

автономной ведущей системы существует большее количество положи-

тельных показателей Ляпунова, чем в спектре ведомой. При взаимном

типе связи из-за невозможности применения понятий “ведущей” и “ведо-
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Рисунок 2.11 — Зависимости порогового значения параметра связи k3, соответствующего уста-

новлению режима обобщенной синхронизации во взаимно связанных уравнениях Маккея-

Гласса (2.9), от времени запаздывания τ . Кривая 1 – k1 = 1.27, k2 = 1.27 (взаимодействующие

системы идентичны и характеризуются пятью положительными показателями Ляпунова); кри-

вая 2 – k1 = 1.3, k2 = 1.27 (взаимодействующие системы неидентичны, но число положитель-

ных показателей Ляпунова в них одинаково и равно пяти); кривая 3 – k1 = 1.27, k2 = 1.345 (в

одной системе присутствует пять положительных показателей Ляпунова, а в другой – четыре)

мой” систем можно сформулировать следующее заключение: чем меньше

расстройка управляющих параметров между системами, тем при мень-

шем значении параметра связи возможно детектирование обобщенной

синхронизации.

Аналогичные результаты получены для однонаправленно связанных

генераторов с запаздыванием при различных значениях параметров k1

и k2. Они представлены на рисунке 2.12: кривая 1 – для k1 = 1.015,

k2 = 1.018 (по два положительных показателя Ляпунова во взаимодей-

ствующих системах); кривая 2 – для k1 = 1.013, k2 = 1.005 (у ведущей

системы два, у ведомой – один положительный показатель Ляпунова);

кривая 3 – k1 = 0.996, k2 = 0.988 (по одному положительному пока-

зателю Ляпунова у обеих взаимодействующих систем). Из сравнения

рисунков 2.10 и 2.12 видно, что полученные зависимости схожи с преды-

дущим случаем, разница состоит лишь в меньших значениях параметра

связи, соответствующего насыщению, что обусловлено как свойствами

самих систем, так и меньшим числом положительных показателей Ля-

пунова в автономном случае.
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Рисунок 2.12 — Зависимости порогового значения параметра связи k3, соответствующего уста-

новлению режима обобщенной синхронизации в однонаправленно связанных генераторах с

запаздыванием (2.6), от времени запаздывания τ . Кривая 1 – для k1 = 1.015, k2 = 1.018 (по

два положительных показателя Ляпунова во взаимодействующих системах); кривая 2 – для

k1 = 1.013, k2 = 1.005 (у ведущей системы два, у ведомой – один положительный показа-

тель Ляпунова); кривая 3 – k1 = 0.996, k2 = 0.988 (по одному положительному показателю

Ляпунова у обеих взаимодействующих систем)

Таким образом, несмотря на сложность взаимодействия между си-

стемами и степень хаотичности, режим обобщенной синхронизации де-

монстрирует качественно схожие черты для различных взаимодейству-

ющих систем при различных типах связи. Также стоит отметить, что

полученные результаты имеют схожий характер с исследованиями, про-

веденными в работе [125], а, следовательно, возможно предположить

определенного рода универсальность полученной зависимости для си-

стем с запаздыванием в режимах полной и обобщенной синхронизации.

2.6 Выводы по главе 2

Во второй главе диссертационной работы выявлены особенности

обобщенной синхронизации, присущие системам с запаздыванием при

однонаправленном и взаимном типах связи. В качестве моделей выбра-

ны однонаправленно и взаимно связанные генераторы с запаздыванием

и уравнения Маккея-Гласса. Рассмотрены случаи с различными комби-

нациями управляющих параметров, отвечающих за разное количество
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положительных показателей Ляпунова в исследуемых системах в отсут-

ствие связи. Предложенный в главе 1 настоящей диссертационной рабо-

ты метод расчета спектра показателей Ляпунова для систем с запазды-

ванием применен для диагностирования режима обобщенной синхрони-

зации в исследуемых однонаправленно и взаимно связанных системах.

Также для определения порога обобщенной синхронизации в системах

с однонаправленным типом связи использован метод вспомогательной

системы. Показано, что результаты обоих методов находятся в хорошем

соответствии друг с другом.

Для модели кроветворения Маккея-Гласса проведен сравнительный

анализ спектров показателей Ляпунова в случае с однонаправленным и

взаимным типами связи. Показано, что в случае взаимной связи реали-

зуется последовательный переход положительных показателей в область

отрицательных значений с последующим установлением режима обоб-

щенной синхронизации, точно также как при однонаправленной связи.

Исследована зависимость порогового значения параметра связи, со-

ответствующего установлению режима обобщенной синхронизации, от

величины времени запаздывания. Установлено, что при различных зна-

чениях управляющих параметров в обеих системах порог обобщенной

синхронизации выходит на уровень насыщения, величина которого су-

щественным образом зависит от числа положительных показателей Ля-

пунова, реализуемых во взаимодействующих системах в отсутствие свя-

зи между ними, за что в свою очередь отвечают управляющие парамет-

ры k1 и k2. Важно отметить, что данная закономерность была выявлена

для обоих типов связи.

Таким образом, режим обобщенной синхронизации проявил себя схо-

жим образом в системах с разной степенью хаотичности, а также для

различных типов связи. Качественно схожие черты проявляются как в

методах обнаружения, основанных на вычислении показателей Ляпуно-

ва, так и в зависимостях граничных значений наступления синхронного

режима от времени задержки между системами.
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Глава 3

Фазовая и перемежающаяся фазовая синхронизация в

модельных и реальных нейрофизиологических

системах

[79–81,86,90,93,96]

3.1 Основные понятия и вероятностные

характеристики

Еще одним типом поведения, рассмотрению которого посвящена на-

стоящая диссертационная работа, является режим фазовой хаотической

синхронизации. Этот режим означает захват фаз при слабой корреля-

ции амплитуд хаотических сигналов между собой. Существует большое

количество работ по исследованию данного явления. Например, в ра-

боте [7] приводятся доказательства взаимосвязи понятия хаотической

фазовой синхронизации с понятием “захвата частоты”, применяемым в

нелинейных периодических системах. В работе [8] на примере связан-

ных осцилляторов Ресслера (в том числе связанных хаотической и ги-

перхаотической систем) представлены результаты исследования фазовой

синхронизации, способы введения фазы хаотического сигнала, интер-

претация режима с помощью нулевого показателя Ляпунова. Помимо

работ, посвященных исследованию фазовой синхронизации в осцилля-

торах Ресслера (см., например, [129, 130]), режим хорошо изучен и в

системах на основе математической модели Лоренца [131,132]. Рассмат-

риваемое явление активно используется в нейробиологических иссле-

дованиях [133–135], при изучении лазеров [136] и радиотехнических
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генераторов [122], а также было выявлено в области экологии [137]

и т.д. (дополнительно можно посмотреть монографии и обзоры, такие

как [2,138,139]).

Как нетрудно заметить, одной из характерных моделей для изуче-

ния фазовой синхронизации является осциллятор Ресслера [140] (либо

находящийся под внешним периодическим воздействием, либо связан-

ный однонаправленно или взаимно с другим таким же осциллятором).

Связано это, в первую очередь, с тем, что в достаточно широком диа-

пазоне значений управляющих параметров эта система характеризуется

так называемым фазово-когерентным аттрактором, для которого не со-

ставляет труда ввести в рассмотрение мгновенную фазу хаотического

сигнала [5,141]:

tanφ = y/x, (3.1)

а в дальнейшем и разность фаз ∆φ между взаимодействующими си-

стемами. Стоит отметить, что введение мгновенной фазы возможно еще

несколькими способами, например, с помощью рассмотрения аналитиче-

ского сигнала с функцией Гильберта [8, 142], используя сечение Пуан-

каре [8] или при помощи непрерывного вейвлетного преобразования [9].

Известно, что фазовой синхронизации предшествует перемежающее-

ся поведение [35, 37, 136]. Это означает, что зависимость разности фаз

∆φ(t) от времени характеризуется переменными участками синхронно-

го поведения (ламинарные фазы) с резкими скачками на величину 2π

(турбулентные фазы). В зависимости от величины расстройки управ-

ляющих параметров возможно наблюдать два различных сценария воз-

никновения/разрушения фазовой синхронизации [143, 144], механизмы

возникновения/разрушения и статистические характеристики длитель-

ностей ламинарных фаз которых также значительно отличаются друг от

друга. В первом случае как выше, так и ниже границы фазовой син-

хронизации аттракторы взаимодействующих систем остаются фазово-

когерентными, а во втором случае – по крайней мере один из аттракто-

ров теряет фазовую когерентность [144]. Два различных сценария воз-

никновения/разрушения синхронного режима приводят к двум различ-
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ным типам перемежаемости, реализующимся вблизи границы возник-

новения режима фазовой синхронизации в случае относительно боль-

шой и относительно слабой расстройки между взаимодействующими

системами. В случае малой расстройки по мере приближения к гра-

нице фазовой синхронизации поочередно наблюдается перемежаемость

типа I [36, 145], а затем, непосредственно у самой границы – переме-

жаемость “игольного ушка” [35]. При сильной расстройке управляющих

параметров на границе фазовой синхронизации реализуется перемежае-

мость “кольца” [37].

Чтобы определить, какой тип перемежаемости реализуется в системе,

необходимо проанализировать статистические характеристики длитель-

ностей ламинарных фаз. Рассмотрим их на примере взаимодействующих

однонаправленно связанных слабо неидентичных систем Ресслера:

ẋid = −wdy
i
d − zid,

ẏid = wdx
i
d + ayid,

żid = p+ zid(x
i
d − c),

ẋir = −wry
i
r − zir + ε(xid − xir),

ẏir = wrx
i
r + ayir,

żir = p+ zir(x
i
r − c),

(3.2)

где a = 0.15, p = 0.2, c = 10, wd = 0.93, wr = 0.95 выступают в ро-

ли управляющих параметров систем, ε – параметр связи. Индексы d и

r относятся к ведущим и ведомым системам, соответственно, индекс

i = 1 . . . N соответствует рассматриваемой паре осцилляторов. Значе-

ния параметров были выбраны по аналогии с предыдущими исследо-

ваниями [61, 146]. В каждой паре взаимодействующих систем началь-

ные условия ведущей системы были выбраны одинаковыми, а для ведо-

мой системы – различными, равномерно распределенными по аттракто-

ру этой системы. При указанных значениях управляющих параметров в

рассматриваемой системе реализуется режим фазовой синхронизации с

фазово-когерентными аттракторами при ε ≥ 0.041 (рисунок 3.1).

Для диагностики фазовой синхронизации и определения характери-

стик перемежающегося поведения, имеющего место вблизи ее границы,
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Рисунок 3.1 — Фазовые портреты ведущего (xd, yd) и ведомого (xr, yr) осциляторов Ресслера

(3.2), i = 1: (a) и (б) представляют случай фазово-когерентных аттракторов; (в) и (г) – фазово-

некогерентных

необходимо ввести в рассмотрение фазы хаотических сигналов и найти

разность между каждой парой взаимодействующих систем. Так как рас-

сматриваемые системы характеризуется фазово-когерентными аттракто-

рами, их фазы, как отмечалось выше, можно ввести в рассмотрение как

углы в полярной системе координат на плоскости (xi, yi) [5]:

φi
d,r = arctan(yid,r/x

i
d,r), (3.3)

тогда разность фаз между каждой парой систем будет определяться вы-

ражением

∆φi = φi
d − φi

r, (3.4)

причем, полученная таким образом разность фаз должна быть сведена

к диапазону шириной 2π, аналогично тому, как это делалось в рабо-

те [147]. Критерием наличия фазовой синхронизации в системе является

ограниченность разности фаз

|∆φi| < const, (3.5)
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где величина константы определяется эмпирически. В режиме фазовой

синхронизации разность фаз будет ограничена всегда, в то время как

вблизи ее границы участки фазового захвата (ламинарные фазы) будут

сменяться турбулентными всплесками, где условие (3.5) выполняться не

будет.

Если параметры взаимодействующих хаотических систем расстроены

достаточно слабо, то при фиксированном значении расстройки с увели-

чением параметра связи наблюдается перемежаемость I типа. В данном

случае среднее значение длительности ламинарных фаз T будет подчи-

няться закону [148]:

T ∼ (εc − ε)−1/2, (3.6)

где εc характеризует предельное значение параметра связи, при кото-

ром наблюдается перемежаемость типа I, а также соответствует седло-

узловой бифуркации, если рассматривать хаотическую динамику подоб-

но шуму, который можно “выключить” [62,149].

Выражение для распределения длительностей ламинарных фаз в дан-

ном случае определяется следующим образом:

ρ(τ) =
A

(Dτ)3/2
exp(

−(z − τ)2

Dτ
), (3.7)

(рисунок 3.2 (a)), где A – коэффициент пропорциональности, получае-

мый из условия нормировки, D – интенсивность эффективного шума, z

– граница ламинарной фазы (более подробно см. [150] и список литера-

туры к ней).

При значениях параметра связи εc < ε < εsynch, где εsynch определя-

ет границу фазовой синхронизации, в системе реализуется режим со

сверхдлинным ламинарным поведением или перемежаемость “игольно-

го ушка”. Степенной закон для средней длительности ламинарных фаз

преобразуется в:

T ∼ exp(k(|εsynch − ε|)−1/2), (3.8)

где k = const [35,36].

Несмотря на отличающиеся характеристики перемежаемости “иголь-

ного ушка” от перемежаемости типа I, в работах [44, 151] показана
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Рисунок 3.2 — Качественные распределения длительностей ламинарных фаз ρ(τ) в режимах

перемежаемости типа I (a) и “игольного ушка” (б) (точки) и их аппроксимации закономерностя-

ми (3.7) и (3.9), соответственно (сплошные линии). Для графика (б) ось ординат представлена

в логарифмическом масштабе

возможность рассматривать данный тип динамики как “перемежаемость

типа I в присутствии шума” в закритической области значений управ-

ляющих параметров. Для последнего режима, а, следовательно, и для

перемежаемости “игольного ушка” распределение длительностей лами-

нарных фаз описывается следующей закономерностью:

ρ(τ) = T−1 exp(−τ/T ) (3.9)

(рисунок 3.2 (б)), где T – средняя длительность ламинарных фаз [149,

152].

Переход от одного типа перемежаемости к другому происходит в

момент изменения знака нулевого условного показателя Ляпунова на

отрицательный [8, 58]. Исследованию данного вопроса будет посвящен

следующий раздел диссертационной работы.

Теперь обратимся к другой статистической характеристике, а именно,

к вероятности наблюдения ламинарной фазы по времени и по ансамблю

осцилляторов. Для расчета вероятности по времени использовалась фор-

мула, аналогичная предложенной в работе [37]:

p =
kT

M
, (3.10)

где M – длина временного ряда, k – количество ламинарных фаз на

данной длине наблюдения, T — их средняя длительность. Следует от-

метить, что данное выражение эквивалентно полученной в работе [37]
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формуле для расчета вероятности охвата фазовой траекторией начала

координат для перемежаемости кольца, при этом величина T существен-

ным образом отличается от последней. При таком допущении выражение

(3.10) может использоваться и в рамках исследования перемежаемости

“игольного ушка”. В данном случае вероятность детектирования лами-

нарной фазы представляет собой отношение суммарной длительности

всех ламинарных фаз к общей длине временного ряда.

Расчет вероятности по ансамблю осцилляторов осуществлялся по-

средством вычисления средней вероятности наблюдения ламинарной фа-

зы в ансамбле осцилляторов на временном интервале T после заверше-

ния переходного процесса длительности T0:

P =
1

T − T0

∫ T

T0

p(t)dt, (3.11)

где p(t) — вероятность обнаружения ламинарной фазы в момент времени

t.

Понятно, что в обоих случаях значение вероятности будет зависеть от

параметра связи, то есть от режима, реализующегося в системе. Если в

связанных хаотических осцилляторах наблюдается режим фазовой син-

хронизации, то значение вероятности детектирования ламинарной фазы

будет равно 1. Чем больше будет отклонение управляющего параметра

от границы синхронизации в сторону меньших значений, тем меньше

вероятность наблюдения захвата фаз.

Чтобы определить “эффективный” временной промежуток T , величи-

ны которого достаточно для нахождения точного значения вероятности

P , для ансамбля из 50 пар осцилляторов Ресслера были построены за-

висимости этой вероятности от параметра связи на временных отрезках

T = 1000, T = 100000, T = 1000000 (см. рисунок 3.3). Оценка показала,

что значения в 1000 единиц безразмерного времени оказывается недоста-

точно для исследований, так как соответствующие значения на графике

P (ε) сильно флуктуируют, в то время как аналогичные зависимости для

T = 100000 и T = 1000000 оказываются гладкими и практически не от-
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личаются друг от друга. Для дальнейших вычислений была выбрана

минимальная из вышеназванных величин T = 100000.

0.024 0.028 0.032 0.036 0.04

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

P

T = 1 000

T = 1 000 000

T = 100 000

e

Рисунок 3.3 — Зависимости вероятности детектирования ламинарной фазы в ансамбле из 50

пар осцилляторов Ресслера от параметра связи при трех различных значениях временного

интервала Ò: T = 1000, T = 100000 и T = 1000000

На рисунке 3.4 представлены результаты расчета зависимости веро-

ятности детектирования ламинарной фазы от величины параметра свя-

зи в случае ее вычисления по времени и по ансамблю осцилляторов

(в рассматриваемом случае количество пар составляло 500). Как видно

из графиков, вероятности, рассчитанные двумя различными способами,

оказываются практически идентичными друг другу, что свидетельствует

об эргодичности рассматриваемого процесса и возможности использова-

ния обоих вышеупомянутых способов при проведении исследований.

Рисунок 3.5 иллюстрирует зависимости вероятности детектирования

ламинарной фазы от числа элементов в ансамбле для трех различных

значений параметра связи, отвечающих за реализацию режимов переме-

жаемости типа I, перемежаемости “игольного ушка” и фазовой синхро-

низации. Из рисунков видно, что в режиме перемежаемости при уве-

личении количества пар осцилляторов имеет место резкое изменение

значения вероятности детектирования ламинарной фазы с дальнейшим

его насыщением (рисунки 3.5 (a) и (б)). В режиме фазовой синхрониза-

ции рассматриваемая величина оказывается всегда постоянной (рисунок
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Рисунок 3.4 — Зависимости вероятности детектирования ламинарной фазы от величины пара-

метра связи между системами в случае ее расчета по времени и по ансамблю осцилляторов.

Границы указывают на изменение режима: I – режим перемежаемости типа I; II – перемежае-

мость “игольного ушка”, εc = 0.031; III – фазовая синхронизация, εsynch = 0.041

3.5(в)), что свидетельствует об отсутствии мультистабильности при пе-

реходе к режиму фазовой синхронизации в однонаправленно связанных

системах.

Наконец, обратимся к зависимости вероятности обнаружения лами-

нарной фазы от времени в ансамбле из 500 пар осцилляторов. Понятно,

что, когда в исходной системе диагностируется режим фазовой синхро-

низации, в любой момент времени вероятность p(t) = 1, а следователь-

но, будет равна 1 и средняя вероятность детектирования ламинарной

фазы. В режиме перемежающейся фазовой синхронизации средняя ве-

роятность P будет чуть меньше 1, а зависимость p(t) будет содержать

участки синхронной и асинхронной динамики, чередующиеся друг с

другом. На рисунке 3.6 приведена такая зависимость для системы (3.2)

при N = 500. Из рисунка видно, что по характеру такой зависимости

ламинарные и турбулентные фазы достаточно легко отличить друг от

друга: во время ламинарных фаз поведения вероятность практически в

точности равна 1, в то время как во время турбулентных фаз она ме-

няется в достаточно широком диапазоне, причем минимальное значение

вероятности приходится примерно на середину турбулентной фазы, а по
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Рисунок 3.5 — Зависимости вероятности детектирования ламинарной фазы от количества пар

осцилляторов в ансамбле систем Ресслера в режиме (a) перемежаемости типа I, ε = 0.032; (б)

перемежаемости “игольного ушка”, ε = 0.037; (в) фазовой синхронизации, ε = 0.042
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мере удаления/приближения от/к ламинарной фазе значение вероятно-

сти начинает монотонно уменьшаться/расти.
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Рисунок 3.6 — Зависимость вероятности детектирования ламинарной фазы от времени в ансам-

бле из 500 пар Ресслера в режиме (a) перемежаемости типа I, ε = 0.032; (б) перемежаемости

“игольного ушка”, ε = 0.037; (в) фазовой синхронизации, ε = 0.042

Подводя итог анализу статистических характеристик, можно выде-

лить следующее:

• для вероятности наблюдения ламинарной фазы, рассчитанной по

времени и по ансамблю, обнаружено идентичное поведение с уве-

личением параметра связи и приближении к границе фазовой син-

хронизации;
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• экспериментальным путем возможно выявить “эффективный” вре-

менной промежуток T , величины которого достаточно для нахож-

дения точного значения вероятности P по ансамблю;

• установлено, что в режиме фазовой синхронизации количество ос-

цилляторов не влияет на результаты диагностики, а в режиме пере-

межающейся фазовой синхронизации вероятность выходит на уро-

вень насыщения при достаточно большом количестве осцилляторов;

• ламинарные и турбулентные фазы на временных зависимостях веро-

ятности детектирования ламинарной фазы в ансамбле осцилляторов

в различных режимах динамики систем достаточно легко отличить

друг от друга.

Таким образом из всего вышесказанного следует, что изучение ста-

тистических характеристик системы, находящейся на границе фазовой

синхронизации, способствует уточнению результатов, а также обладает

большой информативностью и иллюстративностью.

3.2 Оценка степени синхронизма, основанная на

расчете показателей Ляпунова

Для изучения синхронизации периодических и хаотических коле-

баний важную роль играет нулевой условный показатель Ляпуно-

ва [55, 56, 58, 62]. Как указывалось во введении, для неавтономных си-

стем в присутствии шума и связанных хаотических систем, смена знака

на отрицательный у данного показателя происходит незадолго до на-

ступления режима фазовой синхронизации. При этом, значение парамет-

ра связи в момент перехода этого показателя Ляпунова в отрицательную

область не соответствует критическому значению того же параметра

связи при наступлении фазовой синхронизации. Разница между ними

может быть достаточно велика [58, 63, 153]. Именно поэтому нулевой

показатель Ляпунова можно принять за меру синхронизма перемежаю-
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щейся фазовой синхронизации, имеющей место на границе синхронного

режима.

Режим фазовой синхронизации получил широкое распространение в

сфере медицинских и нейрофизиологических исследований [45,46,153].

Однако, в данной области нередко единственно доступным ресурсом

являются записанные в реальном времени сигналы, что делает расчет

спектра показателей Ляпунова более затруднительным, но все еще воз-

можным.

Рассмотрим два традиционных метода для оценки показателей Ляпу-

нова по временным рядам. Суть первого подхода [74, 154] заключается

в отслеживании двух близких траекторий в фазовом пространстве с те-

чением времени. Расчет старшего показателя Ляпунова по реализации

происходит в данном случае аналогично тому, как и при известном опе-

раторе эволюции. Описанная идея довольно проста в численной реали-

зации, однако, недостатком этого метода является его неработоспособ-

ность при оценке показателя Ляпунова по коротким временным рядам.

С помощью второго подхода [155–157] для оценки показателей Ляпу-

нова предлагается использовать якобиан, поскольку известно, что ляпу-

новские показатели можно определить как собственные числа матрицы

Якоби для системы, которая сгенерировала рассматриваемую реализа-

цию. Преимуществом второго метода является его работоспособность

на достаточно коротких временных промежутках, однако, он очень чув-

ствителен к шумам и ошибкам, что является существенным недостат-

ком.

В данной главе настоящей диссертационной работы рассмотрен ме-

тод оценки показателя Ляпунова по временному ряду, основанный на

модификации работ [63, 77, 78]. Основная идея метода базируется на

рассмотрении квадратичного отображения в присутствии шума, кото-

рое получается при линеаризации отображения окружности – базовой

модели нелинейной динамики, достаточно часто применяемой для изу-

чения таких нелинейных явлений как синхронизация [58,158] и захват

фаз [159,160], – около устойчивой неподвижной точки и описывает ди-
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намику системы у точки бифуркации:

xn+1 = xn + Ωx2n − ε+ ξn, (3.12)

где ε,Ω – управляющие параметры, ξn – гауссовский шум с математиче-

ским ожиданием ⟨ξn⟩ = 0, ⟨ξn, ξm⟩ = Dδ(n−m). Известно, что показатель

Ляпунова для одномерных отображений xn+1 = f(xn) (n – дискретное

время) вычисляется по формуле [74]:

Λ = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln ||f ′(xi)||. (3.13)

Принимая во внимание эргодичность рассматриваемого процесса, можно

записать

Λ0(ε) =

∫ +∞

−∞
ρ(x) ln |f ′(x)|dx, (3.14)

где ρ(x) – плотность распределения для значений x. В закритической

области значений управляющего параметра ε, соответветствующей ре-

жиму синхронизации в потоковой системе, она описывается соотноше-

нием [149]:

ρ(x) = A exp(− 2

D
(εx− Ωx3

3
)), (3.15)

где A – коэффициент нормировки, определяемый из условия,∫ x2

x1

ρ(x) = 1, (3.16)

D – интенсивность шума, ε, Ω – управляющие параметры. Соотноше-

ние (3.15) описывает плотность вероятности при значениях x ≤
√
ε

Ω
и

достигает максимума в точке

xmax =

√
ε

Ω
. (3.17)

Захват фаз происходит тогда, когда все значения xn находятся вокруг

неподвижной точки xmax. Принимая во внимание вышеизложенные ар-

гументы, формулу (3.14) можно переписать в виде

Λ0(ε) =

∫ x2

x1

ρ(x) ln |1 + 2Ωx|dx, (3.18)

где значения x1,2 определяются эмпирически.
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Как видно из приведенных выкладок, для вычисления искомого ну-

левого условного показателя Ляпунова требуются лишь параметры ε, Ω,

D, A и плотность распределения ρ(x). Вычисление ляпуновского пока-

зателя в данном случае осуществляется в несколько этапов:

1. Вычисление величины разности фаз ∆φn между взаимодействую-

щими системами в различные дискретные моменты времени n (см.

раздел 3.1). В случае рассмотрения дискретных отображений, ана-

логичных (3.12), указанные значения получаются путем итерирова-

ния отображения ∆φn+1 = f(∆φn).

2. Построение полученных значений на плоскости (∆φn+1,∆φn) и их

аппроксимация полиномом a0 + a1 ∗ x+ a2 ∗ x2 (a0 – отрицательное,

a1 ≈ 1) при помощи линейной трансформации данных в виде xn =

∆φn − ψ (на графике получим прямую).

3. Вычисление плотности вероятности ρ(x) по полученным значениям

x.

4. Нахождение параметров ε, Ω, D и коэффициента A с учетом усло-

вия нормировки (3.16).

5. Определение показателя Ляпунова с помощью формулы (3.18).

Временная реализация отображения (3.12) при значениях управля-

ющих параметров Ω = 0.1, ε = 0.008, D = 0.01 приведена на рисун-

ке 3.7,a. По полученному временному ряду построено распределение

плотности вероятности ρ(x) и проведена его аппроксимация закономер-

ностью (3.15) (рисунок 3.7,б). Используя метод наименьших квадратов

показано, что численно рассчитанные данные находятся в хорошем со-

ответствии с аналитической закономерностью при Ω ≈ 0.1043 (рисунок

3.7,б), а, соответственно, коэффициент нормировки и управляющий па-

раметр оказываются следующими: A ≈ 4.7333× 10−14, ε ≈ 0.008654.

В соответствии с выражением (3.18) показатель Ляпунова в данном

случае определяется как

Λ0(ε) =

∫ 0

−0.5

Aρ(x) ln |1 + 2Ωx|dx = −0.0572. (3.19)
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a

б

Рисунок 3.7 — Временная реализация квадратичного отображения (3.12) (a) и полученное для

него распределение плотности вероятности ρ(x) (гистограмма) и его аппроксимация законо-

мерностью (3.15) (б)
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Проанализировав данные, нетрудно заметить, что найденные па-

раметры близки к изначально заданным (Ω ≈ 0.1043 и Ω = 0.1,

ε ≈ 0.008654 и ε = 0.008, соответственно), а показатель Ляпунова Λ0,

рассчитанный при помощи рассматриваемого метода, оказывается близ-

ким к аналогичному показателю, полученному при помощи формулы

(3.13): Λ = −0.057707. Таким образом, можно утверждать, что рассмат-

риваемый метод обладает высокой степенью эффективности, что делает

возможным его применение к реальным сигналам, в которых прямой

расчет спектра показателей Ляпунова оказывается затруднительным.

3.3 Применение метода расчета показателей

Ляпунова для оценки степени синхронизма

перемежающейся фазовой синхронизации в

реальных нейрофизиологических системах

Воспользуемся описанным в разделе 3.2 методом для расчета нулево-

го условного показателя Ляпунова по реальным нейрофизиологическим

данным. В случае анализа таких систем не представляется возможным

произвести корректную оценку параметра D, что требует адаптации ме-

тода применительно к рассматриваемым данным. Для этого необходимо

принять во внимание ряд допущений. Если обратить внимание на рису-

нок 3.7,б, можно найти визуальное сходство ρ(x) с гауссовским распре-

делением плотности вероятности, которое в упрощенном виде определя-

ется как

ρG(x) = AG exp(−2B(x−K)2), (3.20)

где K и B – аналоги математического ожидания и дисперсии, AG –

нормировочный множитель. Учитывая, что параметр K соответствует

максимуму распределения (3.20), взаимосвязь с параметрами ε и Ω рас-

пределения (3.15) определяется следующим образом:

K = −
√
ε

Ω
. (3.21)
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Воспользовавшись разложением в ряд Тейлора правых частей уравне-

ний (3.20) и (3.15) в точке (3.21) до второго порядка малости, а затем

сравнив коэффициенты при соответствующих степенях, получим соот-

ношение между параметрами B и D:

D =

√
εΩ

B
. (3.22)

Параметры аппроксимации (3.20) определяются аналогичным способом,

как и для распределения (3.15). Параметры AG и K находятся из со-

поставления максимумов численно полученного распределения вероят-

ности и его аппроксимации закономерностью (3.20). Параметр B нахо-

дится при помощи метода наименьших квадратов. Наконец, связь между

параметрами D, ε и Ω определяется соотношением (3.22). Все остальные

шаги метода, описанные в разделе 3.2, остаются неизменными.

Применение такого подхода возможно к любой системе, где наблю-

дается фазовая или перемежающееся фазовая синхронизация. В рамках

данной главы диссертационной работы изучены реальные эксперимен-

тальные данные нейрофизиологической природы – сигналы электроэн-

цефалограмм, полученные с различных областей головного мозга крысы

линии WAG/Rij и человека, страдающего эпилепсией. Эксперименталь-

ные данные были получены специалистами-нейрофизиологами в Радба-

ут университете Наймегена (Нидерланды) в лаборатории профессора Ж.

ван Люжетаалар и в Институте высшей нервной деятельности и нейро-

физиологии РАН под руководством д.б.н. Е.Ю. Ситниковой, а также

в НИИ кардиологии Саратовского государственного медицинского уни-

верситета.

Головной мозг представляет собой сеть со сложной топологией, со-

стоящую из большого количества нейронов, которые, в свою очередь,

демонстрируют сложную колебательную динамику. В современной ме-

дицине для исследования процессов в головном мозге используются как

раз электроэнцефалограммы, которые регистрируют электрические им-

пульсы, исходящие от его отдельных зон и областей. С помощью данной

процедуры возможно выявление эпилепсии и других патологий голов-

ного мозга [33]. Создание и введение новейших методов для анализа
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различных типов динамики головного мозга являются одной из наибо-

лее востребованных и активно развивающихся сфер в нейрофизиоло-

гии. Следовательно, представленный метод для оценки перемежающе-

гося поведения может найти непосредственное применение в медицине

для диагностики и выявлений заболеваний, связанных с патологической

активностью головного мозга.

Эпилептические ЭЭГ представляют собой перемежающиеся времен-

ные реализации, содержащие в себе пик-волновые разряды (ламинарные

участки) и чередующиеся с ними области фоновой активности головно-

го мозга (турбулентные участки). Известно, что пик-волновые разряды

характеризуются высокой степенью синхронизма [161]. В то же самое

время, как показали проведенные исследования, на участках фоновой

активности также возможно существование фаз синхронного поведения.

Таким образом, возможно провести оценку перемежающейся фазовой

синхронизации для обоих типов динамики головного мозга и сравнить

полученные результаты между собой.

Переход от дискретного набора значений сигнала электрической ак-

тивности головного мозга к фазам, необходимым для расчета условного

нулевого показателя Ляпунова, осуществлялся при помощи непрерыв-

ного вейвлетного преобразования [9]:

W (s, t) =
1√
s

∫ +∞

−∞
x(t)ψ∗

(
t− t0
s

)
dt, (3.23)

с материнским вейвлетом Морле (Ω0 = 2π)

ψ∗(η) =
1
4
√
π
exp(jΩ0η) exp(−

η2

2
). (3.24)

Фаза вводилась в рассмотрение как аргумент вейвлетной функции

φ(s, t) = argW (s, t), (3.25)

а разность фаз определялась выражением

∆φ(s, t) = φ1(smax, t)− φ2(smax, t), (3.26)

где smax – временной масштаб, соответствующий максимуму мгновен-

ного распределения энергии вейвлетного спектра |W (s, t)|2, φ1,2 – фазы,
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относящиеся к различным областям головного мозга, с которых снима-

лись сигналы ЭЭГ.

3.4 Анализ данных электроэнцефалограмм крыс

линии WAG/Rij

Применим предложенный метод для оценки нулевого условного

показателя Ляпунова к данным электроэнцефалограмм крыс линии

WAG/Rij. Крысы линии WAG/Rij являются генетической моделью аб-

сансной эпилепсии. Электроэнцефалографические и клинические при-

знаки абсанс-эпилепсии наблюдаются у 90 процентов крыс этой ли-

нии [162], а болезнь прогрессирует с течением жизни животных.

В работе изучены данные ЭЭГ крысы линии WAG/Rij в двух ее состо-

яниях: в свободном состоянии и под влиянием лекарственного препарата

клонидин (который способствует усилению эпилептических приступов в

течение первых 6-12 часов действия препарата, но не оказывает влияния

на продолжительность пик-волновых разрядов). В качестве анализиру-

емых сигналов рассматривались разности фаз сигналов, полученных с

двух разных областей головного мозга крысы: фронтальной коры и ядра

таламуса. Фрагменты таких сигналов приведены на рисунке 3.8. Введе-

ние фаз сигналов, как отмечалось выше, осуществлялось при помощи

непрерывного вейвлетного преобразования. Расчет условного нулевого

показателя Ляпунова производился в течение пик-волновых разрядов,

то есть во время эпилептических приступов (показаны серыми прямо-

угольниками на рисунке 3.8).

На рисунке 3.9 приведены зависимости разности фаз сигналов, по-

лученных с двух вышеназванных областей головного мозга крыс линии

WAG/Rij во время пик-волновых разрядов как в свободном состоянии,

так и под действием лекарственных препаратов, распределения их плот-

ности вероятности и их аппроксимации закономерностью (3.15). Видно,

что во всех рассмотренных случаях исследуемые значения хорошо согла-
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Рисунок 3.8 — Фрагменты записей ЭЭГ, зарегистрированных с различных областей головного

мозга крыс линии WAG/Rij, находящихся в свободном состоянии (a,б) и под действием лекар-

ственного препарата клонидин (в,г): (a,в) фронтальная кора, (б,г) ядро таламуса R. Участки,

соответствующие пик-волновым разрядам, показаны серыми прямоугольниками

суются с теоретической закономерностью (3.15), что делает возможным

применение метода, предложенного в разделах 3.2–3.3 к анализируемым

данным.

Применение такого подхода показало, что степень синхронизма пик-

волновых разрядов оказывается более высокой у лабораторных крыс, на-

ходящихся под действием лекарства. Показатели Ляпунова, полученные

для крыс в свободном состоянии и под действием лекарственных препа-

ратов, оказываются отрицательными в обоих случаях, а их отношение

оказывается равным
Λ1

Λ2
= 0.64495, где Λ1 – нулевой условный пока-

затель Ляпунова, рассчитанный для крысы, находящейся в свободном

состоянии, Λ2 – аналогичный показатель Ляпунова для крысы, находя-

щейся под действием лекарственного препарата клонидин.

На рисунке 3.10 представлены зависимости нулевого условного пока-

зателя Ляпунова от номера пик-волнового разряда для обоих рассмот-

ренных случаев. Из рисунка видно, что для крысы в свободном состоя-

нии искомая величина Λ1 остается практически постоянной независимо

от номера N пик-волнового разряда. В случае же крысы, находящейся

под действием клонидина, абсолютная величина рассматриваемого по-

казателя Ляпунова Λ2 достаточно сильно растет с увеличением номера

пик-волнового разряда в течение первых 12 часов действия препара-
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Рисунок 3.9 — Временные зависимости разности фаз между сигналами ЭЭГ, полученными с

фронтальной коры и ядра таламуса R головного мозга крыс линии WAG/Rij, находящихся в

свободном состоянии (a) и под действием лекарственного препарата клонидин (б), в течение

пик-волновых разрядов, полученные для них распределения плотности вероятности ρ(x) (в,г)

и их аппроксимации закономерностью (3.15)

та. Затем она начинает уменьшаться, достигая постоянных значений,

сравнимых по своей величине со значением Λ1 для крысы в свободном

состоянии, когда препарат еще не начал действовать.

Таким образом, введение лекарственного препарата клонидин увели-

чивает абсолютную величину условного нулевого показателя Ляпуно-

ва, а следовательно, и степень синхронизма перемежающейся фазовой

синхронизации в течение первых 6-12 часов действия препарата, в то

время как дальнейшее действие препарата приводит к возвращению аб-

солютной величины рассматриваемого показателя Ляпунова к исходно-

му значению. Схожее поведение наблюдается в случае анализа фазовой

синхронизации между другими областями головного мозга крысы линии

WAG/Rij.
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Рисунок 3.10 — Зависимости нулевого условного показателя Ляпунова от номера пик-

волнового разряда на ЭЭГ крысы линии WAG/Rij в случае воздействия лекарственных пре-

паратов (Λ2) и в их отсутствии (Λ1)

3.5 Анализ данных электроэнцефалограмм человека с

диагностированной эпилепсией

Перейдем к изложению результатов анализа данных электроэнцефа-

лограмм человека, страдающего эпилепсией. На рисунке 3.11 приведены

(a) расположение электродов на голове пациента (рисунок взят из рабо-

ты [106]) и (б,в) фрагменты двух сигналов ЭЭГ, полученных с каналов

C3 и Cz головного мозга человека, страдающего эпилепсией. Видно,

что, как и в случае данных ЭЭГ крыс линии WAG/Rij, анализируемые

сигналы представляют собой чередование участков фоновой активно-

сти головного мозга и пик-волновых разрядов. Однако, количество пик-

волновых разрядов в данном случае оказывается значительно меньше,

чем при анализе данных лабораторных животных. Понятно, что, как

и в случае крыс, пик-волновые разряды характеризуются высокой сте-

пенью синхронизма. В то же самое время, как показали проведенные

исследования, на участках фоновой активности также возможно суще-

ствование фаз синхронного поведения. Поэтому пик-волновые разряды

и синхронные участки фоновой активности головного мозга человека

рассматривались отдельно.
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Рисунок 3.11 — Расположение электродов на голове пациента по стандартной системе разме-

щения электродов (a). Сигналы ЭЭГ, полученные с каналов С3 (б) и Cz (в) головного мозга

человека. Рисунок 3.11,a взят из работы [106] (рисунок 24)

Для синхронных участков каждого вида динамики применен пред-

ложенный метод оценки величины условного нулевого показателя Ля-

пунова. Рисунок 3.12 иллюстрирует зависимости разности фаз сигна-

лов, приведенных на рисунке 3.11. На рисунках показаны только фа-

зы синхронного поведения. Рисунок 3.12,a соответствует пик-волновым

разрядам, рисунок 3.12,б – синхронным участкам фоновой активности

головного мозга.

Метод применен как к пик-волновым разрядам, так и участкам фо-

новой активности головного мозга человека. Полученные распределе-

ния плотности вероятности разности фаз и их аппроксимация зако-

номерностью (3.15) приведены на рисунке 3.13,a (пик-волновые разря-

ды) и 3.13,б (синхронные участки фоновой активности), соответственно.

Для пик-волновых разрядов были получены параметры аппроксимации

B ≈ 56.6959, D ≈ 0.1823, ε ≈ 0.4683, A ≈ 1.9171 ∗ 10−38, Ω ≈ 0.4; для

участков фоновой активности – B ≈ 2.3026, D ≈ 0.1823, ε ≈ 0.4409,

A ≈ 0.0384, Ω ≈ 0.4. Показатели Ляпунова для обоих типов динамики

оказались отрицательными, а их отношение друг к другу вышло рав-

ным
Λ1

Λ2
≈ 1.11854, что говорит о более высокой степени синхронизма

пик-волновых разрядов по сравнению с участками фоновой активности

головного мозга человека.
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3.6 Выводы по главе 3

В рамках третьей главы настоящей диссертационной работы изучено

поведение реальных и модельных систем, находящихся в режимах фазо-

вой или перемежающейся фазовой синхронизации. Исследованы основ-

ные статистические характеристики, присущие данному типу синхрон-

ного поведения. В качестве модели выбраны однонаправленно связанные

неидентичные осцилляторы Ресслера со слабой расстройкой собствен-

ных частот. Проведено исследование поведения вероятности детекти-

рования ламинарной фазы в одной паре и в ансамбле осцилляторов. В

качестве сравнительной характеристики выступала вероятность, рассчи-

танная с помощью определения средней длительности ламинарных фаз в

одной паре осцилляторов на всем временном ряду, а также вероятность,

рассчитанная в каждой паре из ансамбля осцилляторов Ресслера на

каждом шаге по времени. Два способа определения вероятности детек-

тирования ламинарной фазы показали идентичные результаты, графики

зависимостей рассматриваемых величин от параметра связи практически

идентичны друг другу. Установлено, что в режиме фазовой синхрони-

зации количество пар осцилляторов не влияет на факт существования

ламинарной фазы, а в режиме перемежающейся фазовой синхрониза-

ции при достаточно большом количестве пар вероятность выходит на

уровень насыщения.

Также в этой главе рассмотрен метод и представлена его модифи-

кация для оценки степени синхронизма режимов фазовой синхрониза-

ции и перемежающейся фазовой синхронизации по временному ряду,

основанный на вычислении условного нулевого показателя Ляпунова.

Установлено, что представленный способ расчета показателя Ляпунова

возможен в любой системе, где наблюдается перемежаемость на грани-

це фазовой синхронизации (перемежаемость типа I в присутствии шума

или типа “игольного ушка”). Предложенный метод изучен на модельной

системе (квадратичное отображение в присутствии шума). Численное

значение показателя Ляпунова при расчете с помощью известного алго-
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ритма и рассматриваемого метода совпало с хорошей степенью точности,

что позволило применить этот метод для оценки степени синхронизма в

реальных системах.

В качестве исследуемых объектов выбраны экспериментальные дан-

ные нейрофизиологической природы – сигналы электроэнцефалограмм,

полученные с различных отделов головного мозга крысы линии WAG/Rij

и человека, страдающего эпилепсией. Выявлена степень синхронизма

перемежающейся фазовой синхронизации крысы линии WAG/Rij без

лекарств и под действием лекарственного препарата клонидин. Проде-

монстрированы законы изменения показателя Ляпунова в обоих рас-

сматриваемых случаях. Обнаружено, что пик-волновые разряды лучше

синхронизированы под действием лекарства. Проанализированы анало-

гичные результаты для ЭЭГ головного мозга человека, страдающего эпи-

лепсией. Установлено, что пик-волновые разряды обладают более высо-

кой степенью синхронизма, чем участки фоновой активности головного

мозга.

Результаты выполнения данной работы подтверждают эффективность

метода, который может оказать существенное влияние на дальнейшее

развитие научного направления, связанного с разработкой методов ана-

лиза синхронного поведения взаимодействующих систем по временным

рядам, и их применением к реальным системам радиофизической и фи-

зиологической природы. Внедрение новых методов исследования различ-

ных типов динамики головного мозга имеет важное фундаментальное и

прикладное значение. В области нейрофизиологической медицины рас-

сматриваемый метод может найти применение для диагностики различ-

ных заболеваний нервной системы.
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Заключение

Таким образом, в рамках настоящей диссертационной работы реше-

на научная задача, имеющая существенное значение для радиофизики,

связанная с применением показателей Ляпунова для изучения динами-

ки сложных связанных систем, демонстрирующих синхронное поведе-

ние. В качестве основных моделей были выбраны связанные генераторы

с запаздыванием радиофизического и биологического характера, а так-

же реальные нейрофизиологические данные. Результаты, полученные в

диссертационной работе, можно разделить на два блока, каждый из ко-

торых соответствует изучению определенного синхронного режима.

Первая часть результатов относится к изучению режима обобщен-

ной синхронизации в системах с запаздыванием. В качестве основных

выводов можно выделить следующие:

1. Разработан и апробирован метод для расчета спектра показателей

Ляпунова в системах с запаздыванием. Объектами исследования

выбраны генератор с запаздыванием и уравнение Маккея-Гласса.

Выбор данных моделей объясняется тем фактом, что в этих систе-

мах при варьировании управляющих параметров число положитель-

ных показателей Ляпунова меняется в достаточно широком диапа-

зоне, что необходимо для решения последующих задач. Для провер-

ки достоверности результатов были также построены бифуркацион-

ные диаграммы при изменении того же управляющего параметра,

что и при построении спектра показателей Ляпунова. Установлено,

что изменение значений показателей Ляпунова полностью соответ-

ствует динамике изучаемой системы и смене режимов в ней, что

доказывает корректную работу предложенного метода.
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2. На основании разработанного метода по расчету спектра показате-

лей Ляпунова и выбранных ранее моделей проведено исследование

закономерностей установления обобщенной синхронизации в одно-

направленно и взаимно связанных системах с запаздыванием. Для

различных комбинаций управляющих параметров, отвечающих за

разное количество положительных показателей Ляпунова в иссле-

дуемых системах в отсутствие связи, построен спектр показателей

Ляпунова связанных систем. Для однонаправленного типа связи

установлен последовательный переход условных показателей Ляпу-

нова в область отрицательных значений, что соответствует уста-

новлению режима обобщенной синхронизации. Пороги установле-

ния режима обобщенной синхронизации, полученные путем расчета

спектра показателей Ляпунова и при помощи метода вспомогатель-

ной системы, в точности совпадают друг с другом. Аналогичная

закономерность в поведении спектра показателей Ляпунова наблю-

далась и для взаимного типа связи.

3. Показано, что режим обобщенной синхронизации наступает раньше

в более “простых” системах, характеризующихся меньшим количе-

ством положительных показателей Ляпунова при нулевом значении

параметра связи. При соответствующем изменении управляющих

параметров и увеличении изначального числа положительных по-

казателей Ляпунова у связанных систем порог наступления обоб-

щенной синхронизации смещается в сторону больших значений.

Однако, при исследовании однонаправленно связанных систем, об-

наружено, что наибольшее значение силы связи требуется в случае,

когда ведущий осциллятор с меньшим количеством положительных

показателей воздействует на ведомую систему с большим числом

положительных показателей Ляпунова.

4. Выявлена характерная зависимость порогового значения парамет-

ра связи от величины времени запаздывания в виде увеличения

его значения с последующим насыщением. Данная величина суще-

ственным образом зависит от количества положительных показате-
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лей Ляпунова, реализуемых в системе, за что, в свою очередь, отве-

чают соответствующие управляющие параметры. Важно отметить,

что данная закономерность обнаружена для обоих типов связи, и

она имеет схожий характер с поведением границы полной синхро-

низации связанных систем с запаздыванием.

Вторая часть работы была посвящена изучению режима перемежаю-

щейся фазовой в сложных нейрофизиологических системах. В рамках

этой части диссертации также было уделено внимание теоретическо-

му исследованию вероятностных характеристик при реализации режима

перемежающейся фазовой синхронизации. Получены следующие резуль-

таты:

5. Изучено поведение вероятности обнаружения ламинарной фазы в

однонаправленно связанных неидентичных осцилляторах Ресслера

и их ансамбле. Сравнительной характеристикой была выбрана веро-

ятность, рассчитанная путем определения средней продолжительно-

сти ламинарных фаз в одной паре осцилляторов по всему времен-

ному ряду, а также вероятность, рассчитанная в каждой паре из

ансамбля осцилляторов Ресслера на определенном временном ша-

ге. Два метода определения вероятности обнаружения ламинарной

фазы продемонстрировали одинаковые результаты: графики зави-

симостей рассматриваемых величин от параметра связи оказались

практически идентичными друг другу. Установлено, что в режи-

ме фазовой синхронизации количество пар осцилляторов не влияет

на существование ламинарной фазы, а в режиме перемежающей-

ся фазовой синхронизации при достаточно большом количестве пар

вероятность достигает уровня насыщения.

6. Предложена модификация метода оценки степени синхронности ре-

жима перемежающейся фазовой синхронизации по временному ря-

ду, основанная на вычислении условного нулевого показателя Ля-

пунова. Апробация проводилась с использованием квадратичного

отображения и сопоставления результатов метода с работой извест-
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ных алгоритмов. Продемонстрирована высокая степень работоспо-

собности метода.

7. Предложенный метод применен для исследования перемежающего-

ся поведения в реальных системах: к сигналам электроэнцефало-

грамм человека, страдающего эпилепсией, а также к ЭЭГ крыс ли-

нии WAG/Rij в случае влияния на них лекарственных препаратов

и в их отсутствии.

8. Для крыс линии WAG/Rij в обоих случаях произведена оценка сте-

пени синхронизма перемежающейся фазовой синхронизации. Про-

демонстрированы законы изменения показателя Ляпунова крысы

под действием лекарства и в его отсутствии. Обнаружено, что пик-

волновые разряды лучше синхронизированы под действием лекар-

ства.

9. Проанализированы аналогичные результаты для ЭЭГ головного

мозга человека, страдающего эпилепсией. Установлено, что пик-

волновые разряды обладают более высокой степенью синхронизма,

чем участки фоновой активности головного мозга.

В завершение работы хочу выразить искреннюю благодарность и

признательность своему научному руководителю и наставнику, про-

фессору, доктору физико-математических наук Москаленко Ольге Иго-

ревне за многолетнюю и продуктивную совместную работу, поддерж-

ку на протяжении всего процесса обучения, а также за всесторон-

нюю и неоценимую помощь при подготовке настоящей диссертации.

Отдельную благодарность также выражаю профессору, доктору физико-

математических наук Короновскому Алексею Александровичу, профес-

сору, доктору физико-математических наук Павлову Алексею Николае-

вичу и профессору, доктору физико-математических наук Стрелковой

Галине Ивановне за интерес, проявленный к данной работе, и уде-

ленное ей время, за конструктивные замечания и обсуждения. Осо-

бую признательность хочу выразить коллегам, результаты которых по-

служили фундаментом к настоящей диссертации: профессору, доктору
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физико-математических наук Храмову Александру Евгеньевичу; доцен-

ту, кандидату-физико-математических наук Куровской Марии Констан-

тиновне; доценту, кандидату-физико-математических наук Журавлеву

Максиму Олеговичу; кандидату физико-математических наук Павлову

Александру Сергеевичу и др. Наконец, выражаю глубокую благодар-

ность профессорско-преподавательскому составу факультета нелиней-

ных процессов СГУ (ныне института физики) за полученные знания

и дружественную атмосферу.
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