
ФГБОУ ВО «Саратовский национальный исследовательский государственный

университет имени Н.Г. Чернышевского»

На правах рукописи

БУХ Андрей Владимирович

АВТОВОЛНОВЫЕ СТРУКТУРЫ, ВКЛЮЧАЯ

ХИМЕРНЫЕ, В ОДНОМЕРНЫХ И ДВУМЕРНЫХ

СИСТЕМАХ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ.

СИНХРОНИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ

1.3.4. – Радиофизика

Диссертация на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Научные руководители:

доктор физико-математических наук,

профессор АНИЩЕНКО В.С.

доктор физико-математических наук,

доцент СТРЕЛКОВА Г.И.

Саратов – 2021



2

СОДЕРЖАНИЕ

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Пространственно-временные структуры в одномерных

ансамблях с нелокальной связью . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 Модель кольца связанных осцилляторов в общем виде . . . . . . . 25

1.3 Химерные структуры в кольце генераторов Анищенко-Астахова . 27

1.3.1 Карты режимов на плоскости параметров связи . . . . . . . 30

1.3.2 Характеристики хаотических химерных состояний . . . . . 33

1.3.3 Механизм формирования химерных состояний различного

типа и влияние начальных условий . . . . . . . . . . . . . . 37

1.4 Влияние топологии связей на динамику ансамблей нелинейных

осцилляторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.4.1 Кольцо связанных логистических отображений . . . . . . . 41

1.4.2 Кольцо связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо . . . . . 44

1.4.3 Кольцо связанных отображений Курбажа-Некоркина . . . . 48

1.5 Влияние шума на химерные состояния разных типов . . . . . . . 50

1.5.1 Модели и методы анализа устойчивости . . . . . . . . . . . 51

1.5.2 Устойчивость химерных состояний разного типа . . . . . . . 52

1.5.3 Индуцированный шумом переход от фазовой к амплитуд-

ной химере . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1.5.4 Индуцирование амплитудной химеры шумом . . . . . . . . 56

1.5.5 Индуцированный переход от амплитудной к фазовой химере 58

1.6 Синхронизация химерных состояний в двух связанных кольцах . 59

1.7 Выводы по первой главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



3

Глава 2. Спиральные и концентрические волны в двумерных

ансамблях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.2 Модель решетки связанных осцилляторов . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3 Двумерные структуры в случае локальной связи . . . . . . . . . . 78

2.3.1 Волновые структуры в решетке генераторов ван дер Поля . 79

2.3.2 Волновые режимы в решетке осцилляторов ФитцХью-Нагумо 85

2.3.3 Волновые структуры в решетке отображений Курбажа-

Некоркина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.4 Двумерные структуры в случае нелокальной связи . . . . . . . . 89

2.4.1 Рождение химер в решетке генераторов ван дер Поля с

нелокальной связью . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.4.2 Роль уединенных состояний в формировании простран-

ственно-временных структур в решетке генераторов ван дер

Поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

2.4.3 Влияние нелокальности на режимы в решетке осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

2.4.4 Эффект нелокальности связи в решетках отображений

Курбажа-Некоркина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

2.4.5 Эффект нелокальности связи в решетке отображений Руль-

кова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

2.5 Выводы по второй главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Глава 3. Синхронизация автоволновых структур в связанных

двумерных ансамблях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.2 Модель связанных решеток нелинейных осцилляторов . . . . . . . 121

3.2.1 Две связанные решетки генераторов ван дер Поля . . . . . 124



4

3.2.2 Двухслойная сеть решеток связанных отображений

Курбажа-Некоркина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

3.3 Вынужденная синхронизация структур в двух связанных решетках126

3.3.1 Синхронизация структур разного типа в связанных решет-

ках генераторов ван дер Поля . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

3.3.2 Синхронизация концентрических структур в связанных ре-

шетках генераторов ван дер Поля . . . . . . . . . . . . . . . 134

3.3.3 Механизм вынужденной синхронизации волновых структур

в связанных решетках генераторов ван дер Поля . . . . . . 137

3.3.4 Синхронизация спиральных волн в связанных решетках

отображений Курбажа-Некоркина . . . . . . . . . . . . . . . 139

3.4 Взаимная синхронизация волновых режимов в двух связанных

решетках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.4.1 Взаимодействие концентрических волновых структур в свя-

занных решетках генераторов ван дер Поля . . . . . . . . . 143

3.4.2 Взаимодействие спиральных волн в связанных решетках

отображений Курбажа-Некоркина . . . . . . . . . . . . . . . 154

3.5 Противофазная удаленная синхронизация волновых структур в

трехслойной неоднородной сети нелинейных осцилляторов . . . . 159

3.6 Выводы по третьей главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

ЗАКЛЮЧЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183



5

ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследуемой проблемы

Автоволновые процессы, которые могут возникать в непрерывных актив-

ных средах или в ансамблях связанных динамических систем, на протяжении

уже нескольких десятков лет представляют собой фундаментально-научную

проблему в теории колебаний и волн [1–8]. Термин «автоволны» для актив-

ных сред был введен по аналогии с термином «автоколебания» для автогене-

раторов. Одно из первых определений автоволны звучит следующим образом:

«Под автоволнами принято сейчас понимать самоподдерживающийся волновой

процесс в неравновесной среде, остающийся неизменным при достаточно ма-

лых изменениях как начальных, так и граничных условий». Примерами могут

служить волны горения, распространения туннельных переходов в полупро-

водниках и нервные импульсы, которые участвуют в управлении и передаче

информации в биологических системах [2]. К автоволновым процессам относят-

ся колебательные химические реакции в активных средах (реакция Белоусова-

Жаботинского), распространение импульса возбуждения по нервному волокну,

волны химической сигнализации в колониях некоторых микроорганизмов, по-

пуляционные автоволны, распространение эпидемий и генов и многие другие

явления [1, 9].

Математическими моделями для описания автоволн чаще всего служат

уравнения диффузионного типа с активной нелинейностью [2]. Анализ дина-

мики моделей часто проводится методом компьютерного моделирования, ко-

торый предоставляет уникальные возможности для исследования автоволно-

вых процессов. Наиболее распространенными являются модели ван дер По-

ля (предложенная ван дер Полем в 1920-х гг.), Рёсслера [10], ФитцХью-
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Нагумо (простейшая модель активной среды и различные её варианты) [11,12],

Ходжкина-Хаксли (нервного импульса) [13], Хиндмарш-Розе [14]. Также су-

ществует множество моделей миокарда: Биллера-Рейтера [15], Нобла [16],

Фентона-Кармы [17] и другие [18]. Перечисленные осцилляторы задаются си-

стемами дифференциальных уравнений и большинство из них имеют высокую

размерность фазового пространства, что может привести к затруднениям при

исследовании их в достаточно больших связанных ансамблях. В этом случае

использование моделей с дискретным временем заметно упрощает анализ слож-

ных систем. Простейшей дискретной моделью, демонстрирующей хаотическую

динамику, является логистическое отображение [19], которое моделирует ши-

рокий класс систем, характеризующийся переходом к хаосу через каскад би-

фуркаций удвоения периода [20]. Известны также простые дискретные модели,

описывающие нейронную активность и широко используемые в исследованиях:

дискретная модель нейрона Н. Рульковым [21, 22], система Е. Ижикевича [23]

и предложенная относительно недавно дискретная модель нейрона Курбажа-

Некоркина [18,24].

Применительно к автоволновым процессам исследуются такие фунда-

ментальные физические явления как синхронизация [25–39], управление и

грубость [40–52], бифуркации и устойчивость, мультистабильность и гистере-

зис [53–56]. Мультистабильность в отдельных осцилляторах характеризуется

возможностью наблюдения различных колебательных режимов в зависимости

от выбора начальных условий при одних и тех значениях управляющих пара-

метров [57–60], а в случае ансамблей связанных осцилляторов под мультиста-

бильностью понимается возможность реализации различных пространственно-

временных режимов при вариации начальных условий [53–55]. Если взаимная

синхронизация автоколебаний двух автогенераторов определяется как эффект

подстройки характеристик их колебаний (амплитуды, частоты и фазы), то вза-

имная синхронизация автоволновых процессов подразумевает такую подстрой-

ку одновременно для некоторого конечного числа связанных автогенераторов
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(кластеров), включенных во взаимосвязанные ансамбли. По такой же аналогии

внешняя синхронизация автоволновой структуры означает подстройку коле-

бательных характеристик генераторов управляемого (slave) ансамбля под со-

ответствующие характеристики колебаний генераторов управляющего ансам-

бля (master) [38]. Управление типом структур в ансамблях может произво-

диться как с помощью другого ансамбля [38], так и с помощью различного

рода внешних воздействий на элементы ансамбля. Внешнее воздействие может

иметь различный характер в зависимости от целей эксперимента и особенно-

стей исследуемой системы. Воздействие может подаваться или на отдельные

осцилляторы, или одновременно на группы осцилляторов. Эксперименты по

влиянию внешнего воздействия на автоволновые структуры в ансамбле или в

среде позволяют также исследовать грубость наблюдаемых пространственно-

временных структур [40–52]. В дополнение к вышеописанному, к автоволновым

структурам, также как и к автоколебаниям, применимы методы теории би-

фуркаций, теории устойчивости, исследуется возможная мультистабильность

и гистерезис. Но при исследовании автоволн существуют особенности, связан-

ные с очень большой размерностью фазового пространства динамической си-

стемы. Если бифуркационный переход для отдельного автогенератора часто

возможно исследовать аналитически, то для ансамблей из многих связанных

осцилляторов выводы о наличии бифуркацинного перехода делается на основе

либо статистического анализа пространственно-временного поведения автовол-

новых структур [38], либо аналитически с помощью упрощений динамической

системы. В случае аналитического анализа упрощенной системы, возможно рас-

смотрение устойчивости решений на основе мультипликаторов [53]. Кроме того,

теория устойчивости на основе ляпуновских характеристических показателей

применима для многомерных ансамблей также как и для отдельных осцилля-

торов [61]. Автоволновым структурам также как и автоколебаниям свойственны

мультистабильность и гистерезис, как это показано на примере возникновения
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либо спиральных, либо концентрических волн при одних и тех же параметрах

и различных начальных условий в системе Гинзбурга-Ландау [55].

Прикладное значение исследования автоволновых процессов подтвержда-

ется наличием ряда научных работ в астрономии [62, 63], химии [64–68] и био-

логии [8, 69–72]. Так, например, одним из основных типов галактики является

спиральная галактика и исследование моделей, реализующих спиральные ав-

товолны имеет принципиально важное значение в астрономии [62, 63]. Моде-

лирование спиральных и концентрических автоволн в биологических системах

позволяет исследовать особенности работы сердечной мышцы [8,72]. Например,

установлено, что водитель ритма в сердце является источником возбуждения

концентрических волн большой длины волны (много больше размеров сердца).

При этом сердце функционирует в нормальном режиме. При патологии возни-

кает разрыв фронта концентрической волны, и рождаются спиральные волны

малой длины волны (0.1-1.0 см). Они и являются одной из причин возникнове-

ния фибрилляций сердечной мышцы и тахикардии [8].

В начале 21-го века вновь активизировался интерес ученых к проблеме

автоволновых структур, что связано с открытием химерных состояний [73–79].

Химерным состоянием называют динамический режим ансамбля, при котором

сосуществуют кластеры с регулярным или синхронным поведением и кластеры

с нерегулярным или несинхронным поведением [74]. Обычно химерные состоя-

ния возникают при переходе от режима десинхронизации к полной синхрониза-

ции в некотором «среднем» диапазоне значений силы связей в ансамбле [80–84].

Существование химерных состояний подтверждается не только с помощью чис-

ленных [73, 74] или аналитических [75] методов, но и в эксперименте [76–78].

Поскольку химерные состояния являются разновидностью пространственно-

временных динамических структур, для них в упрощенной модели возможно

провести анализ устойчивости и бифуркационный анализ [75]. В свою очередь

для неупрощенных ансамблей связанных динамических систем возможно по-

строение диаграмм режимов на плоскости выбранных параметров [82,83,85,86].
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Проведенные к настоящему моменту исследования одномерных и двумер-

ных ансамблей с различными парциальными элементами привело к обнаруже-

нию большого разнообразия химерных структур [73, 82, 86–106]. В перечислен-

ных работах исследуется случай нелокальной связи между элементами. Од-

нако на динамику ансамблей также может оказывать влияние топология свя-

зей [107–111], приводящая к усложнению пространственно-временных структур

ансамблей. В ряде работ [35, 112–127] было показано, что в двумерных ансам-

блях динамических систем возможно возникновение отличных от одномерного

случая химерных автоволн на основе спиральных волн. Кластеры некогерент-

ности спирально-волновых химер представляют собой группу осцилляторов в

виде круглого ядра, окружающую осциллятор, который является источником

возбуждения спиральной волны. Возможны химерные структуры, включающие

как один некогерентный кластер (одноядерные химеры), так и несколько (мно-

гоядерные химеры). Важно отметить, что все известные работы по спирально-

волновым химерам рассматривали динамику двумерных ансамблей, состоящих

из нелокально связанных нелинейных осцилляторов, описываемых обыкновен-

ными дифференциальными уравнениями. Несмотря на большое количество

работ, посвященных химерным состояниям, далеко не в полном объеме прове-

дены исследования механизмов возникновения, свойств и характеристик хи-

мерных волновых структур в одномерных и двумерных ансамблях с непрерыв-

ном и дискретным временем.

Режимы химерных состояний в ансамблях нелокально связанных хаоти-

ческих элементов были также исследованы на предмет их реакции на внешние

шумовые возмущения [56, 97, 99, 104, 128–131, 131, 132], которые часто приводят

к индуцированным переходам между режимами с появлением или исчезнове-

нием химерных состояний. Таким образом, при обнаружении новых или уже

известных структур в новых системах остается немаловажным вопрос об

исследовании и анализе эффекта внешних воздействий на пространственно-

временные структуры.
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В связи с обнаружением различных химерных структур особое внима-

ние исследователей привлечено к исследованиям динамики многослойных се-

тей [79, 133–142], которые представляют собой системы взаимодействующих

ансамблей, реализующих различные пространственно-временные структуры, и

для которых понятие синхронизации обобщается [143–145]. Были установлены

и исследованы различные эффекты синхронизации сложных пространственно-

временных структур, включая химерные, в многослойных сетях: кластерная

синхронизация [37,146–148], обобщенная синхронизация [140,149], фазовая син-

хронизация [150], межслойная синхронизация [151, 152], синхронизация сетей

с запаздывающими и адаптивными связями [153–155], удаленная (relay) син-

хронизация [152, 156–161], взрывная синхронизация [162–170], «клонирование»

химерных структур [171]. Однако, исследование эффектов вынужденной и вза-

имной синхронизации остается актуальным, поскольку практически не изу-

чен вопрос о синхронизации автоволновых структур, включая химерные, в

сетях связанных двумерных ансамблей.

Приведенные данные о направлениях работ и уже имеющихся результатах

убедительно свидетельствуют о том, что анализ химерных автоволновых струк-

тур и их синхронизация в ансамблях связанных осцилляторов различной при-

роды и степени сложности являются современными и актуальными научными

проблемами нелинейной теории колебаний и волн, традиционно относящимися

к задачам радиофизики.

Цель диссертационной работы

Целью работы являются выявление условий возникновения полученных

ранее и новых автоволновых химерных структур в сетях связанных осцилля-

торов с различной периодической и хаотической динамикой, формирующихся

на основе стоячих и бегущих волн в одномерных ансамблях и на основе спи-

ральных и концентрических волн в двумерных решетках, изучение влияния

начальных и граничных условий, шумового воздействия и топологии связей на
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реализацию этих структур и исследование эффектов вынужденной, взаимной и

удаленной синхронизации химерных волновых структур в многослойных сетях

нелинейных осцилляторов.

Для достижения поставленной цели определены и сформулированы ос-

новные задачи диссертационного исследования:

1. выявление механизма формирования различных типов химерных состоя-

ний в кольце нелокально связанных хаотических генераторов Анищенко-

Астахова;

2. анализ динамических свойств и статистических характеристик автовол-

новых пространственно-временных структур спирального и концентриче-

ского типа в двумерных ансамблях связанных осцилляторов при введении

нелокальной связи на примере двумерных решеток связанных осциллято-

ров различного типа, демонстрирующих периодические колебания;

3. анализ влияния топологии связей и внешнего шумового воздействия в од-

номерных ансамблях связанных нелинейных осцилляторов различного ти-

па, начальных и граничных условий в двумерных решетках дискретных

отображений;

4. выявление особенностей вынужденной и взаимной синхронизации химер-

ных структур в связанных одномерных ансамблях и двумерных волновых

химерных структур в связанных решетках нелокально взаимодействующих

нелинейных осцилляторов;

5. установление возможности реализации эффекта противофазной удаленной

синхронизации спиральных и концентрических волновых структур и хи-

мерных структур на их основе в трехслойной гетерогенной сети нелокально

связанных нелинейных осцилляторов.
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Научная новизна

Диссертационная работа содержит решение принципиально новых радио-

физических задач анализа автоволновых химерных состояний в ансамблях вза-

имодействующих нелинейных осцилляторов с периодической и хаотической ди-

намикой. Постановка задач по изучению свойств автоволновых структур спи-

рального и концентрического типа в двумерных ансамблях нелокально связан-

ных осцилляторов и выявление особенностей эффектов синхронизации химер-

ных автоволновых структур в многослойных ансамблях является приоритет-

ной. Результаты диссертации находятся в соответствии с уже установившимися

представлениями в этой области знаний, гармонично расширяя и дополняя их.

Несомненная новизна основных результатов работы подтверждается их пуб-

ликацией в целом ряде научных статей в высокорейтинговых отечественных

и зарубежных физических журналах с высоким импакт-фактором, входящих

в международные и российские системы цитирования Web of Science, Scopus,

РИНЦ. Содержание диссертационной работы соответствует паспорту специаль-

ности «1.3.4. – Радиофизика».

В работе впервые получены следующие научные результаты:

1. В кольце связанных генераторов Анищенко-Астахова наряду с классиче-

скими химерными состояниями на основе стоячей волны впервые обнару-

жены химерные состояния амплитудного типа на основе бегущей волны,

некогерентный кластер которой остается неподвижным, несмотря на вра-

щение основной волны вдоль кольца. Продемонстрировано явление муль-

тистабильности и показаны особенности поведения осцилляторов некоге-

рентных кластеров фазовых и амплитудных химерных состояний.

2. Установлено, что поведение одномерных ансамблей связанных осцилля-

торов различной природы может существенно зависеть от типа топологии

связи между элементами, изменение которой приводит к изменению длины
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волны в пространстве ансамбля, увеличивает или уменьшает количество

кластеров некогерентности и влияет на характер перехода от когерентно-

сти к некогерентности.

3. Проанализировано влияние шума на амплитудные и фазовые химерные

состояния на примере хаотических отображений. Показано, что оно при-

водит как к разрушению реализующихся структур при достаточно боль-

шой интенсивности, так и к индуцированным переходам между химерными

структурами различного типа и возникновению новых кластеров некоге-

рентности.

4. На примере двух связанных колец хаотических отображений показано, что

в случае диссипативного характера связи между ансамблями имеет место

полная вынужденная и взаимная синхронизация структур для идентич-

ных ансамблей и эффективная (с заданной точностью) синхронизация для

случая неидентичных ансамблей. При инерционном типе связи как меж-

ду идентичными, так и неидентичными ансамблями синхронизация невоз-

можна.

5. Проведен анализ динамики решетки локально связанных генераторов ван

дер Поля и обнаружены режимы спиральных и концентрических волн. По-

казано, что на длины волн реализуемых структур оказывают влияние как

управляющий параметр возбуждения, так и сила локальной связи. Обна-

ружено явление мультистабильности, когда при одних и тех же значениях

управляющих параметров генераторов и параметров связи возможна ре-

ализация как спиральных, так и концентрических волн в зависимости от

выбора начальных условий.

6. Впервые обнаружен и описан описан новый тип химерной структуры –

концентрическая волновая химера, возникающая в двумерной решетке ге-

нераторов ван дер Поля на основе концентрической волны при увеличе-
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нии нелокальности связи. Показано, что увеличение степени нелокально-

сти связи ансамбля в режимах спиральных и концентрических волн при-

водит к увеличению кластера некогерентности, который характеризуется

хаотизацией колебаний осцилляторов в центре спирально-волновых химер

и уединенными состояниями с регулярными колебаниями в центре концен-

трических волновых химерных состояний.

7. Впервые установлены и исследованы эффекты вынужденной и взаимной

синхронизации спиральных и концентрических волновых структур, вклю-

чая химерные на их основе, в двух связанных решетках нелинейных ос-

цилляторов различной природы и при различном характере межслойной

связи. Установлено, что в случае спиральных волн и спирально-волновых

химерных структур имеет место частичная синхронизация, тогда как для

режимов концентрических волн и химерных структур на их основе харак-

терна полная синхронизация. Впервые показано, что в первом случае веду-

щими в процессе синхронизации являются области с когерентной динами-

кой, а во втором случае лидирующая роль в синхронизации принадлежит

осцилляторам некогерентных кластеров.

8. Впервые обнаружено и изучено явление противофазной удаленной синхро-

низации в трехслойной гетерогенной сети нелинейных осцилляторов. Дан-

ный эффект был установлен с помощью расчета коэффициента взаимной

корреляции между соответствующими парами осцилляторов в случае кон-

центрических химерных структур в удаленных слоях и спиральных волн

в связующем их слое.

Достоверность полученных результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается: а) применением

обоснованных методов теоретического и численного анализа нелинейных про-

цессов в радиофизических системах, демонстрирующих сложное поведение;



15

б) использованием специальных программных комплексов, разработанных и

протестированных на широком классе задач нелинейной динамики; в) согла-

сованностью с данными, полученными другими авторами.

Основные положения, выносимые на защиту

1. При переходе от пространственно-когерентного режима к некогерентному

с уменьшением силы нелокальной связи от максимального значения до 0

в одномерных ансамблях нелокально связанных осцилляторов, демонстри-

рующих бифуркационный сценарий Фейгенбаума, возникают амплитудные

химерные структуры на основе стоячих и бегущих волн. Некогерентный

кластер химерной структуры на основе бегущей волны локализован в про-

странстве ансамбля и остается неподвижным несмотря на вращение коге-

рентной бегущей волны вдоль кольца.

2. При введении нелокальной связи в двумерных ансамблях связанных нели-

нейных осцилляторов на основе спиральных и концентрических волн воз-

никают химерные волновые структуры, характеризующиеся сосущество-

ванием в пространстве ансамбля области когерентной динамики и некоге-

рентного ядра в центре волны. В случае спирально-волновой химеры коле-

бания когерентных осцилляторов являются периодическими, тогда как ос-

цилляторы в некогерентном ядре демонстрируют хаотическую динамику.

В режиме концентрической волновой химеры динамика всех осцилляторов

является квазипериодической с различающимися аттракторами для эле-

ментов когерентной и некогерентной областей, что соответствует режиму

химеры уединенных состояний.

3. В связанных двумерных ансамблях нелинейных осцилляторов реализу-

ются эффекты частичной синхронизации спирально-волновых химерных

структур и полной синхронизации концентрических волновых химер.

Несинхронными всегда остаются некогерентные ядра спирально-волновых
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химер, в то время как некогерентные области концентрических химерных

состояний являются ведущими в процессе синхронизации.

4. В неоднородной трехслойной сети связанных двумерных ансамблей нели-

нейных осцилляторов, в которой внешние слои не связаны между собой на-

прямую, а взаимодействуют через средний слой, наблюдается эффект про-

тивофазной удаленной синхронизации концентрических химерных струк-

тур, при котором колебания осцилляторов удаленных ансамблей синхро-

низуются противофазно, оставаясь асинхронными с колебаниями осцилля-

торов промежуточного (передающего) слоя.

Научная и практическая значимость

Результаты исследований механизмов формирования и свойств автовол-

новых структур в одномерных и двумерных ансамблях связанных нелинейных

осцилляторов различной природы, а также эффектов синхронизации сложных

пространственно-временных структур в многослойных ансамблях и сетях до-

полняют и расширяют имеющиеся представления современной теории нели-

нейных колебаний и волн, радиофизики и нелинейной динамики. Выявлены

отличительные особенности спирально-волновых и концентрических волновых

химерных структур и показаны принципиальные различия в процессах их син-

хронизации. Установлен эффект противофазной удаленной синхронизации кон-

центрических волновых химер во внешних двумерных решетках неоднородной

трехслойной сети, связанных через средний (передающий) слой, находящийся

в режиме спиральной волны.

Прикладное значение результатов исследования формирования сложных

структур и эффектов их синхронизации определятся важностью их использова-

ния при моделировании и анализе процессов передачи информации в инфоком-

муникационных системах и системах радиосвязи. Большой интерес полученные

результаты могут также представлять для нейродинамики и медицины (при мо-
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делировании передачи электрических сигналов в мозге и динамики сердечной

мышцы).

Апробация результатов и публикации

Результаты, представленные в диссертационной работы, неоднократно до-

кладывались на всероссийских и международных конференциях, школах и се-

минарах:

1. Международная конференция «Chimera states», Саратов, Россия, 14–16

сентября, 2016.

2. Международная конференция «Saratov Fall Meeting», Саратов, Россия, 26–

30 сентября, 2016, 26–30 сентября, 2017, 25–29 сентября, 2018, 23–27 сен-

тября, 2019, 29 сентября – 2 октября, 2020.

3. Международная конференция «Control of Self-Organizing Nonlinear

Systems», Виттенберг, Германия, 29-31 августа, 2017, Варнемюнде, Герма-

ния, 9–13 сентября, 2018.

4. Всероссийская конференция «Нелинейные волны», Нижний Новгород, Рос-

сия, 26 февраля – 4 марта, 2018, 29 февраля – 6 марта, 2020.

5. Международная конференция «Analysis and Modeling of Complex

Oscillatory Systems», Барселона, Испания, 19-23 марта, 2018.

6. Международная конференция «Компьютерные науки и информационные

технологии», Саратов, Россия, 2–3 июля, 2018.

7. Международная конференция «DPG Spring Meeting», Регенсбург, Герма-

ния, 31 марта – 5 апреля, 2019.

8. Международная конференция «Patterns of Synchrony: Chimera states and

beyond», Триест, Италия, 8–15 мая, 2019.
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9. Международная конференция «Хаос: хаотические автоколебания и обра-

зование структур», Саратов, Россия, 1–6 октября, 2019.

10. Международная конференция «Shilnikov WorkShop», Нижний Новгород,

Россия, 17–18 декабря, 2020.

11. Международная конференция «NODYCON: Nonlinear Dynamics

Conference», Рим, Италия, 16–19 февраля, 2021.

12. Международная конференция «CHAOS», Афины, Греция, 8–11 июня, 2021.

Результаты работы также неоднократно обсуждались на научных семи-

нарах кафедры радиофизики и нелинейной динамики СГУ и Института теоре-

тической физики Технического университета г. Берлина (Германия) по пригла-

шению проф. E. Schöll и проф. А. Захаровой.

Гранты. Результаты диссертации получены в рамках выполнения гран-

тов РФФИ (проекты № 20-52-12004 и № 19-32-90005 – исследование поведения

решеток в случае нелокальной связи), РНФ (проекты № 20-12-00119 и № 16-

12-10175 – синхронизация двухслойных и трехслойных сетей и обнаружение

противофазной удаленной синхронизации), Минобрнауки РФ в рамках базовой

части Государственного задания (проект № 3.8616.2017 – исследование динами-

ки двумерных решеток и обнаружение концентрических химер) и Немецкого

Физического Общества (DFG) в рамках проекта SFB 910.

Публикации. По результатам диссертационной работы опубликованы 23

статьи в центральных реферируемых научных журналах, входящих в системы

цитирования Web of Science, Scopus, РИНЦ, рекомендованных ВАК РФ для

опубликования основных научных результатов диссертаций на соискание уче-

ной степени кандидата наук, среди которых Nonlinear Dynamics [56, 94, 172],

CHAOS: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science [35, 98, 173], Письма в

журнал технической физики [174], Chaos, Solitons & Fractals [126,142,175–177],

Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation [102,178], Regular
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and Chaotic Dynamics [104,179], Russian Journal of Nonlinear Dynamics [38,180],

Physics Letters A [96] Известия высших учебных заведений. ПНД [106], Известия

Саратовского университета. Новая серия. Серия Физика [39,111,181]. Всего по

теме диссертации опубликовано 23 статьи в журналах, индексируемых в базе

данных Web of Science и Scopus и получено 3 свидетельства о государственной

регистрации программ для ЭВМ [182–184].

Личный вклад соискателя

Защищаемые результаты диссертационной работы получены соискателем

лично. Автором разработаны оригинальные программные комплексы и про-

граммы, с помощью которых проводились все численные расчеты и обработка

экспериментальных данных. Планирование и постановка задач, интерпретация

и обсуждение результатов, написание научных статей осуществлялись совмест-

но с научным руководителем и соавторами.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка ци-

тируемой литературы. Диссертационная работа содержит 211 страниц текста,

включая 93 иллюстраций. Список литературы включает 225 наименований.

Во Введении обоснована актуальность выбранной темы диссертацион-

ной работы, сформулированы цель работы и задачи исследований, описаны на-

учная новизна и практическая значимость полученных результатов. Введение

содержит основные результаты и положения, выносимые на защиту, сведения

о достоверности и апробации результатов.

В первой главе диссертации приведены результаты численного анализа

динамики кольца нелокально связанных генераторов с инерционной нелиней-

ностью Анищенко-Астахова [20, 185]. Обнаружены режимы стоячих и бегущих

волн и впервые описаны механизмы формирования химер на основе волновых

структур. Генератор Анищенко-Астахова является реальной радиотехнической
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моделью и представляет большой практический интерес для радиофизики. В

данной главе также исследуется влияние топологии связей и типа парциально-

го элемента на динамику одномерных ансамблей с парциальными элементами

в виде логистических отображений, отображений Курбажа-Некоркина и осцил-

ляторов ФитцХью-Нагумо. Приводятся результаты анализа влияния внешнего

шумового воздействия на фазовые и амплитудные химерные состояния в ан-

самблях нелокально связанных хаотических осцилляторов. В качестве парци-

альных элементов выбраны логистическое отображение и модифицированное

отображение Рикера в хаотическом режиме. В настоящей главе представле-

ны результаты численного исследования особенностей эффектов вынужденной

и взаимной синхронизации динамики колец нелокально связанных логистиче-

ских отображений для случаев диссипативного и инерционного типа межслой-

ной связи.

Во второй главе диссертационной работы приводятся результаты чис-

ленного исследования динамики решеток связанных генераторов ван дер Поля,

осцилляторов ФитцХью-Нагумо, дискретных моделей нейрона – отображений

Курбажа- Некоркина и Рулькова. Показано, что нелокальный характер связи

между элементами приводит к возникновению спирально-волновых химерных

структур, которые характеризуются сосуществованием в пространстве систе-

мы когерентной области (волны) и ядра некогерентности, формирующегося в

центре вращения волны. На примере решетки генераторов ван дер Поля про-

анализировано влияние управляющих параметров индивидуальных элементов

и параметров связи на форму, размер и характеристики волновых структур. В

данной главе также показано, что при довольно большом диапазоне нелокаль-

ной связи в решетке реализуются концентрические волны и концентрические

волновые химеры, которые впервые обнаружены и описаны в диссертацион-

ной работе. Выявлены механизмы возникновения режимов волновых химер и

проведен детальный сравнительный анализ динамики осцилляторов в ядрах

некогерентности спиральной и концентрической химерных структур.
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Третья глава диссертации посвящена исследованиям эффектов вынуж-

денной и взаимной синхронизации спирально-волновых и концентрических вол-

новых химерных структур в неоднородных двухслойных сетях связанных дву-

мерных ансамблей нелинейных осцилляторов различной природы. Рассмотре-

ны случаи однонаправленной и взаимной межслойной связи и выявлены ме-

ханизмы синхронизации различных волновых структур при различных типах

межслойной связи. Впервые установлены особенности и различия в эффектах

синхронизации спиральных, концентрических волн и химерных структур на

их основе. В настоящей главе впервые описан и проиллюстрирован эффект

противофазной удаленной синхронизации волновых структур в неоднородной

трехслойной сети связанных осцилляторов. Два внешних слоя, представляю-

щих собой решетки нелокально связанных генераторов ван дер Поля в режи-

ме концентрических волновых химер, не связаны между собой напрямую, а

взаимодействуют через промежуточный слой, заданный двумерным ансамблем

связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо в режиме спирально-волновой хи-

меры. На основе расчетов коэффициента взаимной корреляции между симмет-

ричными элементами ансабмлей показано, что при определенных значениях

силы межслойной связи волновые структуры во внешних слоях сети синхрони-

зуются в противофазе, в то время как структура в передаточном слое остается

полностью отличной от них.

В Заключении подведены итоги диссертационной работы, сформулиро-

ваны основные результаты и выводы.
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Глава 1. Пространственно-временные структуры

в одномерных ансамблях с нелокальной связью

1.1 Введение

Особые пространственно-временные структуры, названные химерными

состояниями, были впервые обнаружены в начале 21 века при исследовании ди-

намики замкнутого в кольцо ансамбля нелокально связанных фазовых осцилля-

торов [73, 74]. Уже второе десятилетие эти структуры представляют огромный

интерес для специалистов в области нелинейной динамики и теории колеба-

ний [75,82,83,86–90,95,101,105,115,129,186–192].

В кольцах симметрично связанных осцилляторов могут наблюдаться ам-

плитудные и фазовые химеры в зависимости от того, какая величина (амплиту-

да или фаза) характеризуется нерегулярным распределением значений в кла-

стере некогерентности химерного состояния. Фазовые химеры могут наблюда-

ются как в ансамбле простых фазовых осцилляторов [73–75, 87, 115, 187], так и

в ансамбле нелокально связанных автоколебательных систем, взятых в пери-

одическом режиме [89, 188–190]. Химеры амплитудного типа могут возникать

в таких системах при достаточно большой силе связи [90, 190]. Для ансамблей

нелокально связанных хаотических осцилляторов с переходом к хаосу через

каскад бифуркаций удвоения периода типичными являются как фазовые, так

и амплитудные химерные структуры [82,83,86,95]. Однако не в полном объеме

проведены исследования свойств и особенностей указанных типов химерных со-

стояний в ансамблях нелокально связанных хаотических систем с непрерывным

временем. В первой главе диссертационной работы приведены результаты чис-

ленного анализа динамики кольца нелокально связанных генераторов с инер-
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ционной нелинейностью Анищенко-Астахова [20, 185] и показана возможность

наблюдения фазовых и амплитудных химер, возникновение которых вероят-

но связано с негиперболичностью хаотического аттрактора в индивидуальном

элементе. В результате численного моделирования были обнаружены режимы

стоячих и бегущих волн и впервые описаны механизмы формирования химер

на основе волновых структур. Генератор Анищенко-Астахова является реаль-

ной радиотехнической моделью и представляет большой практический интерес

для радиофизики.

При исследовании поведения ансамблей нелинейных осцилляторов (в

частности, ансамблей нейронов) важную роль играет топология связей между

ними [108–110]. Введение иерархической связи приводит к проявлению несвой-

ственного случаю нелокальной связи явления: некогерентные области включа-

ют сложную вложенную структуру и перемещаются вдоль кольца. При этом

статистические характеристики колебаний элементов ансамбля устойчивы во

времени. Введение отражающей [108] связи и добавление к нелокальной связи

диагональной [109] также показывает, что изменение топологии может приво-

дить к заметным изменениям пространственно-временной динамики ансамбля.

Такие топологии связи свойственны для биологических нейросетей и поэтому

достойны пристального внимания специалистов в нелинейной динамике. С це-

лью изучения влияния топологии межэлементной связи на динамику ансам-

блей связанных динамических систем, в первой главе рассматриваются случаи

нелокальной, отражающей и нелокальной связи с добавлением диагональной

в кольцах связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо, отображений Курбажа-

Некоркина (дискретных моделей нейронов) [24] и логистических отображений.

Химерные состояния представляют собой нетривиальные режимы ансам-

блей динамических систем, которые довольно сложно получить аналитически

даже с использованием различных приближений. Но такие режимы зачастую

бывают довольно неустойчивыми и трудно воспроизводимыми, поэтому вопрос

об их устойчивости к внешнему шумовому воздействию представляется очень
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интересным. В ряде работ проводился анализ влияния внешних шумовых воз-

мущений на режимы химерных состояний в ансамблях нелокально связанных

хаотических элементов [56,104,129–132]. В частности, было показано, что внеш-

ний шум может приводить к индуцированным переходам между режимами и к

формированию новых режимов в динамических системах [128]. Было установ-

лено, что фазовая химера является довольно устойчивым к шумовым воздей-

ствиям состоянием [97], в то время как внешний шум, действующий на ампли-

тудную химеру, может индуцировать либо ее переход в фазовое химерное состо-

яние [97,99,104], либо ее полное исчезновение [131]. Тем не менее, вопрос о чув-

ствительности химерных структур к внешним шумовым воздействиям остается

актуальным для исследований. В первой главе работы приводятся результаты

анализа влияния внешнего шумового воздействия на фазовые и амплитудные

химерные состояния в ансамблях нелокально связанных хаотических осцилля-

торов. В качестве парциальных элементов выбраны логистическое отображение

и модифицированное отображение Рикера в хаотическом режиме.

Синхронизация является одним из самых исследуемых эффектов в ра-

диофизике и теории колебаний. С открытием химерных состояний актуальным

и интересным становится вопрос о возможности их синхронизации. В послед-

нее время внимание исследователей привлечено к исследованиям динамики

многослойных сетей [133–136], которые представляют собой системы взаимо-

действующих ансамблей, реализующих различные пространственно-временные

структуры. Как было указано во Введении, установлены и исследованы раз-

личные типы и формы синхронизации химерных состояний. В настоящей главе

представлены результаты численного исследования особенностей эффектов вы-

нужденной и взаимной синхронизации динамики колец нелокально связанных

логистических отображений для случаев диссипативного и инерционного типа

межслойной связи.

Результаты численных исследований, изложенные в первой главе, опуб-

ликованы в работах [38,98,104,111,172].
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1.2 Модель кольца связанных осцилляторов в общем виде

Динамика кольца связанных осцилляторов в общем виде задается следу-

ющим уравнением:

û𝑖 = F(u𝑖) +
𝜎

𝐵𝑖

∑︁
𝑗

S(u𝑗,u𝑖) + E𝑖, (1.1)

где u𝑖 = u𝑖(𝑡) представляют собой вектора динамических переменных состо-

яния отдельных осцилляторов кольца с номерами 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ; 𝑁 – общее

количество элементов в кольце; û𝑖 – операторы эволюции этих осцилляторов,

которые задаются производными (û𝑖 = u̇𝑖) для осцилляторов с непрерывным

временем 𝑡 ∈ [0 : 𝑇 ], и итерационными соотношениями (û𝑖 = u𝑖(𝑛 + 1)) в слу-

чае систем с дискретным временем 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 ; в обоих случаях 𝑇 – это

время, на котором проводится наблюдение поведения системы. Все осциллято-

ры в кольце (1.1) идентичны, то есть задаются одним и тем же оператором F,

и их динамика определяется одинаковыми значениями управляющих парамет-

ров (если иное неоговорено условиями задачи) в функциях оператора F. Второе

слагаемое в (1.1) задает связь элементов кольца между собой. Все связи предпо-

лагаются симметричными и могут задаваться с помощью векторного оператора

S двумя способами: (S(u𝑗,u𝑖) = F(u𝑗)−F(u𝑖)) или (S(u𝑗,u𝑖) = u𝑗 −u𝑖). Коэф-

фициент 𝜎 определяет силу связи между элементами в кольце (1.1). Параметр

𝐵𝑖 соответствует числу элементов, с которым связан 𝑖-й элемент ансамбля, он

одинаков для всех элементов и равен количеству значений индекса 𝑗, соответ-

ствующих элементу с номером 𝑖.

Значения индексов 𝑗 определяют связи между элементами кольца. В слу-

чае нелокальной связи

𝑗 ∈ {𝑖− 𝑃𝑛, . . . , 𝑖− 1, 𝑖+ 1, . . . , 𝑖+ 𝑃𝑛}, (1.2)
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в случае отражающей связи

𝑗 ∈ {𝑁 − 𝑖− 𝑃𝑟, . . . , 𝑁 − 𝑖+ 𝑃𝑟}, 𝑗 ̸= 𝑖, (1.3)

в случае комбинации нелокальной и диагональной связей

𝑗 ∈ {𝑖−𝑃𝑑, . . . , 𝑖− 1, 𝑖+ 1, . . . , 𝑖+𝑃𝑑} ∪ {𝑁/2 + 𝑖−𝑃𝑑, . . . , 𝑁/2 + 𝑖+𝑃𝑑}. (1.4)

Для сравнения влияния топологии связей на динамику кольца устанав-

ливаются параметры 𝑃 = 𝑃𝑛 = 𝑃𝑟 = 2𝑃𝑑, тогда количество связей отдельного

элемента с другими элементами ансамбля 𝐵𝑖 = 2𝑃 будет одинаковым. Графи-

ческое представление топологии связи для каждого из случаев приведено на

рисунке 1.1. Граничные условия во всех рассматриваемых случаях периодиче-

ские с периодом 𝑁 (u𝑖 = u𝑖±𝑁).

Слагаемое E𝑖 позволяет ввести внешнее воздействие и полагается нуле-

вым, E𝑖 = 0, при отсутствии другого определения.

Для исследования явления синхронизации пространственно-временных

структур используется модель двух связанных колец, которая описывается сле-

(а) (б) (в)

Рисунок 1.1. Способ задания связи одного из элементов кольца (отмечен

синим цветом) в случае (а) нелокальной связи при 𝑃𝑛 = 2, (б) отражающей

связи при 𝑃𝑟 = 2 и (в) комбинации нелокальной и диагональной связей при

𝑃𝑑 = 2. Тонкая вертикальная серая линия на фрагменте (б) обозначает ось

симметрии, которая соединяет элементы с номерами 1 и 𝑁/2.
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дующим уравнением:

û𝑘
𝑖 = F𝑘(u𝑘

𝑖 ) +
𝜎𝑘

𝐵𝑘
𝑖

∑︁
𝑗𝑘

S𝑘(u𝑘
𝑗 ,u

𝑘
𝑖 ) + 𝛾𝑙𝑘G(u𝑙

𝑖,u
𝑘
𝑖 ) + E𝑘

𝑖 , (1.5)

где индексы 𝑘, 𝑙 = 1, 2 отвечают номеру слоя в связанной сети, 𝑙 = 2 в случае

𝑘 = 1 и 𝑙 = 1 в случае 𝑘 = 2. Функция G задает диссипативную (G(u𝑙
𝑖,u

𝑘
𝑖 ) =

F(u𝑙
𝑖) − F(u𝑘

𝑖 )) или инерционную (G(u𝑙
𝑖,u

𝑘
𝑖 ) = u𝑙

𝑖 − u𝑘
𝑖 ) связь между кольцами

с коэффициентами межслойной связи 𝛾12 и 𝛾21. Параметр 𝛾12 определяет силу

воздействия первого кольца на второе, а 𝛾21 – в противоположном направлении.

1.3 Химерные структуры в кольце генераторов

Анищенко-Астахова

Свойства структур, возникающих в ансамблях хаотических осциллято-

ров или отображений, демонстрирующих переход к хаосу через каскад бифур-

каций удвоения периода [82, 83, 86, 95], могут принципиально отличаться от

свойств структур, наблюдаемых в ансамблях фазовых или периодических ос-

цилляторов [73–75,87,89,115,187–190]. Генератор с инерционной нелинейностью

Анищенко-Астахова, рассматриваемый в данном разделе, характеризуется тем,

что в его фазовом пространстве реализуется негиперболический хаотический

аттрактор. Система с непрерывным временем такого типа в кольце нелокально

связанных элементов рассматривается впервые, поэтому кроме обычных ампли-

тудных и фазовых химер возможно наблюдение химер нового типа. В соответ-

ствии с уравнением (1.1) для исследуемого ансамбля имеют место следующие

соотношения:

û𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥̇𝑖

𝑦̇𝑖

𝑧̇𝑖

⎞⎟⎟⎟⎠ ; F =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑚𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑧𝑖

−𝑥𝑖
−𝑔𝑧𝑖 +

𝑔

2
𝑥𝑖(𝑥𝑖 + |𝑥𝑖|)

⎞⎟⎟⎟⎠ ; S =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

𝑦𝑗 − 𝑦𝑖

0

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.6)
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Здесь 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡), 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑡) и 𝑧𝑖 = 𝑧𝑖(𝑡) – безразмерные динамические пере-

менные, задающие состояние парциального генератора с номером 𝑖; 𝑚 и 𝑔 –

управляющие переметры отдельного элемента. Связь между элементами вво-

дится в первое и второе уравнения системы в соответствии с соотношением (1.2)

и характеризуется силой связи 𝜎. Связь выбрана в соответствии с возможно-

стью реализации в радиофизическом эксперименте. Для исследуемой системы

не было обнаружено качественных различий в поведении при введении связи в

одно, два или три уравнения генераторов. Для рассматриваемой модели (1.6)

количество элементов фиксировано 𝑁 = 100. Остальные обозначения для си-

стемы (1.6) даны в разделе 1.2 в описании к уравнению (1.1).

Парциальные осцилляторы ансамбля (1.6) представляют собой автоколе-

бательные системы, описанные в работах [20, 185]. В зависимости от значений

параметров 𝑚 и 𝑔 они могут реализовывать периодические или хаотические

колебания. Генераторы Анищенко-Астахова демонстрируют переход к хаосу по

сценарию Фейгенбаума, то есть через каскад бифуркаций удвоения периода.

Атрактор, полученный в результате такого перехода, является, как правило,

негиперболическим, то есть состоит из множества пересекающихся устойчи-

вых и неустойчивых многообразий. В настоящем исследовании выбраны зна-

чения управляющих параметров 𝑚 = 1.49 и 𝑔 = 0.2, соответствующие хаотиче-

скому аттрактору спирального типа в индивидуальном генераторе Анищенко-

Астахова [20], то есть в отсутствие связей в ансамбле (при 𝜎 = 0).

Система (1.6) интегрируется методом Рунге-Кутта 4-го порядка в тече-

ние 50000 единиц безразмерного времени с шагом интегрирования не больше

0.001. Начальные условия выбираются в виде периодического профиля и за-

тем система интегрируется при плавном изменении параметра силы связи. При

этом получившееся в конце предыдущих расчетов состояние системы выбира-

ется в качестве начального для новых расчетов с новым значением парамет-

ра. Результаты расчетов представляются в виде пространственно-временных

диаграмм, мгновенных пространственных профилей амплитуд, временных ре-



29

ализаций, фазовых проекций для выбранных осцилляторов, мгновенных про-

странственных профилей сдвигов фаз и средних значений частот выбранных

осцилляторов.

Мгновенные значения выбранной динамической переменной (например,

переменной 𝑥) для всех элементов ансамбля в зависимости от времени пред-

ставляются на пространственно-временной диаграмме с использованием цвет-

ной карты. Такие изображения отражают общую картину пространственно-

временной динамики системы, позволяют визуально различить регулярное и

нерегулярное поведение во времени и пространстве, а также отделить друг

от друга бегущие и стоячие волны. Характер пространственного распределе-

ния лучше виден на мгновенных профилях амплитуд осцилляторов (напри-

мер, на сечении пространственно-временной диаграммы), поэтому для пред-

ставления результатов используются профили амплитуд 𝐴𝑖 =
√︀
𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑖 в вы-

бранные моменты времени. По таким пространственным распределениям до-

статочно просто определяются длины волн для периодических в пространстве

структур. Несмотря на то, что бегущие и стоячие волны хорошо различимы

на пространственно-временных диаграммах, их удобнее представлять с помо-

щью мгновенных профилей фазовых сдвигов 𝜙𝑖(𝑡) = Φ0(𝑡) − Φ𝑖(𝑡), где фазы

осцилляторов в момент времени 𝑡 определяются соотношением:

Φ𝑖(𝑡) = − arctan
𝑦𝑖(𝑡)

𝑥𝑖(𝑡)
+ 𝜋𝜓(𝑡), (1.7)

где 𝜓 ∈ Z (Z – множество целых чисел) выбирается так, что фаза Φ𝑖(𝑡) со-

ответствует полному углу вращения радиус-вектора на плоскости (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) для

увеличивающихся 𝑖. Обычно значения 𝜓 определяются так, чтобы мгновенный

профиль сдвигов фаз был непрерывным с учетом периодичности исследуемой

системы. Однако в данном случае условие непрерывности является справедли-

вым только для регулярных кластеров, а для нерегулярных кластеров и для

переходов от кластера с одним поведением к кластеру с другим поведением оно

может не выполняться. Средние значения частот хаотических автоколебатель-
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ных осцилляторов вводятся с использованием мгновенной фазы следующим

образом:

𝜔̄𝑖 =

𝑡∫︁
0

Φ̇𝑖(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝑡
(Φ̇𝑖(𝑡) − Φ̇𝑖(0)). (1.8)

1.3.1 Карты режимов на плоскости параметров связи

В системе хаотических автоколебательных осцилляторов может наблю-

даться пространственно-временная динамика разного типа при изменении па-

раметров связи (силы 𝜎 и нелокальности 𝑃 ). Характерным для больших значе-

ний силы связи является режим полной хаотической синхронизации, когда все

осцилляторы демонстрируют одинаковый режим с нулевым сдвигом фазы их

колебаний друг относительно друга. При очень малых значениях силы связи

какая-либо регулярность в пространстве и времени отсутствует. При этом су-

ществует некоторый диапазон значений силы связи 𝜎, при котором могут сосу-

ществовать режимы стоячих или бегущих волн и химерные состояния. В этой

области значений параметров поведение отдельных осцилляторов во времени

может быть как хаотическим, так и периодическим, когда хаос подавляется в

результате взаимодействия элементов ансамбля.

Области существования наблюдаемых в ансамбле (1.6) динамичеcких ре-

жимов изображены в виде карт режимов на плоскости параметров (𝑃, 𝜎) на

рисунке 1.2. Единственным режимом, реализуемым в области I (серая область

на рисунке 1.2,а), является режим полной хаотической синхронизации. Следу-

ет отметить, что это решение, когда все осцилляторы идентичны, существует

для любых значений параметров связи, но является единственным устойчивым

режимом только в области I. В области II (светло-красная область на рисун-

ке 1.2,а) режим хаотической синхронизации сосуществует с режимом бегущей

волны с различным волновым числом. В области III (синяя область на ри-
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Рисунок 1.2. Карты режимов, реализующихся в ансамбле нелокально

связанных осцилляторов (1.6), на плоскости параметров (𝑃, 𝜎). Полная карта

режимов (а) и карта режимов стоячих волн (б). Области существования

различных структур обозначены римскими цифрами и описаны в тексте; 𝜈

обозначает волновое число.

сунке 1.2,а) перечисленные выше режимы сосуществуют с режимом стоячих

волн с различным волновым числом. Более детальная диаграмма для режи-

мов стоячих волн приведена на рисунке 1.2,б. В области IV (зеленая область

на рисунке 1.2,a) наблюдаются только стоячие волны или режим полной хао-

тической синхронизации. Бегущие и стоячие волны в областях II–IV являются

периодическими в пространстве с пространственным периодом 𝑛 ≤ 𝑁 и могут

быть периодическими во времени. Химерные состояния сосуществуют с режи-

мом полной хаотической синхронизации в области V при достаточно малых

значениях силы связи 𝜎 и для любых значений радиуса связи 𝑃 . Они могут

возникать как на основе стоячих, так и бегущих волн при плавном уменьшении

силы связи 𝜎. Области переходных режимов, которые не удалось отнести ни к

одному из случаев, перечисленных выше, отмечены на карте режимов на рисун-

ке 1.2,a белым цветом. В этих областях отсутствуют стационарные структуры

в пространстве, а колебания отдельных элементов хаотичны во времени.
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Диаграмма на рисунке 1.2,б представляет собой карту режимов стоячих

волн с разными длинами волн, которые отмечены буквой 𝜈. Значение 𝜈 = 0

соответствует режиму полной хаотической синхронизации (отсутствию стоячей

волны). Важно отметить, что каждая область существования режимов стоячей

волны с одной и той же длиной волны может быть разделена на области с раз-

ным поведением во времени, поскольку отдельные осцилляторы демонстриру-

ют переход к хаосу через каскад удвоения периода при уменьшении параметра

силы связи [95].

Диаграммы на рисунке 1.2 аналогичны соответствующим диаграммам

для ансамбля осцилляторов Рёсслера и ансамбля логистических отображе-

ний [82, 83, 86], что связано с универсальностью многих свойств систем со сце-

нарием Фейгенбаума, включая наличие мультистабильности [20]. Однако систе-

ма (1.6), в отличие от рассмотренных ранее моделей, демонстрирует возникнове-

ние химерных состояний на основе бегущих волн. Одной из причин появления

таких структур может являться то, что бегущие волны являются типичным

для данной модели режимом и наблюдаются в достаточно большой области

значений параметров связи. Бегущие волны и химеры на их основе для других

ансамблей нелокально связанных хаотических систем обнаружены не были.

Режимы стоячих и бегущих волн с волновым числом 𝜈 = 1 (только одна

волна умещается в кольце) проиллюстрированы на рисунке 1.3. Как видно из

рисунка 1.3,а,в, в обоих случаях профиль волны представляет собой гладкую

кривую. Зависимость фазового сдвига от номера осциллятора для стоячей вол-

ны (рисунок 1.3,б) не является монотонной, значение этой величины для перво-

го и последнего элементов одинаково. Для бегущей волны мгновенный профиль

𝜑𝑖 (рисунок 1.3,г) представляет собой монотонно возрастающую функцию, зна-

чение фазового сдвига для ”последнего” элемента равно 2𝜋.
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Рисунок 1.3. Мгновенные профили амплитуд 𝐴𝑖 (а,в) и мгновенные сдвиги

фаз 𝜙𝑖 (б,г) для режимов стоячих при 𝑃 = 25, 𝜎 = 0.2 (а,б) и бегущих при

𝑃 = 20, 𝜎 = 0.2 (в,г) волн с волновым числом 𝑛 = 1 в ансамбле (1.6)

1.3.2 Характеристики хаотических химерных состояний

С уменьшением силы связи в модели (1.6) имеет место переход от

пространственно-когерентного хаотического режима к некогерентному. Этот

переход сопровождается формированием химерных структур, которые могут

возникать как из стоячих (рисунок 1.3,а,б), так и из бегущих волн (рису-

нок 1.3,в,г). Переход от режима стоячих волн к химерным структурам хорошо

изучен на примере других моделей в работах [82, 83, 95]. Исследования показа-

ли, что бегущие волны при уменьшении силы связи в системе (1.6) эволюцио-

нируют аналогичным образом. Сначала, при уменьшении силы связи, гладкий

профиль разрывается и появляются точки разрыва на гладком профиле (рису-
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нок 1.4,а). Затем, при дальнейшем уменьшении силы связи появляются области

некогерентности (рисунок 1.4,б).

Стационарные химерные состояния, возникающие на основе стоячих волн

с волновым числом 𝜈 = 1, представлены на рисунке 1.5 для случая 𝑃 = 25,

𝜎 = 0.04. Пространственно-временная диаграмма (рисунок 1.5,а) демонстриру-

ет существование стационарной во времени структуры, соответствующей стоя-

чей волне. Здесь также можно выделить область с нерегулярным (некогерент-

ным) поведением осцилляторов в пространстве, которая более детально вид-

на на профиле мгновенных амплитуд колебаний 𝐴𝑖 (рисунок 1.5,б). На рисун-

ке 1.5,в представлена типичное для этого типа химер распределение значений

сдвига мгновенной фазы 𝜑𝑖 в пространствен ансамбля. В областях когерент-

ности профили являются кусочно-гладкими, а в некогерентной области пред-

ставляют собой нерегулярное распределение значений между осцилляторами

𝑖. Когерентные области характеризуются наличием в них разрывов, что яв-1
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Рисунок 1.4. Эволюция пространственного профиля мгновенных амплитуд 𝐴𝑖

при уменьшении силы связи для бегущих волн при 𝑃 = 20 для 𝜎 = 0.12 (а) и

𝜎 = 0.05 (б). Увеличенные фрагменты демонстрируют появление кластера

некогерентности.
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Рисунок 1.5. Химерная структура при 𝑃 = 25, 𝜎 = 0.04, возникающая на

основе стоячей волны с волновым числом 𝑛 = 1. Пространственно-временная

диаграмма амплитуд осцилляторов 𝑥𝑖 (а); пространственный профиль

мгновенных амплитуд колебаний 𝐴𝑖 (б); пространственный профиль

мгновенных значений сдвигов фаз 𝜙𝑖 (в); средние значения частот

хаотических колебаний элементов 𝜔̄𝑖 (г).

ляется типичным при формировании химерных структур на основе стоячих

волн [82, 83, 95]. При этом области некогерентности формируются не вблизи

возникающих разрывов, а в середине когерентных кластеров, также как и для

ансамбля осцилляторов Рёсслера [83]. Нерегулярность пространственного (при

изменении номера 𝑖) распределения 𝐴𝑖 и 𝜙𝑖 в некогерентных кластерах не нару-

шает условие частотной синхронизации всех элементов ансамбля, что показы-

вают почти одинаковые значения средних частот 𝜔̄𝑖 (рисунок 1.5,г). Отличия

в четвертом знаке не превышают точности численных расчетов. Описанный

тип динамики можно отнести к химерам амплитудного типа в соответствии с
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введенной ранее терминологией [90,95,190]. Подобные химерные состояния бы-

ли обнаружены ранее в кольцах логистических отображений [95], отображений

Эно [86] и осцилляторов Ресслера [82].

Проведенные исследования показали, что в ансамбле генераторов

Анищенко-Астахова может реализовываться новый тип химер – амплитудные

химеры на основе бегущих волн, существование которых установлено впервые.

Характеристики для этого типа химер приведены на рисунке 1.6, которые ил-

люстрируют возникновение кластера некогерентности как на мгновенном про-

филе амплитуд (рисунок 1.6,б), так и сдвигов фаз (рисунок 1.6,в). Отличитель-1
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Рисунок 1.6. Химерная структура при 𝑃 = 20, 𝜎 = 0.04, возникающая на

основе бегущей волны с волновым числом 𝑛 = 1. Пространственно-временная

диаграмма амплитуд осцилляторов 𝑥𝑖 (а); пространственный профиль

мгновенных амплитуд колебаний 𝐴𝑖 (б); пространственный профиль

мгновенных значений сдвигов фаз 𝜙𝑖 (в); средние значения частот

хаотических колебаний элементов 𝜔̄𝑖 (г).
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ная черта наблюдаемой пространственно-временной структуры состоит в том,

что её некогерентный кластер локализован и не перемещается вдоль кольца,

несмотря на вращение когерентной бегущей волны вдоль него. Бегущая вол-

на, не разрушаясь, проходит через кластер некогерентности. При этом, грани-

цы между когерентными и некогерентным кластерами в кольце неподвижны,

и, следовательно, структура на рисунке 1.6 является химерной по определе-

нию [74]. Из-за того, что частоты колебаний всех осцилляторов почти одина-

ковы (рисунок 1.6,г), а некогерентный кластер характеризуется нерегулярным

распределением фаз и амплитуд, данный вид структуры можно отнести к хи-

мерам амплитудного типа.

1.3.3 Механизм формирования химерных состояний

различного типа и влияние начальных условий

В результате исследований формирования химерных структур в ансам-

блях хаотических систем с бифуркацией удвоения периода [82, 83, 95] было об-

наружено два типа некогерентных кластеров: кластеры, возникающие вблизи

точки разрыва волнового профиля и отвечающие фазовому химерному состоя-

нию, и кластеры, не связанные с разрывом профиля волны и соответствующие

амплитудному химерному состоянию.

Рассмотрим, как группируются мгновенные состояния осцилляторов, при-

надлежащих различным кластерам амплитудной химеры. На рисунке 1.7,а

представлен профиль мгновенных амплитуд, на котором один из некогерент-

ных кластеров отмечен красными точками в квадратах. На рисунке 1.7,б те

же мгновенные амплитуды отмечены на фоне фазовых проекций хаотического

аттрактора других осцилляторов (серые линии). Хотя траектории различных

элементов ансамбля слегка отличаются друг от друга (некоторые близки к пери-
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одическим, а некоторые демонстрируют развитую хаотическую динамику), все

они располагаются на одной двухобходной ленте при совмещении всех проекций

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖). При этом все состояния осцилляторов одного кластера располагаются

на одном и том же обороте этой ленты. Это справедливо как для когерентных,

так и для некогерентных кластеров. Различие состоит в том, как эти мгновен-

ные состояния располагаются друг по отношению ко другу на совмещенном

фазовом портрете проекций (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). В когерентном кластере они лежат друг за

другом в определенном направлении вдоль аттрактора, тогда как в некогерент-

ном кластере имеет место случайное распределение этих состояний.

Для получения фазовой химеры необходимо использовать специальные

начальные условия [83]. Поэтому к установленным состояниям добавляется

равномерное случайное возмущение в диапазоне [−0.5; 0.5], в результате че-1
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Рисунок 1.7. Иллюстрация кластеров амплитудной химеры, полученной из

стоячей волны при 𝑃 = 25 и 𝜎 = 0.04. Пространственный профиль

мгновенных амплитуд с двумя когерентными и двумя некогерентными

кластерами (а) и мгновенные состояния осцилляторов одного из

некогерентных кластеров (красные точки в квадратах) на фоне проекций на

плоскость (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) хаотических траекторий осцилляторов (б).
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го часть осцилляторов вблизи разрыва волны распределяется случайным об-

разом между верхним и нижним уровнями на профиле мгновенных амплитуд

(рисунок 1.8). На профиле амплитуд на рисунке 1.8,а различимы четыре неко-

герентных кластера: два из них соответствуют амплитудной химере, а другие

два – фазовой (в окрестности разрывов волны). Осцилляторы одного из кла-

стеров фазовой химеры показаны на профиле красными точками в квадратах.

Эти состояния, отмеченные на совмещенном фазовом портрете на рисунке 1.8,б,

расположены на различных витках двухобходной ленты, что отличает химеру

фазового типа от амплитудной.

Известно, что химерные структуры очень чувствительны к выбору на-

чальных условий [82, 83]. В случае фазовых химерных состояний существует

возможность получить разнообразные варианты распределения вблизи разры-1
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Рисунок 1.8. Иллюстрация кластеров фазовой химеры, полученной с помощью

специально подготовленных начальных условий при 𝑃 = 25 и 𝜎 = 0.04.

Пространственный профиль мгновенных амплитуд (а), и мгновенные

состояния осцилляторов одного из некогерентных кластеров (красные точки в

квадратах) на фоне проекций на плоскость (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) хаотических траекторий

осцилляторов (б).
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Рисунок 1.9. Иллюстрация влияния начальных условий на возникновение

фазовой химеры при 𝑃 = 25 и 𝜎 = 0.04. Пространственный профиль

мгновенных амплитуд с некогерентным кластером в окрестности разрыва

слева (а) и справа (б).

вов волны. Так, при одних и тех же значениях параметров системы (1.6) 𝑃 = 25

и 𝜎 = 0.04 возможна реализация химеры амплитудного типа (рисунок 1.7,а),

химер фазового типа с двумя кластерами некогерентности (рисунок 1.8,а) и с

одним кластером (рисунок 1.9).

1.4 Влияние топологии связей на динамику ансамблей

нелинейных осцилляторов

Как было отмечено в разделе 1.1, различная топология связей меж-

ду элементами может оказывать существенное влияние на пространственно-

временную динамику ансамблей. В данном разделе приводятся результаты ис-

следований для трех типов межэлементных связей: нелокальной, отражающей

и нелокальной связи с добавлением диагональной, – на примерах колец свя-

занных логистических отображений, осцилляторов ФитцХью-Нагумо (ФХН) и

отображений (моделей нейрона) Курбажа-Некоркина.
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1.4.1 Кольцо связанных логистических отображений

В случае кольца связанных логистических отображений в уравнении (1.1)

û𝑖 = 𝑥𝑖(𝑛 + 1), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 , F(u𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛼𝑥𝑖(𝑛)(1 − 𝑥𝑖(𝑛)), S =

𝑥𝑗(𝑛)−𝑥𝑖(𝑛). Параметр 𝛼 является бифуркационным и задает динамику отдель-

ного элемента. В проведенных расчетах его значение фиксируется, 𝛼 = 3.0, что

соответствует периодическому режиму (циклу периода 1) отдельного элемента

в отсутствие связи. Выбор именно этого режима позволяет избежать бифур-

кационных переходов при изменении величины силы связи, которая смещает

эффективное значение параметра 𝛼 в сторону меньших значений. Рассматри-

вались режимы, реализующиеся со случайных равномерно распределенных на-

чальных условий 𝑥𝑖(𝑛 = 0) ∈ [0.1; 0.9] после времени установления 𝑇пер = 106

итераций. Количество элементов в кольце было выбрано 𝑁 = 300.

При малых значениях силы связи 𝜎 < 0.1 для различных значений па-

раметра 𝑃 в случаях нелокальной (1.2), отражающей (1.3) и комбинации нело-

кальной с диагональной связей (1.4) все осцилляторы демонстрируют одинако-

вый периодический режим. Однако при увеличении силы связи, при некотором

значении 𝜎, зависящем от 𝑃 , для всех топологий связи возможно наблюдение

химерных состояний. Количество областей некогерентности химерных состоя-

ний зависит от топологии связи: одна область некогерентности наблюдается в

случае отражающей связи (рисунок 1.10,б), две – в случае нелокальной (рису-

нок 1.10,а) и четыре – в случае комбинации нелокальной и диагональной связей

(рисунок 1.10,в). Стоит отметить, что общее количество несинхронизованных

осцилляторов при этом примерно одинаково для любой топологии при одном

и том же диапазоне связи 𝑃 . Дальнейшее увеличение силы связи, 𝜎 > 0.65,

приводит к уходу фазовых траекторий отображений на бесконечность вне за-

висимости от выбора топологии связи. Если выбрать структуры на рисунке 1.10

в качестве начальных и плавно уменьшать значение силы связи 𝜎, количество
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некогерентных осцилляторов постепенно уменьшается, пока кольцо полностью

не перейдет в когерентный режим при 𝜎 ∼ 0.2. Пространственный период по-

лученной структуры в таком случае соответствует пространственному перио-

ду химерной структуры при больших значениях 𝜎. Существует гистерезис при

плавном уменьшении и увеличении параметра связи. Так, при 𝜎 = 0.3 можно

наблюдать когерентные периодические в пространстве структуры, если увели-

чивать параметр силы связи до этого значения (рисунки 1.11,а–в), и уединенные

состояния на периодической в пространстве структуре при уменьшении силы

связи до значения 𝜎 = 0.3 (рисунки 1.11,г–е).

Описанное выше различие динамики в зависимости от топологии связи

состоит только в распределении некогерентных осцилляторов в кольце, что,

как можно предположить, связано с различием в типе симметрии. Во всех

рассмотренных случаях количество связей у каждого осциллятора равно 120,

что соответствует связи с 80% осцилляторов и близко к глобальной связи. При

уменьшении же диапазона связи 𝑃 различия в поведении становятся более зна-

чительными для различных топологий связи. Переход к некогерентности при

плавном уменьшении параметра 𝑃 происходит одинаково для нелокальной и1
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Рисунок 1.10. Пространственно-временные диаграммы динамики ансамбля

логистических отображений для нелокальной связи (1.2) (а), отражающей

связи (1.3) (б) и комбинации нелокальной и диагональной связей (1.4) (в) при

𝜎 = 0.63, 𝑃 = 120.
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Рисунок 1.11. Иллюстрация явления мультистабильности при плавном

изменении параметра силы связи: мгновенные пространственные профили

амплитуд в случаях плавного уменьшения силы связи (а-в) и его плавного

увеличения (г-е) для нелокальной связи (1.2) (а,г); отражающей связи (1.3)

(б,д); и комбинации нелокальной и диагональной связей (1.4) (в,е) при

𝜎 = 0.3, 𝑃 = 120.

комбинации нелокальной с диагональной связей, в отличие от случая отража-

ющей связи. В случае нелокальной связи и при добавлении диагональной связи

к нелокальной сначала наблюдается уменьшение пространственного периода

структуры при постепенном уменьшении радиуса связи. Затем, при дальней-

шем уменьшении 𝑃 , появляются уединенные некогерентные осцилляторы, их

количество растет, и цепочка переходит в однородное некогерентное состояние.

В случае отражающей связи при плавном уменьшении 𝑃 в некогерентных кла-

стерах появляются разрывы, их количество увеличивается, затем кроме разры-

вов появляются уединенные состояния и их количество также увеличивается
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до тех пор, пока при 𝑃 = 2 система не переходит в некогерентный режим. Что

примечательно, пространственный период сохраняется для всех наблюдаемых

структур в случае отражающей связи. Даже в некогерентном случае при 𝑃 = 2

наблюдаются два отличных друг от друга некогерентных кластера. Такое пове-

дение, предположительно, связано с особым типом симметрии этой топологии.

1.4.2 Кольцо связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо

В данном разделе в качестве парциального элемента кольца выбран осцил-

лятор ФитцХью-Нагумо, находящийся в режиме бистабильности. Выбор дан-

ного режима обусловлен возможностью реализации структур с сосуществова-

нием колебательного режима в некоторых кластерах и отсутствия колебаний в

остальных осцилляторах. В общем уравнении (1.1) для кольца связанных ос-

цилляторов ФитцХью-Нагумо имеем

û𝑖 =

⎛⎝𝑥̇𝑖
𝑦̇𝑖

⎞⎠ ; 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]; F =

⎛⎝(𝑥𝑖 − 𝑥3𝑖/3 − 𝑦𝑖)/𝜀

𝛾𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝛽

⎞⎠ ; S =

⎛⎝𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

0

⎞⎠ . (1.9)

Здесь 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑡) – безразмерные динамические переменные, задаю-

щие состояние отдельного осциллятора ФитцХью-Нагумо с номером 𝑖; 𝑥𝑖 – это

активатор (потенциал мембраны), а 𝑦𝑖 – ингибитор (переменная, отвечающая

всему току через мембрану); 𝜀, 𝛾 и 𝛽 – управляющие параметры, определяю-

щие динамику отдельного элемента: параметр 𝜀 задает временной масштаб пер-

вой переменной относительно второй; 𝛽 является параметром асимметричности,

значение которого влияет также и на динамику; для случая 𝛽 > 0 при 𝛾 < 0.72

фазовый портрет отдельного осциллятора характеризуется двумя устойчивыми

фокусами и седловым состоянием равновесия между ними, при 𝛾 ≈ 0.72 соот-

ветствует бифуркации Андронова-Хопфа, после которой при 𝛾 > 0.72 в фазо-

вом портрете системы возникает устойчивый предельный цикл. В этой главе
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эти параметры одинаково зафиксированы для всех элементов сети так, чтобы

в отдельном осцилляторе, при отсутствии связей с другими элементами, реа-

лизовывался бистабильный режим (𝜀 = 0.2, 𝛾 = 0.7 и 𝛽 = 0.0001). В режиме

бистабильности отдельный осциллятор, в зависимости от начальных условий,

попадает в одно из двух устойчивых состояний равновесия [12, 193, 194]. Связь

вводится в первое уравнение системы с силой связи 𝜎. Остальные обозначения

для системы (1.9) даны в разделе 1.2 в описании к уравнению (1.1). Начальные

условия выбирались случайными в диапазонах 𝑥𝑖(0) ∈ [−1; 1], 𝑦𝑖(0) ∈ [−1; 1].

Время установления было выбрано равным 1000 единицам времени, после этого

пространственно-временные диаграммы рассчитывались на 40 единицах време-

ни, то есть 𝑇 = 1040. Интегрирование системы (1.9) выполнялось методом

Гюна – методом второго порядка с шагом 0.001. Количество осцилляторов в

кольце (1.1) было выбрано 𝑁 = 300.

Проведенные численные исследования для разных типов топологии связи

(карты режимов для различных случаев топологии связей приведены на ри-

сунке 1.12) показали, что, также как и для модели связанных логистических

отображений, добавление диагональной связи в кольцо связанных осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо качественно не влияет на его свойства (рисунок 1.12,а,в).

Однако введение отражающей связи заметно изменяет карту режимов на плос-

кости (𝑃, 𝜎) (рисунок 1.12,б). С одной стороны, на плоскости параметров (𝑃, 𝜎)

уменьшается область II, в которой могут наблюдаться стоячие волны. В случае

отражающей связи они имеют место только при достаточно малых значениях

параметра нелокальности связи 𝑃 . С другой стороны, в ансамбле не возникают

бегущие волны (рисунок 1.12,б), которые реализуются в случаях нелокальной

и нелокальной с диагональной связи (область III на рисунке 1.12,а,в).

При малых значениях силы связи вне зависимости от её топологии на-

блюдаются замороженные пространственно-временные структуры. Эти режи-

мы характеризуются нерегулярным распределением осцилляторов между дву-

мя положениями равновесия, обусловленным случайным распределением на-
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чальных состояний 𝑥𝑖(𝑡 = 0), 𝑦𝑖(𝑡 = 0). При увеличении параметра 𝜎 в случае

любой топологии при достаточно малых значениях параметра нелокальности 𝑃

в кольце осцилляторов ФитцХью-Нагумо наблюдаются стоячие волны. Режим

характеризуется наличием периодических колебаний в некоторых неподвиж-

ных кластерах при отсутствии колебаний в остальных осцилляторах. Отметим,

что сами парциальные элементы были выбраны в режиме бистабильности, то

есть в отсутствие колебаний, и наблюдаемые колебания возникают именно в

результате связи между элементами кольца. Режимы на рисунке 1.13 каче-

ственно схожи, но длина волны в пространстве зависит от топологии связей.

При дальнейшем увеличении силы связи, вне зависимости от её топологии, все

осцилляторы демонстрируют одинаковый режим равновесия. Этот режим от-

личается от режима в области I тем, что все осцилляторы находятся в одном из

двух возможных состояний равновесия. Под действием связи все осцилляторы

оказываются в одном из состояний равновесия, несмотря на то, что начальное1
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Рисунок 1.12. Карты режимов для кольца связанных осцилляторов

ФитцХью-Нагумо в случае нелокальной связи (1.2) (а), отражающей

связи (1.3) (б) и комбинации нелокальной с диагональной связей (1.4) (в) на

плоскости параметров (𝑃, 𝜎). В области I наблюдаются замороженные

структуры с нерегулярным распределением между двумя положениями

равновесия, в области IV наблюдаются замороженные когерентные структуры,

II и III – области существования стоячих и бегущих волн, соответственно.
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Рисунок 1.13. Пространственно-временные диаграммы амплитуд 𝑥𝑖(𝑡)

осцилляторов ФитцХью-Нагумо в случае нелокальной связи (1.2) (а),

отражающей связи (1.3) (б) и комбинации нелокальной с диагональной

связей (1.4) (в) для режима стоячей волны при 𝜎 = 0.2, 𝑃 = 30.

распределение их состояний подразумевало их принадлежность разным состо-

яниям равновесия. Наконец, при достаточно больших значения силы связи 𝜎,

кольцо связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо может демонстрировать ре-

жим бегущих волн в случаях нелокальной связи и нелокальной с диагональной

связи. Этот режим отличается от режима, наблюдаемого в области II, только1
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Рисунок 1.14. Пространственно-временные диаграммы амплитуд 𝑥𝑖(𝑡)

осцилляторов ФитцХью-Нагумо в случае нелокальной связи (1.2) (а),

отражающей связи (1.3) (б) и комбинации нелокальной с диагональной

связей (1.4) (в) для режима бегущей волны (а,в) и для когерентного режима

(б) при 𝜎 = 0.6, 𝑃 = 30.
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тем, что структуры движутся вдоль кольца с некоторой скоростью. В случае же

отражающей связи режим бегущих волн не наблюдается (рисунок 1.14, режимы

на рисунках 1.14,а,в соответствуют области III на рисунках 1.12,а,в). Это, скорее

всего, обусловлено тем, что осевая симметрия отражающей связи не допускает

существования бегущих волн. Таким образом, добавление диагональной связи

в кольцо осцилляторов ФитцХью-Нагумо качественно не изменяет поведение

ансамбля, также как и в случае кольца логистических отображений. Введение

же отражающей связи приводит к исчезновению бегущих волн и уменьшению

области существования стоячих волн (рисунок 1.12).

1.4.3 Кольцо связанных отображений Курбажа-Некоркина

Модель Курбажа-Некоркина, выбранная в качестве индивидуального эле-

мента одномерного ансамбля, представляет собой двумерное дискретное отоб-

ражение (𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑇 в системе (1.1)) и моделирует основные свойства нейро-

нов. В случае кольца связанных отображений Курбажа-Некоркина обозначения

в уравнении (1.1) имеют следующий вид:

F =

⎛⎝𝑥𝑖(𝑛) + 𝑥𝑖(𝑛)(𝑥𝑖(𝑛) − 𝛼)(1 − 𝑥𝑖(𝑛)) − 𝑦𝑖(𝑛) − 𝛽𝐻(𝑥𝑖(𝑛) − 𝑑)

𝑦𝑖(𝑛) + 𝜀(𝑥𝑖(𝑛) − 𝐽)

⎞⎠ ;

û𝑖 =

⎛⎝𝑥𝑖(𝑛+ 1)

𝑦𝑖(𝑛+ 1)

⎞⎠ ; S =

⎛⎝𝑥𝑗(𝑛) − 𝑥𝑖(𝑛)

0

⎞⎠ ; 𝐻(𝑥) =

⎧⎨⎩0, 𝑥 < 0,

1, 𝑥 ≥ 0.

(1.10)

Динамические переменные 𝑥𝑖(𝑛) являются быстрыми, а 𝑦𝑖(𝑛) – медленными.

Медленное изменение переменной 𝑦𝑖(𝑛) задается малым значением параметра

𝜀 ∈ [0.001, 0.005]. Слагаемое 𝐽 управляет уровнем деполяризации мембраны

(𝐽 < 𝑑). Параметры 𝛽 > 0 и 𝑑 > 0 определяют порог возбуждения взрывных

колебаний. Параметры индивидуального отображения фиксированы: 𝛼 = 0.27,

𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.003. Радиус связи 𝑃 = 200 во всех рассмат-
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риваемых случаях. В отсутствие связи, в отдельном элементе в выбранном ре-

жиме наблюдаются спайковые колебания, а взрывные колебания отсутствуют.

Данный режим выбран ввиду его простоты по сравнению с переключающимися

и взрывными колебаниями. Последние также могут представлять интерес, но

не рассматривались в рамках проведенных исследований. Начальные условия

выбирались случайными, равномерно распределенными в соответствующих ин-

тервалах: 𝑥𝑖(𝑛 = 0) ∈ [−0.2, 0.4], 𝑦𝑖(𝑛 = 0) ∈ [−0.02, 0.04]. Наблюдаемый режим

считался установившимся после 106 итераций. Общее время расчета составля-

ло 𝑇 = 106 + 500 итераций. Общее число элементов в кольце отображений

Курбажа-Некоркина было выбрано равным 𝑁 = 1000.

При очень слабой силе связи между элементами кольцо демонстрирует

нерегулярное поведение для любого из трех рассматриваемых типов топологии

связей. При увеличении до значения 𝜎 = 0.01 в системе для любой тополо-

гии наблюдается множество уединенных состояний, равномерно распределен-

ных по всему кольцу. Наконец, при достаточно больших значениях силы связи

(𝜎 ≥ 0.025 в случаях нелокальной и отражающей связей, 𝜎 ≥ 0.04 в случае

комбинации нелокальной с диагональной связей) кольцо демонстрирует режим

полной синхронизации. Все перечисленные режимы наблюдаются в исследуе-

мой системе вне зависимости от топологии связей, но переход от некогерентно-

сти к химерной структуре при этом осуществляется по-разному. В случаях нело-

кальной и отражающей типов связей с увеличением силы связи увеличивается

количество когерентных осцилляторов за счет расширения области когерент-

ности (на рисунке 1.15,а-в приведен результат только для случая отражающей

связи), а в случае комбинации нелокальной с диагональной связей происходит

резкий скачок от некогерентности к химерной структуре, сосуществующей с

уединенными состояниями (рисунок 1.15,г-е).

Таким образом, в рассмотренных в данном разделе ансамблях связанных

нелинейных осцилляторов изменение топологии межэлементной связи оказыва-

ет заметное влияние на пространственно-временную динамику систем. Кроме
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Рисунок 1.15. Пространственно-временные диаграммы амплитуд 𝑥𝑖(𝑛)

связанных отображений Курбажа-Некоркина при переходе от некогерентности

к когерентности в случае отражающей связи (1.3) при 𝑃 = 200 и 𝜎 = 0.0145

(а), 𝜎 = 0.015 (б), 𝜎 = 0.02 (в) и в случае комбинации нелокальной и

диагональной связей (1.4) при 𝑃 = 200 и 𝜎 = 0.03 (г), 𝜎 = 0.035 (д),

𝜎 = 0.0382 (е).

того, как показали исследования, реализация сложных структур и режимов

зависит как от вида топологии связи, так и от типа парциального элемента

ансамбля.

1.5 Влияние шума на химерные состояния разных типов

В данном разделе представлены результаты численного анализа влияния

шума различной интенсивности на пространственно-временные режимы в коль-
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це (1.1) в случае логистических отображений и модифицированных отображе-

ний Рикера в качестве парциальных элементов. Оба отображения демонстри-

руют сценарий Фейгенбаума перехода к хаосу при увеличении управляющего

параметра. Показаны различия между амплитудными и фазовыми химерами в

кольцах хаотических отображений при наличии шума и описаны особенности

динамики рассматриваемых ансамблей при увеличении интенсивности шума.

1.5.1 Модели и методы анализа устойчивости

В соответствии с уравнением (1.1) для кольца связанных логистических

отображений F(u𝑖) = 𝑓𝑙(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛼𝑥𝑖(𝑛)(1 − 𝑥𝑖(𝑛)), для ансамбля связанных

отображений Рикера F(u𝑖) = 𝑓𝑟(𝑥𝑖(𝑛)) = 𝛼 |𝑥𝑖(𝑛)|·exp(−𝑥𝑖(𝑛)). В обоих случаях

û𝑖 = 𝑥𝑖(𝑛+ 1); 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑇 , межэлементная связь вводится через функции

S = 𝑓(𝑥𝑗(𝑛)) − 𝑓(𝑥𝑖(𝑛)) и является нелокальной (1.2). Управляющий параметр

𝛼 задает локальную динамику индивидуального элемента и полагается равным

𝛼 = 3.8 для логистических отображений и 𝛼 = 18.3 для отображений Рикера.

Внешнее шумовое воздействие в уравнении (1.1) задается слагаемым

E =
√

2𝐷𝜉𝑖(𝑛) , где 𝜉𝑖(𝑛) – независимый источник шума с гауссовым распреде-

лением со следующими параметрами: ⟨𝜉𝑖(𝑛)⟩ ≡ 0, ⟨𝜉𝑖(𝑛)𝜉𝑗(𝑘)⟩ = 𝛿𝑖,𝑗𝛿(𝑛, 𝑘), где

скобки ⟨. . .⟩ обозначают среднестатистическое значение, 𝛿𝑖,𝑗 и 𝛿(𝑛, 𝑘) – дельта-

символы Кронекера. Интенсивность 𝐷 всех источников шума 𝜉𝑖(𝑛) выбирается

одинаковой. Количество элементов в ансамблях 𝑁 = 1000. Для всех прове-

денных численных экспериментов использовалось одна реализация случайно

распределенных начальных условий. Этот набор был получен с использовани-

ем генератора случайных чисел с равномерным распределением в интервале

[0, 1] для кольца логистических отображений и в интервале [−1, 1] для кольца

отображений Рикера. Поскольку все режимы, представляющие интерес в на-
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стоящей работе, наблюдаются в обоих системах при 𝑃 = 345, этот параметр

остается фиксированным для всех численных экспериментов.

Для определения типа динамики кольца в целом рассчитывается старший

показатель Ляпунова вдоль фазовой траектории исследуемой системы с шумом

по алгоритму Бенеттина [195,196].

В качестве статистической характеристики взаимного поведения сосед-

них осцилляторов используется распределение значений среднеквадратичного

отклонения, которое вычисляется следующим образом:

𝛿𝑖 =
⟨

(2𝑥𝑖(𝑛) − 𝑥𝑖−1(𝑛) − 𝑥𝑖+1(𝑛))2
⟩
, (1.11)

где угловые скобки означают усреднение по времени. Распределение 𝛿𝑖 позволя-

ет более точно идентифицировать наличие химерных структур и их типы. Для

более удобного сравнения распределений для различных режимов, значения 𝛿𝑖

могут быть нормированы на максимальное значение 𝛿𝑚.

1.5.2 Устойчивость химерных состояний разного типа

Рассмотрим устойчивость фазового химерного состояния в кольце нело-

кально связанных логистических отображений (рисунок 1.16,а) при фиксиро-

ванном значении параметра силы связи 𝜎 = 0.242 и при увеличении интенсивно-

сти шума 𝐷. При росте интенсивности шума до 𝐷 = 0.00007 значение старшего

показателя Ляпунова плавно увеличивается, затем несколько уменьшается для

𝐷 ∈ (0.00007, 0.0002) и нерегулярно переключается между отрицательными и

положительными значениями при 𝐷 > 0.0002. При положительных значени-

ях показателя Ляпунова фазовая траектория системы становится экспоненци-

ально неустойчивой, и осцилляторы кольца демонстрируют индуцированный

режим динамического хаоса.
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В результате исследований установлено, что режим фазовой химеры явля-

ется довольно устойчивым к внешнему шумовому воздействию: вид мгновенно-

го профиля амплитуд качественно сохраняется (на нем различимы когерентные

и некогерентные кластеры) вплоть до 𝐷 ∼ 0.0001 (рисунки 1.16,а,б), после чего

при 𝐷 > 0.0001 разрушается, и кольцо демонстрирует нерегулярное поведе-

ние в пространстве (рисунок 1.16,в). На рисунке 1.16,б флуктуации в середине

когерентного профиля очень похожи на флуктуации в некогерентном класте-

ре амплитудной химеры, но говорить о наличии амплитудной химеры сложно,

так как довольно сильные флуктуации наблюдаются во всех узлах кольца, и

отрицательное значение старшего показателя Ляпунова свидетельствует об от-

сутствии в кольце режима динамического хаоса.

Рассмотрим теперь влияние внешнего шумового воздействия на химеры

амплитудного типа на примере структуры при 𝜎 = 0.286 (рисунки 1.17,а,г).

Расчеты показали, что в этом случае старший показатель Ляпунова являет-

ся положительным при любых значениях интенсивности шума. Амплитудная

химера при 𝜎 = 0.286 в отсутствие шума стационарна, как минимум, в тече-

ние 105 итераций. При введении шума стационарность химеры сохраняется при

𝐷 ∈ [0, 10−5] (рисунки 1.17,б,д), после чего начальная структура разрушается1
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Рисунок 1.16. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖 при 𝐷 = 0

(а), 𝐷 = 0.0001 (б), 𝐷 = 0.00028 (в) для режима фазовой химеры в кольце

связанных логистических отображений при 𝜎 = 0.242 и 𝑃 = 345.



541

0
0.2

0.4

0.6

0.8

xi

1 400 800 i

(а)
1

0
10−6

10−4

10−2

1 400 800 i

δi
δm

(г)

1

0
0.2

0.4

0.6

0.8

xi

1 400 800 i

(б)
1

0
10−6

10−4

10−2

1 400 800 i

δi
δm

(д)

1

0
0.2

0.4

0.6

0.8

xi

1 400 800 i

(в)
1

0
10−6

10−4

10−2

1 400 800 i

δi
δm

(е)

Рисунок 1.17. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖 (а-в) и

распределения нормированных значений 𝛿𝑖/𝛿𝑚 (г-е) при 𝐷 = 0 (а,г),

𝐷 = 0.00001 (б,д), 𝐷 = 0.0004 (в,е) для режима амплитудной химеры в кольце

связанных логистических отображений при 𝜎 = 0.286 и 𝑃 = 345.

и при 𝐷 > 10−4 в системе наблюдается пространственно-некогерентный режим

(рисунки 1.17,в,е).

1.5.3 Индуцированный шумом переход от фазовой к

амплитудной химере

Переход от фазовой химеры к амплитудной возможно наблюдать как в

кольце логистических отображений, так и в кольце отображений Рикера. В

кольце логистических отображений режим фазовой химеры реализуется в от-

сутствие шума при 𝜎 = 0.258 и 𝑃 = 0.345 (рисунки 1.18,а,г). Структура, по-
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Рисунок 1.18. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖 (а-в) и

распределения нормированных значений 𝛿𝑖/𝛿𝑚 (г-е) при 𝐷 = 0 (а,г), 𝐷 = 10−6

(б,д), 𝐷 = 10−5 (в,е) для режима фазовой химеры в кольце связанных

логистических отображений при 𝜎 = 0.258 и 𝑃 = 345.

казанная на рисунке 1.18,а, включает два типа некогерентных кластеров. Два

из них (осцилляторы с номерами 𝑖 ∈ (250, 350) ∪ (500, 680)) характеризуются

тем, что отдельные их элементы демонстрируют 2-цикл, тогда как третий (ос-

цилляторы с номерами 𝑖 ∈ (1, 50) ∪ (850, 1000)) – цикл периода 4. Рассмотрим

эволюцию последнего некогерентного кластера при введении шума с увеличи-

вающейся интенсивностью.

Как видно из мгновенных профилей (рисунки 1.18,а,б) и соответствую-

щих распределений 𝛿𝑖/𝛿𝑚 (рисунки 1.18,г,д), количество некогерентных обла-

стей сохраняется и общий вид структуры устойчив к шуму. Такое поведение

наблюдается вплоть до 𝐷 ≈ 1, 4 · 10−6. При этом отрицательные значения

старшего показателя Ляпунова свидетельствует о сохранении периодической
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динамики отдельных элементов. Далее, при 𝐷 > 1, 4 · 10−6 некогерентная об-

ласть второго типа трансформируется в некогерентный кластер, характерный

для амплитудной химеры (рисунки 1.18,в,е). Наличие нерегулярности колеба-

ний во времени подтверждается положительным значением старшего показа-

теля Ляпунова. При переходе от фазовой химеры к амплитудной зависимость

среднеквадратичного отклонения качественно изменяется: на месте нерегуляр-

ных пиков возникает гладкая кривая с максимумом в середине некогерентной

области амплитудной химеры (рисунки 1.18,д,е).

Описанные выше структуры с двумя типами фазовых химерных состо-

яний также наблюдаются в ансамбле отображений Рикера. Аналогично опи-

санному выше сценарию, химеры фазового типа качественно сохраняются до

некоторого значения интенсивности 𝐷 < 10−5, но при 𝐷 > 10−4 заменяются

химерами амплитудного типа, когда старший показатель Ляпунова становится

положительным. Однако при промежуточных значениях 𝐷 ∈ (10−5, 10−4) воз-

можно наблюдение как зашумленных фазовых химер, так и нерегулярных в

пространстве и времени структур. При дальнейшем увеличении интенсивности

шума пространственно-временная структура становится полностью нерегуляр-

ной.

1.5.4 Индуцирование амплитудной химеры шумом

В ансамбле нелокально связанных отображений Рикера в отсутствие шу-

ма при значении силы связи 𝜎 = 0.274 возможно наблюдение фазовой химе-

ры при задании случайных начальных условий (рисунки 1.19,б,д). Рассмотрим

эволюцию этой структуры при введении шума различной интенсивности. Как

видно на приведенных на рисунке 1.19,б,д мгновенном профиле амплутуд и рас-

пределения значений 𝛿𝑖/𝛿𝑚, в середине когерентного кластера фазовой химеры

возникает нерегулярный кластер, похожий по статистической характеристике
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Рисунок 1.19. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖 (а-в) и

распределения нормированных значений 𝛿𝑖/𝛿𝑚 (г-е) при 𝐷 = 0 (б,д), 𝐷 = 10−2

(в,е), 𝐷 = 0.04 (г,ж) для случая индуцированной амплитудной химеры в

кольце связанных отображений Рикера при 𝜎 = 0.274 и 𝑃 = 345.

на нерегулярный кластер амплитудной химеры. Однако наблюдаемая ампли-

тудная химера отличается от обычных тем, что показатель Ляпунова остается

отрицательным: Λ ≈ −0.12 при 𝐷 = 0.02. При дальнейшем увеличении интен-

сивности шума показатель Ляпунова становится положительным, но первона-

чальная структура в целом размывается (рисунок 1.19,в), что подтверждается

расчетом соответствующей статистической характеристики (рисунок 1.19,е).
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1.5.5 Индуцированный переход от амплитудной к фазовой

химере

Исследования показали, что в ансамбле отображений Рикера возможен

переход от амплитудной к фазовой химере при увеличении интенсивности шу-

ма. Несмотря на то, что внешнее воздействие нерегулярно, система переходит

от более хаотической структуры (амплитудная химера) к менее хаотической

(фазовая химера). На рисунке 1.20 продемонстрирован такой переход для слу-

чая 𝜎 = 0.193. Распределения нормированных значений отклонения (рисун-

ки 1.20,г-е) показывают изменение характера поведения ансамбля в некогерент-1
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Рисунок 1.20. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖 (а-в) и

распределения нормированных значений 𝛿𝑖/𝛿𝑚 (г-е) при 𝐷 = 0 (а,г), 𝐷 = 0.001

(б,д), 𝐷 = 0.01 (в,е) для перехода от амплитудной химеры к химере фазового

типа в кольце связанных отображений Рикера при 𝜎 = 0.193 и 𝑃 = 345.
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ном кластере: на месте гладкого распределения (рисунки 1.20,а,г) возникают

нерегулярные выбросы, характеризующие некогерентную область фазовой хи-

меры (рисунок 1.20,е), которая отчетливо видна на слегка зашумленном про-

филе мгновенных амплитуд (рисунок 1.20,в).

Таким образом, расмотренные химерные состояния продемонстрировали

устойчивость к достаточно большому по интенсивности внешнему шумовому

некоррелированному в пространстве возмущению. В большинстве случаев воз-

действие шума приводит к увеличению нерегулярности в ансамбле: либо к по-

явлению амплитудной химеры вместо фазовой, либо к появлению амплитудной

химеры на месте гладкого профиля, либо к возникновению полностью неко-

герентных структур. Эти факты подтверждаются расчетом старшего показа-

теля Ляпунова. Но, как было показано в последнем случае, возможен также

переход от более хаотичной во времени амплитудной химеры к более периоди-

ческой во времени фазовой химере при увеличении интенсивности шума. Все

наблюдаемые в разделе структуры оставались стационарными на всем време-

ни наблюдения в численном эксперименте, но могут быть метастабильными и

измениться спустя довольно большое время (что удовлетворяет определению

химерных состояний).

1.6 Синхронизация химерных состояний в двух

связанных кольцах

В настоящем разделе представлены результаты исследования и сравни-

тельного анализа эффектов вынужденной и взаимной синхронизации в систе-

ме двух связанных колец логистических отображений в случаях диссипатив-

ной и инерционной связи между ансамблями. Исследуемая система связанных

ансамблей задается общим соотношением (1.5), в котором используются сле-
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дующие соотношения: û𝑘
𝑖 = 𝑥𝑘𝑖 (𝑛 + 1), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 ; F(u𝑘

𝑖 ) = 𝑓(𝑥𝑘𝑖 (𝑛)) =

𝛼𝑘𝑥𝑘𝑖 (𝑛)(1−𝑥𝑘𝑖 (𝑛)); S𝑘 = F(𝑥𝑘𝑗 (𝑛))−F(𝑥𝑘𝑖 (𝑛)), где 𝑘 = 1, 2 – номер слоя. Количе-

ство элементов в каждом кольце фиксировано и равно 𝑁 = 1000. Параметры 𝛼𝑘

задают динамику отдельных элементов в каждом слое. Связь между одномер-

ными ансамблями является локальной (𝑖-й элемент первого ансамбля (𝑥1𝑖 (𝑛))

связан с 𝑖-м элементом второго (𝑥2𝑖 (𝑛))) и может быть либо однонаправленной

при 𝛾12 = 𝛾, а 𝛾21 = 0 (для исследования эффекта вынужденной синхрониза-

ции), либо симметричной при 𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾 (для исследования эффекта взаим-

ной синхронизации). Система уравнений (1.5) решается численно для случая

периодических граничных условий и начальных условий 𝑥1,2𝑖 (0), случайно рас-

пределенных в интервале [0, 1]. Вначале, в отсутствие связи между ансамблями,

проводится расчет установившихся структур в течение 𝑇пер = 3.5 × 105 итера-

ций. При введении связи между кольцами время расчета составляет 𝑇 = 106

итераций.

Реализуемые пространственно-временные структуры иллюстрируются

графически с помощью пространственно-временных профилей для перемен-

ных 𝑥1𝑖 и 𝑥2𝑖 системы (1.5). В этом случае для каждого элемента ансамблей

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 на график выводятся первые 15 итераций после периода уста-

новления 𝑇пер.

Для характеристики степени синхронизации рассчитывалось среднеквад-

ратичное усредненное по времени отклонение (девиация) между симметричны-

ми элементами связанных ансамблей 𝑥1𝑖 и 𝑥2𝑖 :

𝛿𝑖 =

√︂⟨
(𝑥2𝑖 (𝑛) − 𝑥1𝑖 (𝑛))

2
⟩
. (1.12)

и среднеквадратичное отклонение, усредненное по времени и всем элементам 𝑖

ансамбля,

∆ =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑁(𝑇 + 1)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑇∑︁
𝑛=0

(𝑥2𝑖 (𝑛) − 𝑥1𝑖 (𝑛))
2 (1.13)
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В выражениях (1.12) и (1.13) 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 – время усреднения (𝑇 = 106

итераций) и 𝑁 – количество элементов в каждом ансамбле.

При полной синхронности пространственно-временных структур во вре-

мени значение 𝛿𝑖 обращается в ноль для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Случай, когда

𝛿𝑖 = 0 для конечной группы осцилляторов взаимодействующих ансамблей, от-

вечает кластерной синхронизации структуры. Данная характеристика также

показывает, какие кластеры элементов в пространстве ансамблей быстрее и эф-

фективнее синхронизируются при изменении коэффициента межслойной связи.

Расчет величины ∆ (1.13) позволяет в целом оценить степень синхронной ди-

намики взаимодействующих ансамблей.

Синхронизация идентичных ансамблей. Во-первых, интересен случай,

когда связанные ансамбли идентичны и отличаются только начальными состо-

яниями. Параметры несвязанных колец выбраны следующим образом: 𝛼1 =

𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320. В отсутствие межслойной связи после

периода установления 𝑇пер в первом кольце (𝑥1𝑖 ) сосуществуют некогерентные

кластеры амплитудной (осцилляторы 450 ≤ 𝑖 ≤ 550) и фазовой (осцилляторы

0 ≤ 𝑖 ≤ 10, 780 ≤ 𝑖 ≤ 800 и 980 ≤ 𝑖 ≤ 1000) химер (рисунок 1.21,а). Во вто-

ром кольце (𝑥2𝑖 ) реализуется режим фазовой химеры (кластеры осцилляторов

360 ≤ 𝑖 ≤ 380 и 800 ≤ 𝑖 ≤ 830) (рисунок 1.21,б).

Как показывают расчеты, в случае вынужденной синхронизации (однона-

правленная связь, первое кольцо (𝑥1𝑖 ) является управляющим, а второе кольцо

(𝑥2𝑖 ) – управляемым, 𝛾21 = 0, 𝛾12 = 𝛾) при увеличении силы однонаправленной

диссипативной связи первое кольцо начинает влиять на второе. В результате

пространственно-временная структура во втором кольце меняется и при 𝛾 > 0.2

становится идентичной химерной структуре в первом кольце (рисунки 1.22,а,б).

Таким образом, имеет место вынужденная синхронизация химерной структу-

ры в рассматриваемой системе связанных колец. Реализация данного эффекта

подтверждается расчетом зависимости среднеквадратичного отклонения (1.13)
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Рисунок 1.21. Пространственно-временные профили амплитуд для первого

(𝑥1𝑖 ) (a) и второго (𝑥2𝑖 ) (б) колец системы (1.5) в отсутствие межслойной связи

для различных реализаций случайных начальных условий. Параметры:

𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.1
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Рисунок 1.22. Пространственно-временные профили амплитуд для первого (а)

и второго (б) колец системы (1.5) в случае однонаправленной диссипативной

связи 𝛾 = 0.2, (в) зависимость среднеквадратичного отклонения (1.13) от 𝛾.

Параметры: 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.

от силы межслойной связи 𝛾 (рисунок 1.22,в). Из графика видно, что значе-

ния ∆ точно обращаются в ноль при 𝛾 > 0.2, что свидетельствует о полной

синхронности наблюдаемых структур в связанных ансамблях.

Случай однонаправленной инерционной межслойной связи характеризу-

ется отсутствием синхронизации и заметным усложнением структуры во вто-
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ром кольце. При этом значения среднеквадратичного отклонения ∆ > 0.22 при

изменении силы связи 𝛾 ∈ [0, 1].

При введении симметричной диссипативной связи относительно малой

интенсивности в ансамблях наблюдается эффект взаимной синхронизации

пространственно-временных структур. При этом установившийся в результате

взаимодействия синхронный режим может существенно отличаться от струк-

тур, реализующихся в ансамблях в отсутствие межслойной связи (сравни ри-

сунки 1.21,а,б и рисунки 1.23,а,б). Взаимосвязанные системы подстраиваются

друг под друга и демонстрируют некий промежуточный режим. В качестве

примера на рисунках 1.23,а,б, приведены пространственно-временные профили

синхронных структур в первом ансамбле (𝑥1𝑖 ) для двух различных значений

силы связи (во втором ансамбле (𝑥2𝑖 ) структуры визуально идентичны). Стоит

отметить, что с изменением коэффициента связи 𝛾 вид синхронных структур

в кольцах меняется. Однако при этом среднеквадратичное отклонение значе-

ний переменных взаимодействующих колец всегда строго равно нулю. Данный

факт иллюстрирует график зависимости ∆(𝛾), приведенный на рисунке 1.23,в,

из которого видно, что существует конечная область значений 𝛾 ∈ [0.1, 0.6], в1
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Рисунок 1.23. Пространственно-временные профили амплитуд для первого

кольца в случае взаимной диссипативной связи 𝛾 = 0.3 (а) и 𝛾 = 0.4 (б)

между слоями, (в) зависимость отклонения ∆ (1.13) от силы межслойной

связи 𝛾 (в). Параметры: 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.
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которой ∆ = 0 и, следовательно, имеет место взаимная синхронизация химер-

ных структур.

Также как и в случае однонаправленной связи, в случае взаимной инер-

ционной связи ансамбли не могут подстроиться друг к другу вне зависимости

от величины межслойной связи 𝛾. Установившиеся пространственно-временные

режимы в связанных кольцах отличаются от начальных структур и не совпа-

дают друг с другом (∆ > 0.14 для всех 𝛾 ∈ [0, 1]).

Синхронизация неидентичных ансамблей. При введении расстройки по

управляющим параметрам и силе нелокальной связи во взаимодействующих

ансамблях (1.5) (𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85 и 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15) в отсутствие межс-

лойной связи в первом кольце реализуется пространственно-временной режим,

включающий некогерентные кластеры амплитудной и фазовой химер (рису-

нок 1.24,а), а во втором – пространственно-временной хаос (рисунок 1.24,б).

При увеличении силы однонаправленной диссипативной межслойной свя-

зи 𝛾 > 0.3, при воздействии со стороны первого (управляющего) кольца на

второе (управляемое) кольцо, пространственно-временные структуры в обоих

кольцах становятся практически идентичными (сравни рисунок 1.24,а и рису-

нок 1.25,а). Из рисунка 1.25 видно, что реализуется эффект вынужденной син-1
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Рисунок 1.24. Пространственно-временные профили амплитуд для первого (а)

и второго (б) колец системы (1.5) в отсутствие межслойной связи. Параметры:

𝛼1 = 3.7 (а) и второго при 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.
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Рисунок 1.25. Пространственно-временной профиль амплитуд для второго

кольца при 𝛾 = 0.2 (а), распределение значений 𝛿𝑖 (1.12) для нескольких

значений 𝛾 (б), зависимость ∆(𝛾) (в) для системы (1.5) в случае

однонаправленной диссипативной связи. Параметры: 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85,

𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.

хронизации химерной структуры. Из распределений значений среднеквадра-

тичного по времени отклонения 𝛿𝑖, приведенных на рисунке 1.25,б следует, что

некогерентные кластеры химерной структуры по-разному реагируют на увели-

чение силы межслойной связи. Так, например, при 𝛾 = 0.15 элементы, при-

надлежащие кластеру некогерентности амплитудной химеры (𝑖 ∈ [420 : 500]) и

находящиеся в близкой окрестности к нему, слабее поддаются синхронизации,

для них значения 𝛿𝑖 > 0.06. Практически одинаковую степень синхронности и

малые значения 𝛿𝑖 при увеличении силы связи демонстрируют элементы неко-

герентных кластеров фазовой химеры и осцилляторы в когерентной области.

Однако стоит заметить, что, начиная с 𝛾 ≥ 0.3, элементам некогерентного кла-

стера амплитудной химеры и ее окрестности соответствуют существенно мень-

шие значения 𝛿𝑖 по сравнению с другими элементами системы.

Для количественного обоснования эффекта вынужденной синхронизации

на рисунке 1.25,в приведен график зависимости ∆(𝛾). Из рисунка видно, что

данная величина не обращается строго в ноль ни для одного значения 𝛾. Для

𝛾 > 0.2, значения ∆ уменьшаются плавно и незначительно, достигая своего ми-
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нимума ∆ = 0.0098 при 𝛾 = 1. Следовательно, в случае сильно неидентичных

ансамблей имеет место так называемая эффективная вынужденная синхрони-

зация пространственно-временных структур.

Динамика исследуемой системы в случае однонаправленной инерционной

связи между ансамблями отличается от рассмотренного случая диссипатив-

ной связи. С усилением межслойной связи структура второго ансамбля хотя

и упорядочивается по сравнению с начальным распределением (сравни рису-

нок 1.24,б и рисунок 1.26,а), но существенно отличается от структуры в первом

кольце (сравни рисунок 1.24,а и рисунок 1.26,а). Как видно из рисунка 1.26,б,

значения 𝛿𝑖 для всех элементов ансамбля принимают довольно большие значе-

ния, что свидетельствует об отсутствии даже кластерной синхронизации. Рас-

четы зависимости ∆(𝛾) (рисунок 1.26,в), также отражают факт невозможности

реализовать эффект вынужденной синхронизации химерной структуры в слу-

чае инерционного типа связи между ансамблями.

При наличии взаимной диссипативной связи пространственно-временные

структуры во взаимодействующих неидентичных ансамблях видоизменяются,

и при 𝛾 = 0.1 происходит синхронизация химерных структур. В качестве иллю-1
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Рисунок 1.26. Пространственно-временной профиль амплитуд 𝑥2𝑖 при 𝛾 = 0.12

(а), распределения значений 𝛿𝑖 для нескольких значений 𝛾 (б), зависимость

∆(𝛾) (в) для системы (1.5) в случае однонаправленной инерционной связи.

Параметры: 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.
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страции на рисунке 1.27 показаны пространственно-временные профили перво-

го кольца (для второго они аналогичны и значение ∆, близкое к 0, свидетель-

ствует о наличии взаимной синхронизации) для двух значений силы межслой-

ной связи. Профили реализуемых во взаимосвязанных ансамблях структур су-

щественно изменяются при увеличении силы связи, но остаются синхронными.

В силу неидентичности взаимодействующих ансамблей величина ∆ не может

быть строго равной нулю, но, если в качестве критерия взаимной синхронизации

принять выполнение условия ∆ < 0.02, то можно выделить конечную область

значений параметра связи 𝛾 ∈ [0.1, 0.6], отвечающую конечной области эффек-

тивной взаимной синхронизации. Проведенные расчеты показали, что в случае

взаимной инерционной связи между неидентичными ансамблями достичь вза-

имной синхронизации не удается, как и во всех рассмотренных в данном разделе

случаях с инерционной связью. Пространственно-временные профили первого

и второго колец сильно отличаются друг от друга для любых значений межс-

лойной связи 𝛾.

Таким образом, эффекты вынужденной и взаимной синхронизации

пространственно-временных структур, включая химерные, в двух связанных

ансамблях хаотических отображений довольно легко реализуются при дисси-1
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Рисунок 1.27. Пространственно-временные профили амплитуд для 𝛾 = 0.2 (а);

𝛾 = 0.5 (б) для системы (1.5) в случае взаимной диссипативной связи. Другие

параметры: 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑃 1 = 𝑃 2 = 320.
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пативной межслойной связи. При этом в случае идентичных ансамблей наблю-

дается явление полной синхронизации (значения среднеквадратичного откло-

нения по времени и элементам ансамбля близки к нулю). В случае неидентич-

ных ансамблей имеет место эффективная синхронизация с заданной точностью

(значения статистических характеристик не равны нулю, что объясняется нали-

чием расстройки по параметрам взаимодействующих ансамблей). При наличии

инерционной межслойной связи как между идентичными, так и неидентичными

ансамблями эффектов вынужденной и взаимной синхронизации достичь прак-

тически не удается.

1.7 Выводы по первой главе

В данной главе представлены результаты численного моделирования ди-

намики колец нелокально связанных осцилляторов различного типа (1.1). В

качестве парциальных элементов были рассмотрены генератор с инерционной

нелинейностью Анищенко-Астахова, логистическое отображение и отображе-

ние Рикера, осциллятор ФитцХью-Нагумо, отображение Курбажа-Некоркина.

На основании проведенных исследований можно сформулировать следующие

основные выводы:

1. Обнаружены химерные состояния как на основе стоячей волны, так и

новые амплитудные химерные состояния на основе бегущей волны в

кольце нелокально связанных генераторов с инерционной нелинейностью

Анищенко-Астахова. Несмотря на движение бегущей волны вдоль кольца

некогерентный кластер химерной структуры остается неподвижным.

2. Показано, что в кольце осцилляторов Анищенко-Астахова с нелокальной

связью имеет место сосуществование амплитудных и фазовых химерных

состояний, реализация которых зависит от выбора начальных условий.
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Проведено сравнение поведения осцилляторов некогерентного кластера в

обоих случаях на проекциях фазовых портретов хаотических аттракто-

ров. Показано, что в случае амплитудной химеры осцилляторы когерент-

ных и некогерентных кластеров располагаются на одном и том же обороте

двухленточного хаотического аттрактора, различие состоит только в рас-

положении мгновенных состояний друг относительно друга. Осцилляторы

некогерентного кластера фазовой химеры распределены случайным обра-

зом на различных витках двухобходной ленты аттрактора.

3. Впервые установлено, что при нелокальной и комбинации нелокальной с

диагональной связях и при вариации параметра нелокальности в кольце

связанных логистических отображений изменяется число областей некоге-

рентности. В частности, при добавлении диагональной связи к нелокальной

количество некогерентных кластеров удваивается. В случае отражающей

связи длина волны структуры в пространстве неизменна ввиду особого ти-

па симметрии кольца.

4. В кольце связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо от топологии связей

зависит длина волны наблюдаемого в пространстве волнового процесса в

случае нелокальной и в случае диагональной и нелокальной связей. В слу-

чае отражающей связи, кроме тривиальных случаев, наблюдаются только

стоячие волны, тогда как в остальных случаях возможно наблюдение бе-

гущих волн.

5. В кольце отображений Курбажа-Некоркина тип топологии связей влияет

на характер перехода от некогерентности к когерентности. Установлено,

что в случае нелокальной и отражающей типов связи на пространственно-

волновой структуре постепенно уменьшается количество уединенных со-

стояний, тогда как в случае комбинации нелокальной и диагональной свя-
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зи происходит резкое уменьшение количества уединенных состояний при

образовании волны в пространстве.

6. Показано, что амплитудные и фазовые структуры в кольцах логистиче-

ских отображений и отображений Рикера устойчивы к шуму достаточно

большой интенсивности и стационарны на достаточно большом времени в

численном эксперименте. Шум большей интенсивности может приводить

к переходам между фазовыми и амплитудными химерами и к возникнове-

нию новых нерегулярных кластеров.

7. Установлено, что в случае диссипативного характера связи между дву-

мя связанными ансамблями хаотических осцилляторов имеет место пол-

ная вынужденная и взаимная синхронизация пространственно-временных

структур, включая химерные, для идентичных ансамблей и эффективная

(с заданной точностью) синхронизация для случая неидентичных ансам-

блей. Введение инерционной связи как между идентичными, так и неиден-

тичными ансамблями препятствует достижению синхронной динамики во

взаимодействующих системах.
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Глава 2. Спиральные и концентрические волны

в двумерных ансамблях

2.1 Введение

Исследования двумерных автоволновых структур в математических мо-

делях, которым посвящена вторая глава диссертационной работы, являются

одним из самых актуальных направлений в нелинейной динамике уже более

50 лет [4–6, 53, 66, 69, 197–211], но при этом остаются востребованными по на-

стоящее время [51,112–114,212–218]. Автоволновые процессы представляют со-

бой самоподдерживающиеся волны, конфигурация которых не изменяется при

небольшом изменении начальных и граничных условий. В последние годы ин-

терес к автоволновым структурам резко возрос в связи с открытием химерных

состояний на основе спиральных волн [112, 116, 117, 119–121, 123, 124, 126, 213,

214, 219–223]. Однако остаются не до конца исследованными механизм возник-

новения спирально-волновых химерных структур и возможность реализации

другого типа автоволн – концентрических волн и химерных состояний на их

основе в двумерных моделях (решетках) нелинейных осцилляторов.

Во второй главе диссертационной работы приводятся результаты числен-

ного исследования динамики решеток генераторов ван дер Поля, осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо, дискретных моделей нейрона – отображений Курбажа-

Некоркина и Рулькова. Показано, что нелокальный характер связи между эле-

ментами приводит к возникновению спирально-волновых химерных структур,

которые характеризуются сосуществованием в пространстве системы когерент-

ной области (волны) и ядра некогерентности, формирующегося в центре враще-

ния волны. На примере решетки генераторов ван дер Поля проанализировано
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влияние управляющих параметров индивидуальных элементов и параметров

связи на форму, размер и характеристики волновых структур. Показано, что

при довольно большом диапазоне нелокальной связи в решетке реализуются

концентрические волны и концентрические волновые химеры, которые впер-

вые обнаружены и описаны в данной диссертационной работе. Выявлены меха-

низмы возникновения режимов волновых химер и проведен детальный сравни-

тельный анализ динамики осцилляторов в ядрах некогерентности спиральной

и концентрической химерных структур.

Результаты численных исследований, представленные во второй главе,

опубликованы в работах [126,173–176,179].

2.2 Модель решетки связанных осцилляторов

Динамика решетки 𝑁×𝑁 связанных осцилляторов в общем виде задается

следующим уравнением:

û𝑖,𝑗 = F(u𝑖,𝑗) +
𝜎

𝐵𝑖,𝑗

∑︁
𝑚,𝑔

S(u𝑚,𝑔,u𝑖,𝑗) + E𝑖,𝑗, (2.1)

где u𝑖,𝑗 представляют собой вектора динамических переменных состояния от-

дельных осцилляторов решетки с номерами 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 и 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;

𝑁×𝑁 – общее количество элементов в ансамбле. û𝑖,𝑗 – операторы эволюции этих

осцилляторов, которые задаются производными (û𝑖,𝑗 = u̇𝑖,𝑗) для динамических

систем с непрерывным временем 𝑡 ∈ [0 : 𝑇 ], и итерационными соотношениями

(û𝑖,𝑗 = u𝑖,𝑗(𝑛 + 1)) в случае систем с дискретным временем 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 , в

обоих случаях 𝑇 – это время, на котором проводится наблюдение поведения

системы. Все осцилляторы в сети идентичны (задаются одним и тем же опера-

тором F), их динамика определяется одинаковыми значениями управляющих

параметров в функциях оператора F. Во второй главе в качестве парциальных

осцилляторов выбираются генераторы ван дер Поля, осцилляторы ФитцХью-
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Нагумо, модели Курбажа-Некоркина, отображения Рулькова. В случае связан-

ных отображений для связи может использоваться значение переменной на сле-

дующем шаге, тогда F1, F2, . . . ,F𝑣 (𝑣 – количество независимых переменных

в отдельном осцилляторе) отвечают соответствующим функциям векторного

оператора F.

Второе слагаемое в (2.1) задает связь элементов в кольце между собой. Все

связи предполагаются симметричными и определяются с помощью векторного

оператора S. Параметр 𝐵𝑖,𝑗 равен количеству ненулевых связей, соответствую-

щих элементу с номером (𝑖, 𝑗).

Индексы (𝑚, 𝑔) определяют связи между элементами решетки, которые в

случае нелокальной связи принимают следующие значения:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
max(1, 𝑖− 𝑃 ) ≤ 𝑚 ≤ min(𝑁, 𝑖+ 𝑃 )

max(1, 𝑗 − 𝑃 ) ≤ 𝑔 ≤ min(𝑁, 𝑗 + 𝑃 ),

𝑚 ̸= 𝑖, если 𝑔 = 𝑖,

(2.2)

где 𝑃 – параметр, определяющий степень нелокальности связей в ансамбле. Со-

отношения (2.2) задают открытые (no-flux) граничные условия. Пример связей

для одного из элементов из середины решетки при 𝑃 = 2 приведен на рисун-

ке 2.1.

Рисунок 2.1. Способ задания связи одного из элементов решетки (𝑖, 𝑗)

(красный круг) в случае нелокальной связи при 𝑃 = 2. Зеленым цветом

отмечены элементы, с которыми связан выбранный осциллятор.
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Внешнее воздействие E𝑖,𝑗 полагается равным нулю, если не введено дру-

гого определения.

Решетка связанных генераторов ван дер Поля. В случае решетки свя-

занных генераторов ван дер Поля в уравнении (2.1)

û𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥̇𝑖,𝑗
𝑦̇𝑖,𝑗

⎞⎠ ; F =

⎛⎝ 𝑦𝑖,𝑗

𝜀(1 − 𝑥2𝑖,𝑗)𝑦𝑖,𝑗 − 𝜔2𝑥𝑖,𝑗

⎞⎠ ; S =

⎛⎝𝑥𝑚,𝑔 − 𝑥𝑖,𝑗

0

⎞⎠ ; (2.3)

Здесь 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖,𝑗(𝑡) и 𝑦𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) – безразмерные динамические переменные,

задающие состояние отдельного генератора ван дер Поля с индексами (𝑖, 𝑗),

𝜀 и 𝜔 – параметры возбуждения и собственной частоты, соответственно. При

𝜀 = 0 генератор ван дер Поля вырождается в линейный осциллятор без зату-

хания. При увеличении 𝜀 > 0 колебания отдельного генератора ван дер Поля

становятся все меньше похожими на гармонические. Так при 𝜀 ∼ 1 они еще

достаточно близки к гармоническим, а при 𝜀 > 2 являются сильно релакса-

ционными. Связь между генераторами вводится в первое уравнение системы с

силой связи 𝜎. Время 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] является непрерывным.

Решетка связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо. Модель нейро-

на ФитцХью-Нагумо, также как и генератор ван дер Поля, способна демон-

стрировать релаксационные колебания и, следовательно, в решетке таких ос-

цилляторов могут возникать спиральные волны. Двумерная решетка нейронов

ФитцХью-Нагумо задается следующими соотношениями в (2.1):

û𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥̇𝑖,𝑗
𝑦̇𝑖,𝑗

⎞⎠ ; F =

⎛⎝(𝑥𝑖,𝑗 − 𝛼𝑥3𝑖,𝑗 − 𝑦)/𝜀

𝛾𝑥𝑖,𝑗 − 𝑦 + 𝛽

⎞⎠ ; S =

⎛⎝𝑥𝑚,𝑔 − 𝑥𝑖,𝑗

0

⎞⎠ ; (2.4)

Здесь 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖,𝑗(𝑡) и 𝑦𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) – безразмерные динамические перемен-

ные, определяющие, соответственно, быструю функцию активации и медлен-

ную функцию ингибитора в отдельном нейроне ФитцХью-Нагумо с индексами

(𝑖, 𝑗), время 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] является непрерывным, 𝜀, 𝛾 и 𝛽 – параметры индивидуаль-

ного осциллятора ФитцХью-Нагумо, подробное описание которых приведено в

разделе 1.4.2). Связь вводится в первое уравнение системы с силой связи 𝜎.
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Решетка связанных отображений Курбажа-Некоркина. Модель ней-

рона Курбажа-Некоркина рассматривается в настоящей работе наряду с ге-

нератором ван дер Поля и осциллятором ФитцХью-Нагумо для демонстрации

общности полученных результатов. Двумерная решетка отображений Курбажа-

Некоркина задается следующими соотношениями в (2.1):

û𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

𝑦𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

⎞⎠ ; S =

⎛⎝F1(𝑥𝑚,𝑔(𝑛), 𝑦𝑚,𝑔(𝑛)) − F1(𝑥𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑖,𝑗(𝑛))

0

⎞⎠ ;

F =

⎛⎝𝑥𝑖,𝑗(𝑛) + 𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛)) − 𝑦𝑖,𝑗(𝑛) − 𝛽𝐻(𝑥𝑖,𝑗(𝑛) − 𝑑)

𝑦𝑖,𝑗(𝑛) + 𝜀(𝑥𝑖,𝑗(𝑛) − 𝐽)

⎞⎠ .

(2.5)

Здесь 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) является переменной, описывающей потенциал мембраны ней-

рона, а 𝑦𝑖,𝑗(𝑛) относится к коммулятивному току через эту мембрану, время

𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 является дискретным. Функции 𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛)) и 𝐻(𝑥𝑖,𝑗(𝑛) − 𝑑) опре-

деляются следующим образом:

𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛)) = 𝑥𝑖,𝑗(𝑛)(𝑥𝑖,𝑗(𝑛) − 𝑎)(1 − 𝑥𝑖,𝑗(𝑛)), 0 < 𝑎 < 1,

𝐻(𝑥𝑖,𝑗(𝑛)) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, при 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) > 0,

0, при 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) ≤ 0.

(2.6)

Параметр 𝜀 > 0 определяет характерный временной масштаб колебаний пере-

менной 𝑦(𝑛), параметр 𝐽 управляет уровнем деполяризации мембраны (𝐽 < 𝑑),

параметры 𝛽 > 0 и 𝑑 > 0 определяют порог возбуждения взрывных колебаний.

Параметры отдельных отображений подробно описаны в разделе 1.4.3.

Решетка связанных отображений Рулькова. В работе рассматривается

еще одна модель решетки, состоящая из нелокально связанных отображений

Рулькова. Данная система является первой дискретной моделью нейрона [22].

Согласно системе (2.1) решетка моделей Рулькова задается следующими соот-
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ношениями:

û𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

𝑦𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

⎞⎠ ; F =

⎛⎝ 𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑖,𝑗(𝑛))

𝑦𝑖,𝑗(𝑛) − 𝜇(𝑥𝑖,𝑗(𝑛) + 1) + 𝜇𝛾

⎞⎠ ;

S =

⎛⎝ 0

F2(𝑥𝑚,𝑔(𝑛), 𝑦𝑚,𝑔(𝑛)) − F2(𝑥𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑖,𝑗(𝑛))

⎞⎠ .

(2.7)

Здесь 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) и 𝑦𝑖,𝑗(𝑛) – независимые переменные, время 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 является

дискретным. Функция 𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑖,𝑗(𝑛)) определяется следующим образом:

𝑓(𝑥𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑖,𝑗(𝑛)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼/(1 − 𝑥𝑖,𝑗(𝑛)) + 𝑦𝑖,𝑗(𝑛), при 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) ≤ 0,

𝛼 + 𝑦𝑖,𝑗(𝑛), при 0 < 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) < 𝛼 + 𝑦𝑖,𝑗(𝑛),

−1, при 𝑥𝑖,𝑗(𝑛) ≥ 𝛼 + 𝑦𝑖,𝑗(𝑛).

(2.8)

Параметр 𝜇 = 0.001 определяет медленное изменение переменной 𝑦𝑖,𝑗(𝑛) и фик-

сирован для всех расчетов. Параметры 𝛾 и 𝛼 управляют частотой генерации

спайков в отдельном отображении Рулькова. При 𝛼 . −4𝛾+ 4 генерации спай-

ков не наблюдается, что соответствует режиму «молчания» нейрона. При 𝛼 > 4

и |𝛾| . 0.25𝛼−1 отдельное отображение моделирует взрывные колебания, а при

достаточно больших значениях 𝛾 реализует релаксационные колебания с равно-

мерной частотой генерации спайков. При этом, увеличение 𝛾 приводит к росту

частоты колебаний.

Локальный показатель чувствительности. Для исследования локальной

динамики осцилляторов в кластерах с различающимся поведением используют-

ся значения проекций вектора линейного возмущения. Система (2.1) состоит из

𝑁 2 элементов с 𝑣 переменными в каждом осцилляторе. Таким образом, общее

фазовой пространство ансамбля состоит из 𝑣𝑁 2 независимых динамических пе-

ременных. Вектор линейного возмущения 𝜉(𝑡), используемый для вычисления

старшего показателя Ляпунова, также содержит 𝑣𝑁 2 переменных возмущения

и может быть представлен в виде проекций 𝜉(𝑡) =
(︀
𝜉1,1(𝑡), . . . , 𝜉𝑁,𝑁(𝑡)

)︀
, где

каждая проекция 𝜉𝑖,𝑗(𝑡) ∈ R2, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} – проекции вектора возму-
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щений на подпространства соответствующих осцилляторов с индексами (𝑖, 𝑗).

В начальный момент времени возмущение 𝜉(𝑡0) =
(︀
𝜉1,1(𝑡0), . . . , 𝜉𝑁,𝑁(𝑡0)

)︀
по-

лагается однородным по осцилляторам. Тогда проекции вектора возмущения

Ляпунова на отдельный осциллятор на конечном времени 𝜏 определяются сле-

дующим образом:

Λ𝑖,𝑗(𝑡0, 𝜏) :=
1

𝜏
ln

‖𝜉𝑖,𝑗(𝑡0 + 𝜏)‖
‖𝜉𝑖,𝑗(𝑡0)‖

=
1

𝜏
ln
√
𝑁
‖𝜉𝑖,𝑗(𝑡0 + 𝜏)‖

‖𝜉(𝑡0)‖
, (2.9)

где последнее равенство следует из того, что возмущение однородно (𝜉𝑖,𝑗(𝑡0) =

𝜉1,1(𝑡0)) и, следовательно, ‖𝜉(𝑡0)‖ =
√
𝑁‖𝜉1,1(𝑡0)‖. Индекс локальной чувстви-

тельности (2.9) позволяет количественно сравнить чувствительности осцилля-

торов из различных кластеров к внешнему возмущению. Подробное описание

методы расчета индекса приведено в работе [56]. В пределе 𝑇 → ∞ индекс ло-

кальной чувствительности Λ𝑖,𝑗 сходится к значению старшего показателя Ля-

пунова:

lim sup
𝑇→∞

Λ𝑖,𝑗(𝑡0, 𝑇 ) = 𝜆1. (2.10)

Однако он может сходиться с максимальному показателю Ляпунова очень мед-

ленно в ансамблях, в которых наблюдаются кластеры с различающейся ди-

намикой. С помощью описанной характеристики возможно выделить области

с наибольшей чувствительностью в ансамбле, что может быть полезным при

управлении пространственно-временной динамикой. Важно отметить, что по-

ложительные значения Λ𝑖,𝑗 не говорят обязательно о хаотической динамике в

осцилляторе с индексами (𝑖, 𝑗), также как и отрицательные значения не соот-

ветствуют ее отсутствию, в отличие от показателей Ляпунова. По этой причине

индекс локальной чувствительности подходит только для сравнения динами-

ки разных осцилляторов в одной пространственно-временной структуре между

собой, а не для сравнения динамики отдельных осцилляторов в различных ре-

жимах.

Характеристики взаимного поведения элементов решетки. Для ко-

личественной оценки когерентности соседних элементов ансамбля вычисляется
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корень среднеквадратичной девиации по формуле:

𝑑𝑖,𝑗 =
√︀

⟨(𝑥𝑖,𝑗 − 𝑥𝑖+1,𝑗+1)2⟩ , (2.11)

где 𝑑𝑖,𝑗 = 0, если поведение осцилляторов 𝑥𝑖,𝑗 и 𝑥𝑖+1,𝑗+1 идентично, а бо́льшие

значения 𝑑𝑖,𝑗 отвечают бо́льшим отличиям в поведении этих осцилляторов. Так

как для химерных структур в когерентной области полная синхронизация коле-

баний недостижима, выбирается некоторое небольшое пороговое значение 𝑑п
𝑖,𝑗,

определяющее наличие эффективной синхронизации соседних элементов при

𝑑𝑖,𝑗 < 𝑑п
𝑖,𝑗.

Для демонстрации когерентных и некогерентных областей в одномерных

сечениях двумерных пространственно-временных структур используется рас-

пределение коэффициентов корреляций 𝑅𝑖,𝑗0 [92, 93], определяемое следующим

соотношением:

𝑅𝑖,𝑗0 =
⟨𝑥̃𝑖,𝑗0𝑥̃0,𝑗0⟩√︁
⟨𝑥̃2𝑖,𝑗0⟩⟨𝑥̃20,𝑗0⟩

, 𝑥̃𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖,𝑗 − ⟨𝑥𝑖,𝑗⟩, (2.12)

где 𝑗0 для распределения фиксировано и определяет сечение двумерной ре-

шетки. Распределение (2.12) вычисляется относительно колебаний элемента с

индексами (𝑖 = 0, 𝑗 = 𝑗0) и медленно спадает с удалением от этого элемента

в когерентной области. В некогерентной области распределение (2.12) являет-

ся наиболее близким к нулю для некоторых осцилляторов и характеризуется

нерегулярностью.

2.3 Двумерные структуры в случае локальной связи

В случае локальной связи в двумерных решетках динамических систем

возможна реализация спиральных и концентрических волновых структур. При

этом возможно наблюдение эффекта мультистабильности, когда в зависимо-
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сти от начальных условий, при одних и тех же значениях параметров системы

возникают различные типы волновых структур.

2.3.1 Волновые структуры в решетке генераторов

ван дер Поля

В случае локальной связи (𝑃 = 1) при 𝜎 = 0.7 в системе (2.3) с использо-

ванием случайных начальных условий, равномерно распределенных в интерва-

ле (𝑥0𝑖,𝑗, 𝑦0𝑖,𝑗 ∈ [−0.9, 0.9]), возможно получение как спиральных, так и концен-

трических волновых структур. На рисунке 2.2 приведена диаграмма режимов

в решетке (2.3), построенная на плоскости управляющих параметров (𝜔, 𝜀). На

диаграмме хорошо различимы области, соответствующие 4-м режимам совмест-

ного поведения элементов решетки. Наибольшие области соответствуют режи-

мам спиральных волн (III) и некогерентности (I). Спиральные волны реали-

зуются преимущественно при меньших значениях параметра 𝜀, при больших

значениях этого параметра возможно наблюдение только некогерентных режи-
1

1.5

1.8

2.1

2.4

2.7

ε

0.05 0.4 0.75 1.1 1.45 1.8 2.15 ω

I

II

III

IV

Рисунок 2.2. Диаграмма режимов в решетке локально связанных генераторов

ван дер Поля (2.3) на плоскости параметров (𝜔, 𝜀). Область III (зеленый цвет)

соответствует спиральным волнам, область IV (красный цвет) –

концентрическим волнам; синхронный режим реализуется в области II

(голубой цвет) и режим некогерентности – в области I (серый цвет).
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мов. Концентрические волны (IV) возникают только для достаточно больших

значений параметров 𝜔 и 𝜀 (красная область на рисунке 2.2). Синхронная ди-

намика всех элементов сети наблюдается в достаточно узкой области (голубая

область на рисунке 2.2) для средних значений 𝜀 и достаточно больших зна-

чений 𝜔. Также для некоторых отдельных значений параметров 𝜔 и 𝜀 были

обнаружены режимы сосуществования спиральных и концентрических волн.

Для наблюдения за влиянием параметра 𝜀 на спирально-волновой режим

значение параметра 𝜔 = 0.9 фиксируется. На рисунке 2.3 приведены мгно-

венные пространственные профили амплитуд переменной 𝑥𝑖,𝑗 для трех увели-

чивающихся значений 𝜀 = 0.5, 1.5, 2.15. Как следует из рисунка, параметр 𝜀

управляет длиной волны спиральной структуры: с увеличением его значения

длина волны уменьшается. Дальнейшее увеличение параметра 𝜀 > 2.2 ведет к

разрушению спиральной волны и к переходу ансамбля в режим некогерентных

в пространстве колебаний.

В режимах спиральных волн волновой фронт вращается вокруг некото-

рого центра в пространстве решетки. Представляется интересной динамика от-

дельных элементов в центре спиральной волны. В качестве примера проведено

исследование спирально-волнового режима при 𝜎 = 0.9, 𝜔 = 2.5, 𝜀 = 2.1. В слу-1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-2

-1

0

1

xi,j

j

(а)

1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-2

-1

0

1

xi,j

j

(б)

1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-2

-1

0

1

xi,j

j

(в)

Рисунок 2.3. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 для

режимов спиральных волн при 𝜀 = 0.5 (а), 𝜀 = 1.5 (б), 𝜀 = 2.15 (в) для

системы (2.3) в случае локальной связи (𝑃 = 1) при 𝜎 = 0.7, 𝜔 = 0.9.
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чае локальной связи (рисунок 2.4,а) в решетке осцилляторов ван дер Поля (2.3)

поведение элемента в центре спиральной волны отличается от поведения осталь-

ных, о чем свидетельствуют проекции фазовых портретов соответствующих ос-

цилляторов, приведенные на рисунке 2.4,б. Этот факт также подтверждается

тем, что значение частоты Райса

𝑓𝑅𝑖,𝑗 ≈ ⟨𝑓⟩ =
𝑀𝑖,𝑗

𝑇
, (2.13)

используемой для вычисления частоты регулярных и нерегулярных колеба-

ний, несколько выше для центрального элемента (рисунок 2.4,в). Величина 𝑀𝑖,𝑗

в (2.13) обозначает число пересечений траекторией выбранного уровня за вре-1
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Рисунок 2.4. Мгновенный пространственный профиль амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 (а);

фазовые портреты для осцилляторов из когерентной области (𝑖 = 40, 𝑗 = 40,

черная линия) и из центра волны (𝑖 = 51, 𝑗 = 52, зелёная линия) (б);

распределение частот осцилляторов (в) и индексов локальной

чувствительности (2.9) (г) для системы (2.3) в случае локальной связи (𝑃 = 1)

при 𝜎 = 0.9, 𝜔 = 2.5, 𝜀 = 2.1.
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мя 𝑇 . При этом поведение всей решетки в целом является периодическим или

квазипериодическим (старший показатель Ляпунова 𝜆1 = 0.000 ± 0.0005). Для

управления поведением сложного ансамбля важно выделить наиболее чувстви-

тельные части решетки для выбора области приложения внешнего воздействия.

Распределение значений индекса локальной чувствительности на рисунке 2.4,г

показывает, что чувствительность осциллятора в центре спиральной волны яв-

ляется наибольшей по сравнению с осцилляторами в остальной части решетки.

Изменение параметра 𝜀 оказывает аналогичное влияние и на концентри-

ческие волны в ансамбле (2.3). Как показано на рисунке 2.5, при плавном уве-

личении параметра 𝜀 и при фиксированных 𝜎 = 0.7, 𝜔 = 0.9 и 𝑃 = 1, длина

волны уменьшается, как и в случае спиральных режимов (рисунок 2.3). При

дальнейшем увеличении параметра 𝜀 > 2.4 концентрическая волна разрушает-

ся.

Численные исследования показывают, что в системе (2.3) реализуется эф-

фект мультистабильности. Например, спиральная структура (рисунок 2.3,в) и

концентрическая (рисунок 2.5,в) получены для одних и тех же значений па-

раметров 𝜀 = 2.15, 𝜎 = 0.7, 𝜔 = 0.9, 𝑃 = 1. Этот эффект можно наблю-

дать, если выбрать полученные при различных значениях параметров со слу-1
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Рисунок 2.5. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 для

концентрических волн при 𝜀 = 1.65 (а), 𝜀 = 2 (б), 𝜀 = 2.15 (в) для

системы (2.3) в случае локальной связи (𝑃 = 1) при 𝜎 = 0.7, 𝜔 = 0.9.
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чайных начальных условий спиральную и концентрическую волновую струк-

туры и плавно изменять параметры до заранее выбранных значений. При

𝜎 = 0.7, 𝜔 = 0.9, 𝑃 = 1 существует конечная область значений 𝜀 ∈ [1.65, 2.2], в

которой такой эффект мультистабильности наблюдается.

Кроме параметра 𝜀 на волновые структуры в системе (2.3) оказывает вли-

яние сила локальной связи. Например, для полученной при 𝜎 = 0.7 структуры,

при плавном увеличении (уменьшении) параметра 𝜎 длина как спиральной,

так и концентрической волны увеличивается (уменьшается). Кроме того, каж-

дая из волновых структур имеет свой диапазон существования по параметру

силы локальной связи 𝜎: 𝜎 ∈ [0.65; 1] для спиральных волн и 𝜎 ∈ [0.59; 0.83]

для концентрических.

Влияние шума на волновые структуры. В рамках настоящей работы

внешнее шумовое воздействие для системы (2.3) вводится в уравнение (2.1)

с помощью слагаемого E𝑖,𝑗 =
√

2𝐷𝜉𝑖,𝑗(𝑡), где 𝜉𝑖,𝑗(𝑡) – это независимый источ-

ник шума с гауссовским распределением. Интенсивность 𝐷 всех источников

выбирается одинаковой. Вначале интенсивность шума устанавливается равной

некоторому значению (𝐷 = 𝐷0), система (2.1) интегрируется 104 шагов, затем

шум отключается (𝐷 = 0), и система интегрируется ещё 104 шагов. В каче-

стве результата приводится мгновенный пространственный профиль амплитуд

элементов решетки после 2 · 104 интераций.

На рисунках 2.6 и 2.7 показаны результаты влияния шума различной ин-

тенсивности𝐷0 на спиральную и концентрическую волны, соответственно. Вид-

но, что оба типа волновой структуры устойчивы к шуму небольшой интенсивно-

сти 𝐷0 ∼ 0.001 (рисунки 2.6,а и 2.7,а). При увеличении шума спиральная волна

разрушается и вместо неё возникает несколько спиральных волн с различны-

ми центрами (рисунки 2.6,б,в). Исследования показывают, что под действием

шума исчезает концентрическая волна, на ее месте реализуются спиральные

волны с различными центрами (рисунки 2.7,б,в). Таким образом, наблюдается
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индуцированный шумом переход от концентрической структуры к спиральной.

Из представленных результатов можно сделать вывод, что бассейн притяжения

для спиральных волн больше, чем для концентрических.1
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Рисунок 2.6. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 для

случая влияния шума на спиральную волну при 𝐷0 = 0.001 (а), 𝐷0 = 0.01 (б),

𝐷0 = 0.1 (в) в системе (2.3) при 𝑃 = 1, 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 2, 𝜔 = 0.9.1
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Рисунок 2.7. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 для

случая влияния шума на концентрическую волну при 𝐷0 = 0.001 (а),

𝐷0 = 0.01 (б), 𝐷0 = 0.1 (в) в системе (2.3) при 𝑃 = 1, 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 2, 𝜔 = 0.9.
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2.3.2 Волновые режимы в решетке осцилляторов

ФитцХью-Нагумо

Как было отмечено во Введении, эволюция спиральных волн в решетке

осцилляторов ФитцХью-Нагумо (2.4) не была детально исследована. В данном

разделе диссертации приведены результаты численных исследований реализа-

ции спирально-волновых структур в системе (2.4) при 𝑁 = 100. Кроме того,

отдельные осцилляторы взяты в бистабильном режиме (𝜀 = 0.2, 𝛽 = 0.001,

𝛾 = 0.8), для которого поведение решетки несколько изменяется и спиральные

волны ранее для такого случая не были обнаружены.

Численные исследования показали, что спирально-волновые режимы реа-

лизуются в решетке осцилляторов ФитцХью-Нагумо при достаточно малых зна-

чениях силы связи 𝜎 ≈ 0.08. В качестве иллюстрации на рисунке 2.8 приведены

мгновенные пространственные профили значений переменной 𝑥𝑖,𝑗 системы (2.4)

в случае локальной связи и для различных значений 𝜎. При очень малых зна-

чениях силы связи (𝜎 = 0.0001 на рисунках 2.8,а,г) решетка демонстрирует

нерегулярное поведение даже в случае специальных начальных условий (рису-

нок 2.8,г). При увеличении силы связи возможно появление как многоядерных

спиральных волн, так и одноядерных (рисунок 2.8). Если в качестве начальных

условий использовать одноядерную структуру, полученную при 𝜎 = 1, при ва-

рьировании 𝜎 она будет существовать в диапазоне 𝜎 ∈ [0.001 : 1]. При этом,

для одноядерных структур с ростом силы связи незначительно увеличивается

длина волны.

Таким образом, система (2.4), также как и (2.3), характеризуется высо-

кой степенью мультистабильности. В зависимости от выбора начальных усло-

вий при локальной связи (𝑃 = 1) могут реализовываться спиральные волны с

разным количеством центров (см. рисунок 2.8).
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Рисунок 2.8. Мгновенные пространственные профили для переменной 𝑥𝑖,𝑗 в

случае случайных распределений начальных условий 𝑥𝑖,𝑗(𝑡 = 0) (а-в) и в

случае начальных условий в виде сильно зашумленной ядноядерной

спиральной волны при 𝜎 = 0.0001 (а,г) 𝜎 = 0.0001 (а,г) 𝜎 = 0.0001 (а,г) для

системы (2.4) в случае локальной связи при 𝑃 = 1, 𝜀 = 0.2, 𝛾 = 0.8, 𝛽 = 0.001.

Была исследована одноядерная структура, динамика и свойства которой

оказались аналогичными полученным для решетки генераторов ван дер Поля.

Все осцилляторы ведут себя регулярно (фазовые портреты представляют собой

замкнутые кривые и 𝜆1 = 0.000± 0.0005). Отличие в их динамике от элементов

ансамбля (2.3) состоит в том, что, как показывает сильное увеличение фазовых

траекторий, они являются многообходными. Но, как и в решетке (2.3), коле-

бания элементов в центре волны и в остальной её части отличаются по форме

друг от друга. Также осциллятор в центре спиральной волны является наибо-

лее чувствительным согласно определению (2.9) и значение его частоты Райса

несколько выше, чем остальных элементов.
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2.3.3 Волновые структуры в решетке отображений

Курбажа-Некоркина

Как уже отмечалось в первой главе, индивидуальное отображение

Курбажа-Некоркина способно демонстрировать различные динамические ре-

жимы, свойственные нейронам. При 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.018, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.26,

𝜀 = 0.005 нейрон нерегулярно переключается между режимами подпороговых

и спайковых колебаний, как видно из рисунка 2.9,а. Колебания соответствуют

хаотической динамике, фазовый портрет представляет собой двухобходную лен-

ту. Автокорреляционная функция, рассчитанная для этого режима, медленно

убывает, пока не становится ничтожно малой, сигнатура спектра показателей

Ляпунова (+,−) также свидетельствует о хаотичности колебаний. При 𝑎 = 0.1,

𝛽 = 0.3, 𝐽 = 0.1, 𝑑 = 0.45, 𝜀 = 0.001 (рисунок 2.9,б) в отдельном нейроне наблю-

даются взрывные колебания. Автокорреляционная функция для этого режима

очень резко спадает до нуля, и сигнатура спектра показателей Ляпунова (+,−)

соответствует хаотическим колебаниям.1
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Рисунок 2.9. Характерные временные реализации для изолированного

отображения Курбажа-Некоркина (2.5) при 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.018, 𝐽 = 0.15,

𝑑 = 0.26, 𝜀 = 0.005 (а); 𝑎 = 0.1, 𝛽 = 0.3, 𝐽 = 0.1, 𝑑 = 0.45, 𝜀 = 0.001 (б);

𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.004 (в).
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В рамках диссертационного исследования наибольший интерес представ-

лял режим спайковых колебаний, который, например, можно получить при

𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.004 (рисунок 2.9,в). Фазовый

портрет динамики отображения представляет собой инвариантную кривую, а

старший показатель Ляпунова является нулевым. Автокорреляционная функ-

ция спадает незначительно на очень большом времени наблюдения.

Для выбранного режима спайковых колебаний в отдельном нейроне были

обнаружены спиральные волны. На рисунке 2.10 приведены мгновенные про-

странственные профили амплитуд, отражающие поведение решетки при из-

менении силы локальной связи. Начальные условия представляют собой слу-

чайное равномерное распределение в интервалах, 𝑥𝑖,𝑗(0) ∈ [−0.2, 0.6], 𝑦𝑖,𝑗(0) ∈
[−0.02, 0.06]. При очень малых значениях силы связи (𝜎 = 0.0001) отдельные

элементы решетки ведут себя как несвязанные. При увеличении силы связи, но

при достаточно малых её значениях (например, при 𝜎 = 0.003, рисунок 2.10,а)

в решетке в разных местах появляются когерентные кластеры, но в целом ди-

намика нерегулярна. При достаточно больших значениях силы связи (напри-

мер, при 𝜎 = 0.027, рисунок 2.10,в) динамика всего ансамбля характеризуется

гладким профилем. Спиральные волны обнаруживаются при средних значени-1
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Рисунок 2.10. Характерные пространственно-временные режимы для

ансамбля (2.5) в случае локальной связи (𝑃 = 1) для 𝜎 = 0.003 (а), 𝜎 = 0.018

(б), 𝜎 = 0.027 (в) при 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.004.
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ях силы связи, например при 𝜎 ≃ 0.018 (рисунок 2.10,б). В зависимости от

начальных условий спиральные волны могут иметь различную конфигурацию,

разное количество центров и их расположение.

На примере решетки отображений Курбажа-Некоркина было исследова-

но влияние граничных условий на реализацию спирально-волновых структур.

Результаты численного моделирования показали, что качественно режимы не

отличаются по крайней мере для двух видов граничных условий: открытых и

периодических. При этом спиральные волны возникают при тех же значениях

силы связи 𝜎 в случае периодических граничных условий, что и в представлен-

ном на рисунке 2.10 случае открытых границ.

2.4 Двумерные структуры в случае нелокальной связи

Как показывают результаты моделирования динамики двумерных реше-

ток с различными парциальными элементами, также как и в случае одномерных

ансамблей, введение нелокальности в связь приводит к возникновению новых

режимов с сосуществованием когерентной и некогерентной динамики. В случае

двумерных ансамблей возникают химерные структуры на основе спиральных

и концентрических волн: спиральные химерные структуры и концентрические

химерные структуры, соответственно.

2.4.1 Рождение химер в решетке генераторов ван дер Поля

с нелокальной связью

Рассмотрим динамику решетки генераторов ван дер Поля (2.3) в условиях

нелокального характера связи между элементами решетками (𝑃 > 1). На ри-
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сунке 2.11 приведена диаграмма режимов на плоскости параметров (𝑃, 𝜀) для

фиксированных значений 𝜔 = 0.9 и 𝜎 = 0.7. Как видно из диаграммы, при

больших значениях параметра 𝜀 при увеличении параметра нелокальной связи

𝑃 в модели (2.3) возникают химерные спиральные и концентрические волны.

На диаграмме (рисунок 2.11) показано, что концентрические волны без

некогерентного ядра наблюдаются только при локальной или близкой к нело-

кальной связи (область IV), тогда как спиральные волны без некогерентного яд-

ра существуют в наибольшей области III на плоскости параметров (𝑃, 𝜀). Режим

синхронизации решетки (область II) наблюдается как при достаточно больших

значениях 𝜀 при различных 𝑃 , так и при достаточно больших значениях 𝑃

при 𝜀 < 1.1. При введении нелокальности в системе могут возникать химерные

структуры на основе как спиральных, так и концентрических волн. Спирально-

волновые химерные состояния наблюдаются при 𝜀 ∈ [0.6 : 1.2]∪ [1.6 : 1.8] и при

𝑃 ≥ 5 (область V на рисунке 2.11). Впервые обнаруженные концентрические

химерные состояния на базе концентрических волн возникают при достаточно
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Рисунок 2.11. Диаграмма режимов для модели (2.3) в случае нелокальной

связи на плоскости параметров (𝑃, 𝜀) при 𝜔 = 0.9, 𝜎 = 0.7. На диаграмме

отмечены области существования спиральных волн (зеленая область, III) и

спиральных химерных состояний (темно-зеленая область, V), концентрических

волн (красная область, IV) и соответствующих химерных состояний

(темно-красная область, VI), и синхронного режима (голубая область, II).



91

больших значениях параметра 𝜀 практически при любых значениях 𝑃 (область

VI на рисунке 2.11).

Эволюция спиральной волны при увеличении нелокальности связи.

На рисунке 2.12 проиллюстрировано влияние увеличения степени нелокально-

сти связи 𝑃 на режим спиральной волны в решетке (2.3). Сначала увеличива-

ется длина волны (рисунки 2.12,а,б), а затем, при 𝑃 ≈ 16 возникает ядро неко-

герентности на месте центра спиральной волны, которое говорит о рождении

химерного состояния на основе спиральной волны (рисунок 2.12,в). Аналогич-

ный переход наблюдается и для многоядерных спиральных волн (рисунок 2.13).

Как показали исследования, в этом случае при увеличении радиуса нелокальной

связи уже при 𝑃 = 10 возникает многоядерная спирально-волновая химера (ри-

сунок 2.13,в), тогда как в случае одноядерной спиральной волны область неко-

герентности возникает только при б’oльшем значении 𝑃 ≈ 16 (рисунок 2.12,в).

Поскольку механизм возникновения спирально-волновых химерных

структур и их эволюция и свойства подробно не были изучены ранее, на ри-

сунке 2.14 приведены детальные характеристики когерентной и некогерентной

областей для химерной структуры при 𝑃 = 16. На пространственном профи-1
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Рисунок 2.12. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗,

иллюстрирующие переход от спиральной волны к спирально-волновой химере

при 𝑃 = 1 (а), 𝑃 = 4 (б), 𝑃 = 16 (в) для системы (2.3) при 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 1,

𝜔 = 0.9.
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Рисунок 2.13. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗,

иллюстрирующие переход от многоядерной спиральной волны к многоядерной

спирально-волновой химере в модели (2.3) при 𝑃 = 1 (а), 𝑃 = 5 (б), 𝑃 = 10

(в) и 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 0.8, 𝜔 = 0.9.

ле (рисунок 2.14,а) вертикальной линией отмечено сечение 𝑗0 = 51, для кото-

рого были рассчитаны и построены остальные характеристики, приведенные

на рисунке 2.14,б-з. На одномерной картине сечения профиля амплитуд и на

пространственно-временной диаграмме для этого же сечения (рисунки 2.14,б,в)

визуально можно выделить большие области когерентной динамики и неболь-

шую область некогерентной динамики в середине. Более отчетливо эта область

различима на распределении значений коэффициентов коррелляции (2.12) для

сечения 𝑗0 = 51, приведенном на рисунке 2.14,е. Как видно, значения 𝑅𝑖,𝑗0 рас-

пределены нерегулярно для осцилляторов в кластере 49 ≤ 𝑖 ≤ 54. Фазовые

портреты и временные реализации для двух соседних осцилляторов в коге-

рентной области (рисунки 2.14,г,ж) показывают, что поведение осцилляторов

практически идентично. Аналогичные графики для соседних осцилляторов в

некогерентной области (рисунки 2.14,д,з) демонстрируют заметное различие в

их динамике. Важно отметить, что поведение осцилляторов в середине ядра

некогерентности перестает быть периодическим (рисунок 2.14,д).

Как было показано в разделе 2.3.1, поведение центрального элемента спи-

ральной волны даже в случае локальной связи отличается от поведения всех
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Рисунок 2.14. Особенности режима спирально-волновой химеры в модели (2.3)

при 𝑃 = 16. Мгновенный пространственный профиль для 𝑥𝑖,𝑗 (а), его

одномерное сечение при 𝑗0 = 51 (б) (отмечено на фрагменте (а) вертикальной

красной линией), пространственно-временная диаграмма (в), фазовые

портреты для осцилляторов из когерентной (г) и некогерентной (д) областей,

распределение (2.12) для 𝑗0 = 51 (е), временные реализации для осцилляторов

из когерентной (ж) и некогерентной (з) областей при 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 1, 𝜔 = 0.9.

остальных осцилляторов и его колебания наиболее чувствительны к внешне-

му возмущению (рисунок 2.4,а). Это может служить причиной возникновения
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кластера некогерентности в центре спиральной волны и перехода к химерной

структуре при увеличении нелокальности связи. Теперь имеет смысл подробно

исследовать динамику структур в случае увеличения значения параметра 𝑃 .

При небольшой степени нелокальности, 𝑃 = 4 (рисунок 2.15,а), длина волны

спиральной структуры увеличивается по сравнению со случаем локальной свя-

зи (рисунок 2.12) и в центре спиральной волны уже несколько осцилляторов де-

монстрируют непериодические колебания (рисунки 2.15,б,в). Кроме того, стар-

ший показатель Ляпунова становится положительным (𝜆1 = 0.0232 ± 0.0005),

что свидетельствует о возникновении хаотической динамики в ансамбле. По-1
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Рисунок 2.15. Мгновенный пространственный профиль значений 𝑥𝑖,𝑗 (а),

фазовые портреты осцилляторов из когерентной (𝑖 = 40, 𝑗 = 40, черная

линия) области и в центре (𝑖 = 55, 𝑗 = 55, зелёная линия) (б), распределение

частот осцилляторов (в), распределение индексов локальной

чувствительности (2.9) (г) для модели (2.3) в случае нелокальной связи при

𝑃 = 4, 𝜎 = 0.9, 𝜔 = 2.5, 𝜀 = 2.1.
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скольку колебания осцилляторов вне центра спиральной волны остаются пе-

риодическими, хаотическими являются именно колебания элементов в центре

волны (рисунок 2.15,б). Распределение частот Райса (2.13) в центре наблюда-

емой структуры является колоколообразным, а сами значения возрастают от

краев к центру (рисунок 2.15,в).

Пространственное распределение Λ𝑖,𝑗 (рисунок 2.15,г) показывает, что сте-

пень чувствительности элементов в центре решетки более заметно отличается

от чувствительности остальных. То есть, в векторе пространства возмущения

появляются сильно выраженные направления наибольшего роста, главным об-

разом определяющие величину старшего показателя Ляпунова, который явля-

ется положительным. Другими словами, центр является ведущим в появлении

некогерентности (нерегулярности в пространстве).

Значение старшего показателя Ляпунова является максимальным в слу-

чае 𝑃 = 4, в то же время происходит качественное изменение динамики си-

стемы (2.3), сопровождающееся рождением спирально-волновой химеры. При

𝑃 > 4 значение старшего показателя Ляпунова уменьшается и в ансамбле

можно выделить области с когерентным и некогерентным поведением (рису-

нок 2.16). Характерные колебания генераторов решетки (ср. рисунки 2.15,б

и 2.16,б) и распределение частот Райса (ср. рисунки 2.15,в и 2.16,в) качественно

не изменяются. Осцилляторы в некогерентом кластере также демонстрируют

хаотическую динамику (значение старшего показателя 𝜆1 = 0.021 ± 0.0005),

тогда как колебания в когерентном кластере регулярны (рисунок 2.16,б). Пове-

дение спирально-волновой химеры подобно поведению химеры Курамото в том,

что частоты распределены в ядре в форме колокола [123,124] (рисунок 2.16,в).

Это распределение радиально гладко уменьшается при движении от центра к

краям. Индекс локальной чувствительности (рисунок 2.16,г) для ядра химеры

обладает следующей особенностью: внутри области некогерентности находятся

элементы с заметно различающейся по величине чувствительностью, но, в сред-

нем, она выше, чем в области некогерентности. Таким образом, при увеличении
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Рисунок 2.16. Мгновенный пространственный профиль значений 𝑥𝑖,𝑗 (а),

фазовые портреты осцилляторов из когерентной (𝑖 = 40, 𝑗 = 40, черная

линия) области и из центра (𝑖 = 44, 𝑗 = 58, зелёная линия) (б), распределение

частот осцилляторов (в), распределение индексов локальной

чувствительности (2.9) (г) для модели (2.3) в случае нелокальной связи при

𝑃 = 9, 𝜎 = 0.9, 𝜔 = 2.5, 𝜀 = 2.1.

радиуса нелокальной связи кластер некогерентности расширяется и элементы

в середине кластера становятся все менее ”связанными” с когерентной волной.

Дальнейшее увеличение диапазона связи (𝑃 > 31) в ансамбле (2.3) ведёт

к переключению решетки в режим полной синхронизации с периодическими

колебаниями осцилляторов в узлах решетки. Частота колебаний всех генера-

торов тоже становится одинаковой, а значение старшего показателя Ляпунова

нулевым (𝜆1 = 0.000 ± 0.0005 для 𝑃 = 32).

Эволюция концентрической волны при увеличении нелокальности

связи. В результате проведенных численных исследований в решетке генера-
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торов ван дер Поля впервые была обнаружена новая химерная структура – кон-

центрическая волновая химера, которая возникает при увеличении диапазона

нелокальности связи. В качестве примера на рисунке 2.17 проиллюстрирована

эволюция концентрической волны в модели(2.3) при увеличении параметра 𝑃

при 𝜀 = 2. Как видно из рисунка, уже при 𝑃 = 4 в центре структуры возникает

область некогерентности (рисунок 2.17,б), соответствующая ядру нового химер-

ного состояния – концентрической волновой химере. Далее, при 𝑃 = 4, 5, . . . , 8

увеличивается длина волны когерентной части волны (рисунок 2.17,в), а при

𝑃 > 8 концентрическая структура разрушается.

Таким образом, как и в случае спиральной волны, в случае концентриче-

ской волны нелокальность приводит к возникновению некогерентности в цен-

тре волны. Однако более детальные исследования показывают (рисунок 2.18),

что свойства новой химерной структуры отличны от характеристик спирально-

волновой химеры. На пространственном профиле (рисунок 2.18,а) вертикальной

линией отмечено сечение 𝑗0 = 51, для которого был рассчитан ряд характе-

ристик, приведенных на рисунке 2.18,б–з. На одномерном сечении мгновенного

профиля и на пространственно-временной диаграмме для этого же сечения (ри-1
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Рисунок 2.17. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗,

иллюстрирующие переход от концентрической волны к концентрической

волновой химере в модели (2.3) при 𝑃 = 1 (а), 𝑃 = 4 (б), 𝑃 = 8 (в) и 𝜎 = 0.7,

𝜀 = 2, 𝜔 = 0.9.
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Рисунок 2.18. Особенности режима концентрической волновой химеры в (2.3)

при 𝑃 = 8. Мгновенный пространственный профиль значений 𝑥𝑖,𝑗 (а), его

одномерное сечение при 𝑗0 = 51 (б) (отмечено на фрагменте (а) вертикальной

красной линией), пространственно-временная диаграмма (в), фазовые

портреты для осцилляторов из когерентной (г) и некогерентной (д) областей,

распределение (2.12) для 𝑗0 = 51 (е), временные реализации для осцилляторов

из когерентной (ж) и некогерентной (з) областей при 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 2, 𝜔 = 0.9.

сунки 2.18,б,в) отчетливо видны две области когерентной динамики и довольно

большая область некогерентности, в которой амплитуды соседних осциллято-
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ров очень сильно отличаются. Распределение значений коэффициента корре-

ляции 𝑅𝑖,𝑗0 является гладким в когерентных областях (𝑖 = 1, . . . , 32, 63, . . . 100)

и переключается между положительными и отрицательными значениями в яд-

ре химерной структуры (𝑖 = 33, . . . , 62, рисунок 2.18,е). Фазовые портреты и

временные реализации для двух соседних осцилляторов в когерентной обла-

сти показывают (рисунки 2.18,г,ж), что поведение осцилляторов практически

идентично, но отличается от динамики аналогичных осцилляторов в случае

спирально-волновой химеры (рисунки 2.14,г,ж). Режим поведения отдельных

осцилляторов в когерентой области становится квазипериодическим. Фазовые

портреты для соседних осцилляторов в некогерентной области (рисунок 2.18,д)

показывают, что поведение некоторых осцилляторов похоже на поведение ос-

цилляторов в когерентной области (серая линия), тогда как поведение других

заметно изменяется и сильно отличается от фазового портрета осциллятора

ван дер Поля (красная линия). Такое поведение является особенностью химеры

уединенных состояний, впервые обнаруженной в работе [100]. Временные реа-

лизации для соседних осцилляторов в некогерентной области (рисунок 2.18,з)

сдвинуты друг относительно друга на примерно половину периода, то есть на-

ходятся в противофазе.

Переход от спиральной волны к концентрической волновой химере.

В разделе 2.3.1 было показано, что в модели связанных генераторов ван дер По-

ля под действием внешнего шума возможен переход от концентрической волны

к спиральной. В данном разделе представлены результаты исследования влия-

ния степени нелокальности связи на спиральную структуру в модели (2.3) при

достаточно больших значениях параметра 𝜀 (рисунок 2.19). Мгновенные про-

странственные профили, приведенные на рисунке 2.19, показывают, что при

𝑃 = 2 спирально-волновой режим в решетке разрушается и возникает режим,

включающий концентрическую волну и области с некогерентной динамикой

(рисунок 2.19,б). При дальнейшем увеличении радиуса нелокальности 𝑃 кон-
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Рисунок 2.19. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗,

иллюстрирующие переход от спиральной волны к концентрической волновой

химере в решетке (2.3) при 𝑃 = 1 (а), 𝑃 = 2 (б), 𝑃 = 8 (в) при 𝜎 = 0.7, 𝜀 = 2,

𝜔 = 0.9.

центрическая структура занимает всю решетку и включает в себя ядро неко-

герентности химерного состояния (рисунок 2.19,в). Отметим, что длина волны

концентрической волновой химеры в когерентной области намного больше, чем

длина волны исходной спиральной волны (рисунок 2.19,а). Кроме того, центр

некогерентного ядра значительно смещен по сравнению с центром спиральной

волны.

2.4.2 Роль уединенных состояний в формировании

пространственно-временных структур в решетке

генераторов ван дер Поля

В данном разделе более подробно рассматривается поведение решетки

идентичных осцилляторов ван дер Поля и показывается, что в формирова-

нии некогерентного кластера концентрической химеры важную роль играют

уединенные состояния. Это указывает на то, что концентрические волновые

химеры похожи на химеры уединенных состояний. Более того, при увеличении
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нелокальности концентрические волновые химеры могут переходить в химеры

уединенных состояний.

Диаграмма режимов для решетки осцилляторов ван дер Поля. На

рисунке 2.20 приведены диаграмма характерных пространственно-временных

режимов на плоскости параметров (𝑃, 𝜎), которые наблюдаются в решетке ге-

нераторов ван дер Поля при 𝜀 = 2.1, 𝜔 = 2.5, и типичные мгновенные простран-

ственные профили, иллюстрирующие данные структуры. Для получения всех

режимов выбиралась реализация случайных начальных условий, рапределен-

ная в конечных интервалах: 𝑥𝑖,𝑗(0) ∈ [−1, 1] и 𝑦𝑖,𝑗(0) ∈ [−1, 1]. Для количествен-

ной оценки когерентности элементов ансамбля использовалась статистическая

характеристика в виде корня из среднеквадратичного отклонения между сосед-

ними элементами (2.11).

Режим пространственно-временной некогерентности (область I на рисун-

ке 2.20,а) реализуется при очень малых значениях параметров нелокальной свя-

зи 𝑃 и 𝜎. При небольшом увеличении силы и диапазона связи ансамбль может

демонстрировать структуры, напоминающие химерные состояния (область VII

на рисунке 2.20,а,в). Режим характеризуется сосуществованием когерентных и

некогерентных групп осцилляторов, но границы этих групп различить не уда-

ется. Распределение 𝑑𝑖,𝑗 (2.11) принимает максимальные значения в некогерент-

ных областях структуры, а минимальные – в когерентных, но меняется гладко

и не позволяет провести границу между соответствующими кластерами. Самая

большая область на диаграмме режимов соответствует режимам полной и ча-

стичной синхронизации (область II на рисунке 2.20,а), которые возникают при

𝑃 > 1 и 𝜎 ∈ [0, 0.6) ∪ (0.75, 1]. Типичный мгновенный пространственный про-

филь режима показан на рисунке 2.20,б. В области II все отображения ансамбля

демонстрируют периодические колебания. В случае полной синхронизации все

амплитуды в выбранный момент времени одинаковы между собой, а в случае
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Рисунок 2.20. Диаграмма режимов для решетки (2.3) на плоскости

параметров (𝑃, 𝜎) при 𝜀 = 2.1 и 𝜔 = 2.5 (а). На диаграмме отмечены область

некогерентных колебаний (I); полной или частичной синхронизации (II);

структур химерного типа (VII); спиральных волн (III) и спиральных химер

(V); концентрических волн и химер (IV); уединенных состояний (VIII) и химер

уединенных состояний (IX). По краям приведены мгновенные профили при

𝑃 = 4, 𝜎 = 0.22 (б), 𝑃 = 5, 𝜎 = 0.01 (в), 𝑃 = 8, 𝜎 = 0.08 (г), 𝑃 = 4, 𝜎 = 0.65

(д), 𝑃 = 30, 𝜎 = 0.57 (е) и 𝑃 = 30, 𝜎 = 0.6 (ж).

частичной синхронизации – амплитуды соседних элементов отличаются незна-

чительно.

Спиральные волны и химеры на их основе (области III и V на рисун-

ке 2.20,а,г) наблюдаются при 𝑃 < 12 и 𝜎 > 0.7. Однако спиральные волны могут

также возникать при меньших значениях 𝜎 при локальной и близкой к локаль-

ной связи (𝑃 = 1, 2, 3). Спиральные волны подробно описаны выше, а здесь
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рассматриваются главным образом концентрические структуры и уединенные

состояния. Режим уединенных состояний может наблюдаться в ансамблях с

различной топологией и является типичным для подобных систем [84,224,225].

Причиной возникновения уединенных состояний может быть мультистабиль-

ность, возникающая в результате влияния нелокальной связи на отдельные

элементы, как показано в работе [103]. Кроме того, в статье [100] показано, что

уединенные состояния могут группироваться, образуя некогерентный кластер

химеры уединенных состояний.

С ростом диапазона связи 𝑃 > 1 длина волны концентрической струк-

туры увеличивается в интервале 0.55 < 𝜎 < 0.7. Новый интересный режим

появляется при достаточно больших значениях параметров связи. При 𝑃 < 12

и 0.55 < 𝜎 < 0.7 в решетке рождаются разнообразные концентрические струк-

туры (IV на рисунке 2.20,а), которые могут быть концентрическими химерными

состояниями или концентрическими волнами с разбросанными по всей решетке

уединенными состояниями, которые характеризуются особым, отличающимся

от других, поведением отдельных элементов. Пример такой структуры приве-

ден на рисунке 2.20,д. При 𝑃 > 12 концентрические волны либо трансформи-

руются в режим уединенных состояний (при 𝜎 < 0.7, область VIII на рисун-

ке 2.20,а,е), либо в режим химеры уединенных состояний (при 𝜎 > 0.7, область

IX на рисунке 2.20,а,ж). При плавном увеличении параметра 𝜎 при движении

из области VIII в область IX уединенные состояния постепенно локализуются

в одной области (рисунки 2.20,е,ж).

Концентрические структуры и уединенные состояния. В области IV

(рисунок 2.20,а,д) реализуются разнообразные структуры концентрического ти-

па. На рисунке 2.21,а приведен пример типичной для этой области структу-

ры. Видно, что волновой фронт представляет собой окружность и в центре су-

ществует область некогерентности. При этом система демонстрирует высокую

степень мультистабильности, и при тех же параметрах, но при немного дру-
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гих начальных условиях уединенные состояния распределяются иным образом

(рисунки 2.21,а,г). При этом, после времени установления положение уединен-

ных состояний на решетке не изменяется. На рисунках 2.21,в,е приведены рас-

пределения характеристики 𝑑𝑖,𝑗 (2.11) для соответствующих режимов. Точки с

максимальным значением 𝑑𝑖,𝑗 отвечают элементам в режиме уединенного состо-

яния. Все осцилляторы в приведенных режимах характеризуются одинаковы-

ми средними частотами. Колебания осцилляторов решетки являются регуляр-
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Рисунок 2.21. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 (а,г);

фазовые портреты элементов когерентного кластера (черные кривые),

уединенных состояний из центра структуры (зеленые кривые) и уединенных

состояний вне центра (красная кривая) (б,д); распределения значений 𝑑𝑖,𝑗

(2.11) (в,е) для концентрической волновой химеры (а-в) и для

концентрической волновой структуры с уединенными состояниями (г-е) в

решетке (2.3) при 𝑃 = 4, 𝜎 = 0.65, 𝜀 = 2, 𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.
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ными, что подтверждается нулевым значением старшего показателя Ляпунова

𝜆𝑚𝑎𝑥. Несмотря на это, поведение осцилляторов, соответствующих уединенным

состояниям, отличается от поведения остальных элементов. Этот факт отра-

жают фазовые портреты, приведенные на рисунках 2.21,б,д. Как видно из ри-

сунков, колебания осцилляторов в когерентной области, которым на рисунках

соответствуют предельные циклы черного цвета, совпадают по форме с колеба-

ниями отдельного генератора ван дер Поля, тогда как колебаниям генераторов

в уединенном состоянии, фазовые портреты которых показаны цветными ли-

ниями на рисунках, отвечают отличные по виду предельные циклы. При этом,

как показано на рисунке 2.21,д, уединенные осцилляторы в разных частях ре-

шетки (в центре и на краю волны) ведут себя немного по-разному. Тем не менее,

они очень похожи, то есть природа колебаний элементов в режиме уединенно-

го состояния и некогерентных осцилляторов в ядре концентрической волновой

химеры схожа (рисунки 2.21,б,д). Кроме того, если уединенные состояния рас-

пределяются по всей решетке, то в центре их оказывается меньше, чем в случае,

когда все уединенные состояния сконцентрированы в центре (рисунки 2.21,а,г).

Режим уединенных состояний. При больших значениях параметра нело-

кальности 𝑃 в области VIII (рисунок 2.20,а) в решетке (2.3) наблюдаются только

уединенные состояния. Особенность этого режима состоит в том, что колебания

когерентных осцилляторов почти идентичны, распределение 𝑑𝑖,𝑗 для них очень

близко к нулю (рисунок 2.22,в). Однако осцилляторы в когерентной области

демонстрируют немного отличную друг от друга динамику. Колебания неко-

герентных осцилляторов в этом режиме отличаются от колебаний уединенных

осцилляторов в концентрической волне. Фазовый портрет осциллятора, соот-

ветствующего уединенному состоянию (зеленая линия на рисунке 2.22,б), пред-

ставляет собой проекцию квазипериодических колебаний, что подтверждается

нулевым значением старшего показателя Ляпунова.
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В ходе численных исследований особый интерес вызвал процесс установ-

ления режима уединенных состояний во времени. Численные результаты при-

ведены на рисунке 2.23 для нескольких хронологических моментов времени.

При 𝑡 = 20 (рисунок 2.23,а) мгновенный пространственный профиль отра-
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Рисунок 2.22. Мгновенный пространственный профиль амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 (а),

фазовые портреты для уединенного состояния (зеленая кривая) и

осциллятора из когерентной области (черная кривая) (б) и распределение

значений 𝑑𝑖,𝑗 (2.11) (в) для режима уединенных состояний в решетке (2.3) при

𝑃 = 30, 𝜎 = 0.57, 𝜀 = 2, 𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.
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Рисунок 2.23. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 при

установлении режима уединенных состояний в решетке (2.3) для моментов

времени 𝑡 = 20 (а), 𝑡 = 40 (б) и 𝑡 = 100 (в) при 𝑃 = 30, 𝜎 = 0.57, 𝜀 = 2,

𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.
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жает нерегулярное распределение амплитуд осцилляторов ансамбля. Через 20

единиц безразмерного времени (рисунок 2.23,б) появляются когерентные обла-

сти, но большая часть профиля является некогерентной в пространстве. В этот

момент времени уже можно различить некоторые осцилляторы, которые при

𝑡 = 100 (рисунок 2.23,в) переходят в режим уединенного состояния и больше

не изменяют своего положения.

Химера уединенных состояний. При увеличении силы связи, при движе-

нии из области VIII в область IX на рисунке 2.20,а уединенные состояния,

которые в области VIII распределены равномерно по всему ансамблю (рису-

нок 2.24,а), группируются в одной области, формируя некогерентный кластер

химеры уединенных состояний (рисунки 2.24,б,в). Из данных рисунков вид-

но, что при увеличении 𝜎 в области IX область некогерентности уменьшается.

Дальнейшее увеличение 𝜎 приводит к переходу решетки в режим полной син-

хронизации всех осцилляторов. Для сравнения динамики уединенных состоя-

ний с динамикой осцилляторов из когерентной области на рисунках 2.24,г-е

приведены фазовые портреты отдельных осцилляторов, соответственно струк-

турам на рисунках 2.24,а-в. В случае обычного режима уединенных состояний

(рисунки 2.24,а,г) колебания осциллятора в уединенном состоянии отличают-

ся по амплитуде от колебаний остальных элементов решетки и соответствую-

щий предельный цикл (зеленая кривая на рисунке 2.24,г) по форме намного

меньше предельных циклов для когерентных элементов (черная кривая). При

переходе к режиму химеры уединенных состояний, при увеличении силы связи

предельные циклы для некогерентных осцилляторов расширяются и приближа-

ются по форме к циклам для когерентных генераторов (рисунки 2.24,д,е). При

последующем увеличении силы связи динамика решетки в целом становится

когерентной и, соответственно, все фазовые портреты колебаний осцилляторов

становятся идентичными фазовому портрету для отдельного генератора ван

дер Поля.
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Рисунок 2.24. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 (а-г) и

фазовые портреты (г-е) колебаний осцилляторов в режиме уединенного

состояния (зеленая кривая) и из когерентной области (черная кривая),

иллюстрирующие переход от режима уединенных состояний к режиму химеры

уединенных состояний в решетке (2.3) при 𝜎 = 0.612 (а), 𝜎 = 0.696 (б),

𝜎 = 0.726 (в) и 𝑃 = 30, 𝜀 = 2, 𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.

Поскольку решетка связанных генераторов ван дер Поля обладает свой-

ством мультистабильности, при одних и тех же значениях параметров, но раз-

ных реализациях распределения начальных условий есть возможность полу-

чить как режим равномерно распределенных уединенных состояний (рису-

нок 2.22), так и режим химеры уединенных состояний со сгруппированными

в одном кластере уединенными состояниями (рисунок 2.25). Структура, мгно-

венный профиль для которой приведен на рисунке 2.25,а, может быть разде-

лена на три области. В двух из них все соседние осцилляторы синхронны и
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синфазны между собой, а в третьей большая часть осцилляторов демонстри-

рует когерентную динамику, тогда как некоторая часть представляет собой

уединенные состояния. Изменения проекций фазовых портретов колебаний ос-

цилляторов из некогерентной области, представленные на рисунке 2.24,г-е, не

характеризуют именно возникновение химерной структуры, так как проекции

фазовых портретов (рисунок 2.25,б) для осцилляторов в химерном состоянии

(рисунок 2.25,а) отражают типичное для режима уединенных состояний поведе-

ние (рисунки 2.24,а,б). Регулярность динамики осцилляторов решетки в целом

подтверждается нулевым значением старшего показателя Ляпунова и видом

проекций фазовых портретов для отдельных элементов. В то же время, рас-

пределение значений среднеквадратичного отклонения (2.11) (рисунок 2.25,в)

свидетельствует о том, что в исследуемой системе (2.3) режим химерного со-

стояния и режим уединенных состояний обладают практически одинаковыми

особенностями.

На рисунке 2.26 показано, как происходит формирование химеры уеди-

ненных состояний в решетке (2.3) во времени при использовании случайно рас-
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Рисунок 2.25. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 (а),

фазовые портреты (б) колебаний осцилляторов в режиме уединенного

состояния (зеленая кривая) и из когерентной области (черная кривая) и

распределение значений 𝑑𝑖,𝑗 (2.11) (в) для режима химеры уединенных

состояний в решетке (2.3) при 𝑃 = 30, 𝜎 = 0.57, 𝜀 = 2, 𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.
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Рисунок 2.26. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 при

установлении режима химеры уединенных состояний в решетке (2.3) для

моментов времени 𝑡 = 20 (а), 𝑡 = 40 (б) и 𝑡 = 100 (в) при 𝑃 = 30, 𝜎 = 0.57,

𝜀 = 2, 𝜔 = 2.5, 𝑁 = 100.

пределенных начальных условий. Через 20 единиц безразмерного времени в

пространстве решетки можно выделить две области, в которых средние значе-

ния амплитуд осцилляторов сильно различаются (рисунок 2.26,а). Из рисунка

можно определить, как ориентируется пространственный профиль возникаю-

щей волны. Далее, при 𝑡 = 40 можно сказать, что форма когерентного профиля

окончательно сформировалась (рисунок 2.26,б), однако динамика не всех ос-

цилляторов является установившейся. Наконец, при 𝑡 = 100 (довольно малый

промежуток времени для решетки с 10000 элементами) формируется режим,

который в дальнейшем (насколько можно судить по результатам численного

моделирования) не изменяется (рисунок 2.26,в).

Таким образом, одной из фундаментальных причин возникновения химе-

ры уединенных состояний, так же как и режима уединенных состояний, являет-

ся наличие мультистабильности в динамике элементов решетки (2.3). Задание

случайных начальных условий приводит к возникновению различных аттрак-

торов в проекциях фазового пространства системы на плоскости переменных

отдельных осцилляторов и к различным распределениям элементов решетки

между этими аттракторами. При этом проекции аттракторов большинства эле-
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ментов совпадают по форме с аттрактором изолированного генератора ван дер

Поля, а отличаются только для некоторых элементов. В случае химерных ре-

жимов на возможность элемента остаться на отличающемся от остальных ат-

тракторе влияет наличие некогерентных осцилляторов по соседству. В коге-

рентной области с небольшим количеством уединенных состояний последние

быстро исчезают, тогда как в некогерентной (где уединенных состояний много)

они остаются.

2.4.3 Влияние нелокальности на режимы в решетке

осцилляторов ФитцХью-Нагумо

Как показали проведенные исследования, в решетке осцилляторов

ФитцХью-Нагумо (2.4) при 𝑁 = 100 и фиксированных значениях параметров

𝜀 = 0.2, 𝛽 = 0.001, 𝛾 = 0.8 , также как и в (2.3), при увеличении нелокаль-

ности связи наблюдается переход от спиральной волны к спирально-волновой

химере, сопровождающийся ростом длины волны спирали. Аналогичным обра-

зом изменяется значение показателя Ляпунова при увеличении нелокальности

связи. При 𝑃 = 4 колебания всех осцилляторов, кроме элементов в центре,

остаются периодическими, тогда как динамика центральных осцилляторов ста-

новится слабо хаотической. В этом случае значение старшего показателя Ля-

пунова максимально, 𝜆1 = 0.004 ± 0.0005. При 𝑃 > 4 появляется ядро неко-

герентности в центре волновой структуры, что соответствует возникновению

спирально-волновой химеры, а величина 𝜆1 начинает уменьшаться. Проведен-

ные расчеты индекса локальной чувствительности показали, что элементы в

центре волны более чувствительны к линейному возмущению, чем остальные.

Дальнейшее увеличение параметра нелокальности ведёт к возникновению

спирально-волновой химеры. При 𝑃 = 10 наблюдается химера с ядром некоге-
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рентности в центре спиральной структуры (рисунок 2.27,а). Колебания осцил-

ляторов в ядре некогерентности остаются слабо хаотическими, так что фазовые

портреты отдельных осцилляторов напоминают предельные циклы, если не рас-

сматривать тонкую структуру фазовых траекторий. Однако значение старшего

показателя Ляпунова – небольшое положительное число (𝜆1 = 0.003 ± 0.0005).

Рисунок 2.27,б показывает, что распределение средних частот (2.13) имеет коло-

колообразную форму, как и в случае нелокально связанных генераторов ван дер

Поля. Распределение значений индекса локальной чувствительности, приведен-

ное на рисунке 2.27,в, иллюстрирует высокую чувствительность осцилляторов

в ядре некогерентности к внешним возмущениям.

При дальнейшем увеличении параметра нелокальности связи ядро неко-

герентности становится больше, а также увеличивается длина волны спирали.

При этом значение старшего показателя Ляпунова уменьшается и при 𝑃 = 28

становится очень близким к нулю.1
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Рисунок 2.27. Мгновенный пространственный профиль для переменной 𝑥𝑖,𝑗

(а); распределение средних частот осцилляторов (в); распределение значений

индексов локальной чувствительности (2.9) (г) для системы (2.4) в случае

нелокальной связи при 𝑃 = 10, 𝜎 = 0.08, 𝜀 = 0.2, 𝛾 = 0.8, 𝛽 = 0.001.
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2.4.4 Эффект нелокальности связи в решетках

отображений Курбажа-Некоркина

Численные исследования показали, что в решетке связанных отображе-

ний Курбажа-Некоркина (2.5) также возможно наблюдать разнообразные ре-

жимы динамики для различных комбинаций значений параметров силы и нело-

кальности связи. Также, как и для двух приведенных выше моделей, увели-

чение нелокальности ведет к увеличению длины волны. Результаты расчетов

мгновенных пространственных профилей для нескольких значений параметра

нелокальности приведены на рисунке 2.28. Как видно из рисунка 2.28,б, при

небольшом значении параметра нелокальности, 𝑃 = 6, уже хорошо различим

кластер с некогерентным поведением соседних отображений. Дальнейшее уве-

личение диапазона связи 𝑃 ведет к увеличению размера некогерентного ядра

(рисунок 2.28,в).

Полученные результаты продемонстрировали, что в ансамбле (2.5) мо-

гут возникать многоядерные спирально-волновые химеры, причём они наблю-

даются как в случае исследуемой решетки с открытыми граничными условиями1
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Рисунок 2.28. Характерные пространственно-временные режимы

ансамбля (2.5) в случае нелокальной связи для 𝑃 = 1 (а), 𝑃 = 6 (б), 𝑃 = 14

(в) при 𝜎 = 0.05, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.004.
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(пример на рисунке 2.29), так и в случае решетки с периодическими граница-

ми, которые здесь не представлены. Центр спиральной волны является некоге-

рентным даже при локальной связи, что отличает эту модель от предыдущих.

Из-за очень высокой неустойчивости центра, при небольшом увеличении нело-

кальности очень заметно увеличивается область некогерентности и происходит

переход к химерной структуре. Поведение показателей Ляпунова для ансамбля

отображений Курбажа-Некоркина проще, чем их поведение для систем (2.3)

и (2.4). Решетка всегда находится в гиперхаотическом режиме (по крайней ме-

ре три показателя Ляпунова всегда положительны). Однако, когда параметр

нелокальности достигает значения 𝑃 = 23, система (2.5) переключается в ре-

жим полной синхронизации, тогда все показатели Ляпунова резко уменьша-

ются, но остаются, при этом, положительными. Результаты более детального

исследования модели (2.5) опубликованы в научных статьях [126,179].1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-.2

0.4

xi,j

j

(а)

1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-.2

0.4

xi,j

j

(б)

1

1 25 50 75
1

25

50

75

i

-.2

0.4

xi,j

j

(в)

Рисунок 2.29. Многоядерные спирально-волновые химерные структуры в

модели (2.5) в случае нелокальной связи для 𝑃 = 3 (а), 𝑃 = 5 (б), 𝑃 = 11 (в)

при 𝜎 = 0.05, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.004.
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2.4.5 Эффект нелокальности связи в решетке отображений

Рулькова

Для иллюстрации особенностей спирально-волновых режимов были про-

ведены численные исследования динамики модели связанных отображений

Рулькова (2.7). Полученные данные показали, что при вариации силы свя-

зи между осцилляторами и радиуса нелокальной связи, в данной решетке

также можно наблюдать автоволновые структуры в виде спиральных волн и

спирально-волновых химер с различным числом ядер некогерентности (рисун-

ки 2.30,а-в). В случае спирально-волновой химеры возможна необычная форма

ядра некогерентности в виде кольца (рисунок 2.30,г). Кроме того, была показа-

на возможность существования в ансамбле режима концентрических волн (ри-

сунок 2.30,д) и реализован режим химерной структуры, возникающей на основе

концентрических волн (рисунок 2.30,е). Этот результат обосновывает то, что

указанная химерная структура, впервые обнаруженная в ансамбле генераторов

Ван дер Поля, может быть реализована и в других системах и является типич-

ной для ансамблей, демонстрирующих возникновение режима концентрических

волн. Наконец, для решетки отображений Рулькова установлена возможность

индуцированного шумовым воздействием подавления спиральных волн с пере-

ходом в режим концентрических волн. Этот результат может иметь практи-

ческое применение в кардиологии как один из способов управления режимом

функционирования сердечной мышцы. Более подробно результаты исследова-

ний динамики решетки отображений Рулькова изложены в работе [173].
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Рисунок 2.30. Мгновенные профили амплитуд 𝑥𝑖,𝑗 для одноядерной

спиральной волны в решетке (2.7) при 𝜎 = 0.65, 𝑃 = 53 (а), с 4-мя ядрами при

𝜎 = 0.7, 𝑃 = 23 (б), с 9-ю ядрами при 𝜎 = 0.65, 𝑃 = 19 (в), для структуры с

ядром некогерентности в виде кольца при 𝜎 = 0.85, 𝑃 = 33 (г), для

концентрической волны при 𝜎 = 0.65, 𝑃 = 11 (д), для концентрической

химеры при 𝜎 = 0.45, 𝑃 = 15 (е). Для всех случаев 𝜀 = 0.2, 𝛼 = 4, 𝛾 = 0.001.

2.5 Выводы по второй главе

Во второй главе представлены результаты численного моделирования ди-

намики двумерных ансамблей (решеток) связанных осцилляторов с локальной

и нелокальной связью. Парциальные элементы рассмотренных систем описыва-

лись моделями генератора ван дер Поля, осциллятора ФитцХью-Нагумо, отоб-

ражениями Курбажа-Некоркина и отображениями Рулькова. Полученные ре-

зультаты позволяют сделать следующие основные выводы:
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1. Проведен детальный анализ динамики решетки локально связанных гене-

раторов ван дер Поля при изменении значений управляющих параметров

индивидуальных элементов. Показано, что существуют конечные области

значений управляющих параметров, в которых в решетке возникают спи-

ральные и концентрические волновые структуры. Установлено, что уве-

личение параметра возбуждения 𝜀 приводит к уменьшению длины волны

наблюдаемых волновых структур, а увеличение силы локальной связи вы-

зывает увеличение длины волны.

2. Проиллюстрировано явление мультистабильности в решетке генераторов

ван дер Поля с локальной связью: в зависимости от начальных условий

при фиксированных значениях управляющих параметров в системе могут

наблюдаться как спиральные, так и концентрические волны. Показано, что

под действием внешнего шума реализуется индуцированный шумом пере-

ход от концентрической волны к спиральным волнам с различными цен-

трами.

3. Проведено численное исследование динамики двумерного ансамбля нело-

кально связанных генераторов ван дер Поля. Показано, что при введении

нелокальности связи в решетке происходит переход от спиральной волны к

химерной структуре на её основе. Спирально-волновая химера характери-

зуется сосуществованием области когерентной динамики и некогерентного

ядра, формирующегося в центре волны (спирали). Область некогерент-

ности расширяется при увеличении диапазона нелокальности связи. Ко-

лебания осцилляторов из когерентной области являются периодическими,

тогда как осцилляторы в некогерентном ядре демонстрируют хаотическую

динамику, что подтверждается положительным значением старшего пока-

зателя Ляпунова. На основе расчетов индекса локальной чувствительности

установлено, что осцилляторы в некогерентном ядре спирально-волновой
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химеры проявляют наибольшую чувствительность к внешним воздействи-

ям по сравнению с остальными элементами решетки.

4. Показано, что режимы спиральных волн и спирально-волновых химер

могут быть также реализованы в двумерных ансамблях осцилляторов

ФитцХью-Нагумо, отображений Курбажа-Некоркина и отображений Руль-

кова при локальном и нелокальном характере связи, соответственно. Кро-

ме того, на примере решетки отображений Курбажа-Некоркина пока-

зано, что выбор граничных условий незначительно влияет на характер

пространственно-временного поведения системы.

5. При исследовании динамики решетки нелокально связанных генераторов

ван дер Поля впервые обнаружена и описана новая химерная структура,

возникающая на основе концентрической волны, – концентрическая волно-

вая химера. Осцилляторы из когерентной области и некогерентного ядра

демонстрируют квазипериодическую динамику, однако форма колебаний

осцилляторов из некогерентной области заметно отличается от колебаний

остальных элементов. На основе детального анализа установлено, что кон-

центрическая волновая химера по своим свойствам подобна химере уеди-

ненных состояний. Осцилляторы в некогерентном ядре находятся в режиме

уединенного состояния.

6. Показано, что в решетке связанных генераторов ван дер Поля при боль-

ших значениях параметра возбуждения индивидуального генератора и при

увеличении диапазона нелокальной связи может наблюдаться переход от

спиральной волны к концентрической химерной структуре.

7. Установлено, что при довольно больших значениях параметра нелокально-

сти в решетке генераторов ван дер Поля возникают режимы уединенных

состояний и химеры уединенных состояний. Выявлены и описаны меха-

низмы возникновения данных режимов. Показано, что индивидуальные
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осцилляторы в режиме уединенного состояния и из когерентной области

характеризуются различными проекциями аттрактора фазового простран-

ства системы.

8. На основе результатов численных расчетов количественных характери-

стик динамики решеток связанных генераторов ван дер Поля, осцилля-

торов ФитцХью-Нагумо и отображений Курбажа-Некоркина установлено,

что индекс локальной чувствительности элементов ансамбля позволяет вы-

явить механизм возникновения спирально-волновых химер, ядро некоге-

рентности которых возникает в центре спиральной волны после увеличе-

ния степени неустойчивости соответствующих осцилляторов к линейному

возмущению.



120

Глава 3. Синхронизация автоволновых

структур в связанных двумерных ансамблях

3.1 Введение

Явление синхронизации, представляющее собой фундаментальное свой-

ство самоорганизации и самосогласованной динамики взаимодействующих си-

стем, по-прежнему остается одним из актуальных направлений исследований

в радиофизике, теории колебаний, нелинейной динамике и смежных науках. В

последние годы внимание исследователей главным образом направлено на изу-

чение эффектов синхронизации в связанных между собой сложных ансамблях

и сетях, которые реализуют различные пространственно-временные структуры.

В рамках указанной проблемы в третьей главе диссертационной работы

исследуются эффекты синхронизации спиральных и концентрических волн, а

также химерно-волновых структур на их основе, в двухслойных и трехслойных

сетях двумерных ансамблей связанных нелинейных осцилляторов. Приводятся

результаты численного исследования эффектов вынужденной и взаимной син-

хронизации волновых структур в системах однонаправленно и симметрично

связанных неоднородных решеток нелинейных осцилляторов и анализируется

возможность управления поведением двумерного ансамбля в зависимости от

типа межслойной связи. Установлен и описан механизм вынужденной синхро-

низации различных волновых структур в однонаправленно связанных решетках

генераторов ван дер Поля при различных типах межслойной связи. Особенно-

сти вынужденной и взаимной синхронизации спирально-волновых химерных

структур продемонстрированы на примере двухслойной сети связанных реше-

ток дискретных моделей нейрона Курбажа-Некоркина.
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В настоящей главе впервые описан и проиллюстрирован эффект удален-

ной синхронизации волновых структур в неоднородной трехслойной сети свя-

занных осцилляторов. Два внешних слоя, представляющих собой решетки нело-

кально связанных генераторов ван дер Поля в режиме концентрических вол-

новых химер, не связаны между собой напрямую, а взаимодействуют через

промежуточный слой, заданный двумерным ансамблем связанных осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо в режиме спирально-волновой химеры. Показано, что

при определенных значениях силы межслойной связи волновые структуры во

внешних слоях сети синхронизуются, в то время как структура в передаточном

слое остается полностью отличной от них. Для количественной оценки степени

идентичности структур в режиме синхронизации и построения областей синхро-

низации на плоскости управляющих параметров системы использовался коэф-

фициент взаимной корреляции между значениями переменных симметричных

осцилляторов взаимодействующих ансамблей. С помощью данной характери-

стики впервые был установлен эффект противофазной удаленной синхрониза-

ции волновых структур в трехслойной сети нелинейных систем.

Материалы третьей главы основываются на результатах численных ис-

следований, опубликованных в работах [35,142,177,178,180].

3.2 Модель связанных решеток нелинейных осцилляторов

Исследуемая модель представляет собой многослойную мультиплексную

сеть, состоящую из 𝑘 слоев. Каждый слой задается в виде двумерной решетки

𝑁 ×𝑁 связанных осцилляторов. В общем виде изучаемая модель описывается

следующим уравнением:

û𝑙
𝑖,𝑗 = F𝑙(u𝑖,𝑗) +

𝜎𝑙

𝐵𝑙
𝑖,𝑗

∑︁
𝑚𝑙,𝑔𝑙

Sl(u𝑙
𝑚,𝑔,u

𝑙
𝑖,𝑗) +

𝑘∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝𝑙Γ𝑝𝑙(u𝑝
𝑖,𝑗,u

𝑙
𝑖,𝑗), (3.1)
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где u𝑙
𝑖,𝑗 = u𝑙

𝑖,𝑗(𝑡) представляют собой вектора динамических переменных со-

стояний отдельных осцилляторов решетки с номерами 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 и 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑁 для решеток с номерами 𝑙, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑘, где 𝑘 определяет количе-

ство решеток (слоев) в сети. 𝑁 × 𝑁 – общее количество элементов в каждом

двумерном ансамбле, û𝑙
𝑖,𝑗 – операторы эволюции осцилляторов, которые зада-

ются производными (û𝑙
𝑖,𝑗 = u̇𝑙

𝑖,𝑗) для систем с непрерывным временем 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

и итерационными соотношениями (û𝑙
𝑖,𝑗 = u𝑙

𝑖,𝑗(𝑛 + 1)) в случае систем с дис-

кретным временем 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑇 . В обоих случаях 𝑇 – это время, на кото-

ром проводится наблюдение поведения системы. Все осцилляторы в каждом

отдельном ансамбле идентичны (задаются одним и тем же оператором F𝑙), их

динамика определяется одинаковыми значениями управляющих параметров в

функциях оператора F𝑙. В третьей главе индивидуальные элементы решеток

описываются генераторами ван дер Поля, отображениями Курбажа-Некоркина

и моделями нейрона ФитцХью-Нагумо. В случае отображений для связи может

использоваться значение переменной на следующем шаге, тогда F𝑙
1, F𝑙

2 и т.д.

соответствуют функциям векторного оператора F𝑙.

Связь между элементами в решетке определяется вторым слагаемым в

системе (3.1). Все внутрислойные связи предполагаются симметричными и за-

даются с помощью векторного оператора S. Коэффициент 𝜎𝑙 определяет силу

связи между элементами внутри решетки с номером 𝑙 или внутрислойную си-

лу связи. Параметр 𝐵𝑙
𝑖,𝑗 равен количеству ненулевых связей, соответствующих

элементу с номером (𝑖, 𝑗) в ансамбле с номером 𝑙.

Индексы (𝑚𝑙, 𝑔𝑙) определяют связи между элементами решетки с номером

𝑙 и для нелокальной связи принимают следующие значения:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
max(1, 𝑖− 𝑃 𝑙) ≤ 𝑚𝑙 ≤ min(𝑁, 𝑖+ 𝑃 𝑙),

max(1, 𝑗 − 𝑃 𝑙) ≤ 𝑔𝑙 ≤ min(𝑁, 𝑗 + 𝑃 𝑙),

𝑚𝑙 ̸= 𝑖, если 𝑔𝑙 = 𝑖,

(3.2)
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где 𝑃 𝑙 – параметр, определяющий степень нелокальности связей в ансамбле с

номером 𝑙. Соотношения (3.2) задают открытые (no-flux) граничные условия.

Способ задания связей внутри решетки показан на рисунке 2.1.

Характер межслойных связей определяется последним слагаемым в урав-

нении (3.1), в котором оператор Γ𝑝𝑙 задаёт связь между решетками. Матрица

𝛾𝑝𝑙 определяет наличие связей между решетками и соответствующие силы или

коэффициенты межслойной связи. Связи между решетками могут отсутство-

вать, быть однонаправленными или взаимными (симметричными). Схема моде-

ли мультиплексной сети, состоящей из трех решеток связанных осцилляторов,

приведена на рисунке 3.1.

Рисунок 3.1. Схема модели мультиплексной сети, состоящей из трех решеток

связанных элементов. 𝑙 = 1, 2, 3 – номер решетки, параметры 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 – силы

внутрислойных связей, параметры 𝛾21, 𝛾12, 𝛾23, 𝛾32 – силы внутрислойных

связей, направления влияния которых указаны стрелками. Красным цветом в

каждой решетке отмечены элементы, для которых синим цветом (для решеток

1,3) или зеленым (для средней решетки) показаны их внутрислойные связи в

случае 𝑃 𝑙 = 2.
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3.2.1 Две связанные решетки генераторов ван дер Поля

Модель для исследования взаимодействия двух решеток (𝑘 = 2) нелокаль-

но связанных генераторов ван дер Поля задается следующими соотношениями

в уравнении (3.1):

û𝑙
𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥̇𝑙𝑖,𝑗
𝑦̇𝑙𝑖,𝑗

⎞⎠ ; F𝑙 =

⎛⎝ 𝑦𝑙𝑖,𝑗

𝜀𝑙(1 − (𝑥𝑙𝑖,𝑗)
2)𝑦𝑙𝑖,𝑗 − (𝜔𝑙)2𝑥𝑙𝑖,𝑗

⎞⎠ ;

S𝑙 =

⎛⎝𝑥𝑙𝑚,𝑔 − 𝑥𝑙𝑖,𝑗

0

⎞⎠ ; 𝛾𝑝𝑙 =

⎛⎝ 0 𝛾12

𝛾21 0

⎞⎠ ;

(3.3)

где 𝑙, 𝑝 = 1, 2 – номер решетки (слоя). Переменные и параметры для индиви-

удального генератора ван дер Поля приведены в описании к уравнению (2.3).

Внутрислойная связь в каждой решетке вводится в первое уравнение системы

с силой связи 𝜎𝑙. Межслойная связь может быть взаимной (𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾) или

однонаправленной. В последнем случае возможны варианты, когда либо первая

решетка воздействует на вторую (𝛾12 = 𝛾, 𝛾21 = 0), либо вторая – на первую

(𝛾12 = 0, 𝛾21 = 𝛾). Межслойная связь вводится во второе уравнение системы

(2.3) и может задаваться либо по первой переменной:

Γ𝑝𝑙 = Γ𝑝𝑙
1 =

⎛⎝ 0

𝑥𝑝𝑖,𝑗 − 𝑥𝑙𝑖,𝑗

⎞⎠ , (3.4)

либо по второй переменной:

Γ𝑝𝑙 = Γ𝑝𝑙
2 =

⎛⎝ 0

𝑦𝑝𝑖,𝑗 − 𝑦𝑙𝑖,𝑗

⎞⎠ . (3.5)
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3.2.2 Двухслойная сеть решеток связанных отображений

Курбажа-Некоркина

Для модели двух связанных решеток отображений Курбажа-Некоркина

в уравнении (3.1) используются следующие соотношения:

û𝑙
𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

𝑦𝑙𝑖,𝑗(𝑛+ 1)

⎞⎠ ; F𝑙 =

⎛⎝𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛) + 𝑓(𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛)) − 𝑦𝑙𝑖,𝑗(𝑛) − 𝛽𝐻(𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛) − 𝑑)

𝑦𝑙𝑖,𝑗(𝑛) + 𝜀(𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛) − 𝐽)

⎞⎠ ;

S𝑙 =

⎛⎝F1(𝑥
𝑙
𝑚,𝑔(𝑛), 𝑦𝑙𝑚,𝑔(𝑛)) − F1(𝑥

𝑙
𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑙𝑖,𝑗(𝑛))

0

⎞⎠ ; 𝛾𝑝𝑙 =

⎛⎝ 0 𝛾12

𝛾21 0

⎞⎠ ;

(3.6)

Переменные, параметры и функции 𝑓(𝑥), 𝐻(𝑥) для отдельных отображений

приведены в описании к уравнению (2.5). Связь между элементами в каждой

решетке вводится в первое уравнение системы с силой связи 𝜎𝑙 через функции

правых частей первых уравнений отображений. Как и в предыдущем случае,

межслойная связь может быть однонаправленной или взаимной и задается в

первом уравнении через переменные:

Γ𝑝𝑙 =

⎛⎝𝑥𝑝𝑖,𝑗(𝑛) − 𝑥𝑙𝑖,𝑗(𝑛)

0

⎞⎠ (3.7)

или через функции:

Γ𝑝𝑙 =

⎛⎝F1(𝑥
𝑝
𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑝𝑖,𝑗(𝑛)) − F1(𝑥

𝑙
𝑖,𝑗(𝑛), 𝑦𝑙𝑖,𝑗(𝑛))

0

⎞⎠ . (3.8)
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3.3 Вынужденная синхронизация структур в двух

связанных решетках

Поскольку тип связи между ансамблями может оказывать значитель-

ное влияние на эффект синхронизации, необходимо провести детальное иссле-

дование динамики связанных двумерных ансамблей для различных случаев

межслойной связи. В данном разделе представлены результаты численных ис-

следований эффекта вынужденной синхронизации пространственно-временных

структур в двухслойной сети однонаправленно связанных решеток нелинейных

осцилляторов.

3.3.1 Синхронизация структур разного типа в связанных

решетках генераторов ван дер Поля

Для рассмотрения влияния разнотипных пространственно-временных

структур друг на друга используется система (3.3). Начальные условия выби-

рались равномерно и случайно рапределенными на интервалах 𝑥𝑙𝑖,𝑗(0) ∈ [−1, 1],

𝑦𝑙𝑖,𝑗(0) ∈ [−1, 1], 𝑙 = 1, 2. Уравнения (3.3) интегрируются методом Гюна (второго

порядка) с шагом 0.001 и анализируются результаты после периода установле-

ния в течение 10000 единиц безразмерного времени. Каждая решетка имеет раз-

мер 𝑁 ×𝑁 = 80× 80. В ходе численного моделирования варьируются парамет-

ры внутрислойных связей (𝜎𝑙, 𝑃 𝑙), межслойных связей (𝛾𝑝𝑙) и значения управ-

ляющих параметров элементов решеток 𝜀𝑙, 𝜔𝑙. В начале каждого численного

эксперимента в каждой из решеток в отсутствие межслойной связи (𝛾𝑝𝑙 = 0)

устанавливается определенный пространственно-временной режим. Затем один

из коэффициентов матрицы 𝛾𝑝𝑙 (𝛾12 или 𝛾21) увеличивается, система интегри-
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руется заново до установления нового состояния в решетке, оказывающейся под

воздействием, и полученный режим анализируется с помощью расчетов коэф-

фициентов взаимной корреляции между значениями переменных симметрич-

ных осцилляторов взаимодействующих ансамблей:

𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 =

⟨𝑥̃𝑙𝑖,𝑗𝑥̃𝑝𝑖,𝑗⟩√︁
⟨(𝑥̃𝑙𝑖,𝑗)2⟩⟨(𝑥̃𝑝𝑖,𝑗)2⟩

,

𝑥̃𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖,𝑗 − ⟨𝑥𝑖,𝑗⟩.
(3.9)

Если пара связанных осцилляторов с индексами (𝑖, 𝑗) из разных решеток син-

хронизована, то |𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 | ≈ 1, в то время как полностью несинхронное поведение

характеризуется стремящимся к нулю коэффициентом корреляции. Для оценки

числа синхронных пар осцилляторов вычисляется число 𝑁𝑠, удовлетворяющее

следующему условию:

𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 ≥ 𝑅п, (3.10)

где 𝑅п = 0.95 – пороговое, достаточно близкое к единице значение корреляции,

определяющее наличие (𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 ≥ 𝑅п) или отсутствие (𝑅𝑙,𝑝

𝑖,𝑗 < 𝑅п) эффективной

синхронизации связанных элементов решеток.

Синхронизация спиральной и концентрической химерных структур.

Для проведения исследований параметры системы (3.3) выбраны следующим

образом: 𝜀1 = 2.1, 𝜔1 = 2, 𝑃 1 = 4, 𝜎1 = 0.7 в первом слое и 𝜀2 = 2, 𝜔2 = 2.5,

𝑃 2 = 10, 𝜎2 = 0.7 во втором. На рисунке 3.2 приведены мгновенные простран-

ственные профили волновых структур, которые реализуются в каждой решетке

в отсутствие межслойной связи (𝛾12 = 𝛾21 = 0) при плавном увеличении па-

раметра нелокальности связи для структур, полученных при локальной внут-

рислойной связи со случайных начальных условий. Как видно из рисунка, в

первой решетке (слое) имеет место концентрическая волновая химера (рису-

нок 3.2,а), а во второй – спирально-волновая химера (рисунок 3.2,б). Таким

образом, рассматривается однонаправленное воздействие режима концентри-

ческой химерной структуры на спирально-волновую химеру и наоборот.
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Рисунок 3.2. Мгновенные пространственные профили динамики первой 𝑥1𝑖,𝑗 (а)

и второй 𝑥2𝑖,𝑗 (б) решеток системы (3.3) в отсутствие межслойной связи

(𝛾12 = 𝛾21 = 0) при 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 10, 𝜎1,2 = 0.7, 𝜀1 = 2.1, 𝜀2 = 2,

𝜔1 = 2, 𝜔2 = 2.5, 𝑁 = 80.

Расчеты показывают, что в случае связи через вторые переменные во вто-

ром уравнении (3.5) даже при достаточно больших значениях силы межслойной

связи 𝛾 синхронизация полностью отсутствует, ни одна пара связанных элемен-

тов не синхронизуется. Более того, синхронизация невозможна вне зависимости

от направления действия межслойной связи. Все значения коэффициентов кор-

реляции 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 = 𝑅𝑖,𝑗 не превышают по модулю значение 0.15 даже при 𝛾 = 0.4,

при больших 𝛾 результаты расчетов не представляют интереса, так как первона-

чальные структуры в решетках, оказывающихся под воздействием, полностью

разрушаются.

Для связи по первой переменной (3.4) рост числа синхронизованных ос-

цилляторов с увеличением силы связи 𝛾 наблюдается как в случае воздействия

слоя с концентрической волновой химерой на слой со спирально-волновой хи-

мерной структурой (зеленая линия на рисунке 3.3), так и в обратном (синяя

линия на рисунке 3.3). При некотором значении параметра 𝛾 ≈ 0.4 число син-

хронизованных пар осцилляторов в обоих случаях возрастает, при этом синхро-

низация структур происходит довольно резко при плавном увеличении 𝛾.
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В случае воздействия первой решетки на вторую (зеленая линия на ри-

сунке 3.3) при 𝛾 > 0.6 концентрическая химера почти полностью передается во

вторую решетку, подавляя спирально-волновую химеру. При дальнейшем уве-

личении силы связи до 𝛾 ∼ 0.8 вторая решетка воспроизводит динамику первой

решетки, а при 0.8 < 𝛾 < 0.95 синхронизация нарушается. На рисунке 3.4 при-

ведены мгновенный пространственный профиль волнового режима во второй

решетке и распределение значений коэффициента взаимной корреляции (3.9)

для случая 𝛾 = 0.9 в окне десинхронизации (0.8 < 𝛾 < 0.95).

В другом случае, при воздействии второй решетки на первую (синяя ли-

ния на рисунке 3.3), при 𝛾 > 0.4 когерентный кластер спирально-волновой

химеры передается в первый ансамбль. Пример поведения первой решетки для

𝛾 = 0.5 приведен на рисунке 3.5,а. При этом некогерентное ядро спирально-

волновой химеры остается некоррелированным с центром первой решетки (ри-

сунок 3.5,б), в том время как ядро концентрической химеры передавалось во

вторую решетку вместе с некогерентной областью. Это различие может быть

связано с разницей в характере некогерентности. Колебания в ядре концен-

трической химеры являются почти регулярными, тогда как в спиральной ха-1
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Рисунок 3.3. Зависимости нормированного количества синхронных

осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 от силы межслойной связи 𝛾 при однонаправленном

воздействии слоя с концентрической химерой на слой со спиральной химерой

(зеленая линия) и наоборот (синяя линия) в сети (3.3).
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Рисунок 3.4. Мгновенный пространственный профиль значений 𝑥2𝑖,𝑗 второй

решетки в случае воздействия на неё первой с силой связи 𝛾 = 0.9 (а) и

распределение значений коэффициента взаимной корреляции (б) при

𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 10, 𝜎1,2 = 0.7, 𝜀1 = 2.1, 𝜀2 = 2, 𝜔1 = 2, 𝜔2 = 2.5, 𝑁 = 80.1
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Рисунок 3.5. Мгновенные пространственные профили значений переменной

𝑥1𝑖,𝑗 первой решетки в случае воздействия на неё второй (а,в) и распределение

значений величины 𝑅𝑖,𝑗(б,г) для 𝛾 = 0.5 (а,б) и 𝛾 = 0.7 (в,г) при

𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 10, 𝜎1,2 = 0.7, 𝜀1 = 2.1, 𝜀2 = 2, 𝜔1 = 2, 𝜔2 = 2.5, 𝑁 = 80.
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рактеризуются хаотической динамикой. Частичная синхронизация решеток при

воздействии второй решетки на первую наблюдается при 0.4 < 𝛾 < 0.62 или

𝛾 > 0.85 (синяя линия на рисунке 3.3). Значениям 0.62 < 𝛾 < 0.85 соответ-

ствует окно десинхронизации, которое наблюдается и для случая воздействия

в обратном направлении, но в несколько другом диапазоне значений. На рисун-

ке 3.5,в приведен мгновенный профиль пространственно-временного режима в

первой решетке при 𝛾 = 0.7. Соответствующее распределение значений коэф-

фициента корреляции (рисунок 3.5,г) указывает на отсутствие согласованной

динамики между слоями.

Синхронизация концентрической химеры и пространственно-одно-

родного режима. Для более детального рассмотрения синхронизации кон-

центрической химеры установим её в первой решетке при 𝜀1 = 2.1, 𝜔1 = 2.0,

𝑃 1 = 4, 𝜎1 = 0.7 (рисунок 3.6,а), а во второй решетке выберем однород-

ную в пространстве структуру при 𝜀2 = 2.1, 𝜔2 = 2.0, 𝑃 2 = 10, 𝜎2 = 0.5

(рисунок 3.6,б). Как и при воздействии ансамбля с концентрической химерой

на решетку со спиральной химерой, при её воздействии на пространственно-

однородный режим в случае межслойной связи (3.5) эффекта полной или ча-1
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Рисунок 3.6. Мгновенные пространственные профили значений переменных

первой 𝑥1𝑖,𝑗 (а) и второй 𝑥2𝑖,𝑗 (б) решеток системы (3.3) в отсутствие

межслойной связи (𝛾𝑝𝑙 = 0) при 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 10, 𝜎1 = 0.7, 𝜎2 = 0.5,

𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2, 𝑁 = 80.
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стичной синхронизации не наблюдается даже при достаточно больших значе-

ниях силы межслойной связи (рисунок 3.7). При этом во второй решетке инду-

цируется концентрическая волновая структура (рисунок 3.8,а), однако только

очень небольшое количество пар осцилляторов синхронизуется (зеленая линия1

0
0.

5

Ns

N2

0 0.25 0.5 0.75 γ

TWC→SWC SWC→TWC

Рисунок 3.7. Зависимости нормированного количества синхронных

осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 от силы межслойной связи 𝛾 при однонаправленном

воздействии слоя с концентрической химерой на слой с однородным режимом

(зеленая линия) и наоборот (синяя линия) в модели (3.3) для межслойной

связи (3.5).1
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Рисунок 3.8. Мгновенный пространственный профиль амплитуд второй

решетки (а) и временные реализации для пары осцилляторов с индексами

𝑖 = 38, 𝑗 = 38 для первой (действующей) решетки (черная линия) и для

второй (зеленая линия) в системе (3.3) при 𝛾 = 0.5, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.0,

𝑃 1 = 4, 𝜎1 = 0.7, 𝑃 2 = 10, 𝜎2 = 0.5.
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на рисунке 3.7). На рисунке 3.8,б приведены временные реализации пары свя-

занных осцилляторов из разных решеток. Видно, что колебания действующего

генератора несколько больше по амплитуде и смещены по фазе относительно

колебаний генератора во второй решетке при совпадающей частоте. В другом

случае, при воздействии второй решетки с однородной структурой на первую

при 𝛾 ∈ [0.1, 0.12]∪ [0.18, 1] происходит полная синхронизация всей сети (синяя

линия на рисунке 3.7).

Зависимости количества синхронных пар осцилляторов от силы межслой-

ной связи для двух случаев действия однонаправленной связи (3.4) приведены

на рисунке 3.9. В обоих рассмотренных случаях при 𝛾 ∼ 0.14 некоторые пары

связанных элементов в разных решетках синхронизуются. Затем, при воздей-

ствии первой решетки на вторую количество синхронных пар увеличивается

постепенно с ростом параметра 𝛾, а при обратном воздействии синхрониза-

ция происходит резко. При дальнейшем увеличении силы межслойной связи

при 𝛾 ∼ 0.65 резко нарушается условие синхронизации для большинства пар

осцилляторов для обоих направлений воздействия. Десинхронизация в обоих1
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Рисунок 3.9. Зависимости нормированного количества синхронных

осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 от силы межслойной связи 𝛾 при однонаправленном

воздействии слоя с концентрической химерой на слой с однородным режимом

(зеленая линия) и наоборот (синяя линия) в сети (3.3) для межслойной

связи (3.4).
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случаях наблюдается в окне 𝛾 ∈ (0.65, 0.85). Далее, при 𝛾 > 0.85 вновь проис-

ходит синхронизация большинства пар генераторов связанных ансамблей (3.3).

3.3.2 Синхронизация концентрических структур в

связанных решетках генераторов ван дер Поля

Синхронизация концентрических структур между собой представляет

наибольший интерес ввиду открытия новой химерной структры на их осно-

ве. В этом разделе, в сравнении с результатами, представленными в разде-

ле 3.3.1, анализируется случай вынужденной синхронизации концентрической

волны при локальной связи с концентрической химерой. На рисунке 3.10 по-

казаны мгновенные пространственные профили волновых структур, которые

устанавливаются в решетках (3.3) в отсутствие межслойной связи и при зада-

нии различных реализаций начальных условий. Приведенные режимы реали-

зуются в изолированных решетках при различных значениях параметра нело-

кальности: 𝑃 1 = 4 в случае концентрической химеры и 𝑃 2 = 1 в случае концен-1
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Рисунок 3.10. Мгновенные пространственные профили значений переменных

первой 𝑥1𝑖,𝑗 (а) и второй 𝑥2𝑖,𝑗 (б) решеток системы (3.3) в отсутствие

межслойной связи (𝛾𝑝𝑙 = 0) при 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 1, 𝜎1,2 = 0.7, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2,

𝑁 = 80.
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трической волны. Остальные параметры модели (3.3) выбраны одинаковыми:

𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.0, 𝜎1,2 = 0.7.

В случае межслойной связи (3.5) зависимости числа синхронных пар ос-

цилляторов в обоих направлениях показывают, что синхронизация не наблюда-

ется в очень большом диапазоне по силе межслойной связи (рисунок 3.11). Од-

нако при 𝛾 ∼ 0.8 начинается рост числа синхронных пар связанных элементов

для обоих случаев направления связи. При воздействии решетки с нелокальной

внутрислойной связью (первая) на решетку с локальной связью (вторая) наблю-

дается синхронизация большинства пар генераторов при 𝛾 > 0.85, но в случае

воздействия слоя с классической концентрической волной на слой с химерной

структурой синхронизуется максимум около половины осцилляторов даже при

𝛾 = 1, хотя визуально связанные решетки демонстрируют похожее поведение.

В этом случае, также как и в случае, для которого приведены результаты на

рисунке 3.8, мгновенные фазы связанных пар генераторов отличаются друг от

друга на некоторую постоянную величину.

Межслойная связь (3.4) приводит к синхронизации при заметно меньших

значениях параметра межслойной связи, что демонстрируют зависимости нор-1
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Рисунок 3.11. Зависимости нормированного количества синхронных

осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 от силы межслойной связи 𝛾 при воздействии слоя с

концентрической химерой на слой с концентрической волной (зеленая линия)

и наоборот (синяя линия) в сети (3.3) для межслойной связи (3.5).
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мированного количества синхронных осцилляторов от силы связи 𝛾, приведен-

ные на рисунке 3.12. При воздействии первого слоя с химерной структурой на

второй слой с локальной связью (зеленая линия на рисунке 3.12), также как и в

других случаях со связью (3.4), при увеличении силы связи при некотором зна-

чении 𝛾 = 0.25 число синхронных пар элементов начинает резко увеличиваться.

Затем, при 𝛾 ∈ (0.28, 0.65) концентрическая структура почти полностью пере-

дается в слой с локальной связью. Далее, в диапазоне 𝛾 ∈ (0.65, 0.86) условие

синхронизации для большинства пар генераторов нарушается и наблюдается

десинхронизация, и, наконец, при 𝛾 > 0.86 эффект синхронизации наблюда-

ется вновь. Однако в случае воздействия концентрической волны на химеру

при нелокальной связи вид зависимости 𝑁𝑠/𝑁
2(𝛾) отличается от всех рассмот-

ренных случаев со связью (3.4), как видно на рисунке 3.12 (синяя линия). Это

изменение состоит в том, что исчезает окно десинхронизации и синхронизация

происходит только при достаточно больших значениях силы межслойной связи.

Таким образом, химерная структура легче передается в решетку с локальной

связью, чем классическая концентрическая волна в решетку с нелокальной свя-

зью. 1

0
0.

5

Ns

N2

0 0.25 0.5 0.75 γ

TWC→SWC SWC→TWC

Рисунок 3.12. Зависимости нормированного количества синхронных

осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 от силы межслойной связи 𝛾 при воздействии слоя с

концентрической химерой на слой с концентрической волной (зеленая линия)

и наоборот (синяя линия) в cети (3.3) для межслойной связи (3.4).
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3.3.3 Механизм вынужденной синхронизации волновых

структур в связанных решетках генераторов ван дер

Поля

Как показывают результаты численных расчетов, приведенные в разде-

ле 3.3.2, в зависимости от способа введения связи явление синхронизации может

возникать при разных значениях силы связи и иметь разные характерные осо-

бенности. В случае, если связь задается соотношением (3.5), вторые уравнения

генераторов в модели (3.3) при отсутствии межслойной связи можно переписать

следующим образом:

𝑦̇𝑙𝑖,𝑗 =
[︀
𝜀𝑙 − 𝛾𝑝𝑙 − 𝜀𝑙(𝑥𝑙𝑖,𝑗)

2
]︀
𝑦𝑙𝑖,𝑗 − (𝜔𝑙)2𝑥𝑙𝑖,𝑗 + 𝛾𝑝𝑙𝑦𝑝𝑖,𝑗. (3.11)

Из уравнения (3.11) видно, что положительная сила связи уменьшает уровень

нелинейности и вводит дополнительную диссипацию в отдельном генераторе

ван дер Поля. В случае связи по первой переменной во втором уравнении (3.4)

вторые уравнения генераторов ван дер Поля при отсутствии межслойной связи

записываются в виде:

𝑦̇𝑙𝑖,𝑗 = 𝜀𝑙
[︀
1 − (𝑥𝑙𝑖,𝑗)

2
]︀
𝑦𝑙𝑖,𝑗 −

[︀
(𝜔𝑙)2 + 𝛾𝑝𝑙

]︀
𝑥𝑙𝑖,𝑗 + 𝛾𝑝𝑙𝑦𝑝𝑖,𝑗. (3.12)

В последнем случае положительная связь не влияет на диссипацию индивиду-

ального элемента, но увеличивает эффективное значение частоты собственных

колебаний.

Из двух последних уравнений очевидно, что при однонаправленном взаи-

модействии особенности индивидуальной динамики заметно изменяются в обо-

их случаях. Но из-за того, что параметры связи в этих двух случаях изменяют

эффективные значения разных параметров генератора ван дер Поля, и эффект

синхронизации для них может происходить совсем по-разному. Для примера

более детально рассмотрим случай, представленный в последнем параграфе
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предыдущего раздела, когда в первой решетке изначально установлена кон-

центрическая химера, а во второй – классическая концентрическая волна (рису-

нок 3.10). В этом случае решетки отличаются друг от друга только параметром

нелокальности. В остальных случаях особенности синхронизации аналогичны.

Как было отмечено выше, для связи (3.4) синхронизация большей части

пар осцилляторов наблюдается только при достаточно больших значениях си-

лы связи 𝛾 > 0.85 (рисунок 3.11). В то же время, значения средних частот

⟨𝑓𝑖,𝑗⟩ = 0.325 для всех осцилляторов в обеих решетках и остаются неизменны-

ми при увеличении 𝛾, что также подтверждается уравнением (3.11). Однако

идентичности частот колебаний осцилляторов оказывается недостаточно для

синхронизации даже при достаточно больших значениях силы связи, так как

параметр 𝛾 влияет на диссипацию в одной из решеток и сильно изменяет ха-

рактер динамики генераторов в ней.

В случае, когда межслойные связи определяются функцией (3.4), и первая

решетка воздействует на вторую, коэффициент связи изменяет эффективное

значение частоты колебаний генераторов (3.12). Поскольку форма нелинейно-

сти и величина диссипации во всех элементах решетки остаются одинаковыми

и с ростом расстройки по собственной частоте увеличивается и сила связи, син-

хронизация большинства связанных пар осцилляторов происходит при средних

значениях 𝛾 скорее через захват частоты. Затем, в окне десинхронизации их

частоты оказываются настолько различающимися, что синхронизация стано-

вится невозможной. На рисунке 3.13 приведены типичные зависимости средней

частоты осцилляторов управляемой решетки при увеличении 𝛾. На рисунке

видно, что в решетке могут быть осцилляторы, которые остаются несинхрон-

ными при всех значениях 𝛾 (красная линия). При 𝛾 ∼ 0.63 частота одного

из синхронных осцилляторов резко уменьшается (синяя линия), он перестает

быть синхронным с симметричным ему осциллятором из управляющего слоя.

Затем, при 𝛾 ∼ 0.69 частота ещё одного осциллятора уменьшается. То есть, син-

хронизация нарушается не сразу для всех пар элементов, а постепенно. Затем,
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Рисунок 3.13. Изменение средней частоты осцилляторов с номерами

𝑖 = 30, 𝑗 = 30, 𝑖 = 46, 𝑗 = 36 и 𝑖 = 46, 𝑗 = 35 во второй решетке для случая

передачи концентрической химеры во вторую решетку для межслойной

связи (3.4) при 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.0, 𝜎1,2 = 0.7, 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 1.

при дальнейшем увеличении силы связи частоты осцилляторов, для которых

синхронизация была нарушена, медленно увеличиваются и при 𝛾 ∼ 0.89 резко

выходят на прежний уровень (заленая и синяя линии на рисунке 3.13). Данный

сценарий синхронизации похож на подавление частоты внешним воздействием.

3.3.4 Синхронизация спиральных волн в связанных

решетках отображений Курбажа-Некоркина

В настоящем разделе рассматривается эффект вынужденной синхрониза-

ции спиральных волн и спирально-волновых химер в двухслойной сети связан-

ных решеток отображений Курбажа-Некоркина (3.6). В данном случае элемен-

ты второй решетки однонаправленно воздействуют на соответствующие эле-

менты первой (𝛾12 = 0, 𝛾21 = 𝛾). Тип межслойной связи определяется со-

отношением (3.4). Характеристикой степени синхронности пространственно-

временных структур служит число 𝑁𝑠 синхронных пар, удовлетворяющее усло-

вию 𝑅1,2
𝑖,𝑗 > 0.95, где 𝑅1,2

𝑖,𝑗 – коэффициенты взаимной корреляции (3.9). Парамет-

ры индивидуальных отображений фиксируются: 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15,
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𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005, а силы внутрислойных связей устанавливаются одинаковыми

для обеих решеток 𝜎1,2 = 0.6.

В отсутствие межслойной связи в первой решетке отображений Кур-

бажа-Некоркина реализуется режим классической спиральной волны (рису-

нок 3.14,а), а во второй – режим спирально-волновой химеры (рисунок 3.14,б).

Результаты численного моделирования системы (3.6) демонстрируют переда-

чу спирально-волновой химеры из второй решетки (рисунок 3.14,б) в первую

(рисунок 3.14,в) при 𝛾 = 0.05. Как видно из зависимости, представленной на1
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Рисунок 3.14. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 (a,в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (б), нормированное число синхронных осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 в зависимости

от силы межслойной связи 𝛾 (г) и распределения значений 𝑅𝑖,𝑗 между

симметричными элементами решеток (д,е) в сети (3.6) для режима

одноядерной спирально-волновой химеры во второй решетке при 𝛾 = 0 (а,б),

𝛾 = 0.02 (д) и 𝛾 = 0.05 (в,е) для 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 22, 𝜎1,2 = 0.6, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04,

𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005.



141

рисунке 3.14,г, при 𝛾 ∼ 0.05 происходит сравнительно резкая частичная син-

хронизация связанных ансамблей. При этом по рисунку 3.14,д видно, что при

𝛾 = 0.02 корреляция большого количества пар элементов довольно высока, но

осцилляторы по краям решетки, в некогерентном центре и вблизи него некорре-

лированы с соответствующими им элементами. Наконец, при 𝛾 = 0.05 большие

части решеток синхронизируются (рисунок 3.14,е), кроме некогерентных цен-

тров и их окрестностей. При этом качественно структуры становятся похожими

(рисунки 3.14,б,в).

На рисунке 3.15 приведены аналогичные результаты, полученные для слу-

чая, когда параметр нелокальности во второй решетке 𝑃 2 = 14, при котором

реализуется режим 5-ядерной спирально-волновой химеры (рисунок 3.15,б). Ме-

ханизм синхронизации качественно не отличается от представленного выше.

При 𝛾 ∼ 0.05 когерентная часть второй решетки синхронизуется с первой (ри-

сунки 3.15,а,в,е). Переход к синхронному режиму характеризуется постепенным

ростом значений коэффициента корреляции для элементов из когерентной об-

ласти (рисунок 3.15,д). Как показывает сравнение рисунков 3.14,г и 3.15,г, в

случае многоядерной химеры число некоррелированных пар элементов в режи-

ме частичной синхронизации увеличивается примерно пропорционально числу

некогерентных ядер:

𝑁𝑑
5 ядер ≈ 5𝑁𝑑

1 ядро,

где 𝑁𝑑 = 𝑁 2 − 𝑁𝑠 означает число несинхронизированных пар осцилляторов:

𝑁𝑑 = 𝑁𝑑
5 ядер для химеры с пятью ядрами (рисунок 3.15,г,е) и 𝑁𝑑 = 𝑁𝑑

1 core

для одноядерной химеры (рисунок 3.14,г,е). Более детальное изучение некоге-

рентного ядра спиральных структур рисунка 3.14 с помощью преобразования

Фурье показывает, что спектры колебаний двух осцилляторов из когерентных

областей связанных решеток в режиме синхронизации совпадают. Однако спек-

тры колебаний элементов некогерентного ядра управляющей и управляемой ре-
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Рисунок 3.15. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 (a,в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (б), нормированное число синхронных осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 в зависимости

от силы межслойной связи 𝛾 (г) и распределения значений 𝑅𝑖,𝑗 между

симметричными элементами решеток (д,е) в сети (3.6) для режима

многоядерной спирально-волновой химеры во второй решетке при 𝛾 = 0 (а,б),

𝛾 = 0.02 (д) и 𝛾 = 0.05 (в,е) для 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 14, 𝜎1,2 = 0.6, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04,

𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005.

шеток имеют отличающиеся друг от друга распределения амплитуд основных

гармоник при одинаковых значениях частот основных гармоник.

Таким образом, полная синхронизация спирально-волновых структур, ре-

ализующихся при различных значениях параметра нелокальности, недостижи-

ма даже при достаточно больших значениях силы межслойной связи 𝛾. Несин-

хронными всегда остаются ведущие центры или некогерентные ядра спирально-

волновых структур, в отличие от концентрических волновых структур, для ко-

торых некогерентное ядро является ведущим в эффекте синхронизации. В рам-
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ках диссертационного исследования также рассматривался случай межслойной

связи, заданной соотношением (3.5). Полученные результаты качественно не

отличаются от представленного выше случая. Единственным отличием явля-

ется незначительное увеличение порогового значения силы связи, при котором

колебания элементов взаимодействующих ансамблей синхронизируются.

3.4 Взаимная синхронизация волновых режимов в двух

связанных решетках

В этом разделе приведены результаты численных исследований динами-

ки двух симметрично (взаимно) связанных двумерных ансамблей нелинейных

осцилляторов в режимах спиральных и концентрических волн. Анализируется

влияние расстройки параметра нелокальности на эффект взаимной синхрони-

зации в системе двух связанных решеток генераторов ван дер Поля, реализу-

ющих концентрические структуры разных типов. При этом рассматриваются

два типа межслойной связи соответствующих элементов связанных ансамблей.

3.4.1 Взаимодействие концентрических волновых структур

в связанных решетках генераторов ван дер Поля

Для рассмотрения симметричного взаимодействия концентрических

структур в решетках 𝑁 ×𝑁 = 80 × 80 в системе (3.3) параметры межслойной

связи устанавливаются одинаковыми (𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾). Численное моделирова-

ние динамики взаимосвязанных ансамблей (3.3) проводилось аналогично иссле-

дованиям эффекта вынужденной синхронизации в этой системе (раздел 3.3.1).

Результаты численного моделирования показали, что коэффициенты взаимной
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корреляции (3.9) для взаимодействующих концентрических химерных струк-

тур могут давать очень большие ошибки, поэтому в данном случае в качестве

меры синхронизации пар осцилляторов используется корень среднеквадратич-

ного отклонения:

𝜃𝑖,𝑗 =
√︁
⟨(𝑥2𝑖,𝑗 − 𝑥1𝑖,𝑗)

2⟩𝑡, (3.13)

который принимает значения меньше 0.3 для почти идентичных колебаний.

Для подробного изучения влияния расстройки по параметру нелокально-

сти 𝑃 1 и 𝑃 2 на эффект взаимной синхронизации рассматриваются комбинации

начальных условий в виде двух структур из представленных на рисунке 3.16.

Структура в первой решетке при 𝑃 1 = 1 (рисунок 3.16,а) была получена с1
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Рисунок 3.16. Мгновенные пространственные профили значений переменной

𝑥1𝑖,𝑗 первой решетки сети (3.3) в отсутствие межслойной связи для режимов

одноядерных концентрических волн при 𝑃 1 = 1 (а), 𝑃 1 = 2 (б), 𝑃 1 = 3 (в),

𝑃 1 = 4 (г), 𝑃 1 = 6 (д) и 𝑃 1 = 7 (е). Параметры: 𝜎1 = 0.65, 𝜀1 = 2.1, 𝜔1 = 2,

𝛾21 = 0.
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использованием случайных начальных условий, затем величина параметра 𝑃 1

изменялась с выбором начальных условий в виде последнего полученного состо-

яния ансамбля. Структуры на рисунке 3.16 получены в отсутствие воздействия

со стороны второй решетки (𝛾21 = 0). Далее две различающиеся структуры из

представленных на рисунке 3.16 устанавливаются в двух решетках и вводит-

ся межслойная взаимная симметричная связь (𝛾21 = 𝛾12 = 𝛾), сила которой

увеличивается плавно с целью наилучшего сохранения типа пространственно-

временной динамики. Для количественной оценки синхронности динамики в

связанных ансамблях используются графики, на которых по вертикальной оси

показано распределение значений 𝜃𝑖,𝑗 для всех пар генераторов, а по горизон-

тальной отложено соответствующее значение силы связи.

Синхронизация концентрической волны и химеры при минималь-

ной расстройке по параметру нелокальности. На рисунке 3.17 приве-

дены расчеты распределения значений среднеквадратичного отклонения (3.13)

в зависимости от величины межслойной связи для случая синхронизации кон-

центрической волны (𝑃 1 = 1) с концентрической волновой химерой при мини-

мальном значении параметра нелокальности (𝑃 2 = 2). Полученные результаты
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Рисунок 3.17. Распределение значений 𝜃𝑖,𝑗 в зависимости от силы межслойной

связи 𝛾 (3.5) при 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 2, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2. В области I

волны в решетках сильно отличаются друг от друга, в области II происходит

их взаимная подстройка (синхронизация отсутствует), в области III

наблюдаются синхронные структуры.
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показывают, что при 𝛾 < 0.13 структуры в разных решетках несинхронны.

При этом в области I ансамбли демонстрируют сильно отличающуюся друг от

друга динамику (рисунок 3.18,а,г), а в области II структуры становятся похо-

жими друг на друга, хотя и не синхронизуются полностью, что отражено как на

распределении значений 𝜃𝑖,𝑗 (рисунок 3.17), так и на мгновенных профилях (ри-

сунки 3.18,б,д). В первой решетке область некогерентности не появляется, хотя

во второй сохраняется. Когерентные части решетки синхронизируются. Важно

отметить, что из-за взаимодействия решеток длина волны обеих структур уве-

личилась, а не установилась некая промежуточная структура, как можно было

ожидать. В области III значения 𝜃𝑖,𝑗 = 0, как видно на рисунке 3.17, что свиде-

тельствует о полной синхронизации. Однако, как показывают рисунки 3.18,в,е,1
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Рисунок 3.18. Мгновенные пространственные профили динамики первой (a-в)

и второй (г-е) решеток сети (3.3) для режима одноядерных концентрических

волн с межслойной связью (3.5) при 𝛾 = 0.045 (а,г), 𝛾 = 0.12 (б,д) и 𝛾 = 0.2

(в,е). Параметры: 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 2, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.
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в области III синхронизуются не концентрические структуры, а однородный в

пространстве режим. То есть, начальные структуры разрушились при введении

межслойной связи (3.5) достаточно большой силы. Исчезновение концентриче-

ской структуры в области III можно объяснить ростом длины волны в обоих

ансамблях с увеличением силы связи: при определенном её значении длина вол-

ны оказывается больше линейных размеров решетки. Кроме того, длины волн

структур при 𝑃 1 = 1 и при 𝑃 2 = 2 сильно отличаются друг от друга, что может

препятствовать взаимной синхронизации исходных структур.

Для изучения влияния типа межслойной связи на явление синхронизации

теперь рассматривается связь по первой переменной во втором уравнении (3.4).

Как и в предыдущем случае, при 𝛾 < 0.035 (область I на рисунке 3.19) струк-

туры несинхронны и заметно отличаются друг от друга (рисунки 3.20,а,г). При

увеличении силы связи в области IV концентрические структуры в обоих слоях

разрушаются, а возникают спиральные волны с множеством центров (рисун-

ки 3.20,б,д). Затем, при 𝛾 ∈ [0.055, 0.1] (область II на рисунке 3.19) концен-

трические волны возникают вновь с гораздо большей длиной волны (рисун-
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Рисунок 3.19. Распределение значений 𝜃𝑖,𝑗 в зависимости от силы межслойной

связи 𝛾 (3.4) при 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 2, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2. В области I

волны в разных решетках сильно отличаются друг от друга, в области IV

наблюдаются несинхронные спиральные структуры, в области II они

подстраиваются друг под друга, но не синхронизуются, в области III

становятся синхронными.
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Рисунок 3.20. Мгновенные пространственные профили динамики первой (a-в)

и второй (г-е) решеток сети (3.3) для режимов одноядерных концентрических

волн с межслойной связью (3.4) при 𝛾 = 0.03 (а,г), 𝛾 = 0.05 (б,д) и 𝛾 = 0.1

(в,е). Параметры: 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 2, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.

ки 3.20,в,е), и большое количество связанных пар осцилляторов синхронизи-

руется. Наконец, при 𝛾 > 0.1 (область III на рисунке 3.19), концентрические

структуры в обеих решетках вновь разрушаются, все осцилляторы обеих реше-

ток синхронизуются, как и в предыдущем случае.

Синхронизация концентрической волны и химеры при увеличении

параметра нелокальности во втором слое. Результаты численного мо-

делирования показывают, что увеличение разности диапазонов связи ∆𝑃 =

𝑃 2−𝑃 1 не приводит к качественному изменению во взаимном поведении реше-

ток. Этот факт отражают зависимости 𝜃𝑖,𝑗(𝛾), показанные на рисунках 3.21,а,б

для двух типов межслойной связи. В первом случае, когда связь вводится по

второй переменной во втором уравнении (3.5), структуры заметно отличаются
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друг от друга в области I при 𝛾 < 0.045 (рисунок 3.21,а). С ростом силы связи

длины волн в обеих решетках увеличиваются и в интервале 𝛾 ∈ [0.050.135] они

подстраиваются друг под друга. В области III, при 𝛾 > 0.135, концентрические

структуры в обоих ансамблях разрушаются и все элементы системы демонстри-

руют одинаковые периодические колебания. Описанные результаты аналогич-

ны случаю с меньшей расстройкой ∆𝑃 , который представлен выше. В случае

связи по первой переменной во втором уравнении (3.4) при 𝛾 < 0.03 в области
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Рисунок 3.21. Распределения значений 𝜃𝑖,𝑗 в зависимости от силы межслойной

связи в случае связи по вторым переменным (3.5) (а) и по первым

переменным (3.4) (б) при 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 3, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2. В

области I волны в разных решетках сильно отличаются друг от друга, в

области IV наблюдаются различные несинхронные структуры, в области II

они подстраиваются друг под друга, но не синхронизуются, в области III

становятся синхронными.
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I структуры оказывают слабое влияние друг на друга (рисунок 3.21,б). В обла-

сти IV при 𝛾 ∈ [0.03 : 0.055] обе решетки переходят в нерегулярные режимы с

сосуществующими различными типами волн. В области II при 𝛾 ∈ [0.06, 0.155]

концентрические волны наблюдаются вновь, но синхронных пар генераторов

оказывается гораздо меньше, чем в случае меньшей расстройки по параметру

нелокальности. Наконец, в области III при 𝛾 > 0.155 концентрические структу-

ры разрушаются и сменяются пространственно-однородным режимом, соответ-

ствующим режиму полной синхронизации всех генераторов исследуемой сети.

Синхронизация концентрических химерных структур при минималь-

ной расстройке параметров нелокальности. В предыдущих параграфах

было рассмотрено симметричное взаимодействие концентрической волны при

локальной связи и концентрических химерных волн. Было показано для двух

типов межслойной связи, что полной синхронизации между такими струк-

турами нет, хотя большие части решетки могут синхронизоваться. Числен-

ные исследования для межслойной связи (3.4) для случаев 𝑃 1 = 3, 𝑃 2 = 4;

𝑃 1 = 3, 𝑃 2 = 6; 𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 7 показали аналогичные описанным выше резуль-

таты. Поэтому, здесь приводятся результаты для межслойной связи по второй

переменной во втором уравнении (3.5). Зависимость распределения значений
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Рисунок 3.22. Распределение значений 𝜃𝑖,𝑗 в зависимости от силы межслойной

связи 𝛾 (3.5) при 𝑃 1 = 3, 𝑃 2 = 4, 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2. В области I

волны в разных решетках сильно отличаются друг от друга, в области V

наблюдается эффективная синхронизация концентрических структур.
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среднеквадратичного отклонения от силы связи для случая, когда расстройка

параметра нелокальности минимальна (∆𝑃 = 𝑃 2 − 𝑃 1 = 4 − 3 = 1), приведена

на рисунке 3.22. Распределение изменяется плавно и принципиально отличает-

ся от всех рассмотренных выше случаев. В области V при 𝛾 > 0.53 происходит

полная эффективная синхронизация концентрических структур. Установлен-

ные в отсутствие связи концентрические химеры в обеих решетках изменяются

плавно, вследствие чего сохраняются даже при достаточно больших значениях

𝛾. Поэтому, синхронизация концентрических химер в случае связи (3.5) пред-

ставляется наиболее интересной.

На рисунке 3.23 приведены мгновенные пространственные профили

структур для двух ансамблей и распределения 𝜃𝑖,𝑗 для соответствующих

пространственно-временных режимов при нескольких увеличивающихся зна-

чениях силы межслойной связи. При 𝛾 = 0.01 (рисунки 3.23,а,г) структуры

почти не отличаются от начальных, взятых при 𝛾 = 0. При этом распределение

значений 𝜃𝑖,𝑗 принимает довольно большие значения 𝜃𝑖,𝑗 ∈ (1.2, 2.2) для всех

пар генераторов, что свидетельствует об отсутствии взаимной синхронизации

(рисунок 3.23,ж). При 𝛾 > 0.03 решетки демонстрируют почти идентичное пове-

дение: длина волны и положение некогерентных осцилляторов в ядре одинако-

вы для обеих структур, однако видно, что края решеток немного отличаются в

один и тот же момент времени (рисунки 3.23,б,д). То, что осцилляторы по краям

решеток не синхронизируются друг с другом, подтверждается распределением

значений 𝜃𝑖,𝑗, приведенном на рисунке 3.23,з. Пары осцилляторов с наименьши-

ми среднеквадратичными отклонениями соответствуют тем, которые отличают-

ся на половину периода колебаний от осцилляторов в своей окрестности внутри

решетки. То есть, в первую очередь при увеличении силы межслойной связи

синхронизируются генераторы, характеризующие некогерентность в химерном

состоянии. В случае достаточно больших значений силы связи, при 𝛾 > 0.25,

колебания связанных элементов в разных слоях становятся почти идентичными

и значения среднеквадратичных отклонений для них достаточно малы, чтобы
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считать их колебания синхронными. При этом среднеквадратичные отклонения

колебаний некогерентных генераторов химерных структур 𝜃𝑖,𝑗 → 0. Это означа-

ет, что некогерентные элементы в структуре решетки в случае концентрических

химер являются ведущими в эффекте взаимной синхронизации. Таким образом,1
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Рисунок 3.23. Мгновенные пространственные профили динамики первой (a-в)

и второй (г-е) решеток сети (3.3), распределение значений 𝜃𝑖,𝑗 (ж-и) в случае

межслойной связи (3.5) для режима концентрических волновых химер при

𝛾 = 0.01 (а,г,ж), 𝛾 = 0.03 (б,д,з) и 𝛾 = 0.25 (в,е,и). Параметры: 𝑃 1 = 3, 𝑃 2 = 4,

𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1, 𝜔1,2 = 2.
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можно утверждать, что взаимная синхронизация концентрических химерных

состояний происходит через синхронизацию её некогерентных осцилляторов. В

этом эффект синхронизации концентрических волновых химер противополо-

жен эффекту синхронизации спиральных волн и химер. Стоит отметить, что

эти некогерентные осцилляторы синхронизуются при достаточно малых значе-

ниях силы межслойной связи при 𝛾 = 0.07, в то время как внутрислойная связь

𝜎1,2 = 0.65 гораздо больше. При 𝛾 ∼ 0.53 < 𝜎1,2 уже все связанные пары гене-

раторов синхронизируются, если считать синхронной пару (𝑚, 𝑔) с 𝜃𝑚,𝑔 < 0.3.

Синхронизация концентрических химерных структур при увеличе-

нии расстройки параметров нелокальности. Выше описан механизм вза-

имной синхронизации для случая ∆𝑃 = 1, здесь рассматривается влияние уве-

личения ∆𝑃 и увеличения меньшего значения параметра нелокальности 𝑃 1.

Результаты для случаев ∆𝑃 = 𝑃 2−𝑃 1 = 6−3 = 3 и ∆𝑃 = 𝑃 2−𝑃 1 = 7−4 = 3

приведены на рисунках 3.24,а и 3.24,б, соответственно. Форма зависимости на

рисунках 3.24,а,б очень похожа на приведенный график в предыдущем парагра-

фе (рисунок 3.22), но отличается скоростью уменьшения максимального значе-

ния 𝜃𝑖,𝑗 при увеличении силы связи. В результате, даже при 𝛾 = 1 полная

синхронизация не достигается (условие 𝜃𝑖,𝑗 < 0.3 выполняется не для всех пар

осцилляторов). Стоит отметить, что в случае, когда в обеих решетках пара-

метр нелокальности больше при одном и том же значении ∆𝑃 , значения 𝜃𝑖,𝑗

уменьшаются и условие синхронизации выполняется для большинства пар ос-

цилляторов, как следует из сравнения рисунков 3.24,а и 3.24,б.
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Рисунок 3.24. Распределения значений 𝜃𝑖,𝑗 в зависимости от силы межслойной

связи 𝛾 в случае связи по вторым переменным (3.5) при 𝑃 1 = 3, 𝑃 2 = 6 (а) и

𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 7 (б). Остальные параметры фиксированы: 𝜎1,2 = 0.65, 𝜀1,2 = 2.1,

𝜔1,2 = 2. В области I волны в разных решетках отличаются друг от друга.

3.4.2 Взаимодействие спиральных волн в связанных

решетках отображений Курбажа-Некоркина

Взаимная синхронизация спиральных волн и спирально-волновых химер-

ных состояний, также как и вынужденная, рассматривается в системе двух вза-

имно связанных решетках отображений Курбажа-Некоркина (3.6) (𝛾12 = 𝛾21 =

𝛾). Были исследованы два случая межслойной связи, результаты для которых

качественно одинаковы. В случае связи через функции (3.5) пороговое значе-

ние 𝛾, при котором колебания элементов решеток синхронизируются, больше,
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чем для случая связи через переменные (3.4). В этом разделе рассматривается

только случай связи через переменные (3.4). Степень синхронности элементов

решеток в режиме спиральных структур оценивается числом 𝑁𝑠 синхронных

пар, удовлетворяющих условию 𝑅1,2
𝑖,𝑗 > 0.95, где 𝑅1,2

𝑖,𝑗 – коэффициенты корре-

ляции временных реализаций соответствующих отображений (3.9). Параметры

индивидуальных отображений фиксируются 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15,

𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005, силы внутрислойных связей устанавливаются одинаковыми

для обеих решеток 𝜎1,2 = 0.6. При изучении взаимной синхронизации исследуе-

мые структуры получались следующим образом. Начальные условия случайно

равномерно распределены в соответствующих интервалах 𝑥1,2𝑖,𝑗 (0) ∈ [−0.2, 0.6],

𝑦1,2𝑖,𝑗 (0) ∈ [−0.02, 0.06] при 𝑃 1,2 = 1. Затем параметры внутрислойной связи

плавно изменяются с сохранением начальных условий.

На рисунке 3.25 приведены результаты для взаимной синхронизации двух

спиральных волн. В отсутствие межслойной связи выбраны спиральные волны

при 𝑃 1 = 1 в первой решетке (рисунок 3.25,а) и при 𝑃 2 = 3 во второй (ри-

сунок 3.25,б). При введении межслойной связи 𝛾 ∼ 0.02 появляется несколько

пар синхронных осцилляторов (рисунки 3.25,г,д). При этом корреляция коле-

баний почти всех связанных генераторов становится достаточно высокой (ри-

сунок 3.25,д). Далее, при 𝛾 > 0.03 колебания большинства пар связанных

нейронов синхронизируются, как показывает зависимость на рисунке 3.25,г,е.

Важно отметить, что в случае взаимной синхронизации результирующая син-

хронная структура (рисунок 3.25,в) отличается от обеих начальных структур

длиной волны, которая представляет собой некоторое среднее значение длин

волн структур в отдельных решетках в отсутствие межслойной связи. Таким

образом, можно утверждать, что в этом случае имеет место частичная синхро-

низация, при которой колебания осцилляторов, соответствующих центрам спи-

ральных волн, остаются некоррелированными даже при достаточно большом

увеличении силы связи 𝛾.
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Рисунок 3.25. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 (a,в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (б), нормированное число синхронных осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 в зависимости

от силы межслойной связи 𝛾 (г) и распределения значений 𝑅𝑖,𝑗 (д,е) в

системе (3.6) для одноядерных спиральных структур при 𝛾 = 0 (а,б), 𝛾 = 0.02

(д) и 𝛾 = 0.04 (в,е). Параметры: 𝑃 1 = 1, 𝑃 2 = 3, 𝜎1,2 = 0.6, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04,

𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005.

Результаты численного моделирования показывают, что усложнение од-

ной из начальных структур в отдельном ансамбле приводит к увеличению по-

рога синхронизации. Результаты расчетов, представленные на рисунке 3.26,

демонстрируют особенности взаимной синхронизации спиральной волны при

𝑃 1 = 4 и спирально-волновой химеры при 𝑃 2 = 22. Структура, получающаяся

в результате взаимной синхронизации, представляет собой спиральную волну

с почти отсутствующим некогерентным ядром, как видно на мгновенном про-

странственном профиле (рисунок 3.26,в). При этом, взаимная частичная син-

хронизация пространственно-временных структур происходит при 𝛾 ∼ 0.04,
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Рисунок 3.26. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 (a,в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (б), нормированное число синхронных осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 в зависимости

от силы межслойной связи 𝛾 (г) и распределения корреляций связанных

элементов решеток (д,е) в системе (3.6) для одноядерных спирально-волновых

химерных структур при 𝛾 = 0 (а,б), 𝛾 = 0.02 (д) и 𝛾 = 0.06 (в,е). Параметры:

𝑃 1 = 4, 𝑃 2 = 22, 𝜎1,2 = 0.6, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005.

что несколько выше соответствующего значения в предыдущем рассмотренном

случае. Кроме того, по сравнению с предыдущим случаем, увеличивается число

несинхронных пар элементов в режиме синхронизации. Таким образом, усло-

жение динамики одной из решеток приводит к уменьшению числа синхронных

пар осцилляторов и увеличению порогового значения 𝛾, при котором синхро-

низация наступает.

Для дальнейшего усложнения взаимодействующих структур выберем в

качестве начальных химерные состояния с разным количеством некогерентных

кластеров в обеих решетках. Полученная в результате взаимной синхрониза-
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ции 12-ядерной спиральной химеры при 𝑃 1 = 6 и 5-ядерной при 𝑃 2 = 14

(рисунок 3.27) структура в обоих ансамблях упрощается в сравнении с соответ-

ствующими начальными состояниями. В режиме синхронизации наблюдается

3-ядерная спиральная волна, мгновенный пространственный профиль которой

приведен на рисунке 3.27,в. Важно отметить, что усложнение структур привело

к тому, что пороговое значение параметра 𝛾 ∼ 0.05 увеличилось, несмотря на

то, что расстройка по параметру нелокальности заметно уменьшена по срав-

нению с предыдущим рассмотренным случаем. Зависимость 𝑁𝑠/𝑁
2(𝛾) плавно1
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Рисунок 3.27. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 (a,в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (б), нормированное число синхронных осцилляторов 𝑁𝑠/𝑁
2 в зависимости

от силы межслойной связи 𝛾 (г) и распределения корреляций связанных

элементов решеток (д,е) в системе (3.6) для многоядерных

спирально-волновых химерных структур при 𝛾 = 0 (а,б), 𝛾 = 0.02 (д) и

𝛾 = 0.08 (в,е). Параметры: 𝑃 1 = 6, 𝑃 2 = 14, 𝜎1,2 = 0.6, 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04,

𝐽 = 0.15, 𝑑 = 0.5, 𝜀 = 0.005.
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увеличивается при 𝛾 > 0.04, но количество пар осцилляторов, колебания кото-

рых остаются несинхронизированными, является наибольшим для всех случа-

ев, рассмотренных в этом подразделе. Первыми при 𝛾 = 0.02 (рисунок 3.27,д)

синхронизуются колебания осцилляторов в четырех группах вблизи центра ре-

шетки, а при достаточном увеличении силы межслойной связи, при 𝛾 = 0.08,

несинхронными остаются колебания в кластере, объединяющем все три класте-

ра некогерентности (рисунки 3.27,в,е).

3.5 Противофазная удаленная синхронизация волновых

структур в трехслойной неоднородной сети нелинейных

осцилляторов

В данном разделе приведены результаты численного исследования дина-

мики системы трех связанных двумерных ансамблей нелинейных осцилляторов.

Впервые установлено и описано явление противофазной удаленной синхрониза-

ции автоволновых структур в неоднородной трехслойной сети. Удаленные слои,

которые не связаны друг с другом напрямую, представляют собой решетки свя-

занных генераторов ван дер Поля, в то время как средний двумерный ансамбль

состоит из связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо. Средний слой связан с

каждым из удаленных симметрично. Исследуемая модель задается следующи-

ми соотношениями в уравнении (3.1):

û𝑙
𝑖,𝑗 =

⎛⎝𝑥̇𝑙𝑖,𝑗
𝑦̇𝑙𝑖,𝑗

⎞⎠ ;S𝑙 =

⎛⎝𝑥𝑙𝑚,𝑔 − 𝑥𝑙𝑖,𝑗

0

⎞⎠ ;Γ𝑝𝑙 =

⎛⎝𝑥𝑝𝑖,𝑗 − 𝑥𝑙𝑖,𝑗

0

⎞⎠ ;

F1,3 =

⎛⎝ 𝑦1,3𝑖,𝑗

𝜀1,3(1 − (𝑥1,3𝑖,𝑗 )2)𝑦1,3𝑖,𝑗 − 𝜔2𝑥1,3𝑖,𝑗

⎞⎠ ;F2 =

⎛⎝(︀
𝑥2𝑖,𝑗 − 𝑦2𝑖,𝑗

)︀
/𝜀2

𝛼𝑥2𝑖,𝑗 − 𝑦2𝑖,𝑗 − 𝛽

⎞⎠ ,

(3.14)



160

где 𝑝, 𝑙 = 1, 2, 3. Каждый слой имеет размер 𝑁×𝑁 = 50×50. Силы межслойной

связи определяются коэффициентами в матрице:

𝛾𝑝𝑙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝛾12 0

𝛾21 0 𝛾23

0 𝛾32 0

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.15)

Переменные и параметры для отдельных элементов описаны в уравнениях (2.3)

и (2.4). Значения параметров фиксируются следующим образом: для удален-

ных слоев (первого и третьего) 𝜀1,3 = 2.1 и 𝜔 = 2.0, а для среднего (второ-

го) слоя 𝜀2 = 0.2, 𝛼 = 0.8, и 𝛽 = 0.001. Связь в каждой решетке вводится

в первое уравнение системы с силой связи 𝜎𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3. Межслойная связь

Γ𝑝𝑙 является взаимной, симметричной и одинаковой для соседних решеток:

𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾32 = 𝛾23 = 𝛾. Фазовые портреты и временные реализации ко-

лебаний отдельных элементов, приведенные на рисунке 3.28, показывают, что

колебания в гетерогенной сети отличаются друг от друга как по форме, так и

по частоте. Начальные условия для всех динамических переменных случайно

и равномерно распределены в интервале [−1, 1]. Значения сил внутрислойных

связей фиксируются одинаковыми для удаленных слоев 𝜎1 = 𝜎3 = 0.65, для

среднего слоя – 𝜎2 = 0.08. Параметры нелокальности 𝑃 𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3) и си-

лы межслойных связей 𝛾 варьируются. Модель (3.14) интегрируется методом

Рунге-Кутта 4-го порядка с шагом 𝑑𝑡 = 0.005 во времени. Время, после которого

структуры считаются установившимися, составляет 𝑇пер = 10000 безразмерных

единиц времени.

В отсутствие межслойной связи в удаленных решетках выбираются режи-

мы концентрических волн, примеры которых приведены на рисунках 3.29,а-в,

а для средней решетки – один из режимов спиральных волн, показанных на

рисунках 3.29,г-е. Формирование различных режимов и особенности их дина-

мики в отдельных решетках подробно исследованы во второй главе. Значение

силы внутрислойной связи второй решетки 𝜎2 = 0.08 гораздо меньше значений
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Рисунок 3.28. Временные реализации (а,в) и фазовые портреты (б,г) для

отдельного генератора ван дер Поля при 𝜀1,3 = 2.1 и 𝜔 = 2.0 (а,б) и

осциллятора ФитцХью-Нагумо при 𝜀2 = 0.2, 𝛼 = 0.8, и 𝛽 = 0.001 (в,г).

сил связей внутри удаленных ансамблей, что может способствовать успешной

передаче динамических структур между удаленными слоями.

Для обнаружения и количественной оценки эффекта синхронизации меж-

ду слоями сети (3.14) вычисляются значения коэффициента взаимной корре-

ляции для связанных ансамблей по формуле (3.9). С помощью рассчитанных

распределений значений 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 (𝑙, 𝑝 = 1, 2, 3) возможно определить наличие уда-

ленной синхронизации при 𝑅1,3
𝑖,𝑗 → 1, 𝑅1,2

𝑖,𝑗 ≪ 1, 𝑅2,3
𝑖,𝑗 ≪ 1, и синхронизации всех

слоев при 𝑅1,2
𝑖,𝑗 → 1, 𝑅2,3

𝑖,𝑗 → 1, 𝑅1,3
𝑖,𝑗 → 1. Кроме того, распределения коэффи-

циентов корреляции позволяют диагностировать синфазную и противофазную

синхронизации волновых структур в случае периодических колебаний элемен-

тов ансамблей. В случае синфазной синхронизации 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 → +1, а в случае проти-

вофазной 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 → −1. Важно отметить, что наблюдаемая в этой системе синхро-
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Рисунок 3.29. Мгновенные пространственные профили амплитуд 𝑥1,3𝑖,𝑗 (a-в) и

𝑥2𝑖,𝑗 (г-е) для 𝑃 1,3 = 1 (а) 𝑃 1,3 = 4 (б) 𝑃 1,3 = 7 (в), 𝑃 2 = 1 (г), 𝑃 2 = 6 (д),

𝑃 2 = 12 (е) при 𝛾 = 0, 𝜎1,3 = 0.65, 𝜎2 = 0.08, 𝜀1,3 = 2.1, 𝜔 = 2, 𝜀2 = 0.2,

𝛼 = 0.8, и 𝛽 = 0.001.

низация является эффективной и коэффициенты корреляции не могут строго

принимать наибольшие по модулю значения, поскольку удаленные и средний

ансамбли отличаются друг от друга, составляя гетерогенную сеть. Поэтому для

синфазной и противофазной синхронизации устанавливаются пороговые значе-

ния 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 ≥ 𝑅син

п = 0.95 и 𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗 ≤ 𝑅пр

п = −0.95, соответственно.

Влияние степени нелокальности связи в среднем слое на эффект син-

хронизации. Для исследования эффекта межслойной синхронизации после

выбора начальных структур из приведенных на рисунке 3.29 в систему (3.14)

вводится положительная межслойная связь 𝛾. Расчеты для случая концентри-

ческих волновых химер при 𝑃 1 = 4, 𝑃 3 = 7 (рисунок 3.29,б,в) показали возмож-

ность их удаленной синхронизации через ансамбль осцилляторов ФитцХью-
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Нагумо, в котором реализуются спиральные волны и спирально-волновые хи-

меры при изменении 𝑃 2 ∈ [1, 15]. Явление синхронизации исследовалось при

вариации силы межслойной связи в интервале 𝛾 ∈ [0, 1] с шагом по параметру

∆𝛾 = 0.01 с помощью усредненных по пространству (𝑖, 𝑗) значений 𝑅1,3
𝑖,𝑗 , 𝑅2,3

𝑖,𝑗 ,

𝑅1,2
𝑖,𝑗 .

На рисунке 3.30,а приведена двумерная диаграмма средних по простран-

ству 𝑖, 𝑗 значений корреляций в зависимости от величины параметра диапазона

связи во второй решетке и от силы межслойной связи. Для более детального

рассмотрения взаимного поведения всех решеток на рисунке 3.30,б приводятся

зависимости средних значений корреляций от величины 𝛾 для связанных (⟨𝑅2,3
𝑖,𝑗 ⟩

и ⟨𝑅1,2
𝑖,𝑗 ⟩) и для удаленных (⟨𝑅1,3

𝑖,𝑗 ⟩) решеток. На рисунке 3.31 представлены гра-

фики зависимости значений ⟨𝑅1,3
26,26⟩ для выбранных осцилляторов от времени

усреднения показывает для трех различных значений 𝛾. Как следует из рисун-

ка, при 𝑇уср ∼ 800 значения коэффициента корреляции можно считать устано-

вившимися, то есть после установления структур не требуется очень большое

время интегрирования для вычисления статистических характеристик.

При достаточно слабой межслойной связи 𝛾 ≤ 0.01 все слои практически

не взаимодействуют друг с другом и не изменяют своей динамики, все сред-

ние значения корреляций по модулю заметно меньше единицы. Когда значение

𝛾 слегка увеличивается, удаленные решетки резко синхронизуются при любых

рассматриваемых значениях 𝑃 2 (рисунок 3.30,а). При этом, как можно судить

по близким к минус единице значениям коэффицента корреляции на зависимо-

сти на рисунке 3.30,б, наблюдается эффект противофазной удаленной синхро-

низации, обнаруженный для автоволновых структур впервые. Противофазная

удаленная синхронизация наблюдается при дальнейшем увеличении силы связи

до 𝛾 ≈ 0.05 (область I на рисунке 3.30). В области I каждый слой демонстрирует

изначально заданное поведение: в удаленных слоях синхронизуются концентри-

ческие химерные состояния, тогда как в среднем слое продолжает существовать
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спирально-волновая химера. Отсутствие синхронизации между соседними сло-

ями подтверждается близкими к нулю значениями ⟨𝑅2,3
𝑖,𝑗 ⟩ и ⟨𝑅1,2

𝑖,𝑗 ⟩.1
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Рисунок 3.30. Диаграмма режимов на плоскости параметров (𝑃 2, 𝛾) (а) и

зависимости средних по пространству (𝑖, 𝑗) значений ⟨𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗⟩ от 𝛾 при 𝑃 2 = 10

для 𝑅1,2
𝑖,𝑗 (черная кривая), 𝑅2,3

𝑖,𝑗 (красная кривая) и 𝑅1,3
𝑖,𝑗 (зеленая кривая) (б). В

области I наблюдается удаленная синхронизация с сохранением начальных

типов волн, в области II концентрические волны в удаленных слоях

разрушаются, в области III наблюдается удаленная синхронизация новых

структур, область IV соответствует второму окну десинхронизации, а в

области V наблюдается эффективная синхронизация всех слоев сети.

Параметры: 𝑃 1 = 𝑃 3 = 6, 𝜎1,3 = 0.65, 𝜎2 = 0.08, 𝜀1,3 = 2.1, 𝜔 = 2, 𝛼 = 0.8,

𝛽 = 0.001, 𝜀2 = 0.2.
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Рисунок 3.31. Зависимости величины 𝑅1,3
26,26 от времени усреднения 𝑇уср для

режимов в области II при 𝛾 = 0.2 (черная кривая), в области III при 𝛾 = 0.5

(красная кривая) и в области V при 𝛾 = 0.9 (зеленая кривая). Названия

областей и значения параметров системы соответствуют рисунку 3.30.

Дальнейшее увеличение межслойной связи (0.05 < 𝛾 < 0.08) ведет к каче-

ственным изменениям в поведении ансамблей, некогерентные кластеры концен-

трических структур изменяют свои форму и положение. Поведение удаленных

слоев отражается на амплитудах осцилляторов в среднем слое, но все средние

значения корреляций близки к нулю. Такое окно десинхронизации существует

для всех рассматриваемых значений 𝑃 2 (рисунок 3.30).

Далее, при 𝛾 ≥ 0.08 (область II на рисунке 3.30) осцилляторы в удаленных

ансамблях синхронизуются в противофазе снова (⟨𝑅1,3
𝑖,𝑗 ⟩ → −1), но начальные

структуры в этих слоях разрушаются. При этом, спиральные волны в средней

решетке сохраняются. Переход от области II к области III при 𝛾 = 0.25 (ри-

сунок 3.30,б) сопровождается разрушением начальных структур во всех трех

слоях, но эффект противофазной удаленной синхронизации сохраняется. В ин-

тервале 𝛾 ∈ [0.62; 0.78] (область IV на рисунке 3.30,б), межслойная синхрони-

зация отсутствует. В этом окне десинхронизации во всех ансамблях наблюда-

ется сложная пространственно-временная динамика, заметно отличающаяся от

заданной при 𝛾 = 0. С ростом силы связи в области IV при 𝛾 > 0.62 средние

значения корреляций постепенно увеличиваются, пока при достаточно больших
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значениях 𝛾 > 0.78 (область V на рисунке 3.30,б) не наступает эффективная

синхронизация всех элементов трехслойной сети.

Отличительные особенности поведения трехслойной сети в режиме

противофазной удаленной синхронизации. Поведение трехслойной сети

в случае противофазной удаленной синхронизации при 𝑃 2 = 10 и 𝛾 = 0.03

иллюстрируется на рисунке 3.32. Мгновенные пространственные профили ам-

плитуд (рисунки 3.32,а-в) демонстрируют, что все начальные структуры в ре-

шетках качественно сохранились, в то время как соответствующие осцилля-1
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Рисунок 3.32. Поведение трехслойной сети (3.14) в области I (рисунок 3.30)

при 𝑃 2 = 10 и 𝛾 = 0.03. Мгновенные пространственные профили для

переменных 𝑥1𝑖,𝑗 (а), 𝑥2𝑖,𝑗 (б) и 𝑥3𝑖,𝑗 (в); распределения значений 𝑅1,3
𝑖,𝑗 (г) и 𝑅1,2

𝑖,𝑗

(д), и временные реализации (е) колебаний осцилляторов с номерами 𝑖 = 16 и

𝑗 = 26 в первой (черная сплошная линия) и третьей (красная пунктирная

линия) решетках. Остальные значения параметров системы соответствуют

рисунку 3.30.
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торы характеризуются противоположными по знаку амплитудами колебаний

(рисунки 3.32,а,в). Колебания осцилляторов первой со второй решеток, также

как и второй с третьей не синхронизируются и распределения значений коэф-

фициента корреляции для них близко к нулю (пример для 𝑅1,2
𝑖,𝑗 приведен на

рисунке 3.32,д). При этом, как следует из распределения значений 𝑅1,3
𝑖,𝑗 (рису-

нок 3.32,г), колебания осцилляторов основных (когерентных) областей волново-

го режима удаленных слоев характеризуются значениями 𝑅1,3
𝑖,𝑗 ∼ −1, которые

соответствуют противофазной синхронизации. Временные реализации колеба-

ний осцилляторов из когерентных кластеров удаленных слоев, приведенные на

рисунке 3.32,е, также демонстрируют, что колебания соответствующих осцил-

ляторов противофазны. Однако значения коэффициента корреляции 𝑅1,3
𝑖,𝑗 > −1

для колебаний осцилляторов, составляющих ядро некогерентности в связан-

ных решетках. Скорее всего, это связано с сильным различием в динамике

отдельных некогерентных элементов концентрической химеры. Тем не менее,

частичная противофазная удаленная синхронизация подтверждается средним

значением ⟨𝑅1,3
𝑖,𝑗 ⟩ ≈ −0.95 < 0.9.

При увеличении силы связи, в области II на рисунке 3.30 концентрические

химерные состояния в удаленных слоях претерпевают значительные изменения.

Как видно из мгновенных пространственных профилей амплитуд 𝑥1𝑖,𝑗 и 𝑥3𝑖,𝑗 (ри-

сунки 3.33,а,б) удаленных слоев, волновой профиль практически исчезает, и

остается только несколько уединенных состояний в обеих решетках. Колеба-

ния осцилляторов в режиме уединенного состояния противофазны колебаниям

осцилляторов из когерентной области. Кроме того, количество уединенных со-

стояний для первого и третьего ансамблей различается.

Пространственное распределение значений 𝑅1,3
𝑖,𝑗 , приведенное на рисун-

ке 3.33,в, отражает наличие противофазной синхронизации для всех колебаний

осцилляторов в когерентных областях первой и третьей решеток. В то же время

для уединенных состояний первой и третьей решеток 𝑅1,3
𝑖,𝑗 ≈ −0.7, что означает

отсутствие синхронизации между ними. Особое поведение замечено у уединен-



1681

1 25
1

25

i

-2

-1

0

1

j

x1i,j

(а)

1

1 25
1

25

i

-2

-1

0

1

j

x3i,j

(б)

1

1 25
1

25

i

-1

0

j

R1,3
i,j

(в)
1

−1

0

Ri,j

0.01 0.05 0.09 γ

R1,3
18,22

R1,3
18,23

(г)

Рисунок 3.33. Поведение трехслойной сети (3.14) в области II (рисунок 3.30)

при 𝑃 2 = 10 и 𝛾 = 0.09. Мгновенные пространственные профили для

переменных 𝑥1𝑖,𝑗 (а) и 𝑥3𝑖,𝑗 (б), распределения значений 𝑅1,3
𝑖,𝑗 (в) и зависимости

𝑅1,3
𝑖,𝑗 от силы связи 𝛾 (г) для осцилляторов с номерами 𝑖 = 18, 𝑗 = 22 (черная

пунктирная линия) и с номерами 𝑖 = 18, 𝑗 = 23 (красная пунктирная линия).

Остальные значения параметров соответствуют рисунку 3.30.

ных осцилляторов первой решетки, для которых нет соответствующих уединен-

ных состояний в третьем ансамбле. Их мгновенные фазы близки к мгновенным

фазам соответствующих осцилляторов в третьей решетке и для них 𝑅1,3
𝑖,𝑗 ≈ 0.8

(рисунок 3.33,в). Этот эффект иллюстрируется зависимостями 𝑅1,3
𝑖,𝑗 (𝛾) для та-

кого уединенного состояния (𝑖 = 18, 𝑗 = 22) и для соседнего ему когерентного

осциллятора (𝑖 = 18, 𝑗 = 23) на рисунке 3.33,г. При 𝛾 = 0.09 корреляция для

элемента, соответствующего уединенному состоянию, с соответствующими ко-

лебаниями в третьей решетке довольно высока, но при дальнейшем увеличении
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силы межслойной связи резко уменьшается и равенство 𝑅1,3
𝑖,𝑗 = −1 выполняется

для всех пар осцилляторов.

При дальнейшем увеличении 𝛾 в области II при 𝛾 ≈ 0.2 (рисунок 3.30)

концентрические структуры во внешних слоях полностью разрушаются (ри-

сунки 3.34,а,в), в то время как спирально-волновая химера все еще существует

в среднем слое (рисунок 3.34,б). Более того, по мгновенным профилям видно,

что пространственно-временная структура среднего слоя отражается в крайние

решетки. Несмотря на это, поведение удаленных ансамблей отлично от сред-

него слоя, и наблюдается эффект удаленной синхронизации, поскольку мера

⟨𝑅1,3
𝑖,𝑗 ⟩ ≈ −0.95.

В области III (рисунок 3.30) все начальные структуры полностью разру-

шаются, и эффективная противофазная синхронизация наблюдается для раз-

личных сложных пространственно-временных структур. В области V (рису-

нок 3.30) при достаточно больших значениях 𝛾 > 0.78 реализуется полная эф-

фективная синхронизация всех ансамблей исследуемой трехслойной сети. При

этом, все осцилляторы внутри всех трех решеток тоже синхронизируются друг

с другом. 1
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Рисунок 3.34. Мгновенные пространственные профили для переменных 𝑥1𝑖,𝑗
(а), 𝑥2𝑖,𝑗 (б) и 𝑥3𝑖,𝑗 (в) для случая 𝑃 2 = 10 и 𝛾 = 0.2, соответствующего области

II на рисунке 3.30. Остальные значения параметров соответствуют

рисунку 3.30.



170

Влияние нелокальности связи в удаленных слоях на эффект синхро-

низации. Рассмотрим влияние параметров нелокальности связей во внешних

ансамблях на достижение синхронизации между слоями. Параметр нелокаль-

ности в среднем слое фиксируется так, что в нем устанавливается спирально-

волновая химера при 𝑃 2 = 7, а параметры нелокальности для внешних слоев

полагаются одинаковыми (𝑃 1 = 𝑃 3) и изменяются в диапазоне от 1 до 7, в

котором наблюдаются концентрические структуры для отдельной решетки ге-

нераторов ван дер Поля.

Двумерная диаграмма режимов синхронизации и десинхронизации в уда-

ленных слоях изображена на рисунке 3.35,а на плоскости параметров (𝑃 1,3, 𝛾)

при 𝑃 2 = 7. На рисунке 3.35,б случай 𝑃 1,3 = 4 рассматривается более детально

с помощью распределений 𝑅1,2
𝑖,𝑗 , 𝑅2,3

𝑖,𝑗 и 𝑅1,3
𝑖,𝑗 . Анализ значений коэффицентов кор-

реляций ⟨𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗⟩ и мгновенных пространственных профилей позволяет выделить

на диаграмме области, отвечающие разным типам совместного поведения свя-

занных ансамблей. Удаленная противафазная синхронизация между первым и

третьим слоем реализуется, начиная с очень малых значений 𝛾 ≥ 0.01 (область

I на рисунке 3.35). Однако, этот тип синхронизации наблюдается не для всех

рассматриваемых значений параметров нелокальности 𝑃 1,3. Первое окно десин-

хронизации наблюдается для всех 𝑃 1,3 ∈ [4, 7] примерно при тех же значениях

параметра 𝛾, как и в предыдущем случае (рисунки 3.30 и 3.35). Остальные

эффекты синхронизации и наблюдаемые режимы также во многом аналогич-

ны случаю, описанному выше (рисунок 3.30), поэтому здесь рассматриваются

только отличающиеся от предыдущего случая особенности.

Область II на диаграмме на рисунке 3.35 является наиболее широкой по

параметру 𝛾 в случае локальной внутрислойной связи во внешних решетках

(𝑃 1,3 = 1) и постепенно уменьшается с увеличением значений 𝑃 1,3. Область III,

которая характеризуется возникновением новых пространственно-временных

структур во всех ансамблях, почти отсутствует в случае локальной связи и

увеличивается с ростом параметра нелокальности в удаленных слоях. Окно де-
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синхронизации на диаграмме на рисунке 3.35 не изменяется по сравнению с

предыдущим случаем. При этом область десинхронизации характеризуется раз-

нообразными режимами, отличными от начальных состояний ансамблей: воз-
1
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Рисунок 3.35. Диаграмма режимов на плоскости параметров (𝑃 1,3, 𝛾) при

𝑃 2 = 7 (а) и зависимости средних по пространству (𝑖, 𝑗) значений ⟨𝑅𝑙,𝑝
𝑖,𝑗⟩ от 𝛾

при 𝑃 1,3 = 4 для ⟨𝑅1,2
𝑖,𝑗 ⟩ (черная кривая), ⟨𝑅2,3

𝑖,𝑗 ⟩ (красная кривая) и ⟨𝑅1,3
𝑖,𝑗 ⟩

(зеленая кривая) (б). В области I наблюдается удаленная синхронизация с

сохранением начальных типов волн, в области II концентрические волны в

удаленных слоях разрушаются, в области III наблюдается удаленная

синхронизация новых структур, область IV соответствует второму окну

десинхронизации, а в области V наблюдается эффективная синхронизация

всех слоев сети. Параметры: 𝜎1,3 = 0.65, 𝜎2 = 0.08, 𝜀1,3 = 2.1, 𝜔 = 2, 𝛼 = 0.8,

𝛽 = 0.001, 𝜀2 = 0.2.
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Рисунок 3.36. Поведение трехслойной сети (3.14) в области IV (рисунок 3.35)

при 𝑃 1,3 = 2, 𝑃 2 = 7 и 𝛾 = 0.68. Мгновенные пространственные профили для

переменных 𝑥1𝑖,𝑗 (а), 𝑥2𝑖,𝑗 (б) и 𝑥3𝑖,𝑗 (в) и временные реализации для

осцилляторов с номерами 𝑖 = 25, 𝑗 = 25 (г) в первой (черная сплошная линия),

второй (зеленая пунтирная линия) и третьей (красная пунктирная линия)

решетках. Остальные значения параметров соответствуют рисунку 3.35.

можны, например, режимы частичной синхронизации, рождение стоячих и бе-

гущих волн, появление химероподобных состояний. На рисунке 3.36 приведены

характеристики одного из режимов в области D при 𝛾 = 0.68, при котором во

всех трех слоях наблюдаются концентрические волны, хотя отдельные элементы

разных решеток не синхронизуются. Это демонстрируют временные реализа-

ции, приведенные на рисунке 3.36,г для выбранных осцилляторов с номерами

𝑖 = 25, 𝑗 = 25, которые сдвинуты друг относительно друга (различаются по

фазе) и имеют разную форму колебаний. При 0.73 < 𝛾 < 0.8 в области IV
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(рисунок 3.35,б) может наблюдаться полная синхронизация между вторым и

третьим ансамблями и эффективная синхронизация первого со вторым, при

отсутствии удаленной синхронизации. Поведение трехслойной сети (3.14) в об-

ласти V при 𝛾 > 0.8 аналогично поведению в описанном выше случае.

Кроме того, были проведены численные исследования для случая, ко-

гда параметр внутрислойной связи изменяется только в третьей решетке и за-

фиксирован в первых двух. Поведение трехслойной сети в целом аналогично

двум изученным выше случаям, но явления противофазной синхронизации при

небольших значениях силы меслойной связи (область I) для различающихся

параметров 𝑃 1 и 𝑃 3 обнаружено не было.

3.6 Выводы по третьей главе

В третьей главе диссертации представлены результаты численного иссле-

дования и анализа пространственно-временной динамики мультиплексно свя-

занных двумерных ансамблей нелокально связанных осцилляторов различного

типа (3.1). На основе полученных результатов были сделаны следующие осно-

вые выводы.

1. Проведен детальный численный анализ явления вынужденной синхрони-

зации для двух связанных решеток генераторов ван дер Поля при двух

различных типах межслойной связи и проведено сравнение полученных ре-

зультатов. Установлено, что в случае связи по второй переменной во втором

уравнении осцилляторов явление межслойной синхронизации наблюдается

только при достаточно больших значениях силы связи. Исключением яв-

ляется тривиальный режим когерентной в пространстве структуры, кото-

рый захватывает другую решетку при очень малых значениях силы связи.

Показано, что в случае связи по первой переменной во втором уравнении
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элементов решеток почти во всех случаях синхронизация наблюдается при

некоторых небольших значениях силы связи, но при её дальнейшем уве-

личении в некотором диапазоне синхронизация нарушается. Исключением

является концентрическая волна при локальной связи, которая передает-

ся в другую решетку только при достаточно большой силе связи. Окно

десинхронизации, при этом, для неё отсутствует.

2. Подробно изучен механизм вынужденной синхронизации связанных реше-

ток генераторов ван дер Поля для двух типов межслойной связи. Про-

анализировано влияние силы связи на эффективные значения параметров

отдельных элементов и объяснены особенности возникновения синхрони-

зации и окна десинхронизации в случае связи по первым переменным во

втором уравнении генераторов.

3. Изучено явление взаимной синхронизации различных концентрических

структур в двух связанных решетках генераторов ван дер Поля. Показа-

на невозможность синхронизации концентрической волны при локальной

связи с концентрическими химерными состояниями, которые заметно от-

личаются друг от друга длиной волны. Выявлено, что концентрические

химерные состояния с разной длиной волны полностью или частично син-

хронизируются друг с другом даже при достаточно большой расстройке

по параметру нелокальности взаимодействующих решеток генераторов ван

дер Поля. При этом некогерентные элементы концентрических химер явля-

ются ведущими в эффекте взаимной синхронизации. Таким образом, мож-

но утверждать, что взаимная синхронизация концентрических химерных

состояний происходит через синхронизацию её некогерентных осциллято-

ров.

4. Проведено численное исследование явления вынужденной синхронизации

спиральных волн и химерных состояний в двухслойной мультиплексной се-
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ти связанных отображений Курбажа-Некоркина. Показано, что при неко-

тором небольшом значении силы межслойной связи, по сравнению со зна-

чением силы внутрислойной связи, происходит частичная синхронизация

колебаний элементов решеток. Установлено, что полная синхронизация

спирально-волновых структур, реализующихся при различных значени-

ях параметра нелокальности, недостижима даже при достаточно больших

значениях силы межслойной связи. Несинхронными всегда остаются веду-

щие центры или некогерентные ядра спирально-волновых структур, при

этом ведущими в процессе синхронизации являются осцилляторы, принад-

лежащие когерентным кластерам волновой структуры.

5. Обнаружено и исследовано явление частичной взаимной синхронизации

разнообразных спиральных структур в модели двух связанных двумер-

ных ансамблей отображений Курбажа-Некоркина, при котором синхрони-

зованные структуры отличаются от начальных структур в обеих решет-

ках. Показано, что усложнение структур приводит к уменьшению числа

пар осцилляторов, колебания которых синхронизируются, и к увеличению

порогового значения синхронизации по силе межслойной связи.

6. Проведено численное моделирование динамики неоднородной трехслойной

сети, в которой внешние слои представляют собой решетки нелокально

связанных генераторов ван дер Поля в режиме концентрических волно-

вых химер, а промежуточный слой задан в виде двумерного ансамбля ос-

цилляторов ФитцХью-Нагумо в режиме спирально-волновой химеры. При

этом внешние слои не связаны между собой напрямую, а взаимодействуют

через средний слой, с которым каждый из удаленных слоев связан симмет-

рично. Установлен эффект удаленной синхронизации волновых химерных

структур в решетках связанных генераторов ван дер Поля через ансамбль

осцилляторов ФитцХью-Нагумо.
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7. В качестве статистической характеристики для обнаружения и количе-

ственной оценки эффекта удаленной синхронизации впервые использо-

вался коэффициент взаимной корреляции соответствующих осцилляторов

трехслойной сети.

8. Впервые обнаружен и описан эффект противофазной удаленной синхро-

низации для концентрических волновых структур, при котором в среднем

слое существует спирально-волновая химера. При этом колебания осцил-

ляторов удаленных ансамблей синхронизуются в противофазе, оставаясь

асинхронными с колебаниями осцилляторов промежуточного слоя. В этом

случае значения коэффициента взаимной корреляции между колебаниями

осцилляторов внешних слоев практически равны -1.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей диссертационной работе решена важная научная задача в об-

ласти радиофизики и нелинейной динамики, связанная с исследованием меха-

низмов образования, эволюции и свойств волновых режимов и химерных струк-

тур на их основе в двумерных ансамблях (решетках) связанных нелинейных

осцилляторов. Принципиально новыми являются результаты исследований эф-

фектов синхронизации волновых структур в многослойных сетях связанных

двумерных ансамблей.

В результате проведенных исследований были получены следующие ос-

новные результаты:

1. При исследовании перехода от когерентного режима к некогерентному в

одномерном ансамбле нелокально связанных генераторов с инерционной

нелинейностью при уменьшении силы нелокальной связи обнаружены но-

вые химерные структуры на основе стоячей и бегущей волн, соответству-

ющие по своим свойствам амплитудным химерам. Во время движения бе-

гущей волны вдоль кольца кластер некогерентности амплитудной химеры

остается стационарным.

2. Выявлены особенности динамики осцилляторов в режимах химерных со-

стояний различного типа, реализующихся в кольце нелокально связанных

генераторов Анищенко-Астахова. Показано, что мгновенные состояния ос-

цилляторов когерентных и некогерентных кластеров в случае амплитудной

химеры располагаются на одном и том же обороте двухленточного хао-

тического совмещенного аттрактора и различаются расположением друг

относительно друга, а состояния осцилляторов некогерентного кластера
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фазовой химеры распределены случайным образом на различных витках

этого аттрактора.

3. Проведены детальные исследования динамики одномерных колец связан-

ных осцилляторов различной природы при различных типах топологии

связи между ними: нелокальной, отражающей и комбинации нелокальной

с диагональной связью. Установлено, что топология связей может оказы-

вать разностороннее влияние на поведение ансамблей, в частности, при-

водить к изменению длины волны в пространстве ансамбля, увеличивать

или уменьшать количество кластеров некогерентности, влиять на характер

перехода от когерентности к некогерентности.

4. Показано, что в кольцах нелокально связанных хаотических отображений

амплитудные и фазовые химеры являются устойчивыми структурами по

отношению к воздействию внешнего шума достаточно большой интенсив-

ности. Дальнейшее увеличение интенсивности шума может приводить к

индуцированным шумом переходам от фазовой химеры к амплитудной и

обратно, а также к возникновению новых кластеров некогерентности хи-

мерных структур.

5. Проведены исследования эффектов синхронизации химерных структур в

системе двух связанных колец логистических отображений с нелокальной

внутрислойной связью в случае их идентичности и неоднородности по па-

раметрам. Установлено, что в случае диссипативного характера межслой-

ной связи имеет место полная вынужденная и взаимная синхронизация

структур для идентичных ансамблей и эффективная (с заданной точно-

стью) синхронизация для случая неидентичных ансамблей. Инерционный

тип связи как между идентичными, так и неидентичными ансамблями пре-

пятствует достижению синхронной динамики взаимодействующих систем.
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6. Проведен детальный анализ динамики решетки локально связанных гене-

раторов ван дер Поля при изменении значений управляющих параметров

индивидуальных элементов. Показано, что существуют конечные области

значений управляющих параметров, в которых в решетке реализуются спи-

ральные и концентрические волновые структуры. Установлено, что уве-

личение параметра возбуждения 𝜀 приводит к уменьшению длины волны

наблюдаемых волновых структур, а увеличение силы нелокальной связи

вызывает увеличение длины волны. Установлен эффект мультистабильно-

сти в решетке генераторов ван дер Поля, когда в зависимости от началь-

ных условий при фиксированных значениях управляющих параметров в

системе могут наблюдаться как спиральные, так и концентрические вол-

ны. Показано, что под действием внешнего шума реализуется индуциро-

ванный шумом переход от концентрической волны к спиральным волнам

с различными центрами.

7. Проведено численное исследование динамики двумерного ансамбля нело-

кально связанных генераторов ван дер Поля. Показано, что при введении

нелокальности связи в решетке происходит переход от спиральной волны к

химерной структуре на её основе. Спирально-волновая химера характери-

зуется сосуществованием области когерентной динамики и некогерентного

ядра, формирующегося в центре волны (спирали). Область некогерент-

ности расширяется при увеличении диапазона нелокальности связи. Ко-

лебания осцилляторов из когерентной области являются периодическими,

тогда как осцилляторы в некогерентном ядре демонстрируют хаотическую

динамику. Показано, что режимы спиральных волн и спирально-волновых

химер могут быть также реализованы в двумерных ансамблях осцилля-

торов различной природы при локальном и нелокальном характере связи,

соответственно.
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8. Обнаружена новая химерная структура на основе концентрической волны

– концентрическая волновая химера – в решетке осцилляторов ван дер По-

ля, которая возникает при увеличении степени нелокальности связи. Все

осцилляторы ансамбля демонстрируют квазипериодическую динамику, од-

нако форма колебаний осцилляторов из некогерентной области заметно от-

личается от колебаний остальных элементов. На основе детального анализа

установлено, что концентрическая волновая химера по своим свойствам по-

добна химере уединенных состояний. Осцилляторы в некогерентном ядре

находятся в режиме уединенного состояния.

9. Установлено, что использование индекса локальной чувствительности эле-

ментов ансамблей нелинейных осцилляторов позволяет выявить механизм

возникновения спирально-волновых химер, ядро некогерентности которых

возникает в центре спиральной волны после увеличения степени неустой-

чивости соответствующих осцилляторов к линейному возмущению. Пока-

зано, что осцилляторы в некогерентном ядре спирально-волновой химе-

ры проявляют наибольшую чувствительность к внешним воздействиям по

сравнению с остальными элементами решетки.

10. Проведен численный и аналитический анализ явления вынужденной син-

хронизации двух связанных решеток генераторов ван дер Поля для различ-

ных типов межслойной связи и различных вариантов начальных волновых

структур в управляющем и управляемом слоях. На основании аналитиче-

ских выводов установлено, что сила межслойной связи оказывает влияние

на различные характеристики колебаний отдельных элементов, что объяс-

няет принципиальные отличия в способах достижения эффекта синхрони-

зации. В случае связи по вторым переменным возможно только подавление

колебаний, тогда как в случае связи по первым переменным возможны как

захват, так и подавление частоты, поскольку связь оказывает влияние на

частоту колебаний в управляемом слое.
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11. Впервые установлен и исследован эффект взаимной синхронизации кон-

центрических структур в двух связанных решетках генераторов ван дер

Поля. Показано, что концентрические химерные состояния с разной дли-

ной волны полностью или частично синхронизируются друг с другом даже

при достаточно большой расстройке по параметру нелокальности взаимо-

действующих решеток генераторов ван дер Поля. При этом некогерентные

элементы в структуре решетки в случае концентрических химер являются

ведущими в эффекте взаимной синхронизации. На основании этого можно

утверждать, что взаимная синхронизация концентрических химерных со-

стояний происходит через синхронизацию её некогерентных осцилляторов.

В этом эффект синхронизации концентрических волновых химер противо-

положен эффекту синхронизации спиральных волн и спирально-волновых

химер.

12. Проведено численное исследование эффектов вынужденной и взаимной

синхронизации спиральных волн и спирально-волновых химерных состоя-

ний в модели двух связанных двумерных ансамблей нелинейных осцилля-

торов. Установлено, что для данных типов волн характерна только частич-

ная синхронизация структур. Полная синхронизация спирально-волновых

структур, реализующихся при различных значениях параметра нелокаль-

ности, недостижима даже при достаточно больших значениях силы меж-

слойной связи. Показано, что усложнение структур приводит к уменьше-

нию числа пар осцилляторов, колебания которых синхронизируются, и к

увеличению порогового значения синхронизации по силе межслойной свя-

зи. Несинхронными всегда остаются центры волн и некогерентные ядра

спирально-волновых структур, при этом ведущими в процессе синхрониза-

ции являются осцилляторы, принадлежащие когерентным кластерам вол-

новой структуры.
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13. В результате численного моделирования динамики неоднородной трехслой-

ной сети, в которой внешние слои не связаны между собой напрямую, а

взаимодействуют через средний слой, с которым каждый из удаленных

слоев связан симметрично, впервые обнаружен и описан эффект противо-

фазной удаленной синхронизации для концентрических волновых струк-

тур, при котором в среднем слое существует спирально-волновая химера.

При этом колебания осцилляторов удаленных ансамблей синхронизуют-

ся в противофазе, оставаясь асинхронными с колебаниями осцилляторов

промежуточного слоя.
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I. Omelchenko, A. Zakharova, E. Schöll // Europhysics Journal Special Topics.

— 2018. — Vol. 227. — P. 1161–1171.



203

159. Delay controls chimera relay synchronization in multiplex networks / J. Saw-

icki, I. Omelchenko, A. Zakharova, E. Schöll // Physical Review E. — 2018. —
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