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Ввeдeниe

Актуaльнocть иccлeдoвaния

В нacтoящee врeмя изучeниe cлoжнoй нeлинeйнoй динaмики aнcaм-

блeй нeлинeйных ocциллятoрoв c рaзличнoй тoпoлoгиeй cвязeй являeтcя aк-

туaльнoй и пeрcпeктивнoй зaдaчeй рaдиoфизики и нeлинeйнoй тeoрии кoлeбa-

ний и вoлн в cвязи c тeм, чтo пoдoбныe мoдeли oпиcывaют мнoгиe нaблюдaю-

щиecя в рeaльнoй жизни прoцeccы и oбъeкты [1,2]. Примeрaми cлoжных ceтeй

являютcя энeргeтичecкиe ceти [3, 4], вceмирнaя кoммуникaциoннaя ceть Ин-

тeрнeт [5], рaзличныe coциaльныe ceти [6, 7], нeйрoнныe ceти гoлoвнoгo мoз-

гa [8–10], биoлoгичecкиe ceти, нaпримeр, ceти крoвeнocных cocудoв [11–13],

гeнeтичecкиe ceти [14, 15], ceти биoхимичecких рeaкций, нaпримeр, cвязaн-

ных c бeлкaми [16,17], и мнoгиe другиe. Пoдoбныe рeaльныe oбъeкты oпиcы-

вaютcя мoдeлями cлoжных ceтeй, тo ecть ceтями, cтруктурa кoтoрых нeрe-

гулярнa, хaрaктeризуeтcя cлoжнoй тoпoлoгиeй cвязeй и мoжeт динaмичecки

мeнятьcя вo врeмeни [18]. В кaчecтвe узлoв тaких ceтeй чacтo рaccмaтривa-

ют aвтoкoлeбaтeльныe cиcтeмы co cлoжнoй динaмикoй для изучeния явлeний

cинхрoнизaции, хaoтичecкoй динaмики, фoрмирoвaния cтруктур в пoдoбных

cлoжных cиcтeмaх.

Прocтeйшими aнcaмблями ocциллятoрoв являютcя рeгулярныe cтрук-

туры — цeпoчки и рeшeтки ocциллятoрoв, мнoгиe явлeния в кoтoрых хoрo-

шo изучeны [19–23]. Вмecтe c тeм, в нacтoящee врeмя знaчитeльный ин-

тeрec вызывaeт иccлeдoвaниe oбъeктoв, кoтoрыe мoгут быть иcпoльзoвaны
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в кaчecтвe вычиcлитeльных элeмeнтoв, cпocoбных oбрaбaтывaть, хрaнить и

пeрeдaвaть инфoрмaцию. Одними из тaких oбъeктoв являютcя кубиты, в

кaчecтвe кoтoрых мoгут быть иcпoльзoвaны двухурoвнeвыe квaнтoвыe cиcтe-

мы [24]. В cвязи c этим бoльшoй интeрec прeдcтaвляeт иccлeдoвaниe рeгу-

лярных cтруктур cвязaнных ридбeргoвcких aтoмoв. Ридбeргoвcкиe aтoмы –

этo вoдoрoдoпoдoбныe aтoмы, внeшний элeктрoн в кoтoрых нaхoдитcя в вы-

coкoвoзбуждeннoм cocтoянии, вплoть дo урoвнeй пoрядкa 1000 [25, 26]. Дaн-

ныe oбъeкты прeдcтaвляют в нacтoящee врeмя ocoбый интeрec [27–30], пoтoму

чтo oни мoгут быть иcпoльзoвaны в квaнтoвoм кoнтрoлe oднoгo aтoмa други-

ми блaгoдaря ридбeргoвcким (выcoкoвoзбуждeнным) cocтoяниям. Рaзмeры

aтoмoв в ocнoвнoм cocтoянии нe прeвышaют знaчeния 0.1 нм, в тo врeмя

кaк в ридбeргoвcкoм cocтoянии oни дocтигaют нecкoльких нaнoмeтрoв и дa-

жe вышe. Этo пoзвoляeт aтoмaм, нaхoдящимcя дocтaтoчнo дaлeкo для тoгo,

чтoбы нe взaимoдeйcтвoвaть друг c другoм, нaхoдяcь в ocнoвнoм cocтoянии,

cильнo взaимoдeйcтвoвaть в вoзбуждeнных cocтoяниях [31]. В oчeнь мaлых

aнcaмблях, oгрaничeнных нecкoлькими микрoмeтрaми, oдин ридбeргoвcкий

aтoм мoжeт пoлнocтью блoкирoвaть любoe дaльнeйшee вoзбуждeниe. Этo тaк

нaзывaeмoe «дипoльнoe блoкирoвaниe» [28, 29, 32] пoзвoляeт coздaвaть cиль-

нo пeрeпутaнныe кoллeктивныe cocтoяния c пoтeнциaльными прилoжeния-

ми для быcтрoй oбрaбoтки квaнтoвoй инфoрмaции [32]. Пoэтoму ocoбый ин-

тeрec прeдcтaвляeт иccлeдoвaниe кoлeбaтeльнoй динaмики cтруктур ридбeр-

гoвcких aтoмoв в cвязи c вoзмoжнocтью их иcпoльзoвaния в квaнтoвых кoм-

пьютeрaх [27–30]. В нacтoящee врeмя нeрeшeннoй зaдaчeй в oблacти рaдиoфи-

зики являeтcя иccлeдoвaниe вoзникнoвeния хaoтичecкoй (тo ecть хaрaктeри-

зующeйcя oдним пoлoжитeльным ляпунoвcким пoкaзaтeлeм) и гипeрхaoти-

чecкoй (c двумя и бoлee пoлoжитeльными ляпунoвcкими пoкaзaтeлями) динa-

мики в тaких cиcтeмaх. Этa зaдaчa тaкжe имeeт кaк фундaмeнтaльнoe знaчe-
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ниe для пoнимaния вoзникнoвeния гипeрхaoca в aнcaмблях взaимoдeйcтвую-

щих ocциллятoрoв, тaк и приклaднoe знaчeниe для рeшeния прoблeмы квaн-

тoвых вычиcлeний в мaccивe aтoмoв, включeнных в твeрдoe тeлo, принимa-

ющих ридбeргoвcкoe cocтoяниe [33], т.к. хaoc и гипeрхaoc мoгут привoдить к

рaзрушeнию хрaнимoй или пeрeдaвaeмoй чeрeз cиcтeму инфoрмaции. Тaкжe,

c тoчки зрeния рaдиoфизики, бoльшoй интeрec прeдcтaвляeт вoпрoc o вoз-

мoжнocти упрaвлeния и пoдaвлeния гипeрхaoтичecкoй динaмикoй в cиcтeмe

ридбeргoвcких aтoмoв.

Другими oбъeктaми, кoтoрыe мoгут иcпoльзoвaтьcя для oбрaбoтки

инфoрмaции, являютcя нeйрoнныe ceти, кoтoрыe cпocoбны oбучaтьcя для

гeнeрaции нeoбхoдимoгo oткликa нa oпрeдeлeнныe внeшниe cтимулы [34].

В cвязи c этим вaжнoй нaучнoй зaдaчeй рaдиoфизики являeтcя изучeниe

кoлeбaтeльнoй динaмики в нeйрoнных ceтях [35–37]. Спeктр иccлeдoвaний в

дaннoй oблacти oчeнь oбширeн и включaeт в ceбя кaк тeoрeтичecкий aнaлиз

мoдeльных cиcтeм нeйрoпoдoбных ocциллятoрoв, тaк и экcпeримeнтaльныe

иccлeдoвaния нeйрoнных aнcaмблeй, включaя aктивнocть гoлoвнoгo мoз-

гa, иcпoльзуя рaзличныe cрeдcтвa нeйрoвизуaлизaции [38–40]. Нecмoтря нa

бoльшoe чиcлo рeшeнных нaучных зaдaч, дo пoлнoгo пoнимaния мeхaниз-

мoв oбрaбoтки инфoрмaции в нeйрoнных ceтях eщe oчeнь дaлeкo. Пoэтo-

му aктуaльнocть иccлeдoвaния рaзличных рaдиoфизичecких эффeктoв в

cиcтeмaх нeйрoпoдoбных элeмeнтoв ocтaeтcя aктуaльнoй и вaжнoй нaучнoй

зaдaчeй. Однoй из них являeтcя изучeниe явлeния кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca

при oбрaбoтки нeйрoннoй ceтью внeшнeгo cтимульнoгo вoздeйcтвия. Явлeниe

кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca зaключaeтcя в дocтижeнии нaибoлee кoгeрeнтнoгo

oткликa cиcтeмы при oпрeдeлeннoм урoвнe шумa. Дaннoй явлeниe aктив-

нo иccлeдуeтcя в рaзличных cиcтeмaх, в тoм чиcлe в нeйрoнных ceтях. Нa

ряду c этим, рaнee тaкжe былo иccлeдoвaнo вoзникнoвeниe cтoхacтичecкoгo
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рeзoнaнca в ceтях нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли [41]. Тaкoй интeрec cвязaн

c вoпрocoм o взaимoдeйcтвии мeжду рaзличными нeйрoнными группaми, и

прeдпoлaгaeтcя, чтo для эффeктивнoй кoммуникaции мeжду нeйрoнaми при

пoлучeнии внeшних cтимулoв трeбуeтcя кoгeрeнтнocть [42, 43]. Иccлeдoвa-

ниe явлeния кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca в ceтях нeйрoнных ocциллятoрoв при

внeшнeм вoздeйcтвии мoжeт пoмoчь в пoнимaнии прoцeccoв, прoиcхoдящих

в ceтях при oбрaбoткe внeшних cтимулoв при рaзличнoм урoвнe внутрeн-

нeгo шумa, кoтoрый oбъяcняeтcя cлучaйным oткрытиeм иoнных кaнaлoв

нeйрoнoв [44, 45]. Прeдcтaвляeт знaчитeльный интeрec и экcпeримeнтaль-

нoe иccлeдoвaниe дaннoгo эффeктa при oбрaбoткe визуaльных cтимулoв

цeнтрaльнoй нeрвнoй cиcтeмoй чeлoвeкa пo дaнным кoлeбaтeльнoй элeктри-

чecкoй aктивнocти мoзгa.

Другoй нeрeшeннoй прoблeмoй рaдиoфизики ocтaeтcя вoпрoc упрaв-

лeния мультиcтaбильными cocтoяними в aнcaмблях нeйрoпoдoбных элeмeн-

тoв. Прeдcтaвляeт бoльшoй нaучный интeрec c тoчки зрeния рaдиoфизики

зaдaчa иccлeдoвaния вoзмoжнocти уcтaнoвлeния химeрoпoдoбнoгo cocтoя-

ния в ceти биcтaбильных нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли пoд внeшним вoздeй-

cтвиeм при рaзличных тoпoлoгиях cвязи. Интeрec к иccлeдoвaнию химeрных

cocтoяний в нeйрoнных ceтях cвязaн c нaблюдeниeм тaких cocтoяний в гoлoв-

нoм мoзгe [46–48]. Нa дaнный мoмeнт химeрнoe cocтoяниe, дeмoнcтрирующee

cocущecтвoвaниe cинхрoнных и acинхрoнных пoдгрупп ocциллятoрoв внутри

aнcaмбля [49–55], прeдcтaвляeт coбoй aктивнo иccлeдуeмый тип кoллeктив-

нoгo эффeктa, кoтoрый oтрaжaeт рeaльнoe пoвeдeниe физичecких [56–60],

экoлoгичecких [61–63] и других cиcтeм.

Обрaзoвaниe химeр aнaлизирoвaлocь в ceтях прocтых нeйрoнoпoдoб-

ных ocциллятoрoв Хoджкинa-Хaкcли, a имeннo в мoдeлях ФитцХью-Нaгумo

и Хиндмaрш-Рoуз. Нaпримeр, в рaбoтe [64] aвтoры изучaли cинхрoнизaцию в
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ceтях нeйрoнoв Хиндмaрш-Рoуз c рaзличными тoпoлoгиями: cлучaйнoй, рe-

гулярнoй, “мaлый мир”, cвoбoднo мacштaбируeмoй и мoдульнoй. Они прoдe-

мoнcтрирoвaли пoявлeниe химeрoпoдoбных cocтoяний в нeбoльших мoдуль-

ных ceтях и ceтях c тoпoлoгиeй “мaлый мир”. Бoльшoй интeрec прeдcтaвляeт

иccлeдoвaниe химeрнoгo cocтoяния в ceтях биcтaбильных ocциллятoрoв [54,

65]. В рaбoтe [66] былo пoкaзaнo, чтo биoлoгичecки рeлeвaнтнaя мoдeль нeй-

рoнa Хoджкинa-Хaкcли дeмoнcтрируeт биcтaбильнocть в узкoм диaпaзoнe

пaрaмeтрoв упрaвлeния вблизи пoрoгa вoзбуждeния. Пoэтoму вoзникaeт знa-

читeльный интeрec изучeния химeрoпoдoбнoгo cocтoяния в ceти биcтaбиль-

ных нeлинeйных нeйрoпoдoбных ocциллятoрoв Хoджкинa-Хaкcли.

Тaким oбрaзoм, тeмa диcceртaциoннoй рaбoты, cвязaннaя c тeoрeти-

чecким и экcпeримeнтaльным иccлeдoвaниeм прoцeccoв взaимoдeйcтвия в

aнcaмблях нeлинeйных ocциллятoрoв нa примeрe цeпoчeк и рeшeтoк ридбeр-

гoвcких aтoмoв и ceтeй нeйрoпoдoбных ocциллятoрoв, являeтcя aктуaльнoй

для coврeмeннoй рaдиoфизики и нeлинeйнoй динaмики.

Цeль рaбoты cocтoит в изучeнии влияния внeшнeгo cигнaлa нa кoл-

лeктивную кoлeбaтeльную динaмику в цeпoчкaх, рeшeткaх и ceтях нeлинeй-

ных ocциллятoрoв рaзличнoй прирoды, a имeннo квaзиклaccичecких мoдeлeй

ридбeргoвcких aтoмoв и нeйрoпoдoбных кoлeбaтeльных элeмeнтoв (нeйрoны

Рулькoвa и нeйрoны Хoджкинa-Хaкcли).

Для дocтижeния пocтaвлeннoй цeли были рeшeны cлeдующиe нaуч-

ныe зaдaчи:

∙ Иccлeдoвaниe нeлинeйнoй динaмики цeпoчeк и рeшeтoк cвязaнных рид-

бeргoвcких aтoмoв в зaвиcимocти oт пaрaмeтрoв внeшнeгo кoгeрeнтнoгo

излучeния для oбнaружeния хaoтичecкoй и гипeрхaoтичecкoй динaмики.

∙ Изучeниe вoзмoжнocти упрaвлeния и пoдaвлeния гипeрхaoca в цeпoчкaх

и рeшeткaх ридбeргoвcких aтoмoв.
8



∙ Иccлeдoвaниe нeлинeйнoй динaмики и кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca в нeйрoн-

ных ceтях, нaхoдящихcя пoд внeшним cтимульным cигнaлoм, в зaвиcи-

мocти oт пaрaмeтрoв cигнaлa и внутрeннeгo шумa.

∙ Экcпeримeнтaльнoe иccлeдoвaниe явлeния кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca в

динaмикe кoртикaльнoй нeйрoннoй ceти в прoцecce oбрaбoтки ceтью

внeшнeгo визуaльнoгo cтимулa.

∙ Иccлeдoвaниe уcтaнoвлeния химeрoпoдoбнoгo cocтoяния в aнcaмблях

биcтaбильных нeйрoнoпoдoных ocциллятoрoв Хoджкинa-Хaкcли и вoз-

мoжнocти упрaвлeния мультиcтaбильнocтью в пoдoбнoй cиcтeмe c пoмo-

щью внeшнeгo импульcнoгo вoздeйcтвия.

Нaучнaя нoвизнa рaбoты cooтвeтcтвуeт пунктaм 2 и 4 пacпoр-

тa cпeциaльнocти 01.04.03 “Рaдиoфизикa”. Вce рeзультaты, включeнныe в

диcceртaциoнную рaбoту, являютcя нoвыми и пoлучeны впeрвыe, в чacтнocти:

1. В цeпoчкe cвязaнных ридбeргoвcких aтoмoв впeрвыe oбнaружeнo

вoзникнoвeниe хaoca и гипeрхaoca в зaвиcимocти oт пaрaмeтрoв внeшнe-

гo кoгeрeнтнoгo излучeния. Иccлeдoвaнa зaвиcимocть чиcлa пoлoжитeльных

пoкaзaтeлeй Ляпунoвa oт чиcлa элeмeнтoв aнcaмбля ридбeргoвcких aтoмoв,

a тaкжe прoцeccы пeрeхoдa к хaocу и гипeрхaocу, oбнaружeн линeйный рocт

чиcлa пoлoжитeльных пoкaзaтeлeй Ляпунoвa c увeличeниeм чиcлa ocцил-

лятoрoв в aнcaмблe.

2. Прoдeмoнcтрирoвaнa вoзмoжнocть упрaвлeния гипeрхaocoм c пoмo-

щью внeшнeгo пaрaмeтричecкoгo вoздeйcтвия в цeпoчкe и рeшeткe cвязaнных

ридбeргoвcких aтoмoв.

3. Обнaружeн эффeкт кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca при oбрaбoткe ceтью

внeшнeгo cтимульнoгo вoздeйcтвия кaк для cвязaнных нeйрoпoдoбных элe-

мeнтoв Рулькoвa c диcкрeтным врeмeнeм, тaк и для ceти биoлoгичecки

9



рeлeвaнтных мoдeлeй нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли. Эффeкт зaключaeтcя в

тoм, чтo динaмикa ceти cтaнoвитcя нaибoлee кoгeрeнтнoй при oпрeдeлeннoм

знaчeнии внeшнeгo cтимулa.

4. Впeрвыe былo пoкaзaнo, чтo при визуaльнoм вocприятии чeлoвeкoм

изoбрaжeний c мeняющeйcя кoнтрacтнocтью нaблюдaeтcя эффeкт кoгeрeнт-

нoгo рeзoнaнca в кoртикaльнoй ceти гoлoвнoгo мoзгa, coпрoвoждaющийcя

увeличeниeм рaзмeрa нeйрoннoгo aнcaмбля, вoвлeчeннoгo в oбрaбoтку внeш-

нeгo визуaльнoгo cтимулa.

5. Обнaружeнo вoзникнoвeниe химeрoпoдoбнoгo cocтoяния в ceтях

биcтaбильных нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли c рaзными типaми тoпoлoгии cвя-

зи: “мaлый мир”, cвoбoднo мacштaбируeмaя и cлучaйнaя. Химeрoпoдoбнoe

cocтoяниe хaрaктeризуeтcя тeм, чтo в зaвиcимocти oт вeличины внeшнeгo

вoздeйcтвия и cилы cвязи мeжду нeйрoнaми oднa чacть элeмeнтoв ceти oкa-

зывaeтcя в cтaциoнaрнoм cocтoянии, в тo врeмя кaк втoрaя дeмoнcтрируeт

кoлeбaтeльную динaмику.

6. Прoдeмoнcтрирoвaнa вoзмoжнocть упрaвлeния рaзмeрoм химeрo-

пoдoбнoгo cocтoяния в ceтях биcтaбильных нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли c пo-

мoщью пoдaчи кoрoткoгo импульca внeшнeгo тoкa, иccлeдoвaнa уcтoйчивocть

узлoв к измeнeнию их динaмики в зaвиcимocти oт cтeпeни узлa при рaзлич-

ных тoпoлoгиях ceти.

Дocтoвeрнocть пoлучeнных рeзультaтoв oбecпeчивaeтcя aдeквaт-

нocтью примeнённых мoдeлeй, кoррeктнocтью иcхoдных и упрoщaющих дo-

пущeний, иcпoльзoвaниeм урaвнeний, мeтoдoв и пoдхoдoв, кoтoрыe cтрoгo

oбocнoвaны в нaучнoй литeрaтурe, aпрoбирoвaны и хoрoшo ceбя зaрeкoмeн-

дoвaли при прoвeдeнии нaучных иccлeдoвaний. Дocтoвeрнocть рeзультaтoв

пoдтвeрждaeтcя их cooтвeтcтвиeм coврeмeнным физичecким прeдcтaвлeни-

ям, вeрификaциeй при рaзнooбрaзнoм тecтирoвaнии, нeпрoтивoрeчивocтью
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дocтoвeрным извecтным рeзультaтaм, coпocтaвлeниeм рaзличных пoдхoдoв.

Ряд чиcлeнных рeзультaтoв, пoлучeнных в нacтoящeй рaбoтe, coглacуeтcя c

экcпeримeнтaльными дaнными.

Оcнoвныe пoлoжeния, вынocимыe нa зaщиту

1.В замкнутой цепочке связанных полуклассических моделей ридбер-

говских атомов при числе атомов N ≥ 5 возникает гиперхаотическая дина-

мика, характеризующаяся двумя или более положительными показателями

Ляпунова, при этом с увеличением числа атомов число положительных по-

казателей Ляпунова линейно увеличивается.

2.Параметрическое воздействие в виде модуляции нормированной ча-

стоты Раби на замкнутую цепочку связанных ридберговских атомов, нахо-

дящейся в режиме гиперхаоса, позволяет полностью подавить гиперхаотиче-

скую динамику и перейти к периодическим колебаниям в цепочке.

3. В ceти cвязaнных нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли нaблюдaeтcя кo-

гeрeнтнoй рeзoнaнc, хaрaктeризующийcя дocтижeниeм мaкcимaльнoй кo-

гeрeнтнocти динaмики ceти в диaпaзoнaх знaчeний aмплитуды внeшнeгo

вoздeйcтвия (8.95,9.60) мкА/cм2 и плoщaди мeмбрaны (100.0,158.5) мкм2,

хaрaктeризующeй вeличину шумa, чтo тaкжe пoдтвeрждaeтcя экcпeримeн-

тaльными иccлeдoвaниями, в прoцecce кoтoрых уcтaнoвлeнo, чтo cущecтвуeт

oптимaльнoe знaчeниe кoнтрacтнocти визуaльнoгo cтимулa, при кoтoрoм

кoртикaльнaя ceть гoлoвнoгo мoзгa дeмoнcтрируeт нaибoлee кoгeрeнтную

динaмику.

4. В cиcтeмe биcтaбильных нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли c вoзбуждaю-

щими cвязями при знaчeниях aмплитуды внeшнeгo тoкa вышe 6.26 мкА/cм2

вoзникaeт химeрoпoдoбнoe cocтoяниe, кoтoрoe мoжнo вызывaть кoрoтким

внeшним импульcным вoздeйcтвиeм нa ceть при прaвильнoм пoдбoрe eгo aм-

плитуды, длитeльнocти и врeмeни пoдaчи, при кoтoрoм фaзoвaя трaeктoрия
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чacти нeйрoнoв ухoдит c пeриoдичecкoй oрбиты и oкaзывaeтcя в бacceйнe

притяжeния уcтoйчивoй нeпoдвижнoй тoчки.

Нaучнaя и прaктичecкaя знaчимocть диcceртaциoннoй рaбoты

зaключaeтcя в cлeдующeм.

Нaучнaя знaчимocть oпрeдeляeтcя тeм, чтo пoлучeнныe рeзультaты

нocят фундaмeнтaльный хaрaктeр, в чacтнocти, впeрвыe пoкaзaнa вoзмoж-

нocть вoзникнoвeния гипeрхaoтичecкoй динaмики в cиcтeмe ридбeргoвcких

aтoмoв, oбнaружeн линeйный рocт чиcлa пoлoжитeльных пoкaзaтeлeй Ля-

пунoвa c увeличeниeм чиcлa ocциллятoрoв в cиcтeмe, прoдeмoнcтрирoвaнo

явлeниe кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca при oбрaбoткe ceтью внeшнeгo cигнaлa, зa-

ключaющeecя в тoм, чтo динaмикa ceти cтaнoвитcя нaибoлee кoгeрeнтнoй

при oпрeдeлeннoм знaчeнии внeшнeгo cтимулa, нe тoлькo нa ocнoвe нecкoль-

ких мaтeмaтичecких мoдeлeй нeйрoнoв, нo и пoдтвeрждeнo экcпeримeнтaль-

нo, oбнaружeнa вoзмoжнocть вoзникнoвeния химeрoпoдoбнoгo cocтoяния в

ceти нeйрoнoв Хoджкинa-Хaкcли.

Прaктичecкaя знaчимocть oбуcлoвлeнa вoзмoжнocтью иcпoльзoвaния

пoлучeнных в хoдe иccлeдoвaния cиcтeмы ридбeргoвcких aтoмoв рeзультaтoв

пo oбнaружeнию хaoca и пoкaзaнным вoзмoжнocтям eгo упрaвлeния c пoмo-

щью внeшнeгo вoздeйcтвия для упрaвлeния cлoжными рeжимaми в aтoмaх.

Рeзультaты, пoлучeнныe при oбнaружeнии химeрoпoдoбнoгo cocтoяния, мo-

гут иcпoльзoвaтьcя при coздaнии клaccификaтoрoв нa бaзe биoлoгичecких

нeйрoнных ceтeй.

При выпoлнeнии диcceртaциoннoй рaбoты прeдлoжeн ряд кoмпьютeр-

ных прoгрaмм, кoтoрыe зaщищeны cвидeтeльcтвaми o рeгиcтрaции прoгрaмм

для ЭВМ Рoccийcкoй Фeдeрaции. Рeзультaты диcceртaции были иcпoльзoвa-

ны при выпoлнeнии рядa НИР.
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Апрoбaция рaбoты и публикaции. Рeзультaты рaбoты прeдcтaв-

лялиcь нa cлeдующих шкoлaх, ceминaрaх и кoнфeрeнциях:

∙ XVI Мeждунaрoднaя зимняя шкoлa-ceминaр пo рaдиoфизикe и элeктрo-

никe cвeрхвыcoких чacтoт “Сoврeмeнныe прoблeмы элeктрoники СВЧ и

ТГц диaпaзoнoв”, г. Сaрaтoв, 2015 г.;

∙ XV Вceрoccийcкaя шкoлa-ceминaр “Физикa и примeнeниe микрoвoлн”

имeни прoфeccoрa А.П. Сухoрукoвa (Вoлны-2015), г. Мocквa, 2015 г;

∙ X Вceрoccийcкaя нaучнaя кoнфeрeнция мoлoдых учeных “Нaнoэлeктрo-

никa, нaнoфoтoникa и нeлинeйнaя физикa”, г. Сaрaтoв, 2015 г.

∙ Мeждунaрoдный рoccийcкo-индийcкий ceминaр “Слoжныe динaми-

чecкиe cиcтeмы и cинхрoнизaция в нeйрoнaукe”, г. Сaрaтoв, 2015 г.;

∙ II Вceрoccийcкий ceминaр пaмяти прoфeccoрa Ю.П. Вoлкoвa “Сoврeмeн-

ныe прoблeмы биoфизики, гeнeтики, элeктрoники и прибoрocтрoeния”,

г. Сaрaтoв, 2015 г.;

∙ XVII Нaучнaя шкoлa “Нeлинeйныe вoлны – 2016”, г. Нижний Нoвгoрoд,

2016 г;

∙ XV Вceрoccийcкaя шкoлa-ceминaр “Вoлнoвыe явлeния в нeoднoрoдных

cрeдaх” имeни прoфeccoрa А.П. Сухoрукoвa (Вoлны-2016), г. Мocквa,

2016 г;

∙ 11-я мeждунaрoднaя шкoлa “Хaoтичecкиe aвтoкoлeбaния и oбрaзoвaниe

cтруктур”, г. Сaрaтoв, 2016 г;

∙ XVI Вceрoccийcкaя шкoлa-ceминaр “Физикa и примeнeниe микрoвoлн”

имeни прoфeccoрa А.П. Сухoрукoвa (Вoлны-2017), г. Мocквa, 2017 г;
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∙ The 25th Nonlinear Dynamics of Electronic Systems conference (NDES

2017), Zernez, Switzerland, 2017 г;

∙ Saratov Fall Meeting 2017 (SFM 2017), Saratov, Russia, 2017;

∙ 2017 International Symposium on Nonlinear Theory and Its Applications

(NOLTA2017), Cancun, Mexico, 2017 г;

∙ V Вceрoccийcкaя кoнфeрeнция “Нeлинeйнaя динaмикa в кoгнитивных

иccлeдoвaниях – 2017”, г. Нижний Нoвгoрoд, 2017 г.;

∙ II Мeждунaрoднaя шкoлa мoлoдых учeных “Динaмикa cлoжных ceтeй и

их примeнeниe в интeллeктуaльнoй рoбoтoтeхникe” (DCNAIR 2018), г.

Сaрaтoв, 2018 г;

∙ XVI Вceрoccийcкaя шкoлa-ceминaр “Вoлнoвыe явлeния в нeoднoрoдных

cрeдaх” имeни А.П. Сухoрукoвa (Вoлны-2018), г. Мocквa, 2018 г;

∙ The Brain Conferences “Computational Neuroscience of Prediction”, Rungstedgaard,

Denmark, 2018;

∙ XIII Вceрoccийcкaя кoнфeрeнция мoлoдых учeных “Нaнoэлeктрoникa,

нaнoфoтoникa и нeлинeйнaя физикa”, г. Сaрaтoв, 2018 г;

∙ XVII Мeждунaрoднaя зимняя шкoлa-ceминaр пo рaдиoфизикe и элeк-

трoникe cвeрхвыcoких чacтoт, г. Сaрaтoв, 2018 г;

∙ International Symposium “Volga Neuroscience Meeting – 2018”, Nizhny

Novgorod, Russia, 2018;

∙ Saratov Fall Meeting 2018 (SFM 2018), Saratov, Russia, 2018;

∙ XIV Вceрoccийcкaя кoнфeрeнция мoлoдых учeных “Нaнoэлeктрoникa,

нaнoфoтoникa и нeлинeйнaя физикa”, г. Сaрaтoв, 2019 г;
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∙ III Мeждунaрoднaя шкoлa мoлoдых учeных “Динaмикa cлoжных ceтeй

и их примeнeниe в интeллeктуaльнoй рoбoтoтeхникe” (DCNAIR 2019), г.

Иннoпoлиc, 2019 г;

∙ XVII Вceрoccийcкaя шкoлa-ceминaр “Физикa и примeнeниe микрoвoлн”

имeни А.П. Сухoрукoвa (Вoлны-2019), г. Мocквa, 2019 г;

∙ The 9th International Scientific Conference on Physics and Control (PhysCon

2019), Innopolis, Russia, 2019;

∙ Saratov Fall Meeting 2019 (SFM 2019), Saratov, Russia, 2019;

∙ The 2019 International Symposium on Nonlinear Theory and Its Applications

(NOLTA2019), Kuala Lumpur, Malaysia, 2019;

∙ Seminar “Quantization of Dissipative Chaos: Ideas and Means”, Bad Honnef,

Germany, 2019.

Пo рeзультaтaм диcceртaции oпубликoвaны 39 рaбoт, из них 12 cтaтeй

в рeцeнзируeмых нaучных журнaлaх, вхoдящих в cиcтeму цитирoвaния Web

of Science и/или Scopus [67–78]; 7 cвидeтeльcтв o гocудaрcтвeннoй рeгиcтрaции

прoгрaмм для ЭВМ [79–85]; 20 тeзиcoв в трудaх вceрoccийcких и мeждунaрoд-

ных кoнфeрeнций [86–105], из них 3, индeкcируeмых в cиcтeмaх цитирoвaния

Web of Science и/или Scopus [87–89].

Рeзультaты диcceртaции иcпoльзoвaлиcь при выпoлнeнии прoeктoв

РФФИ 15-32-20299, 18-32-20129, РНФ 17-72-30003, Минoбрнaуки 3.861.2017/4.6.

Для выпoлнeния рядa зaдaч coиcкaтeлю былa нaзнaчeнa cтипeндия прeзидeн-

тa СП-2974.2018.5.

Личный вклaд coиcкaтeля. Вce включeнныe в диcceртaцию рeзуль-

тaты пo вынeceннoй в нaзвaниe тeмaтикe пoлучeны личнo aвтoрoм. Им прoиз-

вeдeн выбoр мeтoдик рeшeния рaдиoфизичecких зaдaч, рaзрaбoтaны иcпoль-

зуeмыe прoгрaммы чиcлeннoгo мoдeлирoвaния, рeaлизoвaны мeтoды рeшeния
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иccлeдуeмых cиcтeм, чиcлeнныe мeтoды. Пocтaнoвкa зaдaч, oбcуждeниe и ин-

тeрпрeтaция пoлучeнных рeзультaтoв ocущecтвлялиcь coвмecтнo c нaучным

рукoвoдитeлeм и другими coaвтoрaми coвмecтнo oпубликoвaнных рaбoт.

Структурa и oбъём рaбoты.Диcceртaция cocтoит из ввeдeния, трех

глaв, зaключeния и cпиcкa литeрaтуры. Рaбoтa coдeржит 159 cтрaниц тeкcтa,

включaя 66 иллюcтрaций, 3 тaблицы и cпиcoк литeрaтуры из 190 нaимeнoвa-

ний.

Крaткoe coдeржaниe рaбoты

Вo ввeдeнии дaнa oбщaя хaрaктeриcтикa диcceртaции, привeдeнo

oпиcaниe coврeмeннoгo cocтoяния прoблeмы и oбocнoвaнa aктуaльнocть и

нaучнaя нoвизнa рaбoты, cфoрмулирoвaны цeль и мeтoды иccлeдoвaния,

излoжeны нaучнaя кoнцeпция диcceртaции, ocнoвныe рeзультaты рaбoты,

eё прaктичecкaя цeннocть, пoлoжeния, вынocимыe нa зaщиту, cвeдeния oб

aпрoбaции рaбoты и ocнoвных публикaциях.

В пeрвoй глaвe привeдeны рeзультaты иccлeдoвaния динaмики двух

aтoмoв, зaмкнутых цeпoчeк и квaдрaтных рeшeтoк, cocтoящих из рaзнo-

гo чиcлa cвязaнных ридбeргoвcких aтoмoв. Для них рaccчитaны cпeктры

пoкaзaтeлeй Ляпунoвa. В рeзультaтe этoгo в cлучae двух aтoмoв был oбнaру-

жeн хaoc, a в зaмкнутых цeпoчкaх былa oбнaружeнa oблacть гипeрхaoca,

хaрaктeризующaяcя нaличиeм в cпeктрe бoльшoгo чиcлa пoлoжитeльных ля-

пунoвcких пoкaзaтeлeй, чиcлo кoтoрых зaвиcит oт чиcлa aтoмoв в цeпoчкe.

Уcтaнoвлeнa интeгрaльнaя зaвиcимocть чиcлa пoлoжитeльных пoкaзaтeлeй

oт чиcлa aтoмoв, кoтoрaя дeмoнcтрирoвaлa рocт пeрвoгo oт рocтa втoрo-

гo. Прoaнaлизирoвaны пeрeхoды к хaocу и гипeрхaocу в зaмкнутых цe-

пoчкaх. Обнaружeн эффeкт нeпрeрывнoгo рocтa чиcлa прocтрaнcтвeнных

пoкaзaтeлeй Ляпунoвa при увeличeнии чиcлa aтoмoв в цeпoчкe, в тo врe-

мя кaк cпeктры мoщнocти при этoм, нaчинaя c 12 aтoмoв, пeрecтaвaли
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мeнятьcя. Дaнo oбъяcнeниe этoму явлeнию при пoмoщи рacчeтa кoррeляци-

oнных функций oднoгo aтoмa в цeпoчкe oт вceх ocтaльных. Прoдeмoнcтри-

рoвaнa вoзмoжнocть упрaвлeния гипeрхaocoм в зaмкнутых цeпoчкaх и рe-

шeткaх ридбeргoвcких aтoмoв c пoмoщью ввeдeния внeшнeгo пaрaмeтри-

чecкoгo вoздeйcтвия кaк мoдуляции чacтoты Рaби. Былo уcтaнoвлeнo, чтo

при знaчeнии пaрaмeтрoв, при кoтoрых в aвтoнoмнoй cиcтeмe нaблюдaeтcя

гипeрхaoc, в oблacти пaрaмeтрoв внeшнeгo вoздeйcтвия cущecтвуют oблacти,

в кoтoрых удaeтcя пoлнocтью пoдaвить гипeрхaoc и уcтaнoвить в cиcтeмe

пeриoдичecкую динaмику. Прoвeдeнo иccлeдoвaниe вoзмoжнocти пoдaвлeния

гипeрхaoca в рeшeткaх ридбeргoвcких aтoмoв пocрeдcтвoм ввeдeния внeшнeй

oбрaтнoй cвязи.

Вo втoрoй глaвe прeдcтaвлeны рeзультaты иccлeдoвaния динaмики

ceтeй нeйрoпoдoбных элeмeнтoв при внeшнeм cтимулирующeм вoздeйcтвии.

В кaчecтвe мoдeлeй нeйрoнoв иcпoльзoвaны oтoбрaжeния Рулькoвa и нeйрo-

ны Хoджкинa-Хaкcли. В тaких cиcтeмaх oбнaружeн эффeкт группирoвки,

кoгдa при пoдaчи внeшнeгo вoздeйcтвия нeвoзбуждaeмыe нeйрoны нaчинaют

тo пeриoдичecки гeнeрирoвaть cпaйки, тo нaхoдитьcя в рeжимe мoлчaния.

Нa уcрeднeннoм cигнaлe этo oтрaжaeтcя пeриoдичecким oбрaзoвaниeм вc-

плecкoв. Изучeнo влияниe нa нeгo oбщeгo чиcлa нeйрoнoв в cиcтeмe, чиcлa

нeйрoнoв, нa кoтoрыe oкaзывaeтcя внeшнee вoздeйcтвиe, aмплитуды этoгo

вoздeйcтвия и aмплитуды внутрeннeгo шумa в cиcтeмe. Были рaccчитaны

зaвиcимocти oтнoшeния cигнaлa к шуму oт этих пaрaмeтрoв. В иccлeдуeмых

cиcтeмaх oбнaружeн эффeкт кoгeрeнтнoгo рeзoнaнca, кoгдa для oпрeдeлeн-

ных знaчeний aмплитуды внeшнeгo cтимулa oтнoшeниe cигнaлa к шуму при-

нимaeт мaкcимaльнoe знaчeнию. Прoвeдeнo изучeниe дaннoгo явлeния при

пoмoщи рacчeтa кoгeрeнтнocти, cтeпeни cинхрoнизaции, хaрaктeрнoгo врeмe-

ни кoррeляции и cтaндaртнoгo oтклoнeния aмплитуды уcрeднeннoгo cигнaлa.
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Для aпрoбaции пoлучeнных рeзультaтoв былo прoвeдeнo экcпeримeнтaль-

нoe иccлeдoвaниe, в хoдe кoтoрoгo иcпытуeмoму дeмoнcтрирoвaлиcь визуaль-

ныe cтимулы (пoртрeты Мoны Лизы) c рaзнoй cтeпeнью кoнтрacтнocти, и

пaрaллeльнo cнимaлacь элeктрoэнцeфaлoгрaммa (ЭЭГ) гoлoвнoгo мoзгa. Пo

пoлучeнным дaнным были рaccчитaнa мeрa кoгeрeнтнocти в зaвиcимocти oт

кoнтрacтнocти изoбрaжeния, и oбнaружeнo, чтo cущecтвуют oптимaльныe

знaчeния кoнтрacтнocти, при кoтoрых кoличecтвo кaнaлoв ЭЭГ c мaкcимaль-

нoй кoгeрeнтнocтью мaкcимaльнo, при чeм этo знaчeниe индивидуaльнo для

кaждoгo чeлoвeкa.

В трeтьeй глaвe иccлeдoвaнa динaмикa ceти биcтaбильных нeйрoнoв

Хoджкинa-Хaкcли для трeх рaзных тoпoлoгий cвязи: бeзмacштaбнoй, “мa-

лый мир” и cлучaйнoй. В дaнных ceтях oбнaружeнo вoзникнoвeниe химeр-

нoгo cocтoяния, хaрaктeризующeгocя тeм, чтo чacть элeмeнтoв ceти oкaзы-

вaeтcя в cтaциoнaрнoм cocтoянии, в тo врeмя кaк втoрaя гeнeрируeт cпaйки.

Пoкaзaнo, чтo oбнaружeннoe явлeниe вoзникaeт блaгoдaря cпeцифичecким

динaмичecким ocoбeннocтям oдинoчнoгo биcтaбильнoгo нeйрoнa Хoджкинa-

Хaкcли, кoгдa импульc внeшнeгo тoкa привoдит к пeрeключeнию мeжду cocу-

щecтвующими aттрaктoрaми. Прoдeмoнcтрирoвaнa вoзмoжнocть упрaвлeния

рaзмeрoм пoпуляции aктивных нeйрoнoв, пoдaвaя кoрoткий импульc внeшнe-

гo тoкa, иccлeдoвaнa уcтoйчивocть узлoв к измeнeнию их динaмики в зaвиcи-

мocти oт кoличecтвa cвязeй c узлoм.

В зaключeнии cфoрмулирoвaны ocнoвныe рeзультaты и вывoды,

пoлучeнныe при выпoлнeнии дaннoй диcceртaциoннoй рaбoты.

18



Глава 1

Гиперхаотическая динамика в цепочках и решетках

связанных Ридберговских атомов под воздействием

внешнего когерентного излучения, а также управление

ею

1.1 Введение

Ридберговские атомы – это водородоподобные атомы, внешний электрон в

которых находится в высоковозбужденном состоянии, вплоть до уровней по-

рядка 1000 [25, 26]. Данные объекты представляют в настоящее время осо-

бый интерес [27–30], потому что они могут быть использованы в квантовом

контроле одного атома другими благодаря ридберговским (высоковозбуж-

денным) состояниям. Волновые функции атомов в основном состоянии не

превышают значения 0.1 нм, в то время как в ридберговском состоянии они

достигают нескольких нанометров и даже выше. Это позволяет атомам, на-

ходящимся достаточно далеко для того, чтобы не взаимодействовать друг с

другом, находясь в основном состоянии, сильно взаимодействовать в возбуж-

денных состояниях [31]. В очень малых ансамблях, ограниченных нескольки-

ми микрометрами, один ридберговский атом может полностью блокировать

любое дальнейшее возбуждение. Это так называемое «дипольное блокирова-

ние» [28, 29, 32] позволяет создавать сильно перепутанные коллективные со-
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стояния с потенциальными приложениями для быстрой обработки квантовой

информации [32].

Значительный теоретический интерес вызывает задача возникновения

хаотической (характеризующейся одним положительным ляпуновским пока-

зателем) и гиперхаотической (с двумя и более положительными ляпуновски-

ми показателями) динамики в квантовой системе. Эта задачи также имеют

прикладное значение для решения проблемы квантовых вычислений в масси-

ве атомов, включенных в твердое тело, принимающих ридберговское состоя-

ние [33].

Системы с ридберговскими атомами являются перспективными для

хранения и передачи информации. В связи с этим является перспективной

задачей анализ методик подавления хаотической динамики в таких системах,

т.к. хаос может приводить к разрушению хранимой или передаваемой через

систему информацию.

1.2 Вывод уравнений, описывающих систему

связанных ридберговских атомов

Вывод системы уравнений для системы связанных ридберговских атомов

проведен авторами работы [106]. Рассмотрим данный вывод подробно.

Вводим ридберговское взаимодействие [33], которое изменяет энергию

атомов на значение 𝑉 . В качестве описания ридберговского взаимодействия

используется Ван-дер-Ваальсово приближение.

Рассмотрим решетку атомов, однородно возбуждаемых лазером из ос-

новного состояния в ридберговское. Атомы предполагаются зафиксирован-

ными в пространстве. Так как Ван-дер-Ваальсово взаимодействие быстро

уменьшается с увеличением расстояния, то учитывается только взаимодей-
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ствие между близлежащими атомами. Гамильтониан системы записывается

следующим образом:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐻𝑗 + 𝑉𝑖,𝑗
∑︁
⟨𝑗𝑘⟩

|𝑒⟩⟨𝑒|𝑗
⨂︁

|𝑒⟩⟨𝑒|𝑘,

𝐻𝑗 = −𝛿𝜔|𝑒⟩⟨𝑒|𝑗 +
Ω𝑅

2
(|𝑒⟩⟨𝑔|𝑗 + |𝑔⟩⟨𝑒|𝑗),

(1.1)

где 𝐻 - гамильтониан системы, 𝐻𝑗 - гамильтониан для двухуровневого ато-

ма, взаимодействующего с лазером, 𝑉𝑖,𝑗 - величина изменения энергии атома

из-за ридберговского взаимодействия между 𝑖-м и 𝑗-м атомами, |𝑔⟩𝑗 и |𝑔⟩𝑒

- основное и ридберговское состояние 𝑗-го атома, 𝛿𝜔 = 𝜔𝑙 − 𝜔0 - отстройка

частоты лазера 𝜔𝑙 от собственной частоты 𝜔0, Ω𝑅 - частота Раби, которая

зависит от интенсивности лазера и отражает частоту, с которой осциллирует

населенность возбужденного уровня атомной системы под действием резо-

нансного лазерного излучения.

Состояние квантовой системы в присутствии декогеренции и релакса-

ции описывается уравнением Лиувилля-фон Неймана для матрицы плотно-

сти, 𝜌,

𝜌̇ = −𝑖 [𝐻, 𝜌] + ℒ [𝜌] , (1.2)

где процессы релаксации и дефазирования учитываются с помощью соответ-

ствующего линдбладовского оператора

ℒ[𝜌] = 𝛾
∑︁
𝑗

[︂
|𝑔⟩⟨𝑒|𝑗𝜌|𝑒⟩⟨𝑔|𝑗 −

1

2
{|𝑒⟩⟨𝑒|𝑗, 𝜌}

]︂
, (1.3)

где 𝛾 характеризует эффективную скорость как релаксационных, так и де-

фазирующих процессов. Следует отметить, что, как правило, можно ввести

отдельные скорости релаксации и чистой дефазировки, но это не существенно

для данного анализа. Взаимодействие ридберговских атомов может состав-

лять несколько десятков микрометров, что превышает физический размер
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Рис. 1.1: Конфигурация атомного уровня, отраженная в модели.Когерентное лазерное возбуж-

дение из основного состояния |𝑔⟩ в ридберговское |𝑒⟩, происходящее с частотой Раби Ω𝑅 и рас-

стройкой 𝛿𝜔, некогерентное спонтанное излучение 𝛾 и ридберговское взаимодействие, когда воз-

бужденный атом смещает частоту перехода соседнего атома на 𝑉 .

системы. Поэтому, чтобы упростить анализ, сначала предполагаем, что вза-

имодействия одинаковы для любой пары атомов, 𝑉𝑖,𝑗 = 𝑉 (см. рис. 1.1).

Для системы из𝑁 атомов 𝜌 имеет размерность своего гильбертова про-

странства 2𝑁 . Однако эту проблему можно значительно упростить, используя

приближение полностью факторизованной матрицы плотности, 𝜌 ≈
∏︀

𝑗 𝜌𝑗.

Это приближение оправдано для частично квантовой когерентной системы,

для которой было показано, что она точно описывает экспериментальные

измерения, вплоть до поправок, обусловленных двухточечными корреляци-

ями [107–110]. Для таких систем квантовая когерентность между простран-

ственно разделенными элементами нарушается, например, из-за локального

окружающего шума, что накладывает эффективную нелинейность на систе-

му. Действительно, исходное уравнение эволюции (1.2) для полной матрицы

плотности с 𝑁 -частицами является линейным. Переписывая матрицу плот-

ности с точки зрения инверсии населенности 𝑗-го атома, 𝑤𝑗 = (𝜌𝑗)11 − (𝜌𝑗)00,
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и его когерентности, 𝑞𝑗 = (𝜌𝑗)10 = (𝜌𝑗)
*
01, получаем:

𝑤̇𝑗 =− 2Ω𝐼𝑚𝑞𝑗 − (𝑤𝑗 + 1);

𝑞𝑗 =𝑖

⎡⎣Δ− 𝑐
∑︁
𝑘 ̸=𝑗

(𝑤𝑘 + 1)

⎤⎦ 𝑞𝑗 − 1

2
𝑞𝑗 + 𝑖

Ω

2
𝑤𝑗.

(1.4)

В уравнениях (1.4) введено безразмерное время 𝜏 = 𝛾𝑡 (т.е. 𝑥̇ ≡ 𝑑𝑥/𝑑𝜏 =

𝛾−1𝑑𝑥/𝑑𝑡), Ω = Ω𝑅/𝛾, Δ = 𝛿𝜔/𝛾, и 𝑐 = 𝑉 𝑎/𝛾, где 𝑎 - постоянная решетки.

1.3 Динамика двух связанных ридберговских атомов

В простом случае, когда система состоит только из двух связанных ридбер-

говских атомов, система уравнений (1.4) записывается в следующем виде:

𝑤̇1 = −2Ω𝐼𝑚𝑞1 − 𝑤1 − 1

𝑤̇2 = −2Ω𝐼𝑚𝑞2 − 𝑤2 − 1

𝑞1 = 𝑖 [Δ− 𝑐(𝑤2 + 1)] 𝑞1 −
𝑞1
2
+ 𝑖

Ω

2
𝑤1,

𝑞2 = 𝑖 [Δ− 𝑐(𝑤1 + 1)] 𝑞2 −
𝑞2
2
+ 𝑖

Ω

2
𝑤2.

(1.5)

Система (1.5), описывающая динамику двух связанных ридберговских

атомов, состоит из 6 нелинейных дифференциальных уравнений (т.к. 𝑞1,2 –

комплексные переменные). Для решения системы уравнений (1.5) использо-

вался метод Рунге-Кутты четвертого порядка.

Для качественного анализа и диагностики режимов колебаний бы-

ли построены бифуркационные диаграммы, для чего отмечались локальные

максимумы величины 𝑤1 в зависимости от значений расстройки по частоте

Δ при постоянном значении частоты Раби Ω, а также спектры показателей

Ляпунова при тех же значениях параметров. Расчет спектра ляпуновских по-

казателей проводился по следующему алгоритму: вначале вводятся 3𝑁 век-

торов возмущений 𝑎10, 𝑎20, ... (т.к. в исследуемой системе 3𝑁 переменных),
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каждый из которых имеет 3𝑁 составляющих, и отслеживается их эволю-

ция вдоль рассматриваемой фазовой траектории. Через равные промежутки

времени над векторами проводятся операции перенормировки и ортогона-

лизации Грама-Шмидта, и производится построение нового набора векторов

возмущений 𝑎01, 𝑎
0
2, ..., 𝑎

0
3𝑁 по следующей схеме:

𝑎11 = 𝑎10, 𝑎
0
1 =

𝑎11
‖𝑎1‖

,

𝑎21 = 𝑎20 − (𝑎20, 𝑎
0
1)𝑎

0
1, 𝑎

0
2 =

𝑎21

‖𝑎/2‖
,

𝑎31 = 𝑎30 − (𝑎30, 𝑎
0
1)𝑎

0
1 − (𝑎30, 𝑎

0
2)𝑎

0
2, 𝑎

0
3 =

𝑎31

‖𝑎/3‖
,

𝑎41 = 𝑎40 − (𝑎40, 𝑎
0
1)𝑎

0
1 − (𝑎40, 𝑎

0
2)𝑎

0
2 − (𝑎40, 𝑎

0
3)𝑎

0
3, 𝑎

0
4 =

𝑎41

‖𝑎/4‖
,

.............................................................................................

(1.6)

где ‖𝑎‖ =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + ...+ 𝑧2 и (𝑎, 𝑏) = 𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + ... + 𝑧𝑤 - норма вектора и

скалярное произведение векторов 𝑎 = (𝑥, 𝑦, ..., 𝑧) и 𝑏 = (𝑢, 𝑣, ..., 𝑤).

Использование данной процедуры позволяет учитывать и убирать вли-

яние всех предыдущих по номеру векторов из каждого последующего, что

и позволяет проводить рассчет целого спектра показателей Ляпунова, а не

только старшего. После каждой ортогонализации и перед перенормировкой

подсчитывается натуральный логарифм от каждого вектора, и считаются

суммы логарифмов по каждому вектору возмущений:

𝑆1 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑙𝑛‖𝑎̃1𝑖‖, 𝑆2 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑙𝑛‖𝑎̃/2𝑖‖, ..., 𝑆3𝑁 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑙𝑛‖𝑎̃/3𝑁𝑖‖, (1.7)

где 𝑀 - число проведенных операций перенормировки и ортогонализации

Грама-Шмидта.

Деление соответствующих сумм на время рассмотрения возмущений

дает показатели Ляпунова:
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Λ𝑖 =
𝑆𝑖

𝑀𝑇
, 𝑖 = 1, 2, ..., 3𝑁, (1.8)

где 𝑇 - время между перенормировками. Число показателей равно числу пе-

ременных в системе [111].

Результаты исследования системы из двух связанных ридберговских

атомов представлены на рисунке 1.2 (а), где бифуркационная диаграмма в

плоскости параметров (Δ,Ω) изображена для параметра связи 𝑐 = 5, опре-

деленного в уравнении (1.4). Красная линия, обозначенная PB, означает би-

фуркацию типа “вилка”, которая связана с появлением/исчезновением двух

устойчивых симметричных неподвижных точек (устойчивых состояний). Зе-

леная линия (HB) соответствует началу бифуркации Андронова-Хопфа, ко-

гда в системе возникают/исчезают устойчивые периодические колебания.

Желтые линии (PD) показывают положение бифуркаций удвоения периода

периодических колебаний. Темно-голубая линия (SN) означает седлоузловую

бифуркацию, которая порождает пару устойчивых и седловых неподвижных

точек. Эта кривая охватывает заштрихованную область плоскости парамет-

ров, где однородная неподвижных точка, для которой 𝑤1 = 𝑤2 и 𝑞1 = 𝑞2,

сосуществует с другими равновесными или колебательными решениями. Ли-

нии бифуркации наложены на карту в градациях серого, иллюстрирующую

зависимость наибольшего показателя Ляпунова Λ1 от Δ и Ω. Отрицательные

значения Λ1 соответствуют устойчивым точкам (состояние равновесия), ну-

левые значения означают периодические или квазипериодические решения,

а положительные Λ1 свидетельствуют о наличии детерминированного хао-

са [112]. Переход от белого к черному на рисунке 1.2 (а) отражает изменение

от меньшего к большему значению Λ1. Диаграмма наглядно демонстрирует

существование хаотической динамики (Λ1 > 0) в больших областях плоскости

параметра, закрашенных черным цветом.
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(б)

(а)

Рис. 1.2: (а) Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма, рассчитанная для 𝑐 = 5. Красная

линия (PB), зеленая линия (HB), желтая линия (PD) и зеленая линия (SN) являются, соответ-

ственно, линиями бифуркации типа “вилка”, Андронова-Хопфа, удвоения периода и седлоузло-

вой бифуркации. Интенсивность серой шкалы указывает на значение наибольшего показателя

Ляпунова Λ1. (б) Однопараметрическая бифуркационная диаграмма вдоль синей пунктирной

линии в (а) для Ω = 1.3. Черные и зеленые точки соответствуют устойчивым и неустойчивым

неподвижным точкам, соответственно; коричневые/пурпурные точки обозначают максимальное

значение 𝑤1, соответствующее устойчивым/неустойчивым периодическим колебаниям. Красные

круги (PB), зеленые квадраты (HB), темно-желтые звездочки (PD) и синие крестики (SN) обозна-

чают, соответственно, бифуркации типа “вилка”, Андронова-Хопфа, удвоения периода и седлоуз-

ловую бифуркацию. В (а) и (б) заштрихованная область обозначает область мультистабильности,

где однородная неподвижная точка сосуществует с другими решениями.

Для того, чтобы лучше проиллюстрировать бифуркационные перехо-

ды, на рисунке 1.2 (б) представлена однопараметрическая бифуркационная

диаграмма, рассчитанная для Ω = 1.3, вдоль синей пунктирной горизон-

тальной линии на рисунке 1.2 (а). Каждая точка на диаграмме соответству-
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ет максимальному значению переменной 𝑤1 рассчитанной для данного Δ.

Черные и зеленые точки соответствуют устойчивым и неустойчивым непо-

движным точкам, соответственно, а коричневые и пурпурные точки соот-

ветствуют устойчивым и неустойчивым периодическим колебаниям. С уве-

личением Δ, начиная с отрицательных значений, однородная неподвижная

точка подвергается бифуркации типа “вилка” при Δ ≈ −0.465 (красная ли-

ния, обозначенная как PB). В результате она становится неустойчивой, и

в его окрестности появляется пара симметричных неоднородных неподвиж-

ных точек. Примечательно, что в [106] было показано что эта бифуркация

соответствует фазовому переходу между однородной и антиферромагнитной

фазами. При дальнейшем увеличении Δ, каждая из этих неоднородных (ан-

тиферромагнитных) неподвижных точек теряет устойчивость через бифур-

кацию Андронова-Хопфа при Δ ≈ 1.238 (зеленые квадраты HB), что при-

водит к появлению устойчивых периодических колебаний (желтые точки).

В свою очередь, эти колебания становятся неустойчивыми из-за бифурка-

ции удвоения периода при Δ ≈ 1.819 (темно-желтая звездочка PD) приводя

к рождению устойчивого периодического решения с удвоенным периодом.

При изменении Δ, эти колебания периода 2 подвергаются другой бифурка-

ции удвоения периода при Δ ≈ 2.136, приводящей к появлению устойчивых

колебаний периода 4. Эта последовательность бифуркаций удвоения периода

продолжается с увеличениемΔ, в результате которых рождается бесконечное

множество неустойчивых периодических решений с разными периодами. В

конечном итоге этот каскад бифуркаций приводит к появлению хаотических

колебаний, которые характеризуются Λ1 > 0, при Δ ≈ 2.17. При дальнейшем

увеличении Δ рассмотренный выше бифуркационный сценарий развивается

в противоположном направлении. А именно, хаос исчезает через обратный

каскад бифуркаций удвоения периода, который начинается при Δ ≈ 2.90.
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(б)

(а)

Рис. 1.3: (а) Однопараметрическая бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая эволюцию

устойчивых режимов с изменением Δ. Черные точки соответствуют сечению Пуанкаре 𝑤̇1+

𝑤̇2 = 0. (б) Зависимость трех старших показателей Ляпунова Λ1,2,3 от Δ. (а) и (б) были рас-

считаны для 𝑐 = 5 и Ω = 1.3, вдоль синей пунктирной линии на рис. 1.2 (а). Заштрихованная

область на (б) означает область мультистабильности, заштрихованные в две стороны области [на

(а) и (б)] означают область хаоса.

Затем следует бифуркация Хопфа (Δ ≈ 3.322), когда колебания исчезают,

а затем обратная бифуркация типа “вилка” (Δ ≈ 3.636), где симметричные

ферромагнитные неподвижные точки сливаются и исчезают, а однородная

неподвижная точка становится устойчивой. Однородные неподвижные точ-

ки участвуют в паре седлоузловых бифуркаций (синие крестики SN) при

Δ ≈ 2.756 и Δ ≈ 3.931. Это создает складки на бифуркационной диаграм-

ме, которая предполагает гистерезис и образует область бистабильности (за-

штрихованная область), где однородная фиксированная точка (черные точки

в нижней части диаграммы) сосуществует с другими решениями (черные или

коричневые точки в верхней части диаграммы).
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Рисунок 1.3(а) демонстрирует, как устойчивые решения модельных

уравнений эволюционируют при измененииΔ. На диаграмме показаны точки

сечения Пуанкаре для фазовых траекторий. Сечение Пуанкаре определяется

уравнением 𝑤̇1+ 𝑤̇2 = 0 поскольку это создает диаграмму, удобную для ин-

терпретации. Таким образом, для данного Δ одна точка на бифуркационной

диаграмме представляет собой либо неподвижную точку, либо периодические

колебания 𝑤1. Точно так же несколько отдельных точек соответствуют пери-

одическим колебаниям, а сложный набор точек отражает хаотическое пове-

дение. Поскольку ветви неоднородных решений симметричны относительно

перестановки переменных состояния {𝜔1, 𝑞1 ⇔ 𝜔2, 𝑞2}, для простоты на ри-

сунке 1.3 (а) показана только одна ветвь неоднородных решений.

Для сравнения, на рисунке 1.3 (б) изображены 3 старших ляпуновских

показателя, Λ1 >Λ2 >Λ3, рассчитанные для того же диапазона Δ, как и на

рисунке 1.3 (а). Видно, что в окрестности каждой точки бифуркации один из

показателей Ляпунова приближается к нулю, что сигнализирует о развитии

неустойчивости. Для малых значений Δ до точки HB все показатели Ляпу-

нова отрицательны, что указывает на то, что устойчивым режимом является

стационарным (неподвижная точка). После HB в системе появляются устой-

чивые колебания периода 1, которые представлены на рис. 1.3 (а) одной точ-

кой для каждого значения Δ. Пример таких колебаний при Δ = 1.5 показан

на рисунке 1.4 (а). Слева изображены временные зависимости 𝑤1, а справа -

проекции фазовых траекторий на плоскости (𝑤2, 𝑤1). Фазовые траектории со-

ответствуют предельному циклу, выглядящему как замкнутая кривая с одной

петлей. Бифуркация удвоения периода PD приводит к тому, что колебания

первого периода становятся нейстоучивыми, и порождает устойчивые коле-

бания периода два, пример которых показан на рис. 1.4 (б) при Δ = 1.939.

Временной ряд для этого режима (левая панель) демонстрирует два мак-
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(д)

(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 1.4: Временная зависимость 𝑤1 (слева) и (𝑤1, 𝑤2) проекции фазовых траекторий (справа)

устойчивых режимов, рассчитанных для Ω = 1.3, 𝑐 = 5 и (а) Δ = 1.5, (б) Δ = 1.939, (в) Δ = 2.147,

(г) Δ = 2.5, (д) Δ = 2.76.

симума за период, что в фазовом пространстве означает предельный цикл с

двойной петлей (правая панель). На рисунке 1.3 (б) предельный цикл периода

два представлен двумя точками для каждого значения Δ. После второй би-

фуркации удвоения периода колебания периода 2 теряют свою стабильность,

порождая колебания периода 4. Эти колебания представлены на рисунке 1.3

(а) четыремя точками для каждого значения Δ. Колебания имеют четыре

максимума за период (рисунок 1.4 (в)), и их фазовая траектория образует

предельный цикл с четырьмя петлями. Все периодические режимы харак-
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теризуются одним нулевым показателем Ляпунова, тогда как все остальные

ляпуновские показатели отрицательны (см. рисунок 1.3 (б)).

Эволюция предельных циклов с изменением Δ приводит к появлению

детерминированного хаоса, области существования которого заштрихованы

в обе стороны на рисунке 1.3 (a) и (b). На рис. 1.3 (a) хаос отображается как

сложный набор точек. Типичный хаотический временной ряд показан слева

на рис. 1.4 (г). Хотя колебания поверхностно демонстрируют определенный

порядок, они нерегулярны, нестабильны, не имеют четкого периода, и их фа-

зовые траектории никогда не сближаются; но при этом время от времени

они возвращаются в одну и ту же область фазового пространства [справа

на рисунке 1.4 (г)]. Эти колебания характеризуются одним положительным

и одним нулевым показателем Ляпунова, а все остальные показатели Ляпу-

нова являются отрицательными. Эта последовательность показателей Ляпу-

нова свидетельствует о хаотическом характере колебаний [112]. Видно, что

область хаоса на рис. 1.3(а) перемежается с “окнами периодичности”, где ха-

ос заменяется сложными периодическими режимами. На рисунке 1.3(б) эти

окна характеризуются тем, что Λ1 становится равным нулю. Появление этих

окон периодичности типично для хаоса, рожденного через каскад бифурка-

ций удвоения периода [112].

Область значений Δ, соответствующая бистабильности в системе,

изображена на рис. 1.3 (а) как заштрихованная область, ограниченная парой

точек SN. В этом диапазоне однородная неподвижная точка (нижняя ветвь

бифуркационной диаграммы) сосуществует с различными неоднородными

решениями (верхняя ветвь диаграммы). Примечательно, что в зависимости

от значенияΔ, второе решение может быть либо другой неподвижной точкой,

либо периодическими колебаниями, либо даже хаосом. Пример сосущество-

вания однородной неподвижной точки и хаоса показан на рис. 1.4 (д). Хаос

31



в этом примере слабее, чем на рисунке 1.4 (г), потому что Λ1 меньше. Это

также отражается на поведении колебаний. Например, фазовые траектории

на рисунке 1.4 (г), формирующие многоцикличный хаотический аттрактор,

выглядят более равномерно, чем динамика на рис. 1.4 (д), где хаотический

аттрактор демонстрирует одну полосу с очень нерегулярными орбитами.

1.4 Управление хаосом в системе двух связанных

ридберговских атомов

Проведен анализ возможности управления хаосом в системе двух связанных

ридберговских атомов с помощью введение внешнего параметрического воз-

действия [113,114]. В связи с тем, что на систему подается внешнее лазерное

излучение, в эксперименте имеется возможность модуляции его интенсивно-

сти, что, в свою очередь, приводит к модуляции частоты Раби Ω. В системе

уравнений, описывающих два связанных ридберговских атома, введение ука-

занного внешнего параметрического воздействия записывается путем моди-

фикации частоты Раби в следующем виде:

Ω = Ω𝑚(1 +𝑀 sin(2𝜋𝑓𝑡)) (1.9)

где Ω𝑚 - частота Раби в автономной системе, 𝑀 и 𝑓 - глубина и частота

модуляции параметра соответственно.

Система уравнений (1.5) с параметрическим воздействием (1.9) была

проанализирована при значениях управляющих параметров, соответствую-

щих гиперхаотической динамике в автономной системе при различных зна-

чениях амплитуды𝑀 и частоты 𝑓 внешнего воздействия. В качестве методов

анализа динамики исследуемой системы использовались построение бифур-
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кационных диаграмм и расчет спектра условных показателей Ляпунова [115]

при изменении одного из параметров внешнего воздействия.
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Рис. 1.5: Спектр показателей Ляпунова (а) и бифуркационная диаграмма (б) для системы двух

связанных ридберговских атомов под внешним параметрическим воздействием при значении па-

раметров Ω = 2.0, Δ = 2.0, 𝑓 = 0.9𝑓0, где 𝑓0 - частота собственных колебаний автономной

системы.

На рисунке 1.5 изображены спектр условных показателей Ляпунова

и бифуркационная диаграмма, соответствующие исследуемой системе под

внешним воздействием при значениях параметров Ω и Δ, при которых в ав-

тономной системе наблюдается периодическая динамика. Зависимости были

построены при изменении амплитуды внешнего воздействия 𝑀 и при посто-

янном значении частоты 𝑓 . Так как показатели рассчитаны из системы под

внешним воздействием, то эти показатели называются “условными” и не со-

держат нулевого показателя [116]. В связи с этим при периодической динами-

ке в спектре условных показателей Ляпунова старший показатель является

отрицательным.

На рисунке 1.5 хорошо видна область квазипериодических колебаний

при малых значениях параметра 𝑀 . В спектре показателей Ляпунова квази-

периодическим колебаниям соответствуют два нулевых показателя, но, т.к.
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исследуемая система является неавтономной, что в спектре “условных” пока-

зателей присутствует только один нулевой показатель.

Рис. 1.6: Карта режимов для системы под внешним параметрическим воздействием при значении

управляющих параметров Ω = 2.0, Δ = 2.0. Цифрами обозначены периоды колебаний, черный

цвет соответствует квазипериодическим колебаниям.

Так же были исследованы области параметров внешнего воздействия

(𝑀, 𝑓) при постоянных значениях управляющих параметров Ω и Δ. В соот-

ветствии с рисунком 1.6, на котором изображена карта режимов, полученная

при значениях параметров Ω иΔ, соответствующим периодической динамике

в автономной системе, виден характерный клюв синхронизации для системы

под внешним периодическим воздействием. Из точки 𝑓/𝑓0 = 1 выходит ос-

новной клюв синхронизации, в области малых 𝑀 видна область квазиперио-

дических колебаний, в которой существуют дополнительные клювы синхро-

низации.

На рисунке 1.7 представлены спектр условных показателей Ляпуно-

ва и бифуркационная диаграмма, соответствующие исследуемой системе под

внешним воздействием при значениях параметров Ω и Δ, при которых в ав-
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Рис. 1.7: Спектр показателей Ляпунова (а) и бифуркационная диаграмма (б) для системы двух

связанных ридберговских атомов под внешним параметрическим воздействием при значении па-

раметров Ω = 1.2, Δ = 2.6, 𝑓 = 𝑓0, где 𝑓0 - частота собственных колебаний автономной системы.

тономной системе наблюдается хаотическая динамика. Зависимости были по-

строены при изменении амплитуды внешнего воздействия 𝑀 и при постоян-

ном значении частоты 𝑓 .

В соответствии с рисунком 1.7 хорошо видны окна периодичности в об-

ласти хаотических колебаний в спектре ляпуновских показателей и на бифур-

кационной диаграмме. Также на бифуркационной диаграмме прослеживает-

ся классический переход от хаотических колебаний к периодическим через

обратный каскад бифуркаций удвоения периодов. Из рисунка также видно,

что существуют области параметра М, при которых в системе происходит

подавления хаоса и наблюдается периодическая динамика.

Так же были исследованы области параметров внешнего воздействия

(𝑀, 𝑓) при постоянных значениях управляющих параметров Ω и Δ. В соот-

ветствии с рисунком 1.8, на котором изображена карта режимов, полученная

при значениях параметров Ω и Δ, соответствующим хаотической динамике
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Рис. 1.8: Карта режимов для системы под внешним параметрическим воздействием при значении

управляющих параметров Ω = 1.2, Δ = 2.6. Цифрами обозначены периоды колебаний, хаос

обозначен черным цветом.

в автономной системе, видны области параметров 𝑀 и 𝑓 , при которых в си-

стеме наблюдается периодическая динамика и происходит подавление хаоса.

1.5 Анализ перехода к хаосу и гиперхаосу в замкнутой

цепочке ридберговских атомов

Для замкнутой цепочки из 𝑁 связанных ридберговских атомов получаем

следующую систему уравнений:

𝑤̇𝑗 = −2Ω𝐼𝑚𝑞𝑗 − 𝑤𝑗 − 1, 𝑗 = 1 : 𝑁

𝑞1 = 𝑖 [Δ− 𝑐(𝑤2 + 𝑤𝑁 + 2)] 𝑞1 −
𝑞1
2
+ 𝑖

Ω

2
𝑤1,

𝑞𝑘 = 𝑖 [Δ− 𝑐(𝑤𝑘−1 + 𝑤𝑘+1 + 2)] 𝑞𝑘 −
𝑞𝑘
2
+ 𝑖

Ω

2
𝑤𝑘, 𝑘 = 2 : (𝑁 − 1),

𝑞𝑁 = 𝑖 [Δ− 𝑐(𝑤𝑁−1 + 𝑤1 + 2)] 𝑞𝑁 − 𝑞𝑁
2

+ 𝑖
Ω

2
𝑤𝑁 ,

(1.10)

где 𝑗 – номер атома.
36



Схематическое представление исследуемой системы из 𝑁 связанных

ридберговских атомов представлена на рисунке 1.9.

Рис. 1.9: Схематическое представление замкнутой цепочки из шести взаимодействующих ридбер-

говских атомов, отмеченных индексами и связанных посредством взаимодействия ближайших

соседей.

Система 1.10, описывающая динамику замкнутой цепочкой из 𝑁 свя-

занных ридберговских атомов, состоит из 3𝑁 нелинейных дифференциаль-

ных уравнений (каждый атом описывается тремя уравнениями, т.к. 𝑞𝑗 - ком-

плексные переменные). Для решения этой системы уравнений использовался

метод Рунге-Кутты четвертого порядка с шагом по времени 𝛿𝑡 = 0.01.

В ходе выполнения работы были рассчитаны спектры пространствен-

ных показателей Ляпунова для замкнутых цепочек из 2-100 ридберговских

атомов в зависимости от расстройки Δ при постоянном значении частоты

раби Ω. На рисунке 1.10 представлены спектр ляпуновских показателей и би-

фуркационная диаграмма для системы из 10 атомов. На нем хорошо видны

области расстройки по частоте Δ, соответствующие различным динамиче-

ским режимам: стационарная динамика, характеризующаяся отрицательном

старшим показателем Ляпунова; периодические колебания, когда старший

показатель равен нулю, а второй - отрицательный; хаос, характеризующийся

37



-0.6

-0.2

 0.2

D

w
1,max

-0.8

-0.4

 0.0

 0.4
L

1 2 3 4  5  6  7  8
-1.0

Рис. 1.10: Спектр пространственных показателей Ляпунова (а) и бифуркационная диаграмма

(б) для замкнутой цепочки из 10 связанных ридберговских атомов при значении управляющего

параметра Ω=2.5.

одним положительным показателем; и гиперхаос, для которого характерно

наличие двух и более положительных показателей Ляпунова. Также хорошо

заметны моменты бифуркаций удвоения периодов, когда в дополнении к пер-

вому второй показатель тоже становится равным нулю. В областях хаоса и

гиперхаоса наблюдается наличие окон периодичности.

На рисунке 1.11(а) представлены бифуркационные переходы меж-

ду различными динамическими режимами при Ω = 2.5. Зеленые ли-

нии соответствуют зависимостям четырех старших показателей Ляпунова

Λ1 >Λ2 >Λ3 >Λ4. Изменение динамических режимов происходит по мере

увеличения Δ от 1 до 9. Устойчивое состояние равновесия, которое суще-

ствует для малых Δ, превращается в колебательное решение в результате

бифуркации Андронова-Хопфа при Δ ≈ 1.7, когда Λ1 становится равным

нулю. При Δ ≈ 3.55 периодические колебания теряют устойчивость из-за

бифуркации Неймарка-Сакера, что приводит к возникновению квазиперио-

дических колебаний (Λ1 = Λ2 = 0). Дальнейшее увеличение Δ приводит к

возникновению хаотической динамики.
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Для того, чтобы лучше проиллюстрировать переход к хаотическому

режиму, на рисунке 1.11(б) представлена увеличенная область из рисунка

1.11(а), отмеченная черным прямоугольником. Соответствующая бифурка-

ционная диаграмма, показанная на рисунке 1.11(в), построена путем отмет-

ки точек, соответствующих локальным максимумам 𝑤1,𝑚𝑎𝑥 во временной за-

висимости 𝑤1(𝑡), рассчитанной для данного значения Δ. Для конкретных

значений Δ периодические решения представлены одной или несколькими

одиночными точками на графике, в то время как сложные множества мно-

гих точек для конкретного Δ отражают квазипериодическую или хаотиче-

скую динамику. При увеличении Δ квазипериодические колебания, соответ-

ствующие Λ1 =Λ2 = 0 [рис. 1.11(б)], заменяются сложными периодическими

колебаниями вследствие седлоузловой бифуркации при Δ ≈ 3.728. Эти пе-

риодические колебания характеризуются Λ1 = 0 и Λ2,3 < 0 [рис. 1.11(б)] и

на рисунке 1.11(в) представлены несколькими изолированными точками для

фиксированного Δ. При Δ & 3.739 периодические решения претерпевают

каскад бифуркаций удвоения периода, приводящий к хаосу с одним положи-

тельным показателем Ляпунова при Δ ≈ 3.745 [рис. 1.11(б)]. Бифуркации

удвоения периода не влияют на спектр показателей Ляпунова, поскольку ре-

шение остается периодическим. Однако каждое удвоение периода приводит

к тому, что дополнительный показатель Ляпунова становится равным нулю

[рис. 1.11(б)], что проявляется в удвоении числа точек на бифуркационной

диаграмме 1.11(в). Таким образом для 𝑁 = 5, бифуркационный механизм,

приводящий к возникновению хаоса, остается таким же, как и в случае 𝑁=2.

Дальнейшие исследования показывают, что этот механизм также присутству-

ет для больших 𝑁 .

Динамика системы из 𝑁 = 5 связанных атомов для различных ди-

намических режимов иллюстрируется на рисунке 1.12. Типичное периоди-
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Рис. 1.11: (а) Зависимости четырех старших показателей Ляпунова от параметра Δ; зеленые ли-

нии соответствуют увеличению Δ от 1 до 9, красные – уменьшению Δ от 9 до 1. (б) Увеличенная

область из (а), отмеченная черным прямоугольником. (в) Однопараметрическая бифуркационная

диаграмма, соответствующая (b), в которой вертикальные положения каждой точки соответству-

ют локальным максимумам 𝑤1(𝑡). Для всех зависимостей Ω = 2.5.

ческое решение представлено на рис. 1.12(а). Здесь 𝑛 = 1, . . . , 5 обозначает

номер атома в цепочке, 𝑡 – время, а оттенки серого обозначают величину

𝑤𝑛. Все атомы колеблются с одинаковой частотой, но с разными фазами.

Однако фазовый сдвиг постоянен для каждой пары атомов, что означает,

что они синхронизированы. Последнее также обозначено строго периодиче-

ским паттерном на рисунке 1.12(а). Квазипериодический режим приΔ = 3.72

изображен на рисунке 1.12(б). Фазовые сдвиги между колебаниями различ-

ных атомов больше не являются постоянными, и периодическая структура

из пространственно-временной динамики исчезает, что отражает потерю син-

хронизации.
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Рис. 1.12: Временные зависимости 𝑤𝑛 для цепочки из 5 атомов, отражающие (а) периодические

[Δ = 3.74], (б) квазиперидические [Δ = 3.72], (в) хаотические [Δ = 4.05] и (г) гиперхаотические

[Δ = 4.95] колебания; 𝑛 означает номер атома в цепочке.

Пример хаотических колебаний при Δ = 4.05 представлен на рисунке

1.12(в). Здесь цепочка атомов демонстрирует неустойчивое поведение, кото-

рое контрастирует с упорядоченной динамикой, представленной на рис.1.12

(а) и (б). На рисунке 1.12(г) показаны типичные гиперхаотические колебания,

рассчитанные для Δ ≈ 4.95. В этом режиме колебания в цепочке становятся

еще более сложными, чем хаотические. Гиперхаотическое поведение сохра-

няется до Δ ≈ 8.0, после чего динамика быстро становится хаотической, а

затем периодической. Для Δ > 8.53 все колебания исчезают, и все решения

в системе соответствуют устойчивому равновесию.

Для дальнешнего изучения наличие мультистабильности в динамике

цепочки вернемся к эволюции показателей Ляпунова при изменении Δ от

9 до 1. Значения Λ1,2,3,4 для этого случая изображены красным цветом на

рисунке 1.11(а). Из него видно, что устойчивое однородное стационарное со-

стояние (Λ1 = Λ2 = Λ3 = Λ4< 0) существует до Δ ≈ 5.491, где оно внезапно

переходит в гиперхаотические колебания. Таким образом, в интервале зна-
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чений Δ между 5.491 и 9.0 однородная неподвижная точка сосуществует с

различными неоднородными режимами, включая другие типы равновесия,

периодические и квазипериодические колебания, хаос и гиперхаос [зеленые

кривые на рисунке 1.11 (а)]. Таким образом, мультистабильность является

типичным явлением, существующим в цепочках разного размера.
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Рис. 1.13: Спектр пространственных показателей Ляпунова (а) сечения Пуанкаре (б-ж) при

Δ =4.0, 4.2, 4.4, 4.6, 4.8 и 5.0 для замкнутой цепочки из 5 связанных ридберговских атомов

при значении управляющего параметра Ω=2.5 в области параметра Δ, где происходит переход

от хаоса к гиперхаосу.

Для исследования перехода от хаоса с одним положительным ляпунов-

ским показателем к гиперхаосу с двумя положительными показателями ис-

пользовался расчет спектра показателей Ляпунова и построение сечений Пу-

анкаре. Процедура построения сечения Пуанкаре предложена французским

математиком А.Пуанкаре. Она сопоставляет динамике в рамках дифферен-

циальных уравнений некоторое отображение. Идея состоит в следующем: в
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фазовом пространстве строится некоторая поверхность, и изучается поведе-

ние точек пересечения фазовой траектории и секущей. Более подробно, отоб-

ражение Пуанкаре определяется следующим образом. Рассмотрим некоторый

участок поверхности в фазовом пространстве (сечение Пуанкаре), трансвер-

сальный к векторному полю системы (то есть не касающийся поля; часто

говорят просто трансверсаль). Из точки 𝑥 на трансверсали выпустим траек-

торию системы. Предположим, что в какой-то момент траектория впервые

пересекла трансверсаль снова; обозначим точку пересечения через 𝑦. Отоб-

ражение Пуанкаре точке 𝑥 ставит в соответствие точку первого возвращения

𝑦. Если траектория, выпущенная из 𝑥, никогда не возвращается на транс-

версаль, то отображение Пуанкаре в этой точке не определено. Итерации

отображения Пуанкаре с некоторой трансверсали на себя образуют динами-

ческую систему с дискретным временем на фазовом пространстве меньшей

размерности. Свойства этой системы находятся в тесной связи со свойства-

ми исходной системы с непрерывным временем (например, неподвижные и

периодические точки отображения Пуанкаре соответствуют замкнутым тра-

екториям системы). Тем самым, устанавливается связь между векторными

полями и их потоками с одной стороны и итерациями отображений — с дру-

гой [117]. На рисунке 1.13 изображен спектр пространственных показателей

Ляпунова для системы из 5 ридберговских атомов, замкнутых в кольцо, для

области параметра Δ, в которой происходит переход от хаоса к гиперхаосу.

Также на нем изображены сечения Пуанкаре для значений Δ до и после мо-

мента перехода. Видно, что в начале все точки на сечении в основном сосре-

доточены в нескольких небольших областях, но при увеличении параметра

эти области становятся больше, происходит их слияние между собой, и в ко-

нечном итоге мы получаем две большие области с некоторым количеством

несвязанных точек между ними.
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Для системы из 5 связанных ридберговских атомов, замкнутых в коль-

цо, была проанализирована область параметров (Ω,Δ) с использованием рас-

чета спектра пространственных показателей Ляпунова. Для этого была по-

строена карта режимов, изображенная на рисунке 1.14, на которой изображе-

ны области стационарного режима (белый), периодических (голубой) и ква-

зипериодических (красный) колебаний, хаоса (серый) и гиперхаоса, характе-

ризующегося двумя положительными показателями Ляпунова (черный).

1  2  3  4 ∆

1

 3

 2

0

 4

5  6  7  8

Ω

Рис. 1.14: Карта режимов для замкнутой цепочки из 5 связанных ридберговских атомов. Цвета-

ми обозначено следующее: белый - стационарный режим, красный - режим квазипериодических

колебаний, голубой - режим периодических колебаний, серый - хаос с 1 положительным показа-

телем Ляпунова, черный - гиперхаос с 2 положительными показателями.

В соответствии с рисунком 1.15, на котором изображены спектры по-

казателей Ляпунова для замкнутых цепочек из 10, 20 и 40 атомов, видно уве-

личение числа положительных показателей в области Δ ≃ 5. Также заметно

увеличение области параметра Δ, занимаемой гиперхаосом, и уменьшение

количества окон периодичности в области гиперхаоса с увеличением числа

атомов в цепочке.
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Рис. 1.15: Спектры пространственных показателей Ляпунова для замкнутых цепочек из 10 (а),

20 (б) и 40 (в) ридберговских атомов при Ω = 2.5.

В ходе работы был проведен рассчет спектров пространственных пока-

зателей Ляпунова для цепочек из 2−100 атомов. На основе полученных дан-

ных была построена зависимость числа положительных ляпуновских показа-

телей 𝑀 в области Δ ≃ 5 от числа атомов в цепочке 𝑁 , представленная на

рисунке 1.16. На нем виден линейный рост числа положительных показателей

𝑀 с увеличением числа атомов в цепочке 𝑁 при 𝑁 > 10, при чем данный за-

висимость 𝑁 > 10 аппроксимируется линейной зависимостью 𝑀 = 0.4𝑁 +4.

При малом же числе атомов в цепочке (< 10) данная зависимость является

нелинейной.

При этом были рассчитаны спектры мощности колебаний переменной

𝑤1 для замкнутых цепочек, состоящих из 2−40. Некоторые из них приведены

на рисунке 1.17. Из него хорошо видно, что при увеличении размеров цепочки

от 2 до 11 спектры мощности претерпевают существенные изменения, но,
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Рис. 1.16: Зависимость максимального числа положительных показателей Ляпунова от числа

атомов в замкнутой цепочке при Ω = 2.5. Зависимость при 𝑁 > 10 аппроксимируется линейной

зависимостью 𝑀 = 0.4𝑁 + 4.

начиная с 11 атомов, они перестают меняться, хотя число положительных

показателей Ляпунова при этом продолжает рости.

Для объяснения данного явления были рассчитаны корреляционные

зависимости одного, условно называемого первым, атома от всех остальных

атомов в замкнутых цепочках, состоящих из 10 − 40 ридберговских атомов.

Корреляция рассчитывалась следующим образом [118,119]:
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Рис. 1.17: Спектры мощности, построенные в логарифмическом масштабе, для замкнутых цепо-

чек, состоящих из 4 (а), 6 (б), 8 (в), 10 (г), 12 (д) и 20 (е) ридберговских атомов.
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𝑅 =

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)(𝑦𝑖 − 𝑦)√︀∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2

(1.11)

где 𝑥̄ = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 и 𝑦 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 - выборочные средние векторов 𝑥 и 𝑦, 𝑛 -

длина вектора.

На рисунке 1.18 изображены некоторые расчитанные корреляционные

зависимости. Из него хорошо видно, что из-за замкнутости цепочки корре-

ляционные зависимости в начале и конце ведут себя схожим образом. Также

заметно, что вне зависимости от длины цепочки корреляционная зависимость

уменьшается от 1 до 0 при увеличении номера атома в цепочке от 1 до 6 и

остается равной нулю, пока мы не дойдем до шестого атома с конца. Таким

образом, если в замкнутую цепочку из 11 атомов добавить еще один, то каж-

дый атом в ней все так же будет взаимодействовать лишь с 10 из них, т.к.

именно с ними у него будет ненулевая корреляция. Это и объясняет тот факт,

что, начиная с цепочки из 11 атомов, дальнейшее увеличении числа атомов

в ней не приводит к изменению спектра мощности, но при этом продолжает

приводить к усложнению спектра показателей Ляпунова и увеличению в нем

числа положительных показателей.
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Рис. 1.18: Зависимости корреляции первого атома со всеми остальными атомами в замкнутых

цепочках, состоящих из 10 (1), 12 (2), 20 (3), 30 (4) и 40 (5) ридберговских атомов.
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Рис. 1.19: Корреляционные зависимости первого атома от всех атомов в замкнутых цепочках из

30 ридберговских атомов при значении управляющих параметров Ω = 2.5, Δ = 5.0 при разных

значениях параметра 𝑐.

Также были рассчитаны корреляционные зависимости первого атома

от всех атомов в замкнутых цепочках из 30 ридберговских атомов при разных

значениях параметра 𝑐, изображенные на рисунке 1.19. Хорошо видно, что

при увеличении c увеличивается корреляция первого атома со всеми осталь-

ными. Для 𝑐 = 5 и 𝑐 = 7 присутствуют области атомов цепочки, корреляция

первого атома с которыми близка к нулю, при чем для 𝑐 = 7 эта область

меньше, чем для 𝑐 = 5. Для 𝑐 = 8 и больших значениях эта область уже

отсутствует, что свидетельствует об увеличении параметра связи до момен-

та, когда в замкнутой цепочке из 30 атомов все атомы испытывают на себе

воздействия всех остальных.

Также были рассчитаны корреляционные зависимости первого атома

от всех атомов в замкнутых цепочках из 30 ридберговских атомов при разных

значениях параметров 𝑐 и Δ, при чем значения Δ соответствовали наблюде-

нию в спектре максимального для данных значениях параметров 𝑐 и Ω числа

положительных показателей Ляпунова. Данные зависимости изображены на

рисунке 1.20. Из них видно, что для всех рассмотренных случаев сохраняется
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область атомов цепочки, корреляция первого атома с которыми близка к ну-

лю. Различаются данные кривые в основном только скоростью уменьшения

корреляции с изменением номера атома.

D=5.0 c=5.0

D=9.0 c=7.0

D=10.0 c=8.0

D=11.5 c=10.0
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Рис. 1.20: Корреляционные зависимости первого атома от всех атомов в замкнутых цепочках

из 30 ридберговских атомов при значении управляющего параметра Ω = 2.5 и при разных зна-

чениях параметров Δ и 𝑐, соответствующих максимальному числу положительных показателей

Ляпунова в соответствующем спектре.

1.6 Подавление гиперхаоса в замкнутых цепочках

ридберговских атомов с помощью введения

внешнего параметрического воздействия

Для подавления гиперхаоса в замкнутых цепочках ридберговских атомов ис-

пользуется введение внешнего параметрического воздействия [113,114]. В ка-

честве последнего, как и для случая с двумя атомами, была выбрана мо-

дуляция частоты Раби Ω внешним параметрическим воздействием, которое

записывается путем модификации частоты Раби в виде (1.9).

Система уравнений (1.10) с параметрическим воздействием (1.9) была

проанализирована при значениях управляющих параметров, соответствую-
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Рис. 1.21: Спектр условных показателей Ляпунова (а) и бифуркационная диаграмма (б) для

замкнутой цепочки, состоящей из 15 ридберговских атомов при значении параметров Ω = 2.5,

Δ = 5.0, соответствующих гиперхаосу, при изменении амплитуды внешнего воздействия, 𝑓 = 0.66.

щих гиперхаотической динамике в автономной системе при различных зна-

чениях глубины 𝑀 и частоты 𝑓 модуляции. В качестве методов анализа ди-

намики исследуемой системы использовались построение бифуркационных

диаграмм и расчет спектра условных показателей Ляпунова [115] при изме-

нении одного из параметров внешнего воздействия.

На рисунке 1.21 изображены спектр условных показателей Ляпуно-

ва и бифуркационная диаграмма, соответствующие исследуемой системе под

внешним воздействием при значениях параметров Ω иΔ, при которых в авто-

номной системе наблюдается гиперхаос, характеризующийся 6 положитель-

ными показателями. Зависимости были построены при изменении амплитуды

внешнего воздействия 𝑀 и при постоянном значении частоты 𝑓 . Т.к. показа-

тели рассчитаны из системы под внешним воздействием, то эти показатели

называются “условными” и не содержат нулевого показателя [116]. В связи
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Рис. 1.22: Спектр условных показателей Ляпунова (а) и бифуркационная диаграмма (б) для

замкнутой цепочки, состоящей из 15 ридберговских атомов при значении параметров Ω = 2.5,

Δ = 5.0, соответствующих гиперхаосу, при изменении частоты внешнего воздействия, 𝑀 = 0.684.

с этим при периодической динамике в спектре показателей Ляпунова стар-

ший показатель является отрицательным. Из рисунка 1.21 видно уменьшение

амплитуды старшего показателя Ляпунова при увеличении амплитуды внеш-

него воздействия от 0 до 𝑀 ≃ 0.684. При 𝑀 ≃ 0.684 наблюдается область,

когда в системе удается подается гиперхаос и установить в ней периодиче-

скую динамику. При дальнешем увеличении параметра 𝑀 в системе вновь

устанавливает режим гиперхаоса, но уже с двумя положительными ляпунов-

скими показателями.

Дальнейшее исследование производилось при изменении частоты

внешнего воздействия 𝑓 при постоянном значении амплитуды𝑀 = 0.684. На

рисунке 1.22 изображены спектр условных показателей Ляпунова и бифур-

кационная диаграмма, соответствующие исследуемой системе под внешним

воздействием при значениях параметров Ω и Δ, при которых в автоном-
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Рис. 1.23: Зависимости четырех старших показателей Ляпунова от Δ, рассчитанные для (а) за-

мкнутого кольца из 5 неидентичных ридберговских атомов с параметрами, представленными в

таблице 1.7; (б) разомкнутой цепочки из 10 неидентичных ридберговских атомов; (в) замкнутой

цепочки из 10 неидентичных ридберговских атомов, каждый из которых связан с двумя ближай-

шими соседями с каждой стороны. Параметры для (б) и (в) представлены в таблице 1.7; для всех

зависимостей Ω = 2.5, 𝑐 = 5.

ной системе наблюдается гиперхаос, характеризующийся 6 положительными

показателями. На рисунке видны области управляющего параметра, при

которых в системе удается полностью подавить гиперхаос, что приводит к

установлению в ней периодической динамики. Старший ляпуновский пока-

затель при этом является отрицательным.
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1.7 Динамика цепочек неидентичных ридберговских

атомов

В реальной системе ридберговские атомы не идентичные, а имеют неболь-

шую расстройку по параметрам между собой. Для того, чтобы проверить

типичность обнаруженных явлений, проведено исследование существования

хаоса и гиперхаоса в цепочках неидентичных ридберговских атомов для слу-

чая только локальной связи в кольце и разомкнутой цепочке, а также в за-

мкнутой цепочке в случае, когда каждый атом связан с двумя соседними

элементами с каждой строны. Параметры каждого атома были отстроены на

случайную величину, лежащую в пределах от 0 до 10 % от их средних зна-

чений: Δ𝑖 =Δ + 𝛿Δ𝑖, Ω𝑖 =Ω + 𝛿Ω𝑖, и 𝑐𝑖 = 𝑐 + 𝛿𝑐𝑖. Наличие таких расстроек

характерно для реальных квантовых систем. На рисунке 1.23 изображены за-

висимости четырех старших показателей Ляпунова от Δ, рассчитанные для

(а) замкнутого кольца из 5 неидентичных ридберговских атомов с парамет-

рами, (б) разомкнутой цепочки из 10 неидентичных ридберговских атомов,

(в) замкнутой цепочки из 10 неидентичных ридберговских атомов, каждый

из которых связан с двумя ближайшими соседями с каждой стороны. Все

зависимости рассчитаны для Ω = 2.5, 𝑐 = 5. Расстройки по параметрам для

зависимостей из рис. 1.23 (а) ((б),(в)) представлены в таблицах 1.7 (1.7) со-

ответственно.

На зависимостях из рисунка 1.23 хорошо видны областиΔ, которые со-

ответствуют одному или нескольким положительным показателям Ляпунова,

т. е. областям существования хаоса и гиперхаоса, во всех типах рассматривае-

мых цепочек. Последнее подтверждает общий характер возникновения хаоса

и гиперхаоса в различных цепочках когерентных квантовых систем.
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𝑖 𝛿Ω𝑖 𝛿Δ𝑖 𝛿𝑐𝑖

1 -0.2 +0.45 -0.1

2 -0.15 0 +0.45

3 +0.05 -0.4 0

4 0 -0.05 +0.4

5 +0.2 +0.25 -0.35

Таблица 1.1: Параметры пяти отдельных ридберговских атомов, используемых для расчета за-

висимостей на рисунке 1.23 (а), где индекс 𝑖 означает позицию атома в цепочке.

𝑖 𝛿Ω𝑖 𝛿Δ𝑖 𝛿𝑐𝑖

1 -0.25 +0.45 -0.4

2 +0.1 0 +0.15

3 -0.15 -0.3 0

4 0 -0.1 +0.4

5 +0.2 +0.25 -0.2

6 -0.35 +0.35 -0.5

7 +0.05 -0.2 +0.25

8 -0.05 -0.35 +0.1

9 +0.15 +0.05 +0.45

10 +0.25 +0.5 -0.25

Таблица 1.2: Параметры десяти отдельных ридберговских атомов, используемых для расчета

зависимостей на рисунках 1.23 (б,в), где индекс 𝑖 означает позицию атома в цепочке.
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1.8 Исследование и управление динамикой решеток

связанных ридберговских атомов

Исследуемые решетки из 𝑁 связанных ридберговских атомов описываются

системой квазиклассических уравнений 1.4:

jj-1 j+1

j+4

j-4

Рис. 1.24: Модель решетки, состоящей из 16 связанных ридберговских атомов.

В настоящей работе проводилось исследование квадратных решеток,

состоящих из 4, 9, 16, 25 и 36 связанных ридберговских атомов. Модель ис-

следуемой системы приведена на рисунке 1.24. В исследуемой модели учиты-

вается влияние только атомов, находящихся по соседству по горизонтали и

вертикали. Для анализа динамики решеток, как и для цепочек ридберговских

атомов, использовался расчет спектров показателей Ляпунова.

На рисунке 1.25 приведены зависимости спектров показателей Ляпу-

нова от управляющего параметра (отстройки частоты лазерного излучения

от частоты резонансного атомного перехода) для квадратных решеток из 9,

16, 25 и 36 ридберговских атомов. Из него видно наличие гиперхаоса в ис-

следуемых системах. Также наблюдается увеличение области гиперхаоса и

уменьшении числа и ширины окон периодичности внутри него. Подобный

эффект увеличения области гиперхаоса и уменьшении числа и ширины окон

периодичности внутри него был обнаружен и при увеличении второго управ-

ляющего параметра – частоты Раби.
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Рис. 1.25: Спектры пространственных показателей Ляпунова для решеток, состоящих из 9 (а),

16 (б), 25 (в) и 36 (г) связанных ридберговских атомов при Ω = 2.0.

Было обнаружено, что при увеличении числа атомов в системе про-

исходит практически линейный рост максимального числа положительных

показателей Ляпунова в области гиперхаоса, что продемонстрировано на ри-

сунке 1.26.

Для управления гиперхаосом в решетках связанных ридберговских

атомов используется введение внешнего параметрического воздействия [113,

114] и введение непрерывной обратной связи [120,121]. В качестве параметри-

ческого воздействия, как и для замкнутых цепочек, была выбрана модуляция

частоты Раби внешним периодическим воздействием, которое задается фор-

мулой (1.9).

При значениях управляющих параметров Ω = 2.0 и Δ = 5.0, соот-

ветствующих гиперхаосу с 3 положительными показателями Ляпунова в ав-

тономной системе, представляющей собой решетку из 9 связанных ридбер-

говских атомов, была проанализирована система (1.4) под внешним воздей-

ствием (1.9) в зависимости от амплитуды и частоты этого воздействия. Для

анализа использовался расчет спектра условных показателей Ляпунова.
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Рис. 1.26: Зависимость максимального числа положительных показателей Ляпунова от числа

атомов в решетке при Ω = 2.0.

На рисунке 1.27 изображен спектр условных показателей Ляпунова

для решетки из 9 атомов при изменении амплитуды внешнего воздействия. На

нем видны области, когда в системе удается уменьшить число положительных

показателей на 1 при 𝑓 ≃ 0.47 и 𝑓 ≃ 1.87, на 2 при 𝑓 ≃ 0.67 и 𝑓 ≃ 1.47, и

полностью подавить гиперхаос при 𝑓 ≃ 1.02.

Следующим этапом частота внешнего воздействия была выбрана рав-

ной 1.02, при которой при 𝑀 = 0.2 удается полностью подавить гиперхаос,

характеризующийся тремя положительными показателями Ляпунова, и рас-

считывается спектр условных показателей Ляпунова при изменении глубины

модуляции 𝑀 для тех же значений управляющих параметров Ω и Δ, что и

для рисунка 1.27. Данный спектр, полученный в результате данного иссле-

дования, изображен на рисунке 1.28. На нем хорошо видны две области зна-

чений амплитуды внешнего воздействия, когда в системе удается достигнуть

полного подавления гиперхаоса установить в ней периодическую динамику.

Метод управления колебаниями с помощью введения непрерывной об-

ратной связи основан на модуляции интенсивности внешнего возбуждающего
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Рис. 1.27: Спектр условных показателей Ляпунова для квадратной решетки, состоящей из 9 рид-

берговских атомов при значении параметров Ω = 2.0, Δ = 5.0, соответствующих гиперхаосу, при

изменении частоты внешнего воздействия, 𝑀 = 0.2.

лазерного излучения сигналом, снимаемым с одного из атомов данной систе-

мы [120]:

Ω = Ω𝑚[1 +𝑀(𝑤𝑗 − 𝑤̄𝑗)] (1.12)

где Ω𝑚 - частота Раби в автономной системе,𝑀 – амплитуда обратной связи,

𝑗 – номер атома, с которого реализуется обратная связь, 𝑤̄𝑗 - среднее значение

w за последние 5 секунд.

При тех же значениях управляющих параметров, что и для системы

под внешним параметрическим воздействием (1.9), были рассчитаны спектры

условных пространственных показателей Ляпунова для решеток ридбергов-

ских атомов (1.4) с непрерывной обратной связью (1.12). Один из таких спек-

тров изображен на рисунке 1.29, на котором видны области параметра𝑀 , при

которых снизить число положительных Ляпуновских показателей на 1. При

этом, как показано ранее, введение внешнего параметрического воздействия

может способствовать их уменьшению вплоть до 0, что говорит о большей эф-
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Рис. 1.28: Спектр условных показателей Ляпунова для квадратной решетки, состоящей из 9 рид-

берговских атомов при значении параметров Ω = 2.0, Δ = 5.0, соответствующих гиперхаосу, при

изменении амплитуды внешнего воздействия, 𝑓 = 1.02.

фективности использования для контроля гиперхаотической динамики мето-

да введения в систему внешнего параметрического воздействия по сравнению

с методом введения непрерывной обратной связи. Это связано с тем, что при

использовании непрерывной обратной связи на систему подается хаотический
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Рис. 1.29: Спектр условных показателей Ляпунова для квадратной решетки, состоящей из 9 рид-

берговских атомов при значении параметров Ω = 2.0, Δ = 5.0, соответствующих гиперхаосу, при

изменении амплитуды обратной связи.
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сигнал, что позволяет стабилизировать лишь одну орбиту. При использова-

нии же параметрического воздействия на систему подается периодический

сигнал, что позволяет стабилизировать большее число неустойчивых орбит.

1.9 Выводы

Таким образом, в первой главе была проанализирована колебательная дина-

мика двух атомов, замкнутых цепочек и квадратных решеток, состоящих из

разного числа связанных ридберговских атомов. Для них были рассчитаны

спектры показателей Ляпунова. В результате этого в случае двух атомов был

обнаружен хаос, а в замкнутых цепочках была обнаружена область гиперхао-

са, характеризующаяся наличием в спектре большого числа положительных

ляпуновских показателей, число которых зависит от числа атомов в цепочке.

В ходе работы была установлена интегральная зависимость числа положи-

тельных показателей от числа атомов, которая демонстрировала рост первого

от роста второго.

Также были проанализированы переходы к хаосу и гиперхаосу в ис-

следуемой системе. Было обнаружено, что переход к хаосу при увеличении

расстройки по частотеΔ при постоянном значении частоты Раби Ω осуществ-

ляется через каскад бифуркаций удвоений периода, при этом периодическая

динамика рождается как окно периодичности в область квазипериодических

колебаний. Был обнаружен эффект роста числа пространственных показате-

лей Ляпунова при увеличении числа атомов в цепочке, в то время как спек-

тры мощности при этом, начиная с 12 атомов, переставали меняться. Было

дано объяснение этому явлению при помощи расчета корреляционных функ-

ций одного атома в цепочке от всех остальных. Было установлено, что атом

при данных значениях управляемых параметров коррелирует лишь с 10 из
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них, поэтому, начиная с 11 атомов, добавление нового атома не приводит к

изменению спектров мощности каждого атома в системе.

Была продемонстрирована возможность управления гиперхаосом в за-

мкнутых цепочках ридберговских атомов с помощью введения внешнего па-

раметрического воздействия как модуляции частоты Раби Ω. Было установ-

лено, что при параметрах Ω и Δ, при которых в автономной системе на-

блюдается гиперхаос, в области параметров внешнего воздействия, а именно

глубины 𝑀 и частоты 𝑓 модуляции, существуют области, в которых удается

полностью подавить гиперхаос и установить в системе периодическую дина-

мику.

В квадратных решетках ридберговских атомов также были обнару-

жены области управляющих параметров Ω и Δ, когда в системе развивался

гиперхаос. Максимальное число положительных показателей Ляпунова в та-

ких решетках линейно увеличивается с ростом числа атомов в них.

Было проведено исследование возможности подавления гиперхаоса

в такой системе посредством введения внешнего параметрического воздей-

ствия, как и в случае с цепочками, и внешней обратной связи. Установлено,

что при использовании первого из них в зависимости от параметров частота-

амплитуда внешнего воздействия наблюдалось полное подавление гиперхаоса

в системе, в то время как при использовании второго метода удавалось лишь

уменьшить число положительных ляпуновских показателей на 1, что свиде-

тельствует о большей эффективности использования для контроля гиперха-

отической динамики метода введения в систему внешнего параметрического

воздействия по сравнению с методом введения непрерывной обратной связи.

Это связано с тем, что при использовании непрерывной обратной связи на

систему подается хаотический сигнал, что позволяет стабилизировать лишь

одну орбиту. При использовании же параметрического воздействия на систе-
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му подается периодический сигнал, что позволяет стабилизировать большее

число орбит.
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Глава 2

Процесс обработки внешнего сигнала сетью

нейроноподобных колебательных элементов

2.1 Введение

Важной научной задачей является изучение колебательной динамики в ней-

ронных сетях [35–37]. Спектр исследований в данной области очень обширен

и включает в себя как теоретический анализ модельных систем нейроподоб-

ных осцилляторов, так и экспериментальные исследования нейронных ансам-

блей, включая активность головного мозга, используя различные средства

нейровизуализации [38–40]. Несмотря на большое число решенных научных

задач, до полного понимания механизмов обработки информации в нейрон-

ных сетях еще очень далеко. Поэтому актуальность исследования различных

радиофизических эффектов в системах нейроподобных элементов остается

актуальной и важной научной задачей. Одной из них является изучение яв-

ления когерентного резонанса при обработки нейронной сетью внешнего сти-

мульного воздействия. Явление когерентного резонанса заключается в до-

стижении наиболее когерентного отклика системы при определенном уровне

шума. Ранее было исследовано возникновение стохастического резонанса в

сетях нейронов Ходжкина-Хаксли [41]. Исследование явления когерентного

резонанса в сетях нейронных осцилляторов при внешнем воздействии может

помочь в понимании процессов, происходящих в сетях при обработки внеш-

них стимулов при различном уровне внутреннего шума, который объясняется
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случайным открытием ионных каналов нейронов [44, 45]. Представляет зна-

чительный интерес и экспериментальное исследование данного эффекта при

обработке визуальных стимулов центральной нервной системой человека по

данным колебательной электрической активности мозга.

В данной главе проводится исследование динамики нейронной сети,

обнаружение явления когерентного резонанса в зависимости от величины

внешнего сигнала, а затем его экспериментального подтверждения. В ка-

честве математической модели нейрона рассмотрены сначала отображение

Рулькова [122,123], а затем модель нейрона Ходжкина-Хаксли [124].

Модель нейрона, описанная с помощью отображения Рулькова, пред-

ложенная Николаем Ф. Рульковым в 2001 г. [122], не явно основана на фи-

зиологических процессах, происходящих в мембране, но она способна гене-

рировать сложную и специфическую нейронную динамику (молчание, пе-

риодические спайки или хаотическая пачеченая активность), воспроизводя

таким образом большое число основных экспериментально наблюдаемых ре-

жимов [125], включая спайковую адаптацию, движение от режима молчания

к пачечной активности посредством допороговых колебаний, фазовую и ан-

тифазовую синхронизацию с хаотической регулизацией [122] и сложную и

пачечную синхронизацию.

Модель Ходжкина-Хаксли, предложенная в 1952 г. Ходжкиным и

Хаксли, построена с учетом экспериментальных данных и позволяет с боль-

шой точностью описывать появление импульсов на нейроне [124]. Модель учи-

тывает динамику ионных каналов, способных пропускать или не пропускать

ионы через мембрану в зависимости от разности потенциалов между внут-

ренним и внешним пространством клетки (трансмембранным потенциалом).

В состоянии равновесия мембранный потенциал приблизительно равен -70

мВ. Это связано с различными концентрациями ионов разного типа внут-
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ри и снаружи клетки. Например, ионов натрия больше снаружи, а ионов

калия больше внутри. Натриевые каналы обладают существенно более быст-

рой кинетикой. Деполяризация мембраны приводит к открытию натриевых

каналов. Ионы натрия устремляются внутрь, что приводит к ещё большей

деполяризации мембраны и открытию ещё большего числа натриевых кана-

лов. После этого открываются более медленные калиевые каналы, натриевые

же каналы при этом закрываются, прекращая натриевый ток внутрь клетки.

Ионы калия устремляются из нейрона, и нейрон постепенно возвращается

к своему исходному состоянию, после чего калиевый ток не останавливает-

ся, что приводит к ещё большей поляризации мембраны. Данный эффект

носит название рефрактерного. В течение рефракторного периода мембра-

на гиперполяризуется, а в последующем потенциал покоя восстанавливается

за счет работы натрий-калиевого насоса. Модель Ходжкина-Хаксли можно

считать первой завершенной математической моделью генерации сигнала в

нейроне, причем заслуга ее создателей особенна велика, поскольку биохими-

ческие методы для изучения ионных каналов и насосов были разработаны

нейробиологией лишь в 1980-х гг.

2.2 Описание модели нейроноподобного элемента

Рулькова

Каждый нейроноподобный элемент Рулькова описывается следующей систе-

мой уравнений с синаптической связью [123]:

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛 + 𝛽𝑛),

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − 𝜇(𝑥𝑛 + 1) + 𝜇𝜎 + 𝜇𝜎𝑛 + 𝜇𝐴𝜉𝜉𝑛,
(2.1)

где 𝑥𝑛 – быстрая переменная, связанная с мембранным потенциалом и отра-

жающая взаимодействие “быстрых ионных токов”, 𝑦𝑛 – медленная перемен-

ная, которая моделирует динамическое “действие медленных ионных токов”.
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Медленное изменение во времени переменной 𝑦𝑛 обуславливается малостью

параметра 𝜇. В настоящей работе при моделировании систем отображений

Рулькова полагалось 𝜇 = 0.0005. Параметр 𝜎 задает невозмущенное состо-

яние нейрона. 𝜉 – гауссовский шум с нулевым средним и стандартным от-

клонением, равным 1, 𝐴𝜉 – амплитуда шума. 𝛽𝑛 и 𝜎𝑛 описывают внешнее

воздействие, которое включает в себя внешние токи деполяризации (возбуж-

дающие) и гиперполяризации (подавляющие), часто используемые в экспе-

риментальных исследованиях нейронов, а также различные синаптические

входы, 𝑓 – разрывная функция.

Быстрое одномерное отображение (2.1) построено так, чтобы оно мог-

ло отвечать как за импульсное поведение нейрона (генерация спайков), так

и за его равновесное состояние (молчание). Такое поведение может быть до-

стигнуто благодаря использованию разрывной функции специального вида

𝑓(𝑥, 𝑦) следующего вида:

𝑓(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼/(1− 𝑥𝑛) + 𝑦𝑛, if 𝑥𝑛 ≤ 0

𝛼 + 𝑦𝑛, if 0 < 𝑥𝑛 < 𝛼+ 𝑦𝑛 and 𝑥𝑛−1 ≤ 0

−1, if 𝑥𝑛 ≥ 𝛼 + 𝑦𝑛 or 𝑥𝑛−1 > 0

(2.2)

Здесь 𝛼 является контрольным параметром отображения. Зависимость

𝑓(𝑥, 𝑦) от 𝑥, полученная при фиксированном 𝑦, приведена на рисунке 2.1.

Значения параметра 𝛼 и 𝑦𝑛 выбраны таким образом, чтобы проиллюстри-

ровать возможность одновременного существования предельного цикла 𝑃𝑘,

соответствующего спайковым колебаниям, и неподвижных точек 𝑥𝑝𝑠 и 𝑥𝑝𝑢.

Функция строится таким образом, что когда значения 𝑦 возрастают или

уменьшаются, график зависимости 𝑓(𝑥, 𝑦) от 𝑥 соответственно поднимается

вверх или опускается вниз. Исключение составляет лишь третий интервал,

заданный неравенством 𝑥𝑛 ≥ 𝛼 + 𝑦𝑛, где значения функции 𝑓(𝑥, 𝑦) остаются

равными -1.
66



0 1 2-2 -1

0

1

2

-2

-1

xn

xn+1

Pk

xpu

xps

Рис. 2.1: Структура функции быстрого одномерного отображения (2.1), полученная при 𝛼 = 5.6

и фиксированном 𝑦𝑛 = 𝑦 = −3.75. График функции 𝑓(𝑥, 𝑦) изображен сплошной красной линией.

Маленькая красная окружность на диагонали в точке разрыва функции обозначает выколотую

точку, т.е. на разрыве функция 𝑓(𝑥, 𝑦) не содержит точки, лежащей на диагонали. Пунктирная

линия изображает суперустойчивый цикл 𝑃𝑘. Устойчивая и неустойчивая неподвижные точки

одномерного отображения иозюражены как 𝑥𝑝𝑠 и 𝑥𝑝𝑢 соответственно

Уравнение для медленной переменной 𝑦𝑛 системы (2.1) задает нели-

нейную обратную связь и позволяет моделировать как некоторые свойства

медленных переходных процессов, так и медленные колебания, формирую-

щие пачки импульсов нейронной активности.

Типичные режимы временного поведения двумерного отображения

показаны на рисунке 2.2. При значениях 𝛼 меньше, чем 4.0, в зависимости

от величины параметра 𝜎, отображение находится либо в режиме устойчи-

вого равновесия, либо генерирует непрерывную последовательность спайков.

Частота генерации импульсов при этом возрастает с увеличением значений

параметра 𝜎 (рисунок 2.2 (ж,з)).
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Рис. 2.2: Типичные формы временной зависимости сигналов 𝑥𝑛, соответствующие режимам

непрерывной пачечной активности нейрона, генерируемые модельным отображением (2.1). Гра-

фики получены для следующих значений параметрой: (а) 𝛼 = 5.6, 𝜎 = −0.25; (б) 𝛼 = 5.6, 𝜎 = 0.2;

(в) 𝛼 = 5.6, 𝜎 = 0.322; (г) 𝛼 = 4.6, 𝜎 = −0.1; (д) 𝛼 = 4.6, 𝜎 = 0.16; (е) 𝛼 = 4.6, 𝜎 = 0.225; (ж)

𝛼 = 3.9, 𝜎 = 0.04; (з) 𝛼 = 3.9, 𝜎 = 0.15.

При 𝛼 > 4 динамика отображения позволяет генерировать пачки спай-

ков. Этот режим наблюдается в интервале значений параметра 𝜎, который

располагается между режимами непрерывной импульсной активности и ста-

ционарным состоянием. Режимы пачечной активности включают в себя как
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регулярные, так и хаотические режимы. Некоторые из этих режимов при-

ведены на рисунке 2.2 (а-г). Режимы с хаотической динамикой показаны на

рисунке 2.2 (д,е).

Параметры 𝛽𝑛 и 𝜎𝑛, описывающие внешнее воздействие, определяются

как

𝛽𝑛 = 𝛽𝑒𝐼𝑒𝑥𝑡𝑛 + 𝛽𝑠𝑦𝑛𝐼𝑠𝑦𝑛𝑛 ,

𝜎𝑛 = 𝜎𝑒𝐼𝑒𝑥𝑡𝑛 + 𝜎𝑠𝑦𝑛𝐼𝑠𝑦𝑛𝑛 .
(2.3)

𝛽𝑒 и 𝜎𝑒 – коэффициенты внешних токов 𝐼𝑒𝑥𝑡𝑛 . 𝛽𝑠𝑦𝑛 и 𝜎𝑠𝑦𝑛 – коэффициенты

синаптической связи. 𝐼𝑠𝑦𝑛𝑛 – синаптический ток:

𝐼𝑠𝑦𝑛𝑛+1 = 𝛾𝐼𝑠𝑦𝑛𝑛 − 𝑔𝑠𝑦𝑛 *

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑛 − 𝑥𝑟𝑝), spike𝑝𝑟𝑒,

0, otherwise,

(2.4)

где 𝑔𝑠𝑦𝑛 – сила синаптической связи, 𝑔𝑠𝑦𝑛 > 0. Индексы 𝑝𝑟𝑒 и 𝑝𝑜𝑠𝑡

соответствуют пресинаптическим и постсинаптическим переменным соответ-

ственно. Первое условие в (2.4) соответствует моменту генерации пресинапти-

ческого импульса (спайка) и определяется как 𝑥𝑝𝑟𝑒𝑛 ≥ 𝛼+𝑦𝑝𝑟𝑒𝑛 +𝛽𝑝𝑟𝑒
𝑛 . Параметр

𝛾 – время релаксации синапса, 0 ≤ 𝛾 ≤ 1, который определяет часть синап-

тического тока, которая присутствует в следующей итерации. 𝑥𝑟𝑝 – обратный

потенциал, который определяет тип синапса: подавляющий или возбуждаю-

щий.

2.3 Исследование влияния внешнего воздействия и

внутреннего шума на динамику систем связанных

отображений Рулькова

В начале проводились исследования динамики одного отображения Рулько-

ва в зависимости от внешнего стимульного воздействия. Оно представляет
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собой импульс следующей формы: сначала он равен 0, в момент 𝑡𝑠, соответ-

ствующего времени подачи стимула, он становится равным 𝐴. На рисунке

2.3 приведены временные ряды быстрой переменной 𝑥𝑛 для системы из одно-

го отображения Рулькова при значении параметров 𝛼 и 𝜎, соответствующих

режиму непрерывной генерации спайков, при наличии и отсуствии внутрен-

него шума без внешнего воздействия. Видно, что наличие шума в отображе-

нии приводит к изменению периода генерации спайков. Если при отсутствии

шума спайки генерируются строго периодически, то при наличии шума этот

процесс становится нерегулярным. Также заметно, что амплитуда спайков

слабо колеблется в некоторой области при наличии шума, в отличии от отоб-

ражения без шума, когда эта амплитуда постоянная. Можно заметить, что в

отсутствии шума переменная 𝑥 после спайка становится равной -1 и за весь

рассматриваемый промежуток времени не опускается ниже этого значения.

Для системы с внутренним шумом это не так: быстрая переменная может

принимать значения и меньше -1.

Было исследовано влияние внешнего стимульного воздействия на ди-

намику замкнутой цепочки из 50 однонаправленно связанных отображений

Рулькова при наличии внутреннего шума. На рисунке 2.4 изображены вре-

менные ряды быстрой переменной 𝑥𝑛 для замкнутой цепочки из 50 однона-

правленно связанных отображений Рулькова при наличии внутреннего шума

и при наличии (а) и отсутствии (б) внешнего воздействия. Для случая, пока-

занного на рисунке 2.4 (а) внешнее воздействие подается только на первый

нейрон в момент 𝑛 = 0, и действует оно в течении 𝑇 = 400 итераций. Хорошо

видно, что для случая, когда на систему не подается внешнее воздействие,

временные зависимости для всех отображений ведут себя абсолютно одина-

ково: все они генерируют спайки одинаковой амплитуды в одни и те же мо-

менты времени, т.е. в системе достигается синхронизация. Когда же на первое
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Рис. 2.3: Временные зависимости быстрой переменной 𝑥𝑛 для системы из одного отображения

Рулькова при отсутствии (а) и наличии (б) внутреннего шума амплитуды 𝐴𝜉 = 0.5 без внешнего

воздействия. Значения параметров 𝛼 = 3.9, 𝜎 = 0.15.

отображение оказывается внешнее воздействие, все нейроны начинают гене-

рировать спайки в разные моменты времени не только, когда непосредствен-

но оказывается воздействие, но и даже после того, как внешнее воздействие

перестает действовать. Также видно, что возбуждаемый нейрон генерирует

спайки большей амплитуды, чем все остальные, пока на него оказывается воз-

действие, но после прекращения амплитуда спайков возвращается к обычным

значениям.

Дальнейшим этапом было исследование влияния как внешнего сти-

мульного воздействия, так и внутреннего шума на динамику сети из 50 отоб-
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Рис. 2.4: Временные зависимости быстрой переменной 𝑥𝑛 для замкнутой цепочки из 50 однона-

правленно связанных отображений Рулькова при наличии внутреннего шума амплитуды 𝐴𝜉 = 0.5

при наличии (а) и отсутствии (б) внешнего воздействия амплитуды 𝐴 = 1.0 и длительностью

𝑇 = 400 итераций. Значения параметров 𝛼 = 3.65, 𝜎 = 0.06, 𝑔𝑠𝑦𝑛 = 0.85, 𝛽𝑠𝑦𝑛 = 0.03, 𝜎𝑠𝑦𝑛 = 1.0.

Зависимости для каждого нейрона изображены разными цветами.

ражений Рулькова, связанных каждый с каждым, при этом амплитуда каж-

дой связи выбиралась случайно из диапазона от 0.0 до 0.1.

На рисунке 2.5 изображены сигнал, усредненный по всем нейронам в

сети из 50 случайно связанных отображений Рулькова (б), и временные ряды

быстрой переменной 𝑥 для всех нейронов в этой системе (а). В данной си-

стеме присутствует внутренний шум. Значения параметров выбраны такими,

что без внешнего воздействия система находится в автономном режиме. Воз-

действие подается при 𝑛 = 1000 и длится 𝑇 = 500 итераций. Из временных
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Рис. 2.5: Усредненная временная реализация переменной 𝑥 по всем нейроном (б) и временные

реализации 𝑥𝑛 (а) для сети из 50 случайно связанных отображений Рулькова при наличии внут-

реннего шума амплитуды 𝐴𝜉 = 0.5. В момент 𝑛 = 1000 подается внешнее воздействие на первые

пять нейронов в виде импульса амплитудой 𝐴 = 1.0 и продолжительностью 𝑇 = 500. Значения

параметров 𝛼 = 3.65, 𝜎 = 0.06. Зависимости для каждого нейрона изображены разными цветами.

зависимостей видно, что во время подачи воздействия на первые 5 нейронов

последние непрерывно генерируют спайки с амплитудой, выше обычной, при

чем с течением времени эта амплитуда медленно увеличивается. В то же са-

мое время остальные нейроны генерируют спайки лишь в течении некоторого

промежутка времени, после переходят в режим “молчания”, а через какое-то

время снова начинают генерировать спайки, и т.д. После прекращения дей-

ствия внешнего стимула нейроны, которые подвергались воздействию, еще

в течении некоторого времени продолжают осуществлять генерацию спай-
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Рис. 2.6: Временные реализации 𝑥𝑛 для сети из 50 случайно связанных отображений Рулькова при

наличии внутреннего шума амплитуды 𝐴𝜉 = 0.5 и отсутствии внешнего воздействия (а), наличии

воздействия амплитуды 𝐴 = 1.0 и отсуствии шума (б) и наличии и того, и другого (в). Внешнее

воздействие подается на первые пять нейронов в момент 𝑛 = 1000 и длится 𝑇 = 500 итераций.

Значения параметров 𝛼 = 4.65, 𝜎 = 0.3. Зависимости для каждого нейрона изображены разными

цветами.
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ков, но уже с меньшей частотой и амплитудой, которые с течением времени

уменьшаются вплоть до 0.

Из усредненного сигнала видно, что до начала подачи на систему

внешнего воздействия в сигнале присутствуют хаотические колебания ма-

ленькой амплитуды. Связано это с наличием в системе внутреннего шума. В

течении времени, когда на систему подается внешнее воздействие, амплитуда

колебаний в усредненном сигнале увеличивается, при чем наблюдаются пики

в моменты, когда в системе генерируют спайки невозбуждаемые нейроны.

После прекращения действия стимула в сигнале еще присуствуют колебания

небольшой амплитуды, пока возбуждаемые нейроны продолжают генериро-

вать спайки. После этого сигнал ведет себя так же, как и до подачи на систему

внешнего воздействия.

На рисунке 2.6 изображены временные ряды быстрой переменной 𝑥

для всех нейронов в сети из 50 случайно связанных отображений Рулькова

для случаев наличия в системе только внутреннего шума (а), только внешнего

воздействия (б) и их обоих (в). Значения параметров 𝛼 и 𝜎 выбраны такими,

что отображения находятся в режиме непрерывной генерации спайков. Из

рисунка видно, что в течении оказания внешнего воздействия возбуждаемые

нейроны, как и в случае с цепочкой, генерируют спайки с амплитудой, боль-

шей, чем до этого. С течением времени она постепенно увеличивается. После

этого их амплитуда медленно возвращается к прежнему значению. При отсут-

ствии внутреннего шума в системе амплитуда спайков для всех не возбужда-

емых нейронов практически одинакова, а для возбуждаемых - плавно меня-

ется. При наличии же шума разница в амплитуде спайков становится больше,

изменение амплитуды спайков для нейронов, когда они находятся под внеш-

ним воздействием, становится более изрезанным, а возвращение амплитуды
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спайков к стандартным значениям после окончания воздействия происходит

быстрее.

2.4 Исследование явления когерентного резонанса в

сети отображений Рулькова

Дальнейшим этапом было исследование сети из 𝑁 отображений Рулькова,

связанных каждый с каждым со случайной силой связи 𝑔𝑠𝑦𝑛 и временем ре-

лаксации 𝛾 (рисунок 2.7). Их величина случайно выбирается из диапазонов

(0.0,0.1) и (0.0,0.5) соответственно. Значения параметров 𝛼 = 3.65, 𝜎 = 0.06

выбраны таким образом, чтобы каждый нейрон, будучи автономным, нахо-

дился в режиме молчания. Также полагаются 𝛽𝑒 = 0.133, 𝜎𝑒 = 1.0, 𝛽𝑠𝑦𝑛 = 0.1,

𝜎𝑠𝑦𝑛 = 0.5 и 𝑥𝑟𝑝 = 0.0. В исследуемой системе внешний стимул подается на

𝑁𝑎 нейронов. Он представляет собой импульс следующей формы: сначала

он равен 0, в момент 𝑡𝑠, когда мы подаем стимул, он становится равным 𝐴.

Значения параметров выбраны так, что при применении внешнего стимула к

системе все нейроны начинают периодически генерировать спайки.

Для исследования динамики системы анализируются временные ря-

ды быстрой переменной 𝑥 с каждого нейрона, а также усредненный по всем

нейронам сигнал. На рисунке 2.8 изображены такие сигналы для системы 50

нейронов для различного числа нейронов, на которые подается внешний сти-

мул. На нем наблюдается эффект группировки. Он состоит в том, что при

𝑡 = 𝑡𝑠 нейроны начинают то периодически генерировать спайки, то находить-

ся в режиме молчания. В результате этого на рисунке 2.8 (д) видно чередо-

вание областей генерации невозбуждаемыми нейронами спайков и областей

“молчания”. На усредненном сигнале это отражается периодическим образо-

ванием всплесков. Хорошо видно, что когда воздействие подается только на

1 нейрон, данный эффект не проявляется. При большом же значении числа
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Рис. 2.7: Модель исследуемой системы из𝑁 отображений Рулькова, связанных каждый с каждым

со случайной амплитудой связи. На часть нейронов подается внешний стимул амплитуды 𝐴,

который возбуждает их. В результате со всей системы снимается макроскопический сигнал.

возбуждаемых нейронов области молчания нейронов исчезают, и все нейро-

ны постоянно генерируют спайки, но частота генерации у не возбуждаемых

нейронов ниже, чем у возбуждаемых.

На рисунке 2.9 изображены временные ряды и усредненные сигналы

для системы 100 нейронов для различного числа нейронов, на которые по-

дается внешний стимул. Из рисунка хорошо видно, что для малого (порядка

нескольких единиц) и большого (около 30) числа возбуждаемых нейронов

данный эффект не наблюдается: для малого числа все невозбуждаемые ней-

роны находятся в режиме молчания, для большого – все они находятся в

режиме генерации, не переходя надолго в режим молчания.

Проводилось изучение влияния амплитуды внешнего воздействия и

шума. На рисунках 2.10 и 2.11 изображены временные ряды и усредненные

77



-1.0

-0.6

-0.2

0.2

0.6

1.0

x

-0.9

-0.8

-0.7

-0.8

-0.6

-0.4

-0.8

-0.4

 0.0

0

20

N

0 1000 2000 3000 4000 n 0  1000  2000  3000  4000 n

40

0

20

N
40

0

20

N
40

xavr

xavr

xavr

а

б

в

г

д

е

Рис. 2.8: Зависимости переменной 𝑥, усредненной по всем нейронам (а-в), и зависимости пере-

менной 𝑥 по всем 50 нейронам, где амплитуда 𝑥 определяется цветом (г-е), от числа нейронов,

на которые подается внешний стимул в момент 𝑛 = 1000 при 𝑁𝑎 = 1, 10 и 30 соответственно,

𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0.

сигналы в зависимости от величин этих параметров. Хорошо видно, что уве-

личение амплитуды внешнего стимула приводит к увеличению частоты об-

разования всплесков и их продолжительности и уменьшению временного ин-

тервала между ними. Также при этом видно уменьшение амплитуды всплес-

ков. Увеличение амплитуды шума в свою очередь приводит к постепенному

исчезновению данного эффекта, усредненный сигнал становится более шумо-

подобным. Также заметно, что шум начинает возбуждать нейроны при от-

сутствии внешнего стимула (𝑛 < 1000), при этом так же наблюдается эффект

группировки.

Для анализа явления периодической группировки рассчитывались за-

висимости отношения сигнала к шуму (SNR) от общего числа нейронов в

системе 𝑁 , числа нейронов 𝑁𝑎, на которые подается внешний стимул, ампли-

туды стимула 𝐴 и шума 𝐴𝜉. SNR рассчитывается из энергетического спектра
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первые 10 нейронов в момент 𝑛 = 1000.
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Рис. 2.11: Зависимости переменной 𝑥, усредненной по всем нейронам (а-в), и зависимости пе-

ременной 𝑥 по всем 100 нейронам, где амплитуда 𝑥 определяется цветом (г-е), от амплитуды

внутреннего шума при 𝐴𝜉 = 0.0, 1.0 и 2.0 соответственно, 𝐴 = 1.0. Внешний стимул подается на

первые 10 нейронов в момент 𝑛 = 1000.

с использованием преобразования Фурье [126]:

𝐸(𝑓) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑥(𝑡) exp−𝑖2𝜋𝑓𝑡 𝑑𝑡 (2.5)

Максимум энергии 𝐸𝑚𝑎𝑥 в спектре возникает на средней частоте нейронной

генерации спайков 𝑓𝑠. Следовательно, эта спектральная компонента отражает

вклад регулярного поведения, в то время как шум вносит вклад, в основном, в

фоновую компоненту 𝐸𝑁 на той же частоте 𝑓𝑠 [127–129]. Отношения сигнала

к шуму может быть рассчитано из спектра мощности как SNR = 𝐸2
𝑚𝑎𝑥 −

𝐸2
𝑁 (дБ) на основной частоте 𝑓𝑠 [130]..

На рисунке 2.12 изображена зависимость отношения сигнала к шуму

от числа нейронов, на которые подается внешний стимул для системы из

100 нейронов, и спектры мощности для некоторых точек этой зависимости.

На ней виден резонансный эффект: в начале происходит быстрый рост SNR,

затем оно находится примерно на одном уровне при𝑁𝑎 = 3−18. При𝑁𝑎 > 18
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Рис. 2.12: Зависимость отношения сигнала к шуму (SNR) от числа нейронов 𝑁𝑎, на которые
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Рис. 2.13: Зависимость отношения сигнала к шуму (SNR) от общего числа нейронов в системе 𝑁

(а) при 𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0, 𝑁𝑎 = 10 и спектры мощности при 𝑁 = 30 (б), 55 (в), 120 (г) и 180 (д).
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происходит уменьшение отношения сигнала к шуму, и, начиная с 𝑁𝑎 = 27,

SNR близко к нулю.

На рисунке 2.13 изображена зависимость отношения сигнала к шуму

от общего числа нейронов в системе, когда внешнее воздействие подается на

10 из них, и спектры мощности для некоторых точек этой зависимости. Для

малого 𝑁 (менее 40) SNR мало, но при его увеличении отношение сигнала

к шуму возрастает от 14 до 60 и при дальнейшем увеличении 𝑁 остается

примерно на одном уровне, медленно уменьшаясь при 𝑁 > 140. Частота

колебаний при этом постоянно уменьшается при увеличении числа нейронов в

сети, а вместе с ней уменьшается и расстояние между гармониками в спектре.
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Рис. 2.14: Зависимости отношения сигнала к шуму (SNR) от амплитуды внешнего стимула 𝐴 (а)

при 𝐴𝜉 = 0.1, 𝑁 = 100, 𝑁𝑎 = 10 и спектры мощности при 𝐴 = 0.4 (б), 1.0 (в), 1.5 (г) и 2.0 (д).

Был обнаружен эффект когерентного резонанса, когда для опреде-

ленных значений амплитуды внешнего стимула отношение сигнала к шуму

принимает максимальное значение. Это хорошо видно на рисунке 2.14 (а),

где в области значений амплитуды внешнего воздействия от 0.8 до 1.8 на-

82



 0

 20

 40

 60

 0  0.5  1  1.5  2  2.5 A
ξ

-80

-60

-40

-20

 0  11.4  f  10 -3.

P
, 

d
B

-80

-60

-40

-20

 0  11.4  f  10 -3.

P
, 

d
B

-80

-60

-40

-20

 0  11.4  f  10 -3.

P
, 

d
B

-80

-60

-40

-20

 0  11.4  f  10 -3.

P
, 
d
B

S
N

R
, 

d
B

a

b c d e

Рис. 2.15: Зависимости отношения сигнала к шуму (SNR) от амплитуды внутреннего шума 𝐴𝜉

(б) при 𝑁𝑎 = 10, 𝐴 = 1.0, 𝑁 = 100 и спектры мощности при 𝐴𝜉 = 0.1 (б), 0.8 (в), 1.5 (г) и 2.5 (д).

блюдается резонанс. Для всех 𝐴 > 1.8 SNR находится на одном уровне и не

меняется. При уменьшении амплитуды внешнего стимула от 0.8 до 0.4 от-

ношение сигнала к шуму так же уменьшается с 58 до 46. Рисунок 2.15 (а)

отражает влияние амплитуды шума на SNR. На ней наблюдается небольшой

локальный максимум при 𝐴𝜉 = 0.8. Увеличение амплитуды шума в целом

приводит к плавному уменьшению отношения сигнала к шуму и увеличению

зашумленности спектров мощности.

Для исследования эффекта когенетного резонанса была построена

двухпараметрическая диаграмма зависимости отношения сигнала к шуму от

амплитуды внешнего стимула и амплитуды шума (рисунок 2.16). На ней хоро-

шо видны области когерентного резонанса при 0.8 < 𝐴 < 1.7 и 0.0 < 𝐴𝜉 < 1.3,

которые на рисунке соответствуют красному цвету, когда SNR принима-

ет максимальные значения. Также наблюдаются области синего цвета при

𝐴 < 0.2, 𝐴𝜉 < 0.25 и 0.5 < 𝐴𝜉 < 1.0, где отношение сигнала к шуму мини-
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Рис. 2.16: Двухпараметрическая зависимость отношения сигнала к шуму (SNR) от амплитуды

внешнего стимула 𝐴 и амплитуды шума 𝐴𝜉 при 𝑁𝑎 = 10, 𝑁 = 100.

мально. При 𝐴 > 1.7 для каждого значения амплитуды шума SNR принимает

одинаковые значения.

Были проанализированы такие характеристики динамики системы,

как степень синхронизации и когенетности. Степень синхронизации вычис-

ляется следующим образом [131,132]:

𝑆 =

√︃
1

𝑇 − 𝑡0

∫︁ 𝑇

𝑡=𝑡0

𝑠(𝑡)𝑑𝑡,

𝑠(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

[𝑥𝑛(𝑡)]
2 −

[︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛(𝑡)

]︃2
,

(2.6)

где 𝑇 – длительность временного ряда, 𝑡0 – длительность переходного про-

цесса, 𝑁 – число узлов (𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁).
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Когерентность определяется следующим образом:

𝐻 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ2𝑛 −

(︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛

)︃2

,

ℎ𝑛 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑀 −𝑚0 + 1

𝑀∑︁
𝑚=𝑚0

𝑅𝑚(𝑛),

(2.7)

где 𝑅𝑚 – межспайковый интервал между 𝑚-м и (𝑚 + 1)-м спайком, 𝑀 –

количество спайков (𝑚 = 1, 2, ..,𝑀), 𝑚0 – количество спайков переходного

процесса.
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Рис. 2.17: Зависимости степени синхронизации (а,б) и когерентности (в,г) от амплитуды внешнего

стимула и внутреннего шума соответственно. Для рисунков (а,в) 𝐴𝜉 = 0.1, для (б,г) 𝐴 = 1.0.

𝑁𝑎 = 10, 𝑁 = 100.

На рисунке 2.17 изображены зависимости степени синхронизации и

когерентности от амплитуды внешнего стимула и внутреннего шума. Из ри-

сунка 2.17 (а) видно, что увеличение амплитуды внешнего стимула приводит

к линейному росту степени синхронизации. Когерентность же, в свою оче-

редь, очень быстро возрастает и приходит к насыщению (2.17 (в)). Увеличе-

ние амплитуды шума от 0 до 2 приводит к незначительному росту степени

синхронизации, а увеличение от 2 до 10 – к более значительному линейно-
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Рис. 2.18: Зависимости степени синхронизации (а,б) и когерентности (в,г) от числа нейронов,

на которые подается внешнее воздействие, и общего числа нейронов в сети соответственно. Для

рисунков (а,в) 𝑁 = 100, для (б,г) 𝑁𝑎 = 10. 𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0.

му росту. Зависимость когерентности от 𝐴𝜉 характеризуется минимумом при

𝐴𝜉 = 1.8 и ростом при увеличении амплитуды шума от 1.8 до 10.

На рисунке 2.18 изображены зависимости степени синхронизации (а,б)

и когерентности (в,г) от числа нейронов, на которые подается внешнее воз-

действие, и общего числа нейронов в сети. Из рисунков 2.18 (а,в) видно, что

увеличение числа возбуждаемых нейронов приводит к увеличению как сте-

пени синхронизации, как и когерентности. Обе эти характеристики приходят

к насыщению при 𝑁𝑎 = 80. При увеличении же общего числа нейронов в

системе 𝑆 и 𝐻 сначала уменьшаются, достигают локального минимума и

увеличиваются. Для степени синхронизации этот минимум достигается при

𝑁 = 115, а для когерентности - при 𝑁 = 45.

Также для анализа явления когерентного резонанса были рассчитаны

такие характеристики сети, как характерное время корреляции и стандарт-

ное отклонение амплитуды усредненного сигнала, нормированное на среднее

значение.
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Характерное время корреляции рассчитывается как [130]:

𝜏𝑐 =
𝑁∑︁
𝑛0

𝐶(𝜏)2, (2.8)

где 𝑛0 - число итераций переходного процесса, 𝑁 - количество итераций, 𝐶(𝜏)

- нормализованная функция автокорреляции, которая определяется как

𝐶(𝜏) =
⟨(𝑥(𝑛)− ⟨𝑥⟩) (𝑥(𝑛+ 𝜏)− ⟨𝑥⟩)⟩

⟨(𝑥(𝑛)− ⟨𝑥⟩)2⟩
, (2.9)

где 𝑥 - сигнал, усредненный по всем нейронам, ⟨𝑥⟩ - усреднение по времени.

Стандартное отклонение амплитуды усредненного сигнала, нормиро-

ванное на среднее значение, определяется как [133]

𝑆 =

√︃∑︀𝑁
𝑛0
(𝑥𝑛 − ⟨𝑥⟩)2

𝑁 − 𝑛0
/⟨𝑥⟩. (2.10)
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Рис. 2.19: Зависимости характерного времени корреляции (а,в) и стандартного отклонения ам-

плитуды усредненного сигнала, нормированного на среднее значение (б,г), от числа нейронов,

на которые подается внешнее воздействие, и общего числа нейронов в сети соответственно. Для

рисунков (а,в) 𝑁 = 100, для (б,г) 𝑁𝑎 = 10. 𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0.

На рисунке 2.19 изображены зависимости характерного времени кор-

реляции и стандартного отклонения амплитуды усредненного сигнала, нор-

мированного на среднее значение, от числа нейронов, на которые подается
87



-0.22

-0.20

-0.18

-0.16

-0.14

 200

 600

 1000

 1400

 0.5  1.0  1.5  2.0  2.5

 0

 400

 800

 1200

 0.0  0.5  1.0  1.5  2.0  2.5

-0.16

-0.14

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

τ c τ c

 A  A

 0.5  1.0  1.5  2.0  2.5  A

 ξ

 0.0  0.5  1.0  1.5  2.0  2.5  A
 ξ

а

б

в

г

S S

Рис. 2.20: Зависимости характерного времени корреляции (а,в) и стандартного отклонения ампли-

туды усредненного сигнала, нормированного на среднее значение (б,г), от амплитуды внешнего

стимула и внутреннего шума соответственно. Для рисунков (а,в) 𝐴𝜉 = 0.1, для (б,г) 𝐴 = 1.0.

𝑁𝑎 = 10, 𝑁 = 100.

40 60 80 100 120 140 160 180 N
0

5

10

15

20

25

Na
log(C)

3.5

4.5

5.5

6.5

7.5

8.5

Рис. 2.21: Двухпараметрическая зависимость натурального логарифма характерного времени

корреляции от общего числа нейронов в системе и от числа нейронов, на которые подается внеш-

нее воздействие, при 𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0.

внешнее воздействие, и общего числа нейронов в сети. Можно видеть, что

характерное время корреляции ведет себя схожим образом, что и отношение

сигнала к шуму: при увеличении числа возбуждаемых нейронов она снача-
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ла увеличивается, а потом уменьшается до своего прежнего значения, а при

увеличении числа нейронов в сети она растет до некоторого значения, оста-

ется равной ему некоторое время, а затем начинает медленно уменьшаться.

Подобная схожесть в поведении SNR и времени корреляции наблюдалась в

работе [130]. Стандартное отклонение амплитуды усредненного сигнала, нор-

мированное на среднее значение, в свою очередь ведет себя антисимметрично

относительно поведения характерного времени корреляции.

На рисунке 2.20 изображены зависимости этих характеристик от ам-

плитуды внешнего стимула и внутреннего шума. Видно, что и для этих слу-

чаев поведение характерного времени корреляции полностью совпадает с по-

ведением отношения сигнала к шуму. Стандартное отклонение амплитуды

усредненного сигнала при увеличении амплитуды шума так же ведет се-

бя антисимметрично относительно времени корреляции. А зависимость этой

характеристики от амплитуды внешнего воздействия ведет себя иначе, она

уменьшается практически на всем промежутке изменения параметра.
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Рис. 2.22: Двухпараметрическая зависимость натурального логарифма стандартного отклонения

амплитуды усредненного сигнала, нормированного на среднее значение, от общего числа нейронов

в системе и от числа нейронов, на которые подается внешнее воздействие, при 𝐴𝜉 = 0.1, 𝐴 = 1.0.
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Рис. 2.23: Двухпараметрическая зависимость натурального логарифма характерного времени

корреляции от амплитуды внешнего воздействия 𝐴 и внутреннего шума 𝐴𝜉 при𝑁 = 100,𝑁𝑎 = 10.

На рисунках 2.21 и 2.22 изображены соответственно двухпараметри-

ческие зависимости натуральных логарифмов характерного времени корре-

ляции и стандартного отклонения амплитуды усредненного сигнала, норми-

рованного на среднее значение, от от общего числа нейронов в системе и от

числа нейронов, на которые подается внешнее воздействие. Из них видно,

что они антисимметричны друг другу. В области параметров (𝑁,𝑁𝑎) видна

область при 100 < 𝑁 < 200 и 3 < 𝑁𝑎 < 23, где время корреляции прини-

мает наибольшие значения, а отклонение - наименьшие. В ней заметны дуги

периодичности чередования максимумом и минимумов 𝐶.

На рисунке 2.23 изображена двухпараметрическая зависимость нату-

рального логарифма характерного времени корреляции от амплитуды внеш-

него воздействия и внутреннего шума. На ней видна маленькая область при

0.2 < 𝐴 < 0.4 и 0.0 < 𝐴𝜉 < 0.2, где 𝜏𝑐 принимает наименьшие значения. На

ряду с этим на рисунке присутствует область максимальных значений при
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Рис. 2.24: Двухпараметрическая зависимость натурального логарифма стандартного отклонения

амплитуды усредненного сигнала, нормированного на среднее значение от амплитуды внешнего

воздействия 𝐴 и внутреннего шума 𝐴𝜉 при 𝑁 = 100, 𝑁𝑎 = 10.

0.3 < 𝐴 < 1.4 и 0.0 < 𝐴𝜉 < 1.2. В этой области заметны белые кривые наи-

больших значений. При увеличении амплитуды внешнего воздействия они

смещаются в область меньшего шума.

На рисунке 2.24 изображена двухпараметрическая зависимость нату-

рального логарифма стандартного отклонения амплитуды усредненного сиг-

нала, нормированного на среднее значение от амплитуды внешнего воздей-

ствия и внутреннего шума. На ней также заметна область минимальных зна-

чений, как и для предыдущей зависимости. При увеличении внешнего воз-

действия наблюдается слабое уменьшение 𝑆, а при увеличении шума - уве-

личение 𝑆.
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2.5 Математическая модель нейрона

Ходжкина-Хаксли

Следующий этапом было проведено моделирование сетей, состоящих из бо-

лее сложных моделей нейронов Ходжкина-Хаксли, отражающих их реальные

биологические свойства.

Временная эволюция трансмембранного потенциала каждого нейрона

Ходжкина-Хаксли описывается как [124,134,135]:

𝐶𝑚
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= −𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑁𝑎 𝑚

3
𝑖ℎ𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉𝑁𝑎)− 𝑔𝑚𝑎𝑥

𝐾 𝑛4𝑖 (𝑉𝑖 − 𝑉𝐾)−

− 𝑔𝑚𝑎𝑥
𝐿 (𝑉𝑖 − 𝑉𝐿) + 𝐼𝑒𝑥𝑖 + 𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖

(2.11)

где 𝐶𝑚 = 1мкФ/см3 - мембранная емкость на единицу площади, 𝐼𝑒𝑥𝑖 - внеш-

ний ток смещения, подаваемый на 𝑖-й нейрон, 𝑉𝑖 мембранный потенциал 𝑖-го

нейрона в мВ, 𝑖 = 1,...,𝑁 , 𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑁𝑎 = 120мС/см2, 𝑔𝑚𝑎𝑥

𝐾 = 36мС/см2 и 𝑔𝑚𝑎𝑥
𝐿 =

0.3мС/см2 обозначают максимальную натриевую, калиевую и проводимость

утечки, когда все ионные каналы открыты. 𝑉𝑁𝑎 = 50мВ, 𝑉𝐾 = −77мВ и

𝑉𝐿 = −54.4мВ - равновесные потенциалы для каналов натрия, калия и утеч-

ки соответственно. 𝑚 и ℎ - активационные и деактивационные переменные

открытия каналов натрия, 𝑛 - активационная переменная для каналов калия.

𝑛4 и 𝑚3ℎ представляют собой средние части открытых калиевых каналов и

ионов натрия в пределах мембраны патча. Динамика воротных переменных

(𝑥 = 𝑚,𝑛, ℎ) задается как:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝛼𝑥𝑖
(𝑉𝑖)(1− 𝑥𝑖)− 𝛽𝑥𝑖

(𝑉𝑖)𝑥𝑖 + 𝜉𝑥𝑖
(𝑡), 𝑥 = 𝑚,𝑛, ℎ (2.12)

где 𝛼𝑥(𝑉 ) и 𝛽𝑥(𝑉 ) - нелинейные функции, определяемые как [136]

𝛼𝑚(𝑉 ) =
0.1(25− 𝑉 )

exp[(25− 𝑉 )/10]− 1
, (2.13)

𝛽𝑚(𝑉 ) = 4 exp(−𝑉/18), (2.14)

𝛼ℎ(𝑉 ) = 0.07 exp(−𝑉/20), (2.15)
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𝛽ℎ(𝑉 ) =
1

1 + exp[(30− 𝑉 )/10]
, (2.16)

𝛼𝑛(𝑉 ) =
0.01(10− 𝑉 )

exp[(10− 𝑉 )/10]− 1
, (2.17)

𝛽𝑛(𝑉 ) = 0.125 exp(−𝑉/80). (2.18)

𝜉𝑥(𝑡) в уравнении (2.12) - белый гауссовский шум с нулевым средним,

автокорреляционные функция для которого приведены ниже [137]:

⟨𝜉𝑚𝑖
(𝑡)𝜉𝑚𝑖

(𝑡′)⟩ = 2𝛼𝑚𝑖
𝛽𝑚𝑖

𝑁𝑁𝑎(𝛼𝑚𝑖
+ 𝛽𝑚𝑖

)
𝛿(𝑡− 𝑡′), (2.19)

⟨𝜉ℎ𝑖
(𝑡)𝜉ℎ𝑖

(𝑡′)⟩ = 2𝛼ℎ𝑖
𝛽ℎ𝑖

𝑁𝑁𝑎(𝛼ℎ𝑖
+ 𝛽ℎ𝑖

)
𝛿(𝑡− 𝑡′), (2.20)

⟨𝜉𝑛𝑖
(𝑡)𝜉𝑛𝑖

(𝑡′)⟩ = 2𝛼𝑛𝑖
𝛽𝑛𝑖

𝑁𝐾(𝛼𝑛𝑖
+ 𝛽𝑛𝑖

)
𝛿(𝑡− 𝑡′), (2.21)

где 𝑁𝑁𝑎 и 𝑁𝐾 представляют собой общее количество натриевых и калиевых

каналов в мембранном патче и рассчитываются как 𝑁𝑁𝑎 = 𝜌𝑁𝑎𝑆, 𝑁𝐾 = 𝜌𝐾𝑆,

где 𝜌𝑁𝑎 = 60мкм−2 и 𝜌𝐾 = 18мкм−2 - плотности натриевых и калиевых ка-

налов соответственно [124]. 𝑆 = 10𝑆
𝑝𝑜𝑤

- область мембранного патча каждого

нейрона.

𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖 - общий синаптический ток, приходящий на 𝑖-й нейрон. Все ней-

роны в сети связаны друг с другом посредством химических связей. Синап-

тический ток определяется по следующей формуле [44]

𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖 =
∑︁

𝑗∈𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ(𝑖)

𝑔𝑐𝛼(𝑡− 𝑡𝑗0)(𝐸𝑟𝑒𝑣 − 𝑉𝑖) (2.22)

где альфа-функция 𝛼(𝑡) описывает временную эволюцию синаптической про-

водимости, 𝑔𝑐 - максимальная проводимость синаптического канала, 𝑡
𝑗
0 - вре-

мя, когда пресинаптический 𝑗-й нейрон генерирует спайк. 𝛼(𝑡) = e−𝑡/𝜏𝑠𝑦𝑛Θ(𝑡),

Θ(𝑡) - ступенчатая функция Хевисайда, 𝜏𝑠𝑦𝑛 = 3 мс.
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Рис. 2.25: Модель исследуемой сети. Внешний сигнал постоянной амплитуды 𝐼𝑒𝑥 подается на

первую сеть, состоящую из 𝑁 𝑒𝑥 = 5 нейронов. Каждый нейрон из этой сети имеет вероятность

𝑝 = 30% установления односторонней связи с каждым нейроном из второй сети, состоящей из

𝑁 нейронов. Внутри каждой сети используется глобальная топология связи, когда все нейроны

связаны со всеми остальными в той же сети двухсторонними связями. С системы снимается

сигнал 𝑉𝑖 с каждого элемента второй подсети, и сигнал 𝑉𝑎𝑣𝑟, усредненный по всем 𝑁 нейронам.

Каждый нейрон имеет свой гауссовский шум.

2.6 Колебательная динамика сети нейронов

Ходжкина-Хаксли при внешнем воздействии

Проводилось моделирование нейронной сети, представляющей собой две свя-

занные подсети: первая сеть состоит из 𝑁 𝑒𝑥 = 5 нейронов Ходжкина-Хаксли,

вторая - из 𝑁 = 50 (рис. 2.25). Внутри каждой подсети используется глобаль-

ная топология связи, когда все нейроны связаны со всеми остальными в той

же подсети двухсторонними связями. При этом каждый элемент из первой

𝑁 𝑒𝑥 подсети имеет вероятность 𝑝 = 30% установления односторонней связи с

каждым нейроном из второй 𝑁 подсети. На все 𝑁 𝑒𝑥 нейронов первой подсети

подается внешний постоянный ток 𝐼𝑒𝑥.
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В качестве объекта анализа рассматривается сигнал, усредненный по

всем 𝑁 нейронам второй подсети:

𝑉𝑎𝑣𝑟 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖/𝑁. (2.23)

Пример характерной нейронной динамики отдельных нейронов и их коллек-

тивной динамики представлен на рисунке 2.25.

Для исследования динамики системы проводится анализ когерентно-

сти сигнала. Для этого рассчитывается отношение сигнала к шуму (SNR)и

характерное время корреляции по формулам (2.8-2.9). Чем больше время кор-

реляции, тем больше когерентность.

Для сети нейронов Ходжкина-Хаксли рассчитаны зависимости харак-

терного времени корреляции 𝜏𝑐 от амплитуды внешнего стимула 𝐼𝑒𝑥. Дан-

ные зависимости изображены на рисунке 2.26(а) для разных величин шу-

ма 𝜉 ∼ 10−𝑆𝑝𝑜𝑤, чем меньше 𝑆𝑝𝑜𝑤, тем больше шум. В отсутствие шума все
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ные ряды усредненного мембранного потенциала 𝑉𝑎𝑣𝑟, снизу – распределения функции плотности

вероятности PDF межспайкового интервала ISI для разных значений амплитуды спайка V.
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нейроны демонстрируют стационарную динамику ниже порога возбуждения

(𝐼𝑒𝑥 < 6.8 мкА/см2) из-за отсутствия случайных флуктуаций, позволяю-

щих переключать активность нейрона из состояния “молчания” (неподвиж-

ная точка) в режим генерации спайков (предельный цикл). Увеличение 𝐼𝑒𝑥

выше порога приводит к монотонному росту характерного времени корреля-

ции.

Введение небольшого шума (𝑆𝑝𝑜𝑤 = 0.1) приводит к снижению ко-

герентности сети, но монотонный рост 𝜏𝑐 при этом сохраняется. В то же

самое время большой шум (𝑆𝑝𝑜𝑤 > 2.3) сдвигает пороговое значение 𝐼𝑒𝑥 в

сторону меньших значений и значительно снижает когерентность сети. Это

связано с нерегулярной динамикой отдельных нейронов, вызванной внутрен-

ним шумом высокой интенсивности, который обеспечивает частые и случай-

ные возбуждения нейронов. В определенном диапазоне интенсивности шума

(1.9 < 𝑆𝑝𝑜𝑤 < 2.3) характерное время корреляции изменяется немонотонно:

при увеличении тока оно сначала увеличивается и достигает своего макси-

мальное значение при значении 𝐼𝑒𝑥 = 9.3, а затем уменьшается.

Изменения в динамики нейронной сети в отсутствии и при наличии

шума проиллюстрированы на рис. 2.26(б,в) при помощи функций распре-

деления вероятности (PDF) межспайкового интервала для разных значений

амплитуды спайка. В отсутствии шума (рис. 2.26(б)) увеличение интенсив-

ности внешнего стимула вызывает переход от немного некогерентного кол-

лективного поведения (при 𝐼𝑒𝑥 = 8) к регулярной генерации спайков (при

𝐼𝑒𝑥 = 10.4), характеризующейся однородностью амплитуды спайков и межс-

пайковым интервалом. Наличие внутреннего шума существенно меняет кол-

лективное поведение в нейронной сети. Как видно из рис. 2.26(в), наблюда-

ется сильная неоднородность межспайковых интервалов и амплитуд спайка
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при малых (𝐼𝑒𝑥 = 8) и больших (𝐼𝑒𝑥 = 10.4) амплитудах внешнего тока, тогда

как наиболее регулярная коллективная динамика наблюдается при 𝐼𝑒𝑥 = 9.3.

Таким образом, можно видеть, что оптимальное значение внешнего

тока способствует достижению наиболее когерентной динамики сети.

2.7 Экспериментальное исследование явления

когерентного резонанса при визуальном

восприятии

Приведенные выше численные результаты показывают, что внутренний шум

вызывает резонансное поведение реакции мозга на внешний стимул, при ам-

плитуде внешнего сигнала, немного превышающей порог нейронного возбуж-

дения. Это дает надежду на экспериментальное обнаружение данного резо-

нансного эффекта, вызванного внутренним шумом мозга, путем анализа ре-

акции мозга на визуальные стимулы вблизи порога восприятия.

В соответствии с вышесказанным проводится исследование визуаль-

ных стимулов, в качестве которых выступает набор портретов Моны Лизы, с

разным уровнем контрастности 𝐼 (рисунок 2.27). Цветные изображения с раз-

личными значениями яркости 𝐼 демонстрировались в течение 60-секундных

временных интервалов на 24′′ LCD мониторе BenQ с разрешением 1920×1080

пикселей и частотой развертки 60 Гц. Монитор располагался на расстоянии

70–80 см с углом обзора примерно 0,25 рад. Чтобы отвлечь внимание испы-

туемого и дать время для отдыха между демонстрациями портретов Моны

Лизы были 20-секундные временные интервалы.

Всем участникам было необходимо сосредотачивать свое внимание на

изображениях во время каждого предъявления. Для каждого участника весь

эксперимент длился около 15 минут, включая 120-секундные записи фоновой

активности мозга до и после предъявления стимулов. Во время эксперимента
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Рис. 2.27: Схематическое представление эксперимента.

предъявлялись изображения с различной яркостью 𝐼 случайным образом, а

электрическая активность мозга записывалась с использованием усилителя

BE Plus LTM, произведенной EB Neuro S.p.a., Флоренция, Италия. Использо-

вался метод монополярной регистрации и классическая система расстановки

электродов 10–20.

Поскольку эта картинка содержит много мелких деталей, увеличиваю-

щаяся контрастность позволяет испытуемому различать все больше и больше

деталей, так что в конечном итоге портрет Моны Лизы будет полностью рас-

познан. Распознавание изображения проходит через несколько уровней вос-

приятия, которые включают в себя низкий (или базовый) уровень, соответ-

ствующий восприятию силуэта Моны Лизы, и высокие уровни восприятия,

связанные с детальным распознаванием черт лица и фона. Таким образом,

представленные зрительные стимулы могут иметь несколько порогов воспри-

ятия.
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В экспериментах приняли участие двадцать здоровых неоплачиваемых

добровольцев, 12 мужчин и 8 женщин в возрасте от 20 до 43 лет с нормальным

или скорректированным до нормального уровнем остроты зрения.

В эксперименте были использованы 10 разных значений 𝐼 от 0.1 до 1.0

с шагом 0.1. Значения 𝐼 = 0 и 𝐼 = 1 соответствуют 0% и 100% естественной

яркости пикселей изображения.

Для количественной оценки когерентности рассчитывается время кор-

реляции сигналов ЭЭГ. Большее время корреляции конкретного сигнала ЭЭГ

указывает на более сильное когерентное поведение соответствующей нейрон-

ной популяции. Основываясь на результатах, полученных в ходе численного

эксперимента, можно предположить, что время корреляции будет проявлять

локальный максимум, когда 𝐼 проходит через порог восприятия. В соответ-

ствии с этим глобальная сетевая когерентность может быть определена как

количество сигналов ЭЭГ, демонстрирующих максимальное время корреля-

ции при данном уровне контрастности. Зависимость этой меры от контраст-

ности изображения изображена на рисунке 2.28, где разные кривые соответ-

ствуют разным испытуемым. Видно, что глобальная сетевая когерентность

имеет максимум при низких значениях контрастности изображения (𝐼 < 0.2)

и в диапазоне значений 0.5 < 𝐼 < 0.8.

В первом случае (область I) локальные максимумы когерентности на-

блюдаются для всех испытуемых в узком диапазоне. Это соответствует ней-

ронной когерентности, вызванной низкоуровневым восприятием силуэта Мо-

ны Лизы. Этот результат подтверждается когерентной нейронной активно-

стью в затылочной и теменной областях (Рис. 2.28, б). В области III локаль-

ные максимумы распределены в широком диапазоне значений контрастно-

сти. Когда контрастность увеличивается, дополнительный объем визуальной

информации вызывает резкое возрастание глобальной согласованности сети.
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Рис. 2.28: Экспериментальные результаты, демонстрирующие когерентный резонанс вблизи по-
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вая соответствует одному испытуемому). Большинство локальных максимумов сосредоточено в

областях I и III, соответствующих распознаванию изображений и портретной идентификации

соответственно. (Нижняя панель) Распределение когерентных каналов среди испытуемых. (б)

Когерентность мозга для разных контрастностей изображения: (I) 𝐼 = 0.2, (II) 𝐼 = 0.5, (III)

𝐼 = 0.8, и (IV) 𝐼 = 0.9 для одного испытуемого.
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Собственный шум мозга, индивидуальный для каждого испытуемого, опре-

деляет положение локальных максимумов. Нижняя панель на рисунке 2.28

(а) свидетельствует о том, что каждый испытуемый имеет один локальный

максимум в области III. Примечательно, что пики в области III намного вы-

ше, чем в области I, то есть размер нейронной сети, вовлеченной в сенсорную

обработку, максимален в области III. На рисунке 2.28 (б) этот случай харак-

теризуется когерентным поведением лобных и затылочно-теменных областей

мозга. И, наконец, возбуждение когерентной динамики распределенной се-

ти наблюдается для определенных уровней контрастности (область III). Для

других областей, где значения контрастности меньше (область II) или боль-

ше (область IV), чем контрастность в области III, распределенная структура

мозга не возбуждается, а сенсорная обработка затрагивает зрительную об-

ласть.

Имея в виду, что когерентность является ключевым механизмом ней-

ронной коммуникации, предполагается, что увеличение когерентности в лоб-

ной и затылочно-теменной областях способствует их эффективному взаимо-

действию в различных полосах частот. Чтобы доказать эту гипотезу, про-

водится реконструкция сети мозга из сигналов ЭЭГ с использованием вей-

влетной бикогерентности. Этот подход позволяет найти связь между парой

областей мозга с точки зрения синхронизации между соответствующими сиг-

налами ЭЭГ в конкретной полосе частот.

Связи между областями мозга были получены из анализа сигналов

ЭЭГ, записанных с 𝑀 = 19 электродов (таблица 2.1), размещенных на стан-

дартных позициях международной расстановки 10–20 (рисунок 2.28). Вей-

влетный энергетический спектр в частотном диапазоне 𝑓 ∈ [0, 30] Гц для

каждого временного ряда для 𝑝-го сенсора рассчитывается как
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𝐸𝑝(𝑓, 𝑡) =

⎯⎸⎸⎷𝑓

[︃∫︁ 𝑡+4/𝑓

𝑡−4/𝑓

𝑋𝑝(𝑡)𝜓*(𝑓, 𝑡)𝑑𝑡

]︃2
, (2.24)

где 𝜓(𝑓, 𝑡) - материнская вейвлет-функция, а “*” означает комплексное сопря-

жение. В качестве материнской вейвлет-функции был выбран вейвлет Морле,

часто используемый для анализа нейрофизиологических данных, определяе-

мый как

𝜓(𝑓, 𝑡) =
√︀
𝑓𝜋1/4e𝑗𝜔0𝑓(𝑡−𝑡0)e𝑓(𝑡−𝑡0)

2/2, (2.25)

где 𝜔0 = 2𝜋 - параметр вейвлета, а 𝑡0 - сдвиг вейвлета по времени.

Таблица 2.1: Параметры эксперимента

Параметр Значение

Âðåìÿ çàïèñè ôîíîâîé ÝÝÃ 120 ñåê

Âðåìÿ ïðåäúÿâëåíèÿ êàæäîãî âèçóàëüíîãî ñòèìóëà 60 ñåê

Âðåìÿ îòäûõà ìåæäó ïðåäúÿâëåíèÿìè ñòèìóëà 20 ñåê

Êîëè÷åñòâî ïðåäúÿâëåíèé âèçóàëüíîãî ñòèìóëà 10

Îáùàÿ äëèòåëüíîñòü ýêñïåðèìåíòà 920 ñåê

Ðàñïîëîæåíèå ýëåêòðîäîâ Ìåæäóíàðîäíàÿ ñèñòåìà 10-20

×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè çàïèñè ÝÝÃ 250 Ãö

Ôèëüòðàöèÿ çàïèñè ÝÝÃ 1�30 Ãö

Ðàññìàòðèâàåìûå êàíàëû ÝÝÃ 𝑂1, 𝑂2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃𝑧, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶𝑧, 𝐹3, 𝐹4,

𝐹𝑧, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝐹7, 𝐹8, 𝐹𝑝1, 𝐹𝑝2

Ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû 𝛼-äèàïàçîí (8�12 Ãö),

𝛽-äèàïàçîí (15�30 Ãö)

Для оценки степени взаимодействия между двумя каналами ЭЭГ

(𝑥𝑝(𝑡) и 𝑥𝑞(𝑡)) с помощью вейвлетной бикогерентности рассматриваются со-

ответствующие комплексные вейвлетные коэффициенты 𝑊𝑝(𝑓, 𝑡) = 𝑎𝑝(𝑓, 𝑡)+

𝑖𝑏𝑝(𝑓, 𝑡) and 𝑊𝑞(𝑓, 𝑡) = 𝑎𝑞(𝑓, 𝑡) + 𝑖𝑏2(𝑓, 𝑡) и рассчитанные фазы сигналов

𝜑𝑝(𝑓, 𝑡) = arctan
𝑏𝑝(𝑓,𝑡)
𝑎𝑝(𝑓,𝑡)

и 𝜑𝑞(𝑓, 𝑡) = arctan
𝑏𝑞(𝑓,𝑡)
𝑎𝑞(𝑓,𝑡)

. Затем находится относитель-
102



ная разность фаз Δ𝜑(𝑓, 𝑡) = 𝜑𝑞(𝑓, 𝑡)−𝜑𝑝(𝑓, 𝑡) и расчитываются коэффициен-

ты

cosΔ𝜑(𝑓, 𝑡) =
𝑎𝑝(𝑓, 𝑡)𝑎𝑞(𝑓, 𝑡) + 𝑏𝑝(𝑓, 𝑡)𝑏𝑞(𝑓, 𝑡)√︁
𝑎2𝑝(𝑓, 𝑡) + 𝑏2𝑝(𝑓, 𝑡)

√︁
𝑎2𝑞(𝑓, 𝑡) + 𝑏2𝑞(𝑓, 𝑡)

, (2.26)

sinΔ𝜑(𝑓, 𝑡) =
𝑎𝑞(𝑓, 𝑡)𝑏𝑝(𝑓, 𝑡)− 𝑎𝑝(𝑓, 𝑡)𝑏𝑞(𝑓, 𝑡)√︁
𝑎2𝑝(𝑓, 𝑡) + 𝑏2𝑝(𝑓, 𝑡)

√︁
𝑎2𝑞(𝑓, 𝑡) + 𝑏2𝑞(𝑓, 𝑡)

, (2.27)

которые усредняются по всей длине каждого 𝑖-го предъявления стимула (𝜏𝑖 =

60 сек). В результате получаются коэффициенты для 𝑖-го стимула:

(cosΔ𝜑(𝑓, 𝑡))𝜏𝑖 =

∫︁
𝜏𝑖

cosΔ𝜑(𝑓, 𝑡)𝑑𝑡, (2.28)

(sinΔ𝜑(𝑓, 𝑡))𝜏𝑖 =

∫︁
𝜏𝑖

sinΔ𝜑(𝑓, 𝑡)𝑑𝑡, (2.29)

и рассчитывается степень когерентности между парой сигналов ЭЭГ во время

предъявления 𝑖-го стимула как амплитуда взаимного вейвлетного спектра:

𝜎(𝑓)𝜏𝑖 =
√︁

(cosΔ𝜑(𝑓, 𝑡))2𝜏𝑖 + (sinΔ𝜑(𝑓, 𝑡))2𝜏𝑖. (2.30)

Эта функция принимает значения от 0 до 1. Если 𝜎(𝑓)𝜏𝑖 = 0, тогда между

сигналами нет никакой фазовой когерентности на частоте 𝑓 , в противном

случае когерентность есть.

Затем проводится усреднение 𝜎(𝑓)𝜏𝑖 по 𝛼 (8–12 Гц) и 𝛽 (15–30 Гц)

частотным диапазонам. Наконец, рассчитывается когерентность между каж-

дой парой сигналов ЭЭГ во время визуального восприятия в 𝛼 и 𝛽 частотных

диапазонах:

𝜎𝛼,𝛽𝜏𝑖
=

∫︁
𝛼,𝛽

𝜎(𝑓)𝜏𝑖𝑑𝑓. (2.31)

На рисунке 2.29 изображены типичные структуры сети в областях II–

IV, линиями отмечены связи с высокой когерентностью в 𝛼 (красные линии)
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Нейронные связи в a-диапазоне
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Рис. 2.29: Структура связей в мозге в 𝛼 (8–12 Гц; красные линии) и 𝛽 (15–30 Гц; синие линии)

частотных диапазонах для разных контрастностей изображения: (а) 𝐼 = 0.2, (б) 𝐼 = 0.5, (в)

𝐼 = 0.8. Сила связи рассчитывается через вейвлетную бикогерентность.

и 𝛽 (синие линии) частотных диапазонах. Сравнив эти области, можно уви-

деть, что в обоих диапазонах максимальное количество связей образуется в

области III (б), связанной с резонансным нейронным откликом на визуаль-

ный стимул. Структура сети содержит множественные связи, соединяющие

лобную и теменную области мозга.

Известно, что мозговой шум влияет на все функции нервной системы,

от восприятия сенсорных сигналов и до генерации моторных откликов [45].

При сенсорной обработке мозговой шум обычно связан с изменчивостью ней-

ронных откликов на идентичные визуальные стимулы и влияет на зрительное

восприятие на разных стадиях. Перед тем, как визуальная информация об-

рабатывается в мозге, на нее воздействуют сенсорные шумы, возникающие в

сенсорных сигналах и сенсорных рецепторах. Следует отметить, что визуаль-

ная информация также содержит шум, вызванный фотонами, поступающими

в фоторецепторные клетки сетчатки со случайной скоростью, определяемой

пуассоновским процессом. Затем шум в сенсорных рецепторах усиливается

и преобразуется в электрические сигналы. Сенсорный шум можно рассмат-
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ривать как внешний шум. Имея это в виду, влияние внешнего шума было

изучено путем анализа реакции мозга на визуальные стимулы с различным

количеством шума. Это позволило экспериментально пронаблюдать стоха-

стический резонанс реакции мозга за счет изменения амплитуды внешнего

шума [138]. Повышение эффективности обнаружения сигнала в присутствии

внешнего шума было экспериментально обнаружено в работе [139]. Авторы

показали, что испытуемые демонстрировали самые высокие характеристики

восприятия для некоторого оптимального (не нулевого) уровня интенсивно-

сти внешнего шума. Полученные результаты вклад в теорию положительного

влияния шума на обработку сенсорной информации [140].

В отличие от внешних шумов, влияние внутренних шумов мозга яв-

ляется слабо изученным, поскольку параметры этого вида шума контроли-

руются самим мозгом и не могут изменяться экспериментатором. В то же

время влияние внутренних шумов головного мозга изучалось а разных ней-

ронных моделях [141]. Полученные численные результаты свидетельствуют

о том, что оптимальная амплитуда шума мозга вызывает наиболее когерент-

ный отклик сети на внешний сигнал. Влияние внутренних шумов мозга ак-

тивно изучается в клеточных системах. Например, Paszek и др. [142] отмети-

ли, что внутренний шум, приводящий к неоднородности между отдельными

клетками, способствует координации откликов клеточной популяции на воз-

мущение. Kellogg и др. [143] показали, что собственный биохимический шум

улучшает колебания и вовлечение отдельных клеток. Внутренний шум в ней-

ронной сети мозга - это клеточный шум, вызванный случайными процессами,

которые происходят в нейронах на биохимическом и биофизическом уровне.

Они включают в себя производство и деградацию белка, открытие и закры-

тие ионных каналов. Поскольку нейроны выполняют нелинейные операции,

небольшие биохимические и электрохимические колебания могут значитель-
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но изменить отклик целой клетки [44]. Наряду с клеточным шумом суще-

ствует синаптический шум, который появляется, когда нейроны получают

интенсивную синаптическую бомбардировку от тысяч синапсов [144].

Согласно исследованию, представленному в данной главе, внутренний

шум мозга, который влияет на нейронную активность мозга на микроско-

пическом уровне, оказывает положительное влияние на макроскопическом

уровне. А именно, он координирует отклики различных областей мозга и

заставляет их взаимодействовать для эффективной обработки сенсорной ин-

формации. В связи с чем возникает вопрос: постоянны ли параметры соб-

ственного мозгового шума или изменяются во времени, и какие механизмы

лежат в основе изменения его параметров.

Во-первых, предполагается, что внутренний шум мозга является уни-

кальной характеристикой человека, которая определяет изменчивость внут-

ри него при решении простой когнитивной задачи. [145]. В то же время в

недавней работе предполагается, что способности к восприятию могут быть

улучшены с помощью когнитивной тренировки, сопровождаемой снижени-

ем шумовой корреляции [146]. Таким образом, в соответствии с последними

результатами, шум мозга, являющийся индивидуальной характеристикой че-

ловека, может варьироваться в результате когнитивной тренировки с целью

оптимизации эффективности отклика мозга на задачу. Возможность посте-

пенного изменения структуры шума во время тренировки не удивительна.

Известно, что когнитивные тренировки могут даже вызывать морфологиче-

ские изменения в головном мозге [147].

Более интересный вопрос заключается в том, будут ли параметры шу-

ма мозга мгновенно изменяться мозгом при повышении когнитивной нагруз-

ки. Если это так, то разумный вопрос заключается в том, как контролировать

шум мозга, чтобы помочь человеку наиболее эффективно обрабатывать сен-
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сорную информацию во время решения когнитивных задач. Первая работа на

эту тему была опубликована в 2018 году Huidobro и др. [148]. Авторы исполь-

зовали оптогенетическую стимуляцию мозга для изменения уровня шума в

популяции нейронов в соматосенсорной коре мышей. В результате они обна-

ружили, что шумовая стимуляция увеличивает реакцию нейронной активно-

сти. Этот вывод свидетельствует о том, что оптимальная ненулевая интенсив-

ность шумовой стимуляции может привести к улучшению соматосенсорного

восприятия. Спустя несколько месяцев van der Groen и др. [149] применили

эту идею на людях. Они добавляли шум непосредственно в зрительную ко-

ру, используя транскраниальную стимуляцию случайным шумом (tRNS), в

то время как испытуемые выполняли задачу распознавания движений точек.

Было показано, что добавление оптимального количества шума к зрительной

коре может улучшить принятия решений, основанное на восприятии.

Подводя итог, экспериментальные и теоретические исследования

предоставляют доказательства положительного влияния внутреннего шума

мозга на эффективность обработки сенсорной информации и когнитивных

способностей. В то же время влияние шума наблюдается для нейронных

ансамблей в определенных областях, ответственных за решение задач, в ос-

новном в зрительной коре. Согласно данному исследованию, внутренний шум

мозга способствует не только усилению нейронного отклика в определенных

областях мозга, но также индуцирует образование связей между удален-

ными областями мозга. Можно сделать предположение, что эффективная

обработка информации в мозге требует нейронной коммуникации, нейрон-

ная коммуникация требует когерентности, а когерентность, в свою очередь,

достигается за счет когерентного резонанса, вызываемого изменением внут-

реннего шума мозга.
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2.8 Выводы

Таким образом, была изучена система отображений Рулькова, моделирую-

щих поведение нейрона, связанных синаптической связью. Было проанали-

зировано влияние наличия шума в системе и внешнего воздействия на один

нейроноподобный элемент, на замкнутую цепочку из 50 однонаправленно свя-

занных отображений и на сеть из 50 отображений со случайной амплитудой

связи.

Была изучена динамика модели из 𝑁 отображений Рулькова, связан-

ных каждый с каждым со случайной силой связи при наличии внутреннего

шума и оказании на часть отображений внешнего воздействия импульсной

формы при значении управляющих параметров системы, когда все отобра-

жения без оказания воздействия находятся в режиме “молчания”, а при его

наличии переходят в режим непрерывной генерации спайков. Объектом дан-

ного исследования были сигналы с каждого отображения и усредненный по

всем нейронам сигнал. В таких системах был обнаружен эффект группиров-

ки, когда при подачи внешнего воздействия невозбуждаемые нейроны начи-

нают то периодически генерировать спайки, то находиться в режиме молча-

ния. На усредненном сигнале это отражается периодическим образованием

всплесков. Было изучено влияние на него общего числа нейронов в системе,

числа нейронов, на которые оказывается внешнее воздействие, амплитуды

этого воздействия и амплитуды внутреннего шума в системе. Были рассчи-

таны зависимости отношения сигнала к шуму от этих параметров. В иссле-

дуемых системах был обнаружен эффект когерентного резонанса, когда для

определенных значений амплитуды внешнего стимула отношение сигнала к

шуму принимает максимальное значению. Проведено изучение данного явле-

ния при помощи расчета когерентности, степени синхронизации, характерно-
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го времени корреляции и стандартного отклонения амплитуды усредненного

сигнала.

Проведено математическое моделирование восприятия внешнего сиг-

нала с помощью сети биологических нейронов Ходжкина-Хаксли. Последняя

состояла из малой подсети, на которую подавалось внешнее постоянное воз-

действие, и большой подсети, с которой первая была связана однонаправлен-

ными связями. Как и для системы связанных отображений Рулькова, было

проведено исследование влияния амплитуды внешнего воздействия и внут-

реннего шума на динамику системы. Для исследуемой системы так же было

обнаружено явление когерентного резонанса, когда при оптимальном значе-

нии амплитуды внешнего воздействия когерентность в системе принимает

максимальное значение. Было показано, что, в зависимости от внутреннего

шума, обнаруженная резонансная зависимость от внешнего воздействия мо-

жет менять свою форму, увеличивая область максимальной когерентности,

что характерно для малого шума. При большом шуме динамика системы пе-

рестает зависеть от внешнего воздействия.

Для апробации полученных результатов было проведено эксперимен-

тальное исследование, в ходе которого испытуемому демонстрировались ви-

зуальные стимулы в качестве портретов Моны Лизы с разной степенью кон-

трастности, и параллельно снималась электроэнцефалограмма (ЭЭГ) голов-

ного мозга. По полученным данным были рассчитана мера когерентности в

зависимости от контрастности изображения, и обнаружено, что существуют

оптимальные значения контрастности, при которых количество каналов ЭЭГ

с максимальной когерентностью максимально, при чем это значение индиви-

дуально для каждого человека. Показано, что данное явление способствует

образованию большего числа связей между различными каналами в головном

мозге.
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Глава 3

Управление химероподобным состоянием в сети

бистабильных нейронов Ходжкина-Хаксли с помощью

внешнего сигнала

3.1 Введение

Важным вопросом в настоящее время является задача управления мультиста-

бильными состояними в ансамблях нейроподобных элементов. Представляет

большой научный интерес задача исследования возможности установления

химероподобного состояния в сети бистабильных нейронов Ходжкина-Хаксли

под внешним воздействием при различных топологий связи. На данный мо-

мент химерное состояние, демонстрирующее сосуществование синхронных и

асинхронных подгрупп осцилляторов внутри полного ансамбля [49–54], пред-

ставляет собой активно исследуемый тип коллективного эффекта, который

отражает реальное поведение физических [56–60], экологических [61–63] и

других систем.

Образование химер анализировалось в сетях простых нейронноподоб-

ных осцилляторов Ходжкина-Хаксли, а именно в моделях ФитцХью-Нагумо

и Хиндмарш-Розе. Например, в работе [64] авторы изучали синхронизацию в

сетях нейронов Хиндмарш-Роуз с раличными топологиями: случайной, регу-

лярной, “малый мир”, безмасштабной и модульной. Они продемонстрировали

появление химероподобных состояний в небольших модульных сетях и сетях с

топологией “малый мир”. Коллективную динамику в нейронной сети обычно
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рассматривают, предполагая, что каждый нейрон в сети не демонстрирует

мультистабильности. В работе [66] было показано, что биологически реле-

вантная модель нейрона Ходжкина-Хаксли демонстрирует бистабильность

в узком диапазоне параметров управления вблизи порога возбуждения. По-

этому возникает значительный интерес изучения химероподобного состояния

в сети бистабильных нелинейных нейроподобных осцилляторов Ходжкина-

Хаксли.

Хотя в последние годы самоорганизации в нейронных ансамблях уде-

ляется большое внимание, многие явления все еще остаются малоизученны-

ми. Кроме того, было обнаружено множество новых неожиданных эффек-

тов. Долгое время считалось, что сеть взаимосвязанных элементов может

демонстрировать либо полностью синхронное, либо асинхронное поведение.

На данный момент химерное состояние, демонстрирующее сосуществование

синхронных и асинхронных подгрупп внутри целого ансамбля [49, 50], пред-

ставляет собой захватывающий тип коллективного эффекта, который отра-

жает реальное поведение физических [56–60], экологических [61–63] и даже

социальных систем [150]. Считается, что химерные состояния являются ха-

отическими переходными процессами, которые в конечном итоге превраща-

ются в синхронизированное состояние [151, 152]. Например, в работе [153]

авторы продемонстрировали что небольшие химеры в динамике локального

потока массива магнитно-связанных сверхпроводящих квантовых интерфе-

ренционных устройств (SQUIDs), управляемых внешним полем, возникают

через переходный хаос.

Химерные состояния в нейронных системах были тщательно изуче-

ны в связи с их многообещающим применением в нейронауке [48]. В частно-

сти, химерное состояние может иметь отношение к множеству нервных рас-

стройств, включая болезни Альцгеймера и Паркинсона, эпилепсию, опухоли
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головного мозга и др. [154–156]. Несмотря на отсутствие экспериментальной

верификации химерных состояний в нейронных системах из-за их необычай-

ной сложности [157], это явление широко анализировалось в сетях упрощен-

ных нейронов Ходжкина-Хаксли, а именно в моделях ФитцХью-Нагумо и

Хиндмарш-Розе. Например, в работе [64] авторы изучали синхронизацию в

сетях нейронов Хиндмарш-Роуз с раличными топологиями: случайной, регу-

лярной, “малый мир”, безмасштабной и модульной. Они продемонстрировали

появление химероподобных состояний в некоторых небольших модульных се-

тях и с топологией “малый мир”.

За последние несколько лет ряд фундаментальных эффектов был

обнаружен в модельных нейронных сетях. В последних работах сообща-

ется о множестве паттернов химер в мультиплексных сетях [158–161]. На-

пример, связь между когерентным резонансом и химерным состоянием бы-

ла обнаружена в сети возбудимых элементов [52, 162]. Химерные состояния

также наблюдались в эмпирических мозговых сетях, а именно у почвен-

ных червей [163], котов [164] и здоровые люди с использованием данные

диффузионно-взвешенной магнитно-резонансной томографии (МРТ) [165]. В

последнее время особый интерес проявляется к выявлению химерных состо-

яний в нейронных гиперсетях и сетях сетей [166, 167]. В данном контексте

анализ модельных нейронных сетей остается сложной задачей, поскольку су-

ществует ряд новых интригующих нетривиальных эффектов, которые заслу-

живают тщательного рассмотрения.

Сосуществование различных состояний мозга является еще одной важ-

ной проблемой, которая также должна учитываться при изучении динамики

нейронов [168]. Переключения между такими сосуществующими состояния-

ми играют важную роль в передаче сигналов клетки и нейрональных взаи-

модействиях [169–171]. Как правило, каждая клетка получает данные от ты-
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сяч клеток, опосредованных многими различными нейротрансмиттерами, и,

следовательно, модифицирует постсинаптический потенциал путем возбуж-

дения или подавления [172]. Связь между клетками происходит при синап-

тических контактах, когда поступающий потенциал действия высвобожда-

ет нейротрансмиттер, таким образом влияя на постсинаптический потенци-

ал клетки-мишени. Считается, что сосуществующие динамические режимы

имитируют различные состояния мозга, представляющие конкретные объек-

ты восприятия, которые могут быть выбраны путем предоставления нейрон-

ной сети входных данных, соответствующих начальному состоянию [173–175].

Кроме того, сосуществование множества состояний в мозге было предложено

в качестве основного механизма для ассоциативной памяти и распознавания

образов в нейронных системах [145,176,177].

Коллективную динамику в нейронной сети обычно рассматривают,

предполагая, что каждый нейрон в сети является моностабильным. Одна-

ко, согласно [66], модель Ходжкина-Хаксли демонстрирует бистабильность в

узком диапазоне параметров управления вблизи порога возбуждения. Режим

бистабильности в колебательных системах, как известно, представляет осо-

бый интерес из-за множества скрытых неожиданных явлений. В частности,

Некоркин и др. [51, 178] обнаружили теоретически и экспериментально как

амплитудные, так и фазовые химеры в сети электронных осцилляторов, по-

строенной на основе общей бистабильной модели с самовозбуждением. Что

касается нейронных моделей, то стоит упомянуть недавнюю работу [179], в

который был обнаружен нелогичный эффект в нейронной сети бистабильных

нейронов Ходжкина-Хаксли, где спайковое поведение переходило в устойчи-

вое состояние при возбуждении связи. Причина этого заключается в сосу-

ществовании активных и молчащих нейронных популяций в нейронной сети,

что можно назвать состоянием химеры.
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В данной главе проводится подробный численный анализ химеро-

подобного состояния в сложных сетях связанных бистабильных нейронов

Ходжкина-Хаксли с возбуждающими связями с сосуществованием активных

и молчащих нейронных подгрупп. Особое внимание уделяется прекращению

генерации спайков нейронами при нейронном взаимодействии и выявлении

условий для возникновения специфического типа химероподобного состояния

в сети нейронов Ходжкина-Хаксли. В отличие от работы [180], где переходы

между сосуществующими состояниями были вызваны шумом, в рассматри-

ваемой модели химероподобное состояние возникает в полностью детермини-

рованной системе. Рассматривая различные топологии сети, безмасштабную,

“малый мир” и случайную, дедонстрируется устойчивость наблюдаемых хи-

мероподобных паттернов к структурным свойствам сети. Показывается, что

топология играет важную роль в устойчивости отдельных узлов и, следова-

тельно, влияет на возбудимость химероподобного состояния во всей сети.

3.2 Управление динамикой одиночного бистабильного

нейрона Ходжкина-Хаксли

Для начала рассмотрим динамику одиночного бистабильного нейрона

Ходжкина-Хаксли. Временная эволюция мембранного потенциала и ворот-

ных переменных одного нейрона в отсутствии шума описывается следующей

системой дифференциальных уравнений (2.11,2.12), за исключением отсут-

ствия в них синаптического тока 𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖 и шума 𝜉𝑥𝑖
(𝑡).

Решение данной системы дифференциальны уравнений проводилось

с помощью метода Рунге-Кутты 4-го порядка с фиксированным шагом по

времени Δ𝑡 = 10 мкс.

Внешний ток 𝐼𝑒 является управляющим параметров для динамики

нейрона. В зависимости от его значения, нейрон Ходжкина-Хаксли может
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Рис. 3.1: (а) Бифуркационная диаграмма одиночного нейрона Ходжкина-Хаксли в зависимости от

внешнего тока 𝐼𝑒. Здесь, НТ и ПЦ означают, соответственно, неподвижную точку и предельный

цикл. (б) Устойчивость бассейна притяжения аттрактора неподвижной точки. Серым отмечена

область бистабильности, в которой сосуществуют неподвижная точка (непрерывная линия) и

предельный цикл (пунктирная линия).

находиться либо в режиме “молчания” (неподвижная точка), либо в режиме

генерации спайков (предельный цикл). Keener и Sneyd в своей работе [66]

продемонстрировали существование бистабильности в узком диапазоне 𝐼𝑒,

где эти два аттрактора сосуществуют. На рисунке 3.1 эта область обозна-

чена серым цветом. При 𝐼𝑒 < 6.24 мкА/см2 существует только устойчивая

неподвижная точка, в то время как при 𝐼𝑒 ≥ 9.78 мкА/см2 существует толь-

ко устойчивый предельный цикл. Таким образом, бифуркация происходит

при 𝐼𝑒 = 6.24 мкА/см2, где нейрон начинает генерировать спайки при опре-

деленных начальных условиях. Согласно [66] дальнейшее увеличение внеш-

него тока приводит к переходу в неподвижную точку через бифуркацию

Андронова-Хопфа. Т.к. в данном случае интерес представляет динамика би-

стабильного нейрона, мы рассмотрение ограничивается областью бистабиль-

ности 6.24 ≤ 𝐼𝑒 < 9.78 мкА/см2.
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Важно отметить, что относительный объем бассейна притяжения ат-

трактора неподвижной точки, рассчитанного с помощью анализа устойчиво-

сти бассейна (BS) [181, 182], резко уменьшается по мере увеличения внеш-

него тока после прохождения точки бифуркации при 𝐼𝑒 = 6.24 мкА/см2

[рис. 3.1(б)]. Для осуществления анализа устойчивости бассейна уравнения

(2.11)–(2.12) интегрируются 𝑀 = 4000 раз в течении 𝑡 = 2 с, при этом каж-

дый раз выбираются случайные начальные условия. Размер бассейна непо-

движной точки определяется как 𝐵𝑆НТ = 𝑀НТ/𝑀 , где 𝑀НТ – количество

траекторий, сходящихся к аттрактору неподвижной точки.

Несмотря на то, что область притяжения неподвижной точки очень

мала, переключение между неподвижной точкой и предельным циклом воз-

можно, если значение внешнего тока 𝐼𝑒 резко увеличивается. Рассмотрим те-

перь динамику одного нейрона Ходжкина-Хаксли, возмущенного коротким

возмущением ̃︀𝐼𝑒(𝑡) внешнего тока, моделируемого ступенчатой функцией
̃︀𝐼𝑒(𝑡) = 𝐼𝑒 + 𝐼𝑒0 [𝐻(𝑡− 𝑡0)−𝐻(𝑡− 𝑡0 −Δ𝑡)], (3.1)

где 𝐼𝑒0 – амплитуда постоянного внешнего тока,𝐻(∙) – функция Хевисайда, 𝑡0

– момент времени, когда подается возмущение, Δ𝑡 – длительность короткого

импульса внешнего тока.

Влияние возмущения внешнего тока показано на рисунке 3.2. Были

выбраны следующие параметры: постоянный внешний ток зафиксирован рав-

ным 𝐼𝑒 = 6.5 мкА/см2, что соответствует размеру бассейна 𝐵𝑆НТ ≈ 2× 10−3,

длительность импульса Δ𝑡 = 5 мс, амплитуда импульса 𝐼𝑒0 = 4 мкА/см2.

Выбранные значения амплитуды и длительности импульса сравнимы

с таковыми для одного нейрона при его взаимодействии с другими нейронами

в сети. Переход с неподвижной точки на предельный цикл [Рис. 3.2(а)–3.2(в)]

не требуют большой амплитуды импульса, потому что область притяжения

предельного цикла намного больше, чем размер бассейна неподвижной точ-
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Рис. 3.2: (Левая колонка) Временные зависимости мембранного потенциала 𝑉 одиночного нейро-

на и внешнего тока 𝐼𝑒 и (правая колонка) фазовые портреты на плоскости (𝑉, 𝑛). (а)–(в) Переход

с неподвижной точки на предельный цикл. (г)–(е) Сохранение предельного цикла, когда внешний

импульс подается в неправильной фазе (𝑡0 = 191.5 мс). (ж)–(и) Переход с предельного цикла на

неподвижную точку (𝑡0 = 192 мс). Красный, синий пунктир и зеленый цвета означают, соответ-

ственно, стадии нейрона до, во время и после подачи импульса.

ки. Следовательно, относительно небольшое возмущение внешнего тока мо-

жет заставить нейрон покинуть область притяжения неподвижной точки. В

свою очередь, обратный переход, с предельного цикла на неподвижную точ-

ку [Рис. 3.2(ж)–3.2(и)], гораздо более чувствителен к параметрам импульса,

особенно к моменту времени 𝑡0, когда внешний импульс подается на ней-

рон. Например, если возмущение подается на неподходящей фазе траекто-

рии предельного цикла, когда она проходит далеко от бассейна притяже-

ния неподвижной точки, аттрактор не изменится (Рис. 3.2(г)–3.2(е)). После

небольшого отклонения траектории нейрон возвращается обратно к аттрак-
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тору предельного цикла и продолжает генерировать спайки. Напротив, если

динамика нейрона возмущается в правильной фазе, когда фазовая траекто-

рия проходит вблизи неподвижной точки, изменение внешнего тока переклю-

чает состояние нейрона в неподвижную точку (Рис. 3.2(ж)–3.2(и)). Следует

отметить, что разница между правильной и неправильной фазой для пере-

ключения очень мала и равна приблизительно 0.5 мс, поскольку неподвижная

точка находится очень близко к предельному циклу в фазовом пространстве.

Следовательно, переход с предельного цикла на неподвижную точку возмо-

жен только в пределах узкого временного окна в течение периода колебаний.

3.3 Коллективная динамика в сети нейронов

Ходжкина-Хаксли

Теперь перейдем к исследованию коллективной динамики нейронной сети, со-

стоящей из 𝑁 = 100 бистабильных нейронов Ходжкина-Хаксли. Для модели-

рования сетевых взаимодействий вводится химическая синаптическая связь

(2.22), ии система описывается уравнениями (2.11-2.18), но за одним исклю-

чением: в уравнении (2.12) отсутствует 𝜉𝑥(𝑡), т.к. в рассматриваемой системе

отсутствует шум.

Рассмотрим, как топология сети влияет на коллективную динамику

связанных бистабильных нейронов Ходжкина-Хаксли. Сети трех различных

топологий, безмасштабной, малого мира и случайной, схематично представ-

лены, соответственно, на левых панелях рис. 3.3(а), 3.3(б) and 3.3(в). В ре-

альных нейронных ансамблях свойство малого мира определяет нейронные

связи на анатомическом уровне [183,184], тогда как безмасштабная топология

присуща функциональным сетям мозга и определяет взаимодействие между

отдельными областями мозга посредством низкочастотной колебательной ко-

герентности [185,186]. Матрица связей для безмасштабной сети сгенерирова-
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на с использованием алгоритма Барабаши-Альберта [187], который создает

граф с 𝑁 = 100 узлами, каждый из которых устанавливает 5 связей с сосе-

дями. Топология малый мир генерировалась с использованием модели Ватца

и Строгаца [188] с параметрами 𝛽 = 0.3 и 𝐾 = 5. Параметр 𝛽 является ве-

роятностью того, что конкретная связь в изначально регулярной топологии

будет случайным образом переопределена, а𝐾 – средняя степень. Полностью

случайная сеть генерируется как предельный случай модели Ватца-Строгаца

при 𝛽 = 1, что означает, что все звенья изначально регулярной топологии

случайным образом переопределены.

Затем проанализируем, как зависит динамика нашей сети от двух

управляющих параметров: внешнего тока 𝐼𝑒 и максимальной проводимо-

сти синаптического канала 𝑔𝑐, которая, по сути, является силой связи меж-

ду нейронами. В то время как первый определяет индивидуальную дина-

мику каждого нейрона Ходжкина-Хаксли, последний контролирует коллек-

тивную динамику всей сети, то есть сосуществование неактивных и актив-

ных нейронных ансамблей. Для начала количественно определим состояние

нейронной сети как относительное число нейронов, генерирующих спайки,

𝑁 ′
𝑠𝑝 = 𝑁𝑠𝑝/𝑁 , где 𝑁𝑠𝑝 это общее количество активных нейронов в сети. На

рисунках 3.3(г), 3.3(д) и 3.3(е) изображены двухпараметрические зависимо-

сти 𝑁 ′
𝑠𝑝 от 𝑔𝑐 и 𝐼

𝑒 для, соответственно, трех топологий связи: безмасштабная,

малый мир и случайная. Как было показано в главе 3.2, значение внешне-

го тока 𝐼𝑒 = 6.24 мкА/см2 является пороговым, ниже которого существует

только устойчивая неподвижная точка для одиночного нейрона Ходжкина-

Хаксли. Очевидно, что ниже порогового значения такое же неактивное пове-

дение также происходит и в нейронной сети независимо от топологии сети.

На рис. 3.3(г)–3.3(е) это пороговое значение отмечено белой пунктирной го-

ризонтальной линией. Видно, что под этой линией все нейроны находятся в
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Рис. 3.3: Возникновение химерных состояний в нейронных сетях различной топологии. (а)–(в)

Безмасштабная, малый мир и случайная топологии сети (левые панели) и соответствующие им

функции распределения вероятности (PDF) степени узлов 𝐷 (правые панели). Черные, серые

и пустые точки в сетях обозначают, соответственно, узлы с высокой, средней и низкой степе-

нью. Пунктирные линии и точки на графиках PDF показывают, соответственно, теоретические

и эмпирические зависимости. (г)–(е) Двухпараметрические зависимости относительного числа

активных нейронов, генерирующих спайки (𝑁 ′
𝑠𝑝), от силы связи 𝑔𝑐 и внешнего тока 𝐼𝑒 для со-

ответствующих топологий. Белые пунктирные линии показывают границы между различными

типами коллективной динамики: молчание (желтый), генерация спайков (черный) и химеропо-

добное состояние (оранжевый). (ж)–(и) Зависимости относительного числа активных нейронов,

генерирующих спайки (𝑁 ′
𝑠𝑝), от 𝑔𝑐 при 𝐼𝑒 = 6.75 (черные пунктирные линии на (г)–(е)). Динамика

сети в точках А, Б и В показана на рисунке 3.4.

режиме молчания, т.е. 𝑁 ′
𝑠𝑝 = 0 для всех 𝑔𝑐. Однако, если внешний ток пре-

вышает порог (𝐼𝑒 > 6.24 мкА/см2), при конкретных значениях управляющих

параметров происходит переход между состояниями “все нейроны генериру-

ют спайки” (черная область) и “все нейроны молчат” (желтая область).

Очевидно, что увеличение 𝑔𝑐 приводит к увеличению синаптического

тока 𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖 , который играет роль короткого внешнего импульса, подаваемого
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на один нейрон, как это было в главе 3.2. Согласно приведенному выше об-

суждению динамики отдельных нейронов Ходжкина-Хаксли, поступление на

нейрон импульса синаптического тока посредством возбуждающей связи с

соседями может прекратить его генерацию спайков. Также, чем больше 𝐼𝑠𝑦𝑛𝑖 ,

тем больше вероятность перехода нейрона в неактивное состояние. Интерес-

но, что переход “все нейроны генерируют спайки”→ “все нейроны молчат” не

происходит резко, появляется промежуточное состояние с сосуществующи-

ми активными и молчащими нейронными субпопуляциями, которыое можно

называть специфическим типом химер в сети бистабильных нейронов.

Стоит отметить, что подобные химероподобное состояния в сетях би-

стабильных элементов ранее были описаны в других работах [54, 60, 189]. В

частности, Shchapin и др. [178] обнаружили амплитудные и фазовые химеры

как теоретически, так и экспериментально в сети электронных осцилляторов,

построенных на основе общей бистабильной модели с самовозбуждением. Они

заметили, что сеть бистабильных элементов разделяется на две подсети с раз-

ной динамикой. Это новое состояние называлось химерным состоянием.

Как видно из рисунков 3.3(г)–3.3(е) возникновение химероподобного

состояния в сети бистабильных нейронов является универсальным эффек-

том независимо от топологии сети. Тем не менее, структурные свойства ней-

ронных сетей сильно влияют на размер химероподобных паттернов в пара-

метрическом пространстве. В частности, самая маленькая область химеро-

подобного состояния наблюдается в сети с безмасштабной топологией, тогда

как самая большая область соответствует случайной топологии. Более того,

уменьшение количества активных нейронов при росте 𝑔𝑐 является достаточно

плавным в случайной сети и в “малом мире” [Рис. 3.3(з) and 3.3(и)]. В отли-

чие от этого, переход к режиму молчания в безмасштабной сети очень резкий

[Рис. 3.3(ж)]. Согласно [190], сети с низким уровнем связности, например, со-
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Рис. 3.4: Иллюстрация химерного состояния для разных типов сетей нейронов Ходжкина-Хаксли.

(а)–(в) Распределение межспайковых интервалов (ISI) и (г)–(е) пространственно-временные пат-

терны для разных топологий сети: (а,г) безмасштабная (𝑔𝑐 = 0.0175 мСм/см2, точка А на

рис. 3.3), (б,д) “малый мир” (𝑔𝑐 = 0.0275 мСм/см2, точка Б на рис. 3.3) и (в,е) случайная

(𝑔𝑐 = 0.0325 мСм/см2, точка В на рис. 3.3). Внещний ток для всех случаев равен 𝐼𝑒 = 7.4 мкА/см2.

вершенно случайные или малый мир (см. распределения степени узлов на

рис. 3.3(б) и 3.3(в)) постепенно приспосабливаются к изменению параметров

управления, что приводит к плавному изменению их глобального состояния.

Таким образом, химероподобное состояние, являясь промежуточным состоя-

нием между случаями, когда все нейроны генерируют спайки и когда все они

находятся в режиме молчания, более выражены в подобных сетях.

Напротив, высокосвязанная безмасштабная сеть (см. распределение

степеней узлов на рис. 3.3(а)) реагирует на изменения управляющего пара-

метра в виде критических переходов. В этой сети небольшие возмущения

глобально когерентных состояний компенсируются за счет связанных сосед-

них элементов, так что качественные изменения в динамике сети происходят

внезапно вблизи критической точки. Это объясняет относительно небольшой

размер области химеры в безмасштабной сети по сравнению с малым миром

и случайной сетью. Важно отметить, что число активных нейронов в хи-

мерной области плавно изменяется по отношению к параметрам управления,
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независимо от топологии сети. Это дает возможность контролировать размер

области спайков путем изменения параметров управления.

Типичные химерные паттерны для нейронных сетей с различной топо-

логией изображены на рисунке 3.4. Эти состояния соответствуют значениям

параметров в точках А, Б и В на рис. 3.3. Для лучшей визуализации элементы

сети были отсортированы по межспайковому интервалу (ISI), представленно-

му на рис. 3.4(а)–3.4(в). Здесь ISI= 0 соответствует молчащим нейронам. Как

видно из рисунков 3.4(г)–3.4(е) при определенных условиях все сети самоор-

ганизуются, образуя ярко выраженные химерные паттерны сосуществующих

молчащих и синхронизированных по фазе популяций нейронов.
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каждой топологий, равна, 𝑔𝑐 = 0.0175 мСм/см2, 𝑔𝑐 = 0.0275 мСм/см2 и 𝑔𝑐 = 0.0375 мСм/см2 для

безмасштабной, малого мира и случайной сети соответственно.
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Рассмотрим теперь процесс формирования когерентных паттерном

при увеличении внешнего тока 𝐼𝑒 с точки зрения топологических свойств

сети. В левых столбцах на рис. 3.5(а)–3.5(в) изображены нейронные попу-

ляции активных (закрашенные узлы) и молчащих (пустые узлы) элементов

для разных значения внешнего тока 𝐼𝑒 и фиксированной максимальной про-

водимости 𝑔𝑐 для каждой топологии сети (рис. 3.3). Видно, что после актива-

ции нейронов они продолжают генерировать спайки с увеличением 𝐼𝑒 (сверху

вниз на рис. 3.5), вовлекая все больше и больше нейронов в режим генерации

спайков. Очевидно, что на такое поведение влияет структура сети. Другими

словами, вероятность активации отдельного узла тесно связана с его степе-

нью. Правые столбцы на рис. 3.5(а)–3.5(в) свидетельствуют о том, что узлы с

более низкой степенью с большей вероятностью будут переключаться с режи-

ма молчания на генерацию спайков с увеличением 𝐼𝑒. Это происходит из-за

того, что узел с низкой степенью плохо взаимодействует с другими элемен-

тами сети и не имеет достаточного количества вспомогательных входнов для

того, чобы вернуться в исходное положение, т. е. к менее стабильному ат-

трактору неподвижной точки. Напротив, на узел с высокой степенью сильно

влияет возбуждающие связи, суммируемые по многим сетевым узлам, что

делает НТ (состояние молчания) более устойчивым и снижает вероятность

перехода динамики этого узла на предельный цикл (режим генерации спай-

ков).

Данное свойство является универсальным по отношению к топологии

сети. Более того, оно дает представление о связи между размером области

химероподобного состояния и топологией сети. Можно видеть, что сеть с без-

масштабной топологией характеризуется большим количеством узлов с низ-

кой степенью, что определяет быстрый рост популяции активных нейронов

и, следовательно, быстрый переход от “все нейроны молчат” к “все нейроны
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Рис. 3.6: Частичное прерывание спайковой активности в безмасштабной сети бистабильных

нейронов Ходжкина-Хаксли при небольшом изменении внешнего тока ̃︀𝐼𝑒. (а) Распределение

межспайковых интервалов (ISI), усредненных по 100-мс интервалу после подачи импульса. (б)

Пространственно-временная динамика при воздействии внешнего испульса тока. Стрелка указы-

вает момент времени 𝑡0, когда был подан импульс.

генерируют спайки” и наоборот. В свою очередь, “малый мир” и случайная

сеть имеют ярко выраженное распределение степеней узлов, что обеспечивает

плавный рост активной подгруппы.

3.4 Управление химероподобным состоянием в сети

бистабильных нейронов Ходжкина-Хаксли

Теперь обратимся к проблеме возбудимости химероподобного состояния с ча-

стично активными нейронами при коротком импульсе внешнего тока, пода-

ющегося на всю сеть. Как показано в главе 3.2, импульс индуцирует переход

одного нейрона из состояния покоя в состояние генерации спайков и наобо-

рот. Таким образом, можно ожидать, что небольшое возмущение полностью
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активной нейронной сети вызовет частичное или полное прекращение спай-

ковой активности.

По аналогии с главой 3.2 будем добавлять короткий (Δ𝑡 = 5мс) им-

пульс к внешнему току в момент 𝑡0 = 405 мс в форме ступенчатой функции,

задаваемой уравнением (3.1). Чтобы проверить устойчивость сети, мы вво-

дим небольшое отклонение внешнего тока 𝐼𝑒0 = 0.5 мкА/см2 к сети, в которой

все нейроны генерируют спайки, в окрестности границы химероподобного со-

стояния при следующих параметрах: 𝐼𝑒 = 7 мкА/см2, 𝑔𝑐 = 0.0025 мСм/см2.

На рисунке 3.6(б) изображена эволюция безмасштабной сети при введении

внешнего возмущения. Видно, что некоторые активные нейроны (𝑖 ≤ 35)

устойчивы в внешнему возмущению и остаются в режиме генерации спайков,

в то время как остальные нейроны (𝑖 ≥ 36) изменяют свою динамику на ста-

ционарную. Подобно одному нейрону Ходжкина-Хаксли, вся нейронная сеть

также чувствительна к моменту времени (или фазе), когда подается внешнее

возмущение.

На рисунке 3.7 изображены зависимости относительного размера ак-

тивной нейронной популяции 𝑁𝑠𝑝/𝑁 от времени подачи внешнего возмуще-

ния. Видно, что эта зависимость имеет ярко выраженный минимум незави-
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Рис. 3.7: Зависимости относительного размера активной нейронной популяции 𝑁𝑠𝑝/𝑁 от времени

подачи внешнего испульса 𝑡0 в течение одного периода между спайками для (1) безмасштабной,

(2) случайной топологии и (3) “малого мира”. Каждая кривая усреднена по набору из 20 случайно

выбранных сетей соответствующего типа.
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Рис. 3.8: Связь между устойчивостью узла и его степенью 𝐷. (а)–(в) Вероятность того, что узел

останется в режиме активном режиме и (г)–(е) распределения степени узла. Каждая кривая

усреднена по набору из 20 случайно выбранных сетей соответствующей топологии: (а,г) безмас-

штабной, (б,д) “малый мир” и (в,е) случайной.

симо от типа сети, соответствующий фазе периодической траектории, опти-

мальной для перехода большей части нейронов в состояние молчания.

В этом контексте также интересно выявить свойства устойчивости уз-

лов сети относительно их степени. С этой целью рассматриваются 20 случай-

но сгенерированных сетей для каждого типа топологии сети, их элементы

сортируются по степени их узлов и возмущаются, как описано выше. По-

сле этого проведено сравнение средней степени 𝐷 𝑖-го узла с вероятностью

𝑠𝑖 = 𝑀 𝑖
𝑠𝑝/20 (𝑀 𝑖

𝑠𝑝 – количество раз, когда 𝑖-й узел продолжает генериро-

вать спайки) того, что данный узел сохранит спайковую динамику, и была

обнаружена хорошая корреляция между ними. Таким образом был сделан

вывод о том, что узлы с более высокой степенью наиболее вероятно будут

продолжать находиться в режиме генерации спайков (Рис. 3.8). Это свойство

достаточно сильно проявляется в безмасштабных сетях бистабильных нейро-

нов Ходжкина-Хаксли благодаря наличию узлов с очень высокой степенью

(Рис. 3.8(а) и 3.8(г)). В отличие от безмасштабной, для случайной тополо-

гии и “малого мира” изменения в распределении степени узла не очень хо-
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рошо выражено, что приводит к однородному распределению вероятности 𝑠

(Рис. 3.8(б),3.8(в),3.8(д),3.8(е)).

3.5 Выводы

В камках данной главы была изучена динамика одиночного нейрона Ходжкина-

Хаксли в отсутствии шума в области значений внешнего тока, соответству-

ющей бистабильности, когда одновременно в фазовом пространстве сосу-

ществуют неподвижная точка и предельный цикл, проведено исследования

относительных размеров их бассейнов притяжения. Было показано, что с

помощью короткого внешнего импульса очень легко перевести нейрон из

стационарного состояния в колебательное. Но при этом обратный процесс

представляет трудности, и для его успеха необходимо правильно учитывать

амплитуду, длительность и время подачи импульса, чтобы непосредствен-

но после такого возмущения его фазовая траектория оказалась в бассейне

притяжения неподвижной точки.

Затем при изучении коллективной динамики бистабильных нейронов

Ходжкина-Хаксли с возбуждающими связями был обнаружен и изучен эф-

фект возникновения химероподобного состояния, характеризующегося тем,

что часть элементов сети оказывается в стационарном состоянии, в то вре-

мя как вторая активно генерирует спайки. Данные исследования свидетель-

ствуют о противоречивом явлении, заключающемся в том, что увеличение

силы возбуждающей связи приводит к прекращению глобального сктивного

поведения нейронной сети. Это возможно благодаря специфическим динами-

ческим особенностям одиночного бистабильного нейрона Ходжкина-Хаксли,

когда импульс внешнего тока приводит к переключению между сосуществу-

ющими аттракторами. В частности, сильное взаимодействие между элемен-

тами сети стабилизирует состояние “молчания” для всех элементов сети сети.

128



В отличие от авторов работы [153], которые наблюдали возникновение малых

химероподобных состояний из переходного хаоса в модели нелинейных мета-

материалов, в рассматриваемой модели химероподобное состояние возникает

в результате наличия бистабильности в отдельном элементе сети.

Было продемонстрировано, что наряду с состояниями, когда все нейро-

ны в сети либо генерируют спайки, либо молчат, сложные нейронные сети де-

монстрируют особый тип коллективного поведения, проявляющийся как дол-

говременное устойчивое сосуществование активных и молчащих ансамблей.

Рассмотрев сети с различными топологиями связи (безмасштабная, “малый

мир”, случайная), было показало, что обнаруженный вид химероподобного

состояния является универсальным явлением, возникающим независимо от

топологии сети. Однако структурные свойства сети сильно влияют на раз-

мер области химероподобного состояния в пространстве параметров. Соглас-

но полученным результатам, сети с высокой степенью связи, например, без-

масштабные, характеризуются узкой областью химерного поведения, в отли-

чие от сетей с более низкой связностью, таких как “малый мир” и случайная,

где химероподобное состояние наблюдается в значительно более широкой об-

ласти.

Также была продемонстрирована возможность управления размером

популяции активных нейронов, подавая короткий импульс внешнего тока.

В этом контексте структурные свойства играют решающую роль в устойчи-

вости узлов относительно малых возмущений управляющего параметра. В

частности, обнаружена отрицательную корреляцию между степенью узла и

его вероятностью перехода в состояние молчания под воздействием внешне-

го импульса. Моно сделать предположение, что помимо фундаментального

интереса для предоставления нового понимания нейронных взаимодействий,

открытое химероподобное состояние может также иметь потенциальные при-
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ложения для разработки импульсных классификаторов сигналов на основе

взаимосвязанных биологических нейронов.
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Заключение

В настоящей диссертационной работе проведено исследование процессов вза-

имодействия в сетях квантовых осцилляторов и нейроподобных элементов в

присутствии внешнего сигнала. В качестве первых была рассмотрена модель

ридберговских атомов в квазиклассическом приближении, а в качестве ней-

роподобных элементов были использованы отображения Рулькова и модель

нейронов Ходжкина-Хаксли. В диссертации получены следующие основные

результаты:

1. Исследована динамика двух атомов, замкнутых цепочек и квадрат-

ных решеток, состоящих из разного числа связанных ридберговских атомов.

Для них были рассчитаны спектры показателей Ляпунова. В результате это-

го в случае двух атомов был обнаружен хаос, а в замкнутых цепочках бы-

ла обнаружена область гиперхаоса, характеризующаяся наличием в спектре

большого числа положительных ляпуновских показателей, число которых за-

висит от числа атомов в цепочке. В ходе работы была установлена интеграль-

ная зависимость числа положительных показателей от числа атомов, которая

демонстрировала рост первого от роста второго. Были проанализированы пе-

реходы к хаосу и гиперхаосу в замкнутых цепочках. Было обнаружено, что

переход к хаосу осуществляется через каскад бифуркаций удвоений периода,

при этом периодическая динамика рождается как окно периодичности в об-

ласти квазипериодических колебаний. Был обнаружен эффект непрерывного

роста числа пространственных показателей Ляпунова при увеличении числа
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атомов в цепочке, в то время как спектры мощности при этом, начиная с

12 атомов, переставали меняться. Было дано объяснение этому явлению при

помощи расчета корреляционных функций одного атома в цепочке от всех

остальных. Было установлено, что атом при данных значениях управляющих

параметров коррелирует лишь с 10 из них, поэтому, начиная с 11 атомов, до-

бавление нового атома не приводит к изменению спектров мощности каждого

атома в системе.

2. Была продемонстрирована возможность управления гиперхаосом в

замкнутых цепочках ридберговских атомов с помощью введения внешнего

параметрического воздействия как модуляции частоты Раби. Было установ-

лено, что при значении параметров, при которых в автономной системе на-

блюдается гиперхаос, в области параметров внешнего воздействия существу-

ют области, в которых удается полностью подавить гиперхаос и установить

в системе периодическую динамику. При этом показано, что при использова-

нии внешней обратной связи для управления гиперхаосом в решетках ридбер-

говских атомов удается лишь уменьшить число положительных ляпуновских

показателей на 1, что свидетельствует о большей эффективности использо-

вания для контроля гиперхаотической динамики метода введения в систему

внешнего параметрического воздействия по сравнению с методом введения

непрерывной обратной связи.

3. Исследована динамика системы связанных отображений Рулькова и

нейронов Ходжкина-Хаксли. В таких системах был обнаружен эффект груп-

пировки, когда при подаче внешнего воздействия невозбуждаемые нейроны

начинают то периодически генерировать спайки, то находиться в режиме

молчания. На усредненном сигнале это отражается периодическим образова-

нием всплесков. Было изучено влияние общего числа нейронов в системе, чис-

ла нейронов, на которые оказывается внешнее воздействие, амплитуды этого
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воздействия и амплитуды внутреннего шума на динамику системы. Были

рассчитаны зависимости отношения сигнала к шуму от этих параметров. В

исследуемых системах был обнаружен эффект когерентного резонанса, когда

при определенных значениях амплитуды внешнего стимула отношение сигна-

ла к шуму принимает максимальное значение. Проведено изучение данного

явления при помощи расчета когерентности, степени синхронизации, харак-

терного времени корреляции и стандартного отклонения амплитуды усред-

ненного сигнала. Для апробации полученных результатов было проведено

экспериментальное исследование, в ходе которого испытуемому демонстри-

ровались визуальные стимулы (портреты Моны Лизы) с разной степенью

контрастности, и параллельно снималась электроэнцефалограмма (ЭЭГ) го-

ловного мозга. По полученным данным были рассчитана мера когерентности

в зависимости от контрастности изображения, и обнаружено, что существу-

ют оптимальные значения контрастности, при которых количество каналов

ЭЭГ с максимальной когерентностью максимально, при чем это значение ин-

дивидуально для каждого человека.

4. Была исследована динамика сети бистабильных нейронов Ходжкина-

Хаксли для трех разных топологий связи: свободно масштабируемой, “малый

мир” и случайной. В данных сетях обнаружено возникновение химероподоб-

ного состояния, характеризующегося тем, что часть элементов сети оказы-

вается в стационарном состоянии, в то время как вторая активно генерирует

спайки. Показано, что обнаруженное явление возникает благодаря специ-

фическим динамическим особенностям одиночного бистабильного нейрона

Ходжкина-Хаксли, когда импульс внешнего тока приводит к переключению

между сосуществующими аттракторами. Продемонстрирована возможность

управления размером популяции активных нейронов, подавая короткий им-
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пульс внешнего тока, исследована устойчивость узлов к изменению их дина-

мики в зависимости от количества связей с узлом.

В заключении искренне выражаю глубокую признательность своему

научному руководителю, профессору, д.ф.-м.н. Храмову Александру Евгенье-

вичу за всестороннюю помощь и поддержку при подготовке данной дис-

сертационной работы. Хочу выразить признательность профессору, д.ф.-

м.н. Короновскому Алексею Александровичу и доценту, д.ф.-м.н. Москален-

ко Ольге Игоревне, чья поддержка и помощь помогали мне при проведении

исследований и подготовке данной диссертационной работы. Особую благо-

дарность хочу выразить Бадарину Артёму Александровичу, к.ф.-м.н. Мак-

сименко Владимиру Александровичу и к.ф.-м.н. Фролову Никите Сергееви-

чу за плодотворные обсуждения научных результатов и поддержку в ходе

подготовки данной диссертационной работы.

134



Список литературы

[1] Kivela, M. Multilayer networks / M. Kivela, A. Arenas, M. Barthelemy, J.P.

Gleeson, Y. Moreno, M.A. Porter // Journal of Complex Networks. — July

2014. — Vol. 2, no. 3. — Pp. 203–271.

[2] Newman, M. E. J. The structure and function of complex networks / M. E. J.

Newman // SIAM Review. — 2003. — Vol. 45. — Pp. 167–256.

[3] Chi, C. N. Reassessing a sparse energetic network within a single protein

domain / C. N. Chi, L. Elfström, Y. Shi, T. Snäll, Å. Engström, P. Jemth //
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review letters. — 2016. — Vol. 117, no. 1. — P. 014102.

[53] Shepelev, I. A. Chimera states in ensembles of bistable elements with regular

and chaotic dynamics / I. A. Shepelev, A. V. Bukh, G. I. Strelkova, T. E.

Vadivasova, V. S. Anishchenko // Nonlinear Dynamics. — 2017. — Vol. 90,

no. 4. — Pp. 2317–2330.

141



[54] Shepelev, I. A. New type of chimera structures in a ring of bistable fitzhugh–

nagumo oscillators with nonlocal interaction / I. A. Shepelev, T. E. Vadi-

vasova, A. V. Bukh, G. I. Strelkova, V. S. Anishchenko // Physics Letters

A. — 2017. — Vol. 381, no. 16. — Pp. 1398–1404.

[55] Anishchenko, V. S. Chimera structures in the ensembles of nonlocally cou-

pled chaotic oscillators / V. S. Anishchenko, G. I. Strelkova // Radiophysics

and Quantum Electronics. — 2019. — Vol. 61, no. 8-9. — Pp. 659–671.

[56] Larger, L. Laser chimeras as a paradigm for multistable patterns in com-

plex systems / L. Larger, B. Penkovsky, Y. Maistrenko // Nat. Commun. —

2015. — Vol. 6.

[57] Tinsley, M. R. Chimera and phase-cluster states in populations of coupled

chemical oscillators / M. R. Tinsley, S. Nkomo, K. Showalter // Nat. Phys. —

2012. — Vol. 8, no. 9. — P. 662.

[58] Martens, E. A. Chimera states in mechanical oscillator networks / E. A.

Martens, S. Thutupalli, A. Fourrière, O. Hallatschek // Proc. Natl. Acad.

Sci. U.S.A. — 2013. — Vol. 110, no. 26. — Pp. 10563–10567.

[59] Kapitaniak, T. Imperfect chimera states for coupled pendula / T. Kapitani-

ak, P. Kuzma, J. Wojewoda, K. Czolczynski, Yu. Maistrenko // Sci. Rep. —

2014. — Vol. 4.

[60] Wojewoda, J. The smallest chimera state for coupled pendula / J. Wojew-

oda, K. Czolczynski, Yu. Maistrenko, T. Kapitaniak // Sci. Rep. — 2016. —

Vol. 6. — P. 34329.

[61] Dutta, P. S. Spatial coexistence of synchronized oscillation and death: A

chimeralike state / P. S. Dutta, T. Banerjee // Phys. Rev. E. — 2015. —

Vol. 92, no. 4. — P. 042919.

142



[62] Hizanidis, J. Chimera states in population dynamics: Networks with frag-

mented and hierarchical connectivities / J. Hizanidis, E. Panagakou,
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