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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследуемой проблемы

Коллективная динамика сложных систем различной природы, синхро-

низация ансамблей взаимодействующих осцилляторов, формирование разно-

образных диссипативных структур и их эволюция представляют собой одно

из центральных направлений исследований в нелинейной динамике и связан-

ных междисциплинарных областях науки. Полученные результаты отражены в

большом количестве монографий [1–18] и статей [19–53].

Для ансамблей пространственно-организованных активных элементов с

локальным взаимодействием (обычно диффузионного типа) и активных сред

установлены такие явления, как пространственно-временной хаос (турбулент-

ность) [5, 23, 32, 43], пространственно-временная перемежаемость [27–29], обра-

зование кластеров синхронизации [10,25,35,36,38], регулярные и нерегулярные

пространственные структуры [12, 31, 34, 35], мультистабильность [30, 46], раз-

личные типы волновых процессов [6,23,37,40]. Синхронизация и формирование

различных кластерных структур характерны также для ансамблей активных

элементов с глобальным взаимодействием через среднее поле [35,45].

В начале 21-го века были открыты новые типы пространственно-

временных структур, названные химерными состояниями. Впервые эти струк-

туры были обнаружены японским физиком Y. Kuramoto и его коллегой

D. Battogtokh в 2002 году в ансамблях идентичных фазовых осцилляторов (фа-

зовых осцилляторов Курамото) с симметричной нелокальной связью между

элементами [54]. Нелокальная связь характеризуется тем, что каждый осцил-

лятор ансамбля симметрично связывается с конечным числом 𝑃 ближайших

соседних осцилляторов справа и слева, 1 < 𝑃 < 𝑁/2, где 𝑁 − общее число
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осцилляторов ансамбля. Случай 𝑃 = 1 отвечает локальной связи. При глобаль-

ной связи каждый осциллятор взаимосвязан со всеми осцилляторами ансамбля

справа и слева (𝑃 = 𝑁/2). Несмотря на то, что изначально все осцилляторы

имели одинаковые собственные частоты, ансамбль нелокально связанных фа-

зовых осцилляторов в исследованиях Y. Kuramoto разделился на две простран-

ственно локализованные части: когерентную область периодических синфазных

колебаний и некогерентную область, характеризующуюся хаотическим поведе-

нием осцилляторов во времени и различными средними частотами [54,55].

Более детально новая пространственно-временная структура была иссле-

дована и описана в работе [55], где и был предложен термин химерное со-

стояние или химера. Под химерными структурами понимают сосуществова-

ние в ансамбле синхронных (когерентных) и несинхронных (некогерентных)

кластеров, включающих конечное число четко разграниченных в пространстве

элементов ансамбля. Химера представляет собой совокупность «сочетаемого»

и «несочетаемого». Оригинальное определение химерного состояния, данное

D. Abrams и S. Strogatz в работе [55], звучит следующим образом: a chimera state

is a spatio-temporal pattern in which a system of identical oscillators is split into

coexisting regions of coherent (phase and frequency locked) and incoherent (drifting)

oscillation. Химерная структура, обнаруженная в ансамблях связанных фазо-

вых осцилляторов и ставшая классической химерой Курамото [54, 55], обычно

трактуется как фазовая, что подразумевает неоднородное распределение фазы

осцилляторов в пространстве ансамбля. Первые обзоры по химерным состоя-

ниям были написаны M.J. Panaggio и D.M. Abrams в 2015 году [56] и E. Schöll

в 2016 году [57]. В 2020 году выходит первая монография по химерным струк-

турам в сложных сетях, подготовленная A. Zakharova [58].

Отметим, что структуры типа химерных наблюдались задолго до их опре-

деления в работе [54]. Внимание исследователей в те годы было сосредоточено

на анализе и управлении переходами от режимов пространственного хаоса к

полной синхронизации всех элементов ансамблей [59–61]. Структуры типа хи-
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мерных наблюдались в качестве переходных режимов к синхронизации и назы-

вались синхронными и несинхронными кластерами [20,28]. Химерные состояния

представляют собой промежуточную стадию при переходе от режима полной

синхронизации (когерентности) ансамбля к режиму полной рассинхронизации

(некогерентности1) или пространственно-временного хаоса при изменении па-

раметра связи. Такой переход может происходить и через другие состояния ча-

стичной синхронизации, а именно, через уединенные состояния (в английской

терминологии − solitary states [62]). Механизм такого сценария отличается от

случая перехода через химерные состояния. Термин уединенный (solitary) про-

исходит от латинского «solitarius», что обозначает одинокий, изолированный.

В случае химерных состояний ансамбль самопроизвольно распадается на со-

существующие области когерентного (синхронизированного) и некогерентного

поведения, которые локализованы в пространстве. Напротив, для уединенных

состояний характерно, что отдельные «уединенные» осцилляторы при вариа-

ции коэффициента связи начинают покидать синхронный кластер в случайных

положениях в пространстве [62–67].

С момента обнаружения химерных состояний в кольце фазовых осцил-

ляторов Курамото, данная модель привлекла внимание исследователей [68–87].

В частности, были исследованы случаи двух взаимодействующих идентичных

популяций фазовых осцилляторов [71, 83], в которых химерные состояния от-

вечали ситуации, когда одна популяция (подсистема) была полностью синхро-

низована, тогда как вторая подсистема находилась в расссинхронизованном со-

стоянии. Позже было также показано, что элементы ансамбля необязательно

должны быть идентичными и химерные состояния могут быть обнаружены в

неоднородных ансамблях (сетях) фазовых осцилляторов [72,73].

Открытие химерных состояний инициировало большой всплеск теорети-

ческих, численных и экспериментальных исследований. Было показано, что по-
1Детальные пояснения понятий «когерентности» и «некогерентности» применительно к рассматриваемым

в работе случаям даны в первой главе диссертационной работы.
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явление химерных состояний не ограничивается оригинальной моделью связан-

ных фазовых осцилляторов Курамото. Они также наблюдаются в ансамблях с

различными типами индивидуальных элементов: хаотических моделях с дис-

кретным [88–90,92–95] и непрерывным временем [96–98], Булевых сетях [99], ос-

цилляторах Стюарта-Ландау [100–110], моделях Курамото с инерцией [111,112],

осцилляторах ван дер Поля [113–118], модифицированноемуравнении Икеды с

запаздыванием [119], моделях нейронов ФитцХью-Нагумо [120–124, 127, 128],

Ходжкина-Хаксли [129], Морриса-Лекара [131], LIF нейронов [125–127, 132],

осцилляторах Хиндмарша-Розе [133–135], системах с возбуждением I-го ти-

па [136], экологических осцилляторах (системах Розенцвейга-МакАртура) [137,

138], осцилляторах Рэлея [139], осцилляторах Дуффинга [140], осцилляторах

ван дер Поля−Дуффинга [89], системах квантовых осцилляторов [114,115], ос-

цилляторах на плоскости [141], осцилляторах Гинзбурга−Ландау [142], химиче-

ских осцилляторах [143–146], механических осцилляторах [147–149], лазерных

системах [150–152], электронных цепях [153], оптоэлектронных сетях [154].

Впервые строгий теоретический анализ химерных состояний был дан в ра-

боте [71] для ансамбля нелокально связанных фазовых осцилляторов Курамо-

то. В дальнейшем строгие математические исследования химерных состояний

в различных системах были проведены в работах [68–70,74, 85, 86, 88, 90, 91, 99].

Результаты аналитических исследований последних лет обобщены в обзоре

O. Omel’chenko [155].

Бо́льшая часть работ по химерным состояниям посвящена их численно-

му исследованию. Принимая во внимание довольно широкий спектр систем,

в которых были обнаружены химерные состояния, необходимо отметить, что

свойства и особенности данной структуры могут существенно зависеть от соб-

ственной динамики индивидуального элемента ансамбля. Были предприняты

попытки ввести классификацию типов химерных структур [156]. Помимо клас-

сической химеры Курамото, были также обнаружены амплитудная химера и

химерная смерть в ансамблях гармонических осцилляторов Стюарта-Ландау
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[100–110] и экологических осцилляторах [137,138]; двухъямные химеры в ансам-

блях нелокально связанных бистабильных осцилляторов [92, 98]; мультикла-

стерные и бегущие химерные состояния в ансамблях фазовых осцилляторов

Курамото [75, 76] и различных моделях нейронов [129–132]; мультихимерные

состояния в ансамблях нелокально связанных нейронов Хиндмарш-Розе [133],

моделях с возбуждением I-го типа [136] (подробный обзор по химерам в ней-

ронных системах представлен в работе [157]), в кольце осцилляторов ван дер

Поля [113]; перемежающиеся химерные состояния в популяциях фазовых ос-

цилляторов Курамото с инерцией [111]; виртуальные химерные состояния в

модифицированном уравнении Икеды с запаздывающей обратной связью [119];

несовершенные химерные состояния в моделях маятника [149]; турбулентные

химеры [109]; вложенные химеры в ансамблях логистических отображений с

фрактальной связью [93]; когерентно-резонансные химерные состояния в ан-

самбле нейронов ФитцХью-Нагумо в возбудимом режиме в присутствии шу-

ма [123, 124], когерентно-резонансные химеры периода 2, индуцированные в

данном ансамбле введением запаздывающей обратной связи [158]; 3D химеры

в решетке фазовых осцилляторов Курамото [159–161] и моделях нейрона [162].

Отметим также особые (волновые) химерные состояния, которые возникают в

распределенных системах и двумерных ансамблях (решетках) нелокально свя-

занных нелинейных осцилляторов. К ним относятся спирально-волновые химе-

ры [72, 77, 146, 163–175] и химеры, формирующиеся на базе концентрических

волн [176,177].

Однако в литературе имеется относительно мало работ по исследова-

нию химерных и других пространственно-временных структур (таких как

уединенные состояния) в ансамблях, составленных из осцилляторов с хао-

тическим поведением. Вместе с тем, хаотические осцилляторы представ-

ляют собой широкий класс нелинейных систем и характеризуются довольно

богатой динамикой. Детальные исследования в данном направлении с целью

анализа особенностей переходов «когерентность−некогерентность» в ансам-
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блях нелокально связанных хаотических осцилляторов, выявления различных

типов химерных состояний и установления механизмов их возникновения

проводятся в рамках настоящей диссертационной работы.

Было показано, что химерные состояния представляют собой долгоживу-

щие переходные процессы для систем с конечным числом элементов и их время

жизни для фазовых осцилляторов экспоненциально возрастает с увеличением

числа элементов [56, 69]. Если число осцилляторов в ансамбле 𝑁 → ∞, хи-

мерные состояния становятся устойчивыми. Довольно часто наблюдалось, что

химеры являются переходными состояниями к режиму синфазной синхрони-

зации или эти два состояния могут сосуществовать в одной области простран-

ства параметров. Бассейн притяжения химерных состояния типично является

относительно малым по сравнению с областью притяжения синхронного состо-

яния [178]. Поэтому, во многих ситуациях требуется выбор и задание специ-

ально подготовленных начальных условий для обнаружения химерных струк-

тур [88,96,179]. Этот факт также является причиной, почему данные гибридные

состояния долгое время не обнаруживались. Однако, выбор начальных условий

в виде случайного распределения в некотором интервале значений переменных

состояния представляется более предпочтительным, как наиболее соответству-

ющий практическому функционированию реальных ансамблей в природе и тех-

нике. Все результаты численных исследований, представленные в настоящей

диссертационной работе, получены именно для случайно распределенных на-

чальных условий. Стоит отметить, что вопрос о различии динамических

свойств и характеристик различных типов химерных состояний, которые

наблюдаются при численном моделировании динамики ансамблей хаотиче-

ских осцилляторов, а также их времени жизни не был отражен в литерату-

ре по химерным состояниям. Проведение исследований в данном направлении

является одной из основных задач настоящей диссертационной работы.

Первоначально химерные состояния были исследованы для двух типов то-

пологии ансамблей. Первый тип представляет собой топологию кольца с нело-
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кальной связью, которая использовалась в работах [54, 55]. Изменяя радиус

нелокальной связи, можно реализовать два предельных случая: локальную и

глобальную связи между осцилляторами. Нелокальная топология связи может

быть описана различными функциями связи: экспоненциальной [54], косинусо-

подобной [55], кусочно-постоянной [68,69,88,120] или степенной [72,137]. Второй

тип топологии представляет собой модель двух популяций, когда система (сеть)

состоит из двух идентичных глобально связанных подсистем (популяций) со

слабой силой связи между популяциями [71]. Впоследствии химерные состоя-

ния были также обнаружены при глобальной [107, 108, 151, 180–188] и локаль-

ной связи [138, 188–192], при задании нерегулярных типов топологии [193–197]

и иерархических или квазифрактальных и случайных фрактальных типов свя-

зи [93,116,118,121,126,132,198–201]. Кроме стационарных видов топологии ан-

самблей, перечисленных выше, было показано, что химерные состояния реали-

зуются в сложных системах, изменяющихся во времени [202], а также в дина-

мических сетях с адаптивными связями [203–205]. Химерные состояния в ан-

самблях моделей нейронов исследовались при отталкивающей (repulsive) [206],

отражающей (reflecting) [207] и диагональной типах связи [208]. Возникновение

сложных режимов динамики также наблюдалось при звездообразной топологии

связи в ансамблях осцилляторов [209–211]. В настоящей диссертационной ра-

боте рассматриваются и изучаются замкнутые в кольцо ансамбли хаотических

осцилляторов с нелокальной связью, задаваемой через функции или координа-

ты переменных состояния.

При проведении численного моделирования пространственно-временной

динамики ансамблей связанных осцилляторов для установления факта воз-

никновения химерных состояний и их иллюстрации часто используется гра-

фическое представление динамики ансамбля в виде пространственных распре-

делений мгновенных значений динамических переменных и пространственно-

временных диаграмм их значений. Для количественной характеристики хи-

мерных состояний в случае одномерного кольца 𝑁 связанных фазовых ос-
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цилляторов и периодических автогенераторов часто используется параметр по-

рядка [54, 70, 88]. Еще одна количественная мера химерных состояний основа-

на на расчете средней частоты колебаний [54, 55]. Указанные характеристи-

ки использовались для диагностики фазовых химер в ансамблях осциллято-

ров Курамото или периодических автогенераторов. Другие показатели суще-

ствования химерных состояний в ансамблях квантовых осцилляторов бази-

руются на использовании корреляционных характеристик [114, 156]. В рабо-

те [212] был предложен индекс локальной чувствительности, позволяющий ко-

личественно оценить степень чувствительности элементов некогерентных кла-

стеров химерной структуры к внешним воздействиям. Однако, стоит отме-

тить, что для исследования химерных состояний в ансамблях хаотических

осцилляторов не были предложены соответствующие количественные харак-

теристики. Вследствие этого, детального статистического анализа как пе-

рехода «когерентность−некогерентность», так и свойств различных типов

химерных состояний в ансамблях хаотических осцилляторов проведено не бы-

ло. Данная задача систематически и подробно решается в диссертационной

работе.

Сложные структуры из синхронных и несинхронных кластеров были об-

наружены не только в математических моделях ансамблей, но и в ряде натур-

ных экспериментов. Через десять лет после теоретического обоснования суще-

ствования химерных состояния появились первые экспериментальные работы

по химерам на оптических световых модуляторах [213] и в химических систе-

мах [143, 144]. Затем химерные структуры были обнаружены в экспериментах

с использованием механических систем [147, 148], электронных или оптоэлек-

тронных осцилляторов [119, 150, 152], электрохимических систем [145, 183, 214],

локально связанных электронных цепях (модели ФитцХью-Нагумо) [153], оп-

тических гребней [215], глобально связанных через среднее поле бистабильных

осцилляторов с запаздыванием в цепи обратной связи [216]. Химерные состо-

яния наблюдались экспериментально в оптических глобально связанных ан-
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самблях, состоящих всего из четырех элементов [154]. Численно и эксперимен-

тально было показано существование виртуальной химеры в одном осциллято-

ре с запаздывающей обратной связью [119]. Относительно недавно, в химиче-

ских автоколебательных системах впервые экспериментально была реализована

спирально-волновая химера [146]. Данные факты говорят о возможности обра-

зования химерных состояний в реальных системах различной природы и тем

самым свидетельствуют о грубости данного режима в целом.

Важным фактором, влияющим на динамику ансамблей и активных сред,

является действие случайных сил, порождаемых внутренними и внешними ис-

точниками шума. Шуму в распределенных системах посвящена монография

[217]. Обычно случайные воздействия (шум) препятствуют синхронизации и

разрушают пространственные структуры. Однако в определенных случаях в

распределенных системах наблюдаются стохастические эффекты, приводящие

к росту упорядоченности и формированию структур, такие как стохастиче-

ский и когерентный резонанс, индуцированная шумом синхронизация, пере-

межаемость [103, 218–231] и ряд других работ в этом же направлении. Было

показано, что шум может не только изменять время жизни химерных состоя-

ний [103], но также индуцировать возникновение гибридных состояний, таких

как когерентно-резонансная химера, обнаруженная в ансамблях возбудимых ос-

цилляторов с нелокальным взаимодействием [123,124]. Слабое шумовое воздей-

ствие на ансамбль нелокально связанных хаотических систем может приводить

к изменению характера некогерентных кластеров, а также к возбуждению но-

вых некогерентных кластеров [232]. Тем не менее, влияние шума на свойства

различных типов химерных структур, их время жизни и на возможность

управления временем жизни химер в ансамблях хаотических систем практи-

чески не изучено. Данная проблема детально исследуется в настоящей дис-

сертационной работе.

В последние годы большой интерес вызывают исследования динамики

связанных между собой ансамблей и сетей. Одними из основополагающих и пи-
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онерских в этой области работ считаются следующие обзоры и книги [234–238].

Сложная сеть может быть составлена из элементов, в свою очередь, явля-

ющихся сложными сетями [233], которые могут демонстрировать сложные

пространственно-временные режимы и структуры. Актуальность и востребо-

ванность исследований особенностей взаимодействия сложных систем обуслов-

лена задачами моделирования, возникающими во многих областях науки и тех-

ники. В качестве моделей сложных сетей часто выступают системы, состоя-

щие из многих взаимодействующих слоев, представляющих собой ансамбли ос-

цилляторов с определенным характером взаимодействия. Особенно характерны

такие «многослойные» модели для задач нейродинамики [239–243, 245], эколо-

гии и климата [244,246–250], эпидемиологии [252,253], социологии и экономики

[254–260], организации транспорта [261–264], энергосетей [48,265–267], инфоком-

муникационных сетей [269,270]. Выделяют сложные многослойные сети, извест-

ные как мультиплексные (multiplex) и многослойные (multilayer)2 [271–277].

В многослойных сетях, в которых отдельные слои могут демонстрировать

сложное пространственно-временное поведение, включая реализацию различ-

ных химерных состояний, взаимодействие слоев может приводить к возникно-

вению или подавлению химерных состояний [278–285], а также индуцировать

появление новых химерных структур [122].

В ряде работ последних лет были установлены и исследованы раз-

личные эффекты синхронизации сложных пространственно-временных струк-

тур, включая химерные, в многослойных сетях: кластерная синхронизация

[51,286–288], обобщенная синхронизация [289,290], фазовая синхронизация [291],

межслойная синхронизация [292,293], синхронизация сетей с запаздывающими

и адаптивными связями [49,52,204], удаленная (relay) синхронизация [294–299],

взрывная синхронизация [300–303, 305–309], «клонирование» химерных струк-

тур [310]. Однако, эффекты вынужденной и взаимной синхронизации химер-

ных структур различного типа в многослойных ансамблях нелокально связан-
2Определения данных типов сетей даны в главе 6 диссертации.
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ных хаотических осцилляторов практически не рассмотрены и не изучены.

Проведение исследований в данном направлении является одной из основных

задач настоящей диссертационной работы.

Химерные состояния имеют непосредственное отношение к процессам и

структурам, возникающим и наблюдающимся в реальных системах. Одно из яр-

ких и важных практических приложений химерных состояний относится к об-

ласти нейродинамики и нейрофизиологии. Было показано, что химерные струк-

туры характеризуют импульсные состояния в нейронных системах, в которых

локализованные области когерентных колебаний окружены областью некоге-

рентностью [311, 312], а также феномен медленного сна одним полушарием го-

ловного мозга у некоторых видов птиц и водных млекопитающих (дельфинов,

ушастых тюленей, ламантинов) [313–316], которые спят с одним открытым гла-

зом, что позволяет предположить синхронное функционирование одной полови-

ны мозга при асинхронном поведении другой половины. Формирование химер-

ных структур отражает состояние человеческого мозга при «эффекте первой

ночи» в незнакомой обстановке у человека [317]. Недавно проведенные иссле-

дования показали наличие химероподобных состояний в ансамбле нейронов,

моделирующем активность нейронов коры головного мозга кошки [318].

Сосуществование областей синхронизации и десинхронизации имеет непо-

средственную связь с различными видами патологий мозговой и нервной дея-

тельности [199,319], такими как болезнь Паркинсона [320,321], аутизм, эпилеп-

тические припадки [199,322–328], болезнь Альцгеймера [329], шизофрения [330]

и опухоли головного мозга. В работе [331] было отмечено, что во время исследо-

ваний, в которых участников просили координировать движение левого и пра-

вого пальцев с периодически вспыхивающим светом, ЭЭГ выявили кластеры

скоординированной и несогласованной активности. Другими возможными при-

ложениями химерных состояний является их роль в исследованиях механизмов

организации восприятия [332] и поведенческой чувствительности [333,334].
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Исследования образования химерных структур также имеют важное

практическое значение для установления устойчивого функционирования энер-

госетей [48, 265–267] и систем жизнеобеспечения, транспортных [261–264] и

информационно-коммуникационных сетей [269, 270], включающих телефонные

сети, сети теле- и радиовещания, компьютерные сети, полносвязные спутнико-

вые сети, сети радиолокационных станций, для выявления особенностей взаи-

модействия и формирования социальных сообществ и сетей [257,259,260,335] и

др.

Приведенные данные о направлениях работ и уже имеющихся резуль-

татах убедительно свидетельствуют о том, что анализ химерных структур в

ансамблях связанных осцилляторов различной природы и степени сложности

является современной и актуальной научной проблемой нелинейной теории ко-

лебаний и волн, традиционно относящейся к задачам радиофизики. В решение

указанной проблемы вовлечено большое количество известных в мировой нау-

ке коллективов, среди которых много признанных специалистов по нелинейной

динамике. На основе сказанного можно сделать вывод о том, что актуальность

научного направления и тема настоящей диссертационной работы органически

сочетается с научными интересами широкого круга специалистов в мировой

науке и является востребованной и важной для исследований в современной

радиофизике.

Цель диссертационной работы

Целью работы являются выявление и детальный анализ различных

типов химерных пространственно-временных структур в одиночных и связан-

ных ансамблях нелокально взаимодействующих осцилляторов с хаотической

динамикой, исследование механизмов формирования новых химерных струк-

тур в ансамблях хаотических осцилляторов различного типа, включая ансам-
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бли с негиперболическим и квазигиперболическим хаотическими аттракторами,

анализ динамических и статистических характеристик химерных структур, их

устойчивости к шумовым возмущениям, времени жизни и чувствительности к

способу задания начальных условий, а также детальный анализ эффектов вы-

нужденной и взаимной синхронизации химерных структур в двух связанных

ансамблях и многослойных сетях.

Для достижения поставленной цели определены и сформулированы ос-

новные задачи диссертационного исследования:

∙ выявление механизмов формирования, структуры, динамических и стати-

стических характеристик фазовых и амплитудных химерных структур в

ансамблях нелокально связанных хаотических осцилляторов с дискретным

и непрерывным временем c хаотическими аттракторами негиперболическо-

го типа (квазиаттракторами);

∙ динамический и статистический анализ пространственно-временных

структур при переходе «когерентность−некогерентность» в ансамблях

нелокально связанных хаотических осцилляторов с квазигиперболическим

типом аттракторов, описание характеристик пространственно-временных

структур из уединенных состояний на примере ансамблей отображений Ло-

зи и осцилляторов Лоренца;

∙ установление закономерностей формирования нестационарности и нерегу-

лярных переключений во времени в режимах амплитудной химеры, анализ

времени жизни амплитудной и фазовой химер и влияния шумовых возму-

щений на время жизни химерных состояний;

∙ обнаружение и анализ нового типа химерных структур, включающих в ка-

честве кластеров некогерентности уединенные состояния (химера уединен-

ных состояний), и описание общего механизма формирования указанного

типа химерных структур;
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∙ выявление особенностей вынужденной и взаимной синхронизации химер-

ных структур в двух однонаправленно и взаимосвязанных ансамблях нело-

кально взаимодействующих хаотических осцилляторов;

∙ анализ процессов передачи (ретрансляции) синхронных химерных струк-

тур от одного слоя к другим в пространстве многослойной сети из ансам-

блей хаотических осцилляторов.

Научная новизна

Диссертационная работа посвящена решению принципиально новых за-

дач анализа химерных состояний в ансамблях взаимодействующих нелинейных

осцилляторов с хаотической динамикой. Полученные результаты являются но-

выми и в ряде задач приоритетными. Совокупность результатов диссертации

позволяет существенно расширить представления о механизмах формирования,

структуре и свойствах химерных структур в ансамблях нелокально связанных

осцилляторов и выявляет характерные особенности динамики ансамблей из ос-

цилляторов с хаотической динамикой. Результаты диссертации находятся в со-

ответствии с уже установившимися представлениями в этой области знаний,

гармонично расширяя и дополняя их. Несомненная новизна основных резуль-

татов работы подтверждается их публикацией в целом ряде научных статей в

высокорейтинговых отечественных и зарубежных физических журналах с вы-

соким импакт-фактором, входящих в международные и российские системы

цитирования Web of Science, Scopus, РИНЦ. Содержание диссертационной ра-

боты соответствует паспорту специальности «01.04.03 − Радиофизика».

В работе впервые получены следующие научные результаты:

∙ Детально описан переход от режима полной хаотической синхронизации

к пространственно-временному хаосу в одномерных ансамблях с хаотиче-

скими аттракторами негиперболического типа при условии нелокальной

связи. Впервые установлено, что при указанном переходе возникает два
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вида химерных структур: фазовые и амплитудные, обоснована их типич-

ность для ансамблей хаотических осцилляторов, как с дискретным, так и

непрерывным временем, реализующим переход к хаосу через каскад би-

фуркаций удвоения периода.

∙ Выявлены и описаны бифуркационные механизмы формирования фазо-

вых и амплитудных химерных структур в ансамблях нелокально связан-

ных хаотических осцилляторов с негиперболическим типом хаотического

аттрактора.

∙ С помощью расчетов коэффициентов взаимной корреляции между коле-

баниями осцилляторов ансамблей в режиме химерных состояний впервые

количественно обоснованы свойства некогерентности химерных кластеров

амплитудных и фазовых химер и выявлены принципиальные различия в

их статистических характеристиках.

∙ Впервые проведен теоретический и численный анализ влияния свойства ги-

перболичности аттрактора на примере ансамбля из нелокально связанных

систем Лоренца на возможность реализации режимов химерных структур.

Установлено, что управляющие параметры индивидуальных осцилляторов

за счет нелокальной связи становятся зависящими от коэффициента связи.

Показано, что при вариации силы связи параметры индивидуального ос-

циллятора изменяют свои эффективные значения, которые могут соответ-

ствовать как режимам квазигиперболического, так и негиперболического

аттракторов. В результате в первом случае рождение химерных структур

исключено. Если при изменении параметров происходит переход от квази-

гиперболического к негиперболическому типу аттрактора, то в этом случае

реализация химерных структур становится возможной.

∙ Детально описаны особенности переходов от режима полной хаотической

синхронизации к режиму пространственно-временного хаоса в ряде ан-

самблей нелокально связанных хаотических осцилляторов с квазигипербо-



22

лическим типом аттрактора индивидуальных осцилляторов. Установлено,

что указанный переход осуществляется, как правило, через режим уеди-

ненных состояний. При этом с уменьшением величины коэффициента нело-

кальной связи имеет место монотонное возрастание числа осцилляторов в

режиме уединенных состояний и при стремлении силы связи к нулю реа-

лизуется режим пространственно-временного хаоса.

∙ Впервые обнаружен и исследован эффект перемежаемости в динамике ха-

отических осцилляторов некогерентного кластера амплитудной химеры,

проявляющийся в нерегулярных во времени переключениях режимов ко-

лебаний от хаотических к периодическим и наоборот. Установлен факт ко-

нечности времени жизни амплитудной химеры, которая представляет со-

бой переходный процесс.

∙ Впервые методом численного эксперимента установлена возможность

управления временем жизни амплитудной химеры в ансамблях хаотиче-

ских осцилляторов в широких пределах путем внешнего аддитивного шу-

мового воздействия, как на отдельные осцилляторы, так и на все осцилля-

торы ансамбля.

∙ Обнаружен и описан новый тип химерной структуры − «химеры уединен-

ных состояний», найденный при моделировании динамики системы двух

связанных ансамблей из хаотических осцилляторов Лози и Эно. Эта хи-

мерная структура характеризуется сосуществованием в пространстве ан-

самбля некогерентного кластера (кластеров) осцилляторов в режиме уеди-

ненных состояний и когерентного кластера (кластеров) осцилляторов в ре-

жиме синхронных колебаний. Показано, что химера уединенных состоя-

ний является одной из типичных для ансамблей нелокально связанных

осцилляторов и может быть реализована не только в системах двух вза-

имосвязанных ансамблей, но и в изолированных ансамблях отображений
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Лози, Эно, отображений Некоркина и в ансамбле осцилляторов ФитцХью-

Нагумо.

∙ Впервые установлен и описан механизм рождения уединенных состояний

и химерных структур на их основе. Рождение указанных пространственно-

временных структур обусловлено появлением бистабильности в динамике

индивидуальных осцилляторов ансамбля. Показано, что причиной возник-

новения бистабильности является нелокальная связь индивидуальных ос-

цилляторов с конечным числом соседей.

∙ Установлены и исследованы эффекты вынужденной и взаимной синхро-

низации сложных пространственно-временных структур, включая химер-

ные, в случае диссипативной взаимосвязи между ансамблями хаотических

осцилляторов с нелокальной связью. Показано, что с ростом коэффици-

ента связи между ансамблями осуществляется переход к синхронной ди-

намике элементов взаимодействующих ансамблей, которая сохраняется в

конечной области синхронизации в пространстве управляющих парамет-

ров системы. Установлено качественное соответствие эффекта синхрони-

зации пространственно-временных структур с выводами классической тео-

рии синхронизации предельного цикла.

∙ Установлена возможность эффективной синхронизации структур (с задан-

ной точностью) при наличии неоднородности слоев и выявлено влияние

различных видов неоднородности на эффективную синхронизацию. Пока-

зано, что химерная структура, заданная в первом слое, передается (ре-

транслируется) от слоя к слою с малыми искажениями, величина которых

определяется величиной расстройки параметров. Эффективная синхрони-

зация структур во всех слоях многослойного ансамбля осцилляторов ре-

ализуется при достижении величиной параметра однонаправленной связи

определенного порогового значения. Установлено, что эффект ретрансля-

ции структур затрудняется с увеличением расстройки по управляющим
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параметрам взаимодействующих слоев и при введении помимо однонаправ-

ленной связи дополнительной обратной связи между слоями.

Достоверность полученных результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается использованием

строгих математических результатов, классических математических моделей

нелинейной динамики, методов теоретического и численного анализа, строго

обоснованных и многократно проверенных и протестированных в исследова-

ниях по анализу нелинейных процессов в сложных системах. Достоверность

результатов работы подтверждается их воспроизводимостью с использовани-

ем различных подходов и численных схем, соответствием с данными, получен-

ными другими авторами, а также использованием специальных программных

комплексов, разработанных и оттестированных на широком классе задач нели-

нейной динамики.

Основные положения, выносимые на защиту

1. При переходе от режима полной хаотической синхронизации к

пространственно-временному хаосу с уменьшением бифуркационного

параметра (силы нелокальной связи) от максимального значения до 0 в

ансамблях хаотических осцилляторов с аттракторами негиперболического

типа возникают два типа химерных структур: фазовые и амплитудные.

Осцилляторы некогерентных кластеров фазовых химер характеризуются

периодическими (или близкими к периодическим) колебаниями с нере-

гулярным в пределах кластера сдвигом фаз колебаний. Амплитудные

химеры представляют собой отдельные группы осцилляторов в простран-

стве ансамбля с некоррелированными хаотическими колебаниями, то есть

кластеры осцилляторов с некогерентной хаотической динамикой.
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2. Переход от режима полной хаотической синхронизации к режиму

пространственно-временного хаоса при уменьшении силы нелокальной свя-

зи от максимального значения до 0 в ансамблях нелокально связанных

хаотических осцилляторов с квазигиперболическим типом аттрактора ин-

дивидуальных осцилляторов осуществляется, как правило, через режим

уединенных состояний, число которых монотонно возрастает и при стрем-

лении силы связи к нулю вызывает переход к режиму пространственно-

временного хаоса.

3. Гипотеза, сформулированная В.С. Анищенко с соавторами [90], о невоз-

можности реализации химерных состояний в ансамблях хаотических ос-

цилляторов с квазигиперболическими аттракторами является справедли-

вой в случае, если при наличии нелокальной связи между элементами

ансамбля динамика индивидуального осциллятора соответствует режиму

квазигиперболического хаоса. Изменение эффективных значений управля-

ющих параметров индивидуальных осцилляторов ансамбля, обусловленное

нелокальной связью, может привести к трансформации квазигиперболиче-

ского аттрактора в негиперболический и в этом случае возможна реализа-

ция химерных состояний.

4. В ансамблях нелокально связанных хаотических осцилляторов в режиме

амплитудных химер реализуется эффект перемежаемости, который про-

является в нерегулярных переключениях во времени хаотических (ампли-

тудная химера) и периодических колебаний (фазовая химера). Это явление

наблюдается на конечном интервале времени и завершается переходом к

режиму фазовой химеры. Фазовая химера является стационарной структу-

рой. Амплитудная химера характеризуется нестационарностью динамики

элементов и конечным временем жизни.

5. Путем внешних случайных возмущений как одиночных осцилляторов, так

и всех осцилляторов ансамбля, можно управлять эффектом перемежаемо-
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сти, а, следовательно, и временем жизни амплитудной химеры, в широких

пределах.

6. Новый тип химерной структуры − «химеры уединенных состояний», обна-

руженной при моделировании динамики системы двух связанных ансам-

блей из хаотических осцилляторов Лози и Эно, характеризуется сосуще-

ствованием в пространстве ансамбля некогерентного кластера (кластеров)

осцилляторов в режиме уединенных состояний и когерентного кластера

(кластеров) осцилляторов в режиме синхронных колебаний. Химера уеди-

ненных состояний является одной из типичных для ансамблей нелокально

связанных осцилляторов различного типа и может быть реализована в изо-

лированных ансамблях систем с дискретным и непрерывным временем.

7. Механизм рождения уединенных состояний и химеры уединенных состоя-

ний заключается в возникновении режима бистабильности в динамике ин-

дивидуальных осцилляторов ансамблей, обусловленного нелокальной свя-

зью. Бистабильность характеризуется сосуществованием двух притягива-

ющих областей в пространстве состояний индивидуальных осцилляторов,

отвечающих режимам уединенных состояний и когерентной динамики и

имеющих свои бассейны притяжения.

8. При диссипативной связи между двумя ансамблями хаотических осцил-

ляторов существуют области в пространстве параметров взаимодейству-

ющих систем, в которых наблюдаются эффекты вынужденной и взаим-

ной синхронизации пространственно-временных структур, включая химер-

ные. Установленные эффекты синхронизации могут считаться обобщением

представлений классической теории синхронизации периодических автоко-

лебаний на случай синхронизации пространственно-временных структур в

системах связанных ансамблей взаимодействующих нелинейных осцилля-

торов.
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9. Возможна эффективная синхронизация (синхронизация с заданной точ-

ностью) пространственных структур всех или части слоев неоднородной

многослойной сети в режиме задающего слоя со сложной пространственно-

временной динамикой (в химерном состоянии). Эффект ретрансляции за-

дающей структуры затрудняется с увеличением расстройки слоев сети по

управляющим параметрам и при введении помимо однонаправленной свя-

зи дополнительной обратной связи между слоями.

Научная и практическая значимость

В диссертационной работе решена крупная научная задача в области ра-

диофизики и нелинейной динамики, посвященная детальному анализу механиз-

мов формирования, динамических и статистических свойств, так называемых

химерных пространственно-временных структур в ансамблях взаимосвязанных

хаотических осцилляторов различной природы. Результаты работы носят в ос-

новном фундаментально научный характер, расширяют и дополняют имеющи-

еся представления в актуальной области исследований, связанных с изучением

закономерностей и свойств формирования пространственно-временных струк-

тур в ансамблях и сетях взаимодействующих нелинейных осцилляторов. В ра-

боте в качестве основных объектов исследований выбраны ансамбли нелокально

связанных осцилляторов с хаотической динамикой индивидуальных элементов

ансамблей, образование химерных структур в которых к настоящему времени

было исследовано недостаточно.

Фундаментально важными с научной точки зрения являются получен-

ные результаты сравнительного анализа динамики ансамблей из связанных ос-

цилляторов с квазигиперболическим и негиперболическим типом аттракторов.

Установлены условия, при которых в таких ансамблях химерные структуры

не могут формироваться, и вскрыты причины возможного возникновения хи-
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мерных структур за счет влияния нелокальной связи на характеристики ин-

дивидуальных осцилляторов. Показано, что химеры в таких ансамблях могут

быть реализованы только в случае утраты аттрактором индивидуального ос-

циллятора свойств квазигиперболичности. Всесторонне проанализирована ди-

намика ансамблей связанных хаотических осцилляторов с негиперболическим

типом хаотических аттракторов. Установлены механизмы формирования химер

и обоснована их типичность. Выделены два различных типа химерных состо-

яний, характерных для ансамблей хаотических осцилляторов − амплитудная

и фазовая химеры, причем существование амплитудных химер в ансамблях

хаотических осцилляторов было установлено впервые. Также был обнаружен

новый тип сложной структуры, названный химерой уединенных состояний. По-

казано, что амплитудная химера в ансамбле хаотических осцилляторов являет-

ся нестационарной и имеет конечное время жизни, которым можно управлять

внешним шумовым возмущением. Приоритетным результатом является уста-

новление общего бифуркационного механизма рождения режимов уединенных

состояний и химер на их основе. Режимы уединенных состояний наблюдались

многими исследователями и применительно к широкому кругу различных ан-

самблей. Результаты диссертации вносят полную ясность в вопрос реализации

таких состояний, которая до сих пор отсутствовала. Важным научным резуль-

татом работы является исследование вынужденной и взаимной синхронизации

пространственно-временных структур в системах связанных ансамблей. Эти

результаты находятся в качественном согласии с выводами классической тео-

рии синхронизации предельного цикла и в определенном смысле могут тракто-

ваться как обобщение выводов этой теории на случай синхронизации сложных

пространственно-временных структур, которыми являются химерные состоя-

ния.

Краткий анализ основных результатов диссертации свидетельствует о

том, что полученные результаты существенно дополняют и расширяют име-
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ющиеся представления современной теории колебаний и волн и могут быть ис-

пользованы научной общественностью в дальнейших исследованиях.

Полученные результаты носят не только фундаментально научный харак-

тер, но имеют и существенное прикладное значение. Исследования формирова-

ния сложных структур и эффектов их синхронизации важны при моделиро-

вании и анализе процессов передачи информации в инфокоммуникационных

системах, в том числе системах радиосвязи, радиолокации и радионавигации,

при определении условий устойчивого функционирования энергосетей и систем

жизнеобеспечения. Все эти системы представляют собой сложные многослой-

ные сети с нелокальным характером взаимодействия, в которых возможно фор-

мирование кластерных структур. Большой интерес полученные результаты мо-

гут представлять в приложениях к анализу активности ансамблей нейронов

и моделированию когнитивной деятельности головного мозга. Используемые в

работе математические модели и численные методы их анализа во многом сход-

ны с моделями, описывающими нейронную активность. Установленный в рабо-

те эффект перемежаемости для амплитудной химеры в автономном ансамбле

нелокально связанных осцилляторов находится в качественном соответствии с

экспериментами в нейродинамике. Данные анализа электроэнцефалограмм моз-

га человека показывают качественно аналогичную динамику нерегулярных во

времени переключений между периодическими и хаотическими колебаниями во

времени. Учитывая, что нейронные ансамбли мозга человека и животных функ-

ционируют в условиях достаточно интенсивных шумов, результаты управления

временем жизни амплитудной химеры путем шумового возмущения могут быть

использованы в нейродинамике. Основные результаты диссертационной работы

внедрены и активно используются в учебной работе кафедры радиофизики и

нелинейной динамики Саратовского госуниверситета при подготовке бакалав-

ров и магистров по направлению «Радиофизика» и аспирантов по направле-

нию «Физика и астрономия». В частности, результаты используются при чте-

нии спецкурсов «Введение в нелинейную динамику», «Динамические системы
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с дискретным временем», курса «Теория колебаний» для бакалавров направле-

ния «Радиофизика», курса «Избранные вопросы теории колебаний и волн» для

магистров направления «Радиофизика», а также курса лекций «Дополнитель-

ные главы теории колебаний и волн» для аспирантов направления «Физика и

астрономия», при подготовке курсовых, выпускных квалификационных работ

и научно-исследовательских работ. Разработанные в процессе диссертационно-

го исследования специальные компьютерные программы широко используются

в специализированных учебных практикумах и научной работе студентов на-

правлений «Радиофизика» и «Инфокоммуникационные технологии в системах

связи», а также в исследованиях аспирантов кафедры радиофизики и нелиней-

ной динамики.

Апробация результатов и публикации

Результаты, представленные в диссертационной работы, неоднократно до-

кладывались на всероссийских и международных конференциях, школах и се-

минарах:

∙ International Conference “Dynamics Days Europe”, Corfu, Greece, June 6–10,

2016; Rostock, Germany, September 2-6, 2019.

∙ 11 и 12 Международные школы-конференции “Хаотические автоколебания

и образование структур”, г. Саратов, 3-8 октября 2016; 1-6 октября 2019.

∙ “Saratov Fall Meeting”, Saratov State University, Saratov, 2016, 2018, 2019.

∙ The DPG Spring Meeting, Regensburg, Germany, April 1-5, 2019.

∙ International Conference on Control of Self-Organizing Nonlinear Systems,

Warnemuende, Rostock, Germany, September 09-13, 2018.

∙ International Symposium on Nonlinear Theory and Its Applications (NOLTA

2018), Tarragona, Spain, September 2-6, 2018.

∙ VI и VII Международные научные конференции “Компьютерные науки и

информационные технологии”, CГУ имени Н.Г. Чернышевского, 2016, 2018.
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∙ Joint Meeting of the DPG and EPS Condensed Matter Divisions (DPG Spring

Meeting-2018), Technical University at Berlin, Germany, March 11-16, 2018.

∙ XVIII Научная школа «Нелинейные волны-2018», Институт прикладной

физики РАН, Нижний Новгород (ИПФ РАН), 26 февраля – 4 марта 2018.

∙ XV International Conference on Numerical Analysis and Applied Mathematics

(ICNAAM 2017), Thessaloniki, Greece, September 25-30, 2017.

∙ Workshop on Control of Self-Organizing Nonlinear Systems, Lutherstadt

Wittenberg, August 29-31, 2017.

∙ International Sympoisum “Topical Problems of Nonlinear Wave Physics”

(NWP-2017), Moscow – St. Petersburg, July 22-28, 2017.

∙ Ginzburg Centennial Conference on Physics, Moscow, May 29 – June 3, 2017.

∙ The SFB910 Symposium “Chaotic Dynamics”, Technical University at Berlin,

Germany, November 25, 2016.

∙ International Workshop “Spatio-Temporal Structures n Ensembles of

Interacting Oscillators”, Saratov State University, Saratov, September 14-16,

2016.

∙ International Conference-School “Dynamics, Bifurcations and Chaos 2016”

(DBC III), Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, July 18-22, 2016.

Результаты работы также неоднократно обсуждались на научных семи-

нарах кафедры радиофизики и нелинейной динамики СГУ и Института теоре-

тической физики Технического университета г. Берлина (Германия) по пригла-

шению проф. E. Schöll и проф. А. Захаровой.

Гранты. Исследования, результаты которых вошли в настоящую дис-

сертационную работу, проводились при поддержке Российского фонда фунда-

ментальных исследований (проекты №№14-52-12002, 15-02-02288), Министер-

ства образования и науки в рамках базовой части Государственного задания

(проекты №№2014/203, 3.8616.2017), Немецкого Физического Общества (DFG)

в рамках проекта SFB 910 (подпроект B11, 2015–2022 гг.).
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Публикации. Результаты диссертационной работы в центральных ре-

цензируемых научных журналах, входящих в системы цитирования Web of

Science, Scopus, РИНЦ, рекомендованных ВАК РФ для опубликования основ-

ных научных результатов диссертаций на соискание ученой степени доктора

наук, среди которых CHAOS: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science

[177,336–341], Письма в журнал технической физики [342,343], Известия вузов.

Радиофизика [344], Physics Letters A [128], Chaos, Solitons & Fractals [172, 345],

Nonlinear Dynamics [98], Communications in Nonlinear Science and Numerical

Simulation [346], The European Physical Journal Special Topics [347], Regular and

Chaotic Dynamics [348–350], Russian Journal of Nonlinear Dynamics [351], Изве-

стия Саратовского университета. Новая серия. Серия Физика [95,174,352], AIP

Conference Proceedings [353], Proceedings of SPIE [354]. Всего по теме диссерта-

ции опубликована 31 статья, из которых 21 статья опубликована в журналах,

индексируемых в базе данных Web of Science и Scopus, 5 статей − в трудах

международных конференций. Получено 4 свидетельства о государственной ре-

гистрации программ для ЭВМ [355–358]. Результаты диссертационной работы

частично вошли в 3 монографии [61,359,360], одна из которых опубликована в

издательстве Springer [360].

Личный вклад соискателя

Результаты диссертационной работы получены соискателем лично, либо

под его научным руководством. Из работ, опубликованных в соавторстве, в дис-

сертацию включены результаты и положения, выносимые на защиту, получен-

ные автором лично, либо при его непосредственном участии. Постановка цели

и задач исследования осуществлялась автором при участии научного консуль-

танта. Проведение исследований и расчетов, обработка, интерпретация и об-

суждение результатов, написание научных статей осуществлялись в основном

лично автором работы. Ряд работ, опубликованных в соавторстве с профессора-
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ми В.С. Анищенко, Т.Е. Вадивасовой, E. Schöll, А. Захаровой, были выполнены

в равных долях. К работе над задачами диссертации в качестве соавторов при-

влекались студенты кафедры (Е.В. Рыбалова, С.А. Богомолов, Д.Ю. Клюши-

на, А.М. Пузанов, Т.Р. Богатенко), аспиранты (Н.И. Семенова, И.А. Шепелев,

А.В. Бух) и сотрудники кафедры (доцент А.В. Слепнев). При этом постанов-

ка задач, обсуждение результатов и написание статей было выполнено лично

автором.

Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, шести глав, заключения и

списка литературы. Диссертационная работа содержит 401 страницу текста,

включая 148 иллюстраций. Список литературы включает 465 наименований.

Во Введении обоснована актуальность выбранной темы диссертацион-

ной работы, сформулированы цель работы и задачи исследований, описаны на-

учная новизна и практическая значимость полученных результатов. Введение

содержит основные результаты и положения, выносимые на защиту, сведения

о достоверности и апробации результатов.

В первой главе диссертационной работы приводятся результа-

ты детального численного анализа перехода от режима полной ха-

отической синхронизации к пространственно-временному хаосу (переход

«когерентность−некогерентность») в ансамблях нелокально связанных хаоти-

ческих осцилляторов осцилляторов. Исследования проводились в рамках ди-

намического и корреляционного описания пространственно-временной дина-

мики ансамбля, включая формирование химерных состояний. В качестве ха-

рактеристик режима использовались мгновенные профили, пространственно-

временные профили и коэффициент взаимной корреляции колебаний различ-

ных элементов ансамбля. Последний может рассматриваться как универсаль-

ный количественный критерий согласованности поведения различных элемен-

тов ансамбля во времени и пространстве.
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В разделе 1.2 и 1.3 представлен детальный анализ пространственно-

временной динамики одномерного, замкнутого в кольцо ансамбля ло-

гистических отображений с нелокальной связью. Установлено, что при

уменьшении значения силы нелокальной связи от 1 до 0 переход

«когерентность−некогерентность» сопровождается возникновением химерных

состояний, содержащих кластеры когерентности и некогерентности. Обнаруже-

ны два типа химерных структур, названные фазовой и амплитудной химерами.

Фазовая химера была получена ранее [88], амплитудная химера найдена впер-

вые. Приводится детальное описание механизмов возникновения, анализирует-

ся эволюция функции связи (и функции воздействия) и ее роль при формирова-

нии данных химерных состояний, формулируются условия для их реализации.

Определяются и анализируются динамические и статистические свойства ука-

занных химерных структур. Показано, что все осцилляторы кластера фазовой

химеры демонстрируют периодическую во времени динамику, характеризую-

щуюся случайным чередованием сдвига «фаз» колебаний элементов. В случае

амплитудной химеры четко наблюдается хаотизация амплитуд в соответствую-

щем некогерентном кластере. Корреляционные характеристики указанных хи-

мерных структур анализировались на основе расчетов коэффициента взаимной

корреляции (КВК). Результаты исследований показали качественные и коли-

чественные различия в значениях КВК для фазовой и амплитудной химер.

Установлено, что в областях пространственной некогерентности фазовой хи-

меры имеют место скачки КВК между значениями ±1. В силу хаотичности

динамики осцилляторов кластера амплитудной химеры имеет место заметный

спад пространственной корреляции.

Существование фазовой и амплитудной химерных состояний и общ-

ность их свойств подтверждается приведенным анализом и описанием

пространственно-временной динамики ряда ансамблей нелокально связанных

хаотических осцилляторов, в которых парциальные (индивидуальные) элемен-

ты двумерным отображением Эно (раздел 1.4) и трехмерной дифференциаль-
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ной системой Анищенко−Астахова (раздел 1.5). Отметим, что в указанных си-

стемах, включая логистическое отображение, переход к хаосу происходит через

каскад бифуркаций удвоения периода, а возникающий хаотический аттрактор

относится к негиперболическиму типу.

На основе результатов исследований, описанных в первой главе диссер-

тационной работы, можно заключить, что установленный бифуркационный пе-

реход «когерентность−некогерентность», сопровождающийся возникновением

фазовых и амплитудных химерных состояний, является общим для ансамблей

нелокально связанных хаотических систем с удвоением периода.

Вторая глава диссертационной работы посвящена изложению результа-

тов численного анализа пространственно-временной динамики ансамблей нело-

кально связанных хаотических осцилляторов, локальная динамика которых

описывается хаотическими системами с квазигиперболическими аттракторами.

В качестве объектов исследований выбраны ансамбли отображений Лози и си-

стем Лоренца.

В разделе 2.2 работы рассматривается ансамбль (кольцо) нелокально свя-

занных идентичных отображений Лози. Показано, что при уменьшении силы

нелокальной связи от 1 до 0 в ансамбле реализуются режимы, для которых

характерны резкие выбросы амплитуд для отдельных осцилляторов ансамбля.

Эти выбросы происходят случайным образом, а сами осцилляторы располага-

ются в различных частях пространства ансамбля. Подобные режимы в литера-

туре были названы уединенными состояниями (solitary states [62]). Сначала в

ансамбле возникает только одно уединенное состояние, число которых увели-

чивается с уменьшением силы нелокальной связи. Временная динамика осцил-

ляторов в режиме уединенных состояний отличается от поведения во времени

других осцилляторов ансамбля, которые могут находиться либо в когерентном

режиме, либо быть полностью синхронизованными. В отличие от химерного

состояния, осцилляторы в режиме уединенные состояния не формируют кла-
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стеров некогерентности с четкими границами в пространстве ансамбля, а число

таких осцилляторов довольно сильно зависит от величины связи.

Таким образом, установлено, что переход к режиму полной некогерентно-

сти в ансамбле нелокально связанных отображений Лози при уменьшении силы

нелокальной связи происходит через последовательное увеличение числа осцил-

ляторов в режиме уединенных состояний, число которых растет практически

линейно с уменьшением силы связи. При этом возникновения химерных состоя-

ний не наблюдалось. Показано, что переход осциллятора ансамбля отображений

Лози в режим уединенного состояния диагностируется по наличию выброса ам-

плитуды переменной состояния на мгновенном пространственном профиле и по

аналогичному выбросу (изменению) значения КВК, что что свидетельствует об

отсутствии корреляции между рассматриваемыми осцилляторами. При стрем-

лении силы связи к нулю, влияние соседних осцилляторов исчезает, и ансамбль

представляет собой совокупность несвязанных индивидуальных отображений

Лози в хаотическом режиме.

В разделе 2.3 приводятся результаты анализа пространственно-

временных структур в кольце связанных систем Лоренца, реализуемых при

слабой нелокальной связи. Впервые показано, что даже в случае, когда инди-

видуальные элементы в отсутствии взаимодействия находятся в режиме, соот-

ветствующем квазигиперболическому аттрактору Лоренца, помимо уединенных

состояний в ансамбле могут наблюдаться химерные состояния различных типов

и эффекты перемежаемости между различными режимами функционирования

элементов как во времени, так и пространстве. Установлено теоретически и под-

тверждено численно, что изменение силы нелокальной связи может приводить

к сдвигу эффективных значений управляющих параметров, в результате кото-

рого индивидуальная система Лоренца приобретает свойства бистабильности.

При этом динамика индивидуальных осцилляторов меняется и они переходят

в режим негиперболического хаоса. Вследствие этого реализуется возможность

наблюдать режимы химерных состояний различного типа. Подробно описаны
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режимы сосуществования химерных структур и пространственно-временной пе-

ремежаемости.

Представленные во второй главе результаты свидетельствуют о том, что

режимы уединенных состояний являются типичными и реализуются при пе-

реходе к режиму полной некогерентности в ансамблях нелокально связанных

хаотических систем, индивидуальные элементы которых характеризуются хао-

тическими аттракторами квазигиперболического типа. Подтверждена и уточне-

на гипотеза [90] о невозможности реализации химерных состояний в ансамблях

хаотических осцилляторов с квазигиперболическими аттракторами индивиду-

альных осцилляторов (в отсутствие связей). Однако, данный вывод является

справедливым в случае, если при наличии нелокальной связи между элемен-

тами ансамбля хаотический аттрактор индивидуального осциллятора остается

квазигиперболическим. В случае потери свойств гиперболичности хаотическим

аттрактором, в ансамблях нелокально связанных хаотических систем возможна

реализация химерных структур различного типа.

В третьей главе диссертационной работы описываются особенности ди-

намики во времени фазовой и амплитудной химерных состояний и анализи-

руется влияние шумового воздействия на данные структуры. Показано, что

установленные свойства являются типичными для данных химерных структур

и проявляются при исследовании динамики различных ансамблей нелокально

связанных хаотических осцилляторов с удвоением периода.

В разделе 3.2 на примере анализа эволюции химерных структур в одно-

мерном ансамбле нелокально связанных логистических отображений показа-

но, что фазовая химера, осцилляторы которой характеризуются периодической

во времени динамикой, представляет собой установившийся и устойчивый во

времени режим функционирования ансамбля. Во временной реализации осцил-

лятора из некогерентного кластера амплитудной химеры наблюдаются нере-

гулярные переключения во времени между хаотическими и периодическими

колебаниями, что свидетельствует о нестационарной временной динамике ос-
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циллятора. Установленный процесс нерегулярных переключений напоминает

эффект перемежаемости, известный из теории динамического хаоса как один

из сценариев его развития.

Процесс перемежаемости и конечное время жизни характерны и для неко-

герентного кластера амплитудной химеры в целом, что подтверждается резуль-

татами исследований эволюции во времени некогерентных кластеров ампли-

тудных химер, приведенными как для случая ансамбля логистических отоб-

ражений (раздел 3.2), так и для отображений Эно (раздел 3.3). Изменения во

времени мгновенных пространственных профилей динамики ансамбля отража-

ют нестационарную динамику некогерентных кластеров амплитудной химеры.

Отметим, что переключения между режимами происходят нерегулярно во вре-

мени. Спустя определенное число итераций амплитудная химера исчезает и в

ансамбле остается только фазовая химера. Таким образом, амплитудная хи-

мера характеризуется конечным временем жизни. В то же время некогерент-

ные кластеры фазовой химеры не претерпевают изменений, а осцилляторы из

этих кластеров демонстрируют стационарные периодические колебания. Расче-

ты свидетельствуют, что фазовая химера является долгоживущей структурой.

В разделе 3.4 впервые приводятся результаты численного статистического

анализа влияния глобального (на все элементы ансамбля) и целенаправленного

(действующего только на элементы некогерентных кластеров) кратковремен-

ного аддитивного шумового воздействия на фазовые и амплитудные химеры в

ансамблях нелокально связанных логистических отображений и отображений

Эно. Показано, что фазовые химерные состояния являются устойчивыми по

отношению к шумовым воздействиям. Постоянно действующий на систему с

установившейся фазовой химерой шум не индуцирует возникновения новых ре-

жимов и структур, а ведет лишь к зашумлению мгновенных пространственных

профилей. При этом возрождения некогерентного кластера амплитудной химе-

ры не наблюдается. Кратковременное (в течение одной итерации) воздействие

локализованного или глобального источника шума индуцирует восстановление
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режима амплитудных химер, а, следовательно, и процесса перемежаемости во

времени. Кроме того, время жизни амплитудных химерных состояний может

быть увеличено в численных экспериментах до сколь угодно больших величин.

Если единичные возмущения вводить в элементы всего ансамбля постоянно с

некоторыми интервалами во времени, то нерегулярные переключения между

режимами амплитудной и фазовой химер будут наблюдаться бесконечное вре-

мя. Таким образом, показана возможность управления временем жизни ампли-

тудных химер или длительностью процесса перемежаемости путем шумового

возмущения.

В четвертой главе диссертационной работы приводятся результаты чис-

ленных исследований пространственно-временной динамики системы двух свя-

занных одномерных ансамблей (колец) хаотических систем с нелокальной свя-

зью. Каждый из ансамблей имеет топологию кольца, включает одинаковое чис-

ло элементов и характеризуется нелокальной связью между индивидуальными

осцилляторами. Связь между одномерными ансамблями является локальной

и симметричной, то есть 𝑖-й элемент первого ансамбля связан с 𝑖-м элементом

второго с коэффициентом связи. Подобная топология связи между ансамблями

называется мультиплексной. Функции связи в рассматриваемой системе задают

тип межслойной связи, которая может быть диссипативной или инерционной.

В результате проведенных исследований продемонстрирована возмож-

ность реализации в каждом из рассматриваемых ансамблей пространственно-

временных структур, которые не наблюдались в них без взаимодействия. В

разделе 4.2 показано, что в результате введения взаимной диссипативной или

инерционной межслойной связи в ансамбле нелокально связанных отображений

Эно возможна реализация режимов уединенных состояний и бегущих волн, а

в ансамбле отображений Лози − режимов фазовой и амплитудной химерных

состояний. Было также показано, что при малой величине силы диссипатив-

ной или инерционной связи между ансамблями, в ансамбле отображений Эно

возникает новый тип химерной структуры, названный химерой уединенных со-
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стояний (solitary state chimera), в то время как ансамбль отображений Ло-

зи находится в режиме уединенных состояний. Некогерентный кластер данной

структуры состоит только из осцилляторов в режиме уединенного состояния и

локализован в пространстве ансамбля.

Результаты численных исследований, изложенные в разделе 4.3 диссерта-

ционной работы, продемонстрировали возможность реализации химеры уеди-

ненных состояний в изолированном ансамбле отображений Эно как в случае

воздействия мультипликативным шумом на коэффициент нелокальной связи в

ансамбле, так и в условиях отсутствия шумового возмущения. Было установле-

но, что механизм возникновения режима уединенных состояний и химеры уеди-

ненных состояний связан с появлением бистабильности в динамике индивиду-

альных осцилляторов ансамбля, обусловленной нелокальной связью индивиду-

альных осцилляторов с конечным числом соседей, что аналогично воздействию

«внешних» сигналов. Бистабильность характеризуется сосуществованием двух

изолированных аттракторов, соответствующих режиму уединенных состояний

и когерентной динамике и имеющих свои бассейны притяжения. При случайном

характере задания начальных условий часть осцилляторов попадает в бассейн

притяжения одного аттрактора, а часть − в область притяжения второго, что

и приводит к возможности возникновения как уединенных состояний, так и

соответствующих химерных структур. Проведенные численные исследования

показали, что рождение режимов бистабильности не является следствием воз-

действия шума, а обусловлены влиянием нелокальной связи.

Установленный механизм рождения уединенных состояний и химеры

уединенных состояний в изолированном ансамбле отображений Эно полностью

согласуется с данными, представленными в работе [418] для ансамбля нелокаль-

но связанных отображений Лози и кратко изложенными в разделе 4.4.

В разделе 4.5 диссертационной работы общность установленного механиз-

ма подтверждается на примерах реализации режимов уединенных состояний и
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химеры уединенных состояний в ансамблях нелокально связанных моделей ней-

рона: отображений Некоркина и осцилляторов ФитцХью–Нагумо.

Пятая глава диссертационной работы посвящена изложению ре-

зультатов исследования эффектов вынужденной и взаимной синхронизации

пространственно-временных структур, включая химерные структуры различ-

ного типа, в двух связанных одномерных ансамблях логистических отображе-

ний с нелокальной связью. Рассмотрены случаи диссипативного и инерционного

типов связи между ансамблями. Для количественной оценки степени идентич-

ности структур в режиме синхронизации и расчета областей синхронизации

на плоскости управляющих параметров системы использовались коэффициент

взаимной корреляции (КВК) между симметричными осцилляторами взаимо-

действующих ансамблей и среднеквадратичные отклонения значений перемен-

ных соответствующих осцилляторов по времени и по ансамблю. В случае пол-

ной синхронизации (полной идентичности пространственно-временных струк-

тур ансамблей) величины КВК равны 1, а среднеквадратичных отклонений −
нулю для всех элементов мультиплексной системы.

В пятой главе диссертационной работы подробно описаны результаты ис-

следований эффектов вынужденной и взаимной синхронизации в случае иден-

тичных ансамблей, при введении расстройки по управляющим параметрам и

параметрам нелокальной связи, а также для диссипативного и инерционного

типов связи между ансамблями. Выводы о реализации эффектов синхрониза-

ции подтверждаются выполнением двух условий: идентичности колебательных

процессов соответствующих осцилляторов ансамбля и наличием конечной об-

ласти (области синхронизации) на плоскости параметров системы, в которой

первое условие выполняется. Исследования показали, что при выеужденной

синхронизации пространственно-временная структура управляющего ансамбля

«захватывает» структуру управляемого ансамбля и идентичные структуры со-

храняются в области синхронизации. При взаимной синхронизации реализуется

взаимозахват структур во взаимодействующих ансамблях. При этом синхрон-
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ные структуры отличаются от исходных структур в ансамблях в отсутствие

связи. Эффекты вынужденной и взаимной синхронизации в исследуемых ан-

самблях наблюдаются в конечных областях синхронизации, что подтверждено

расчетами областей синхронизации на плоскости различных параметров рас-

сматриваемых систем количественных характеристик степени синхронизации.

В результате проведенного анализа установлено качественное соответ-

ствие результатов по исследованию эффектов синхронизации пространственно-

временных структур, включая химерные, с выводами классической теории син-

хронизации периодических автоколебаний. Это позволяет рассматривать ре-

зультаты, полученные в диссертационной работе, как обобщение представлений

о классическом явлении синхронизации периодических автоколебаний на слу-

чай синхронизации пространственно-временных структур в системах связанных

ансамблей нелокально взаимодействующих нелинейных осцилляторов.

В шестой главе диссертационной работы показана возможность пере-

дачи (ретрансляции) выбранной химерной структуры в многослойной (мульти-

плексной) сети от одного слоя к другому и установлены условия такой передачи

с минимальными изменениями данной структуры. Рассматриваемая сеть с от-

крытыми концами состоит из 20 слоев (колец нелокально связанных осциллято-

ров) и первый слой является задающим. Локальная динамика индивидуальных

элементов определялась логистическими отображениями двух видов и кубиче-

ским отображением. В качестве передаваемой (задающей) структуры в первом

слое выбиралась химерная структура различного типа. Рассмотрены случаи

однонаправленного взаимодействия слоев в случае их идентичности, полной

неоднородности взаимодействующих слоев, а также случай наличия несиммет-

ричной взаимной связи между слоями, включающей неоднородную однонаправ-

ленную компоненту и компоненту неоднородной обратной связи, которые не

равны между собой. Под обратной связью в данном случае понимается воздей-

ствие последующего слоя сети на предыдущий.
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В разделе 6.2 диссертационной работы установлено, что при увеличении

силы однонаправленной связи и при наличии слабой расстройки параметров

первого (задающего) слоя от параметров остальных слоев имеет место вынуж-

денная синхронизация химерных структур во всех слоях. Для количественной

оценки степени синхронности структур в различных слоях к задающей струк-

туре использован среднеквадратичное отклонения структуры 𝑖-го слоя от за-

дающей структуры по времени и по ансамблю. Проведен численный анализ

влияния расстройки по радиусу и силе нелокальной связи между первым слоем

и всеми остальными слоями сети. Показано, что химерная структура, устанав-

ливающаяся в первом слое, передается от слоя к слою с малыми искажениями,

величина которых определяется величиной расстройки параметров.

В разделе 6.3 диссертационной работы показана возможность ретрансля-

ции комбинированной химерной структуры в рассматриваемой мультиплексной

сети в присутствии неоднородностей по различным параметрам и при наличии

обратной связи. Степень синхронизации структур в различных слоях по отно-

шению к задающему слою определялась по максимальному среднеквадратич-

ному (по времени) отклонению мгновенных состояний элементов в рассматри-

ваемом слое относительно состояний соответствующих элементов первого слоя.

Показано, что эффект вынужденной синхронизации многослойной сети

в режиме комбинированной химерной структуры характеризуется различием

в порогах синхронизации для кластеров некогерентности фазовой и амплитуд-

ной химер. Данный факт подтверждается построением диаграмм синхронных

и несинхронных режимов в рассматриваемой сети при вариации величины од-

нонаправленной межслойной связи и при наличии неоднородности слоев сети.

Установлено, что одинаковая по величине неоднородность различных парамет-

ров сети по-разному влияет на возможность вынужденной синхронизации. Рас-

стройка значений параметров, управляющих динамикой индивидуальных эле-

ментов, оказывается гораздо разрушительнее для синхронизации, чем анало-

гичная расстройка по силе нелокальной связи внутри слоев. Проведенный ана-
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лиз показал, что наличие обратной компоненты взаимодействия между слоями,

кроме первого, оказывает довольно существенное влияние на эффект вынуж-

денной синхронизации всех слоев сети.

В Заключении подведены итоги диссертационной работы, сформулиро-

ваны основные результаты и выводы.
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Глава 1. Механизмы возникновения, структура

и свойства фазовой и амплитудной химер в

ансамблях нелокально связанных хаотических

осцилляторов

1.1 Введение

Свойства перехода к режиму химерных состояний в ансамбле нелокаль-

но связанных хаотических систем впервые были описаны в работах [88, 96], в

которых выявлены важные закономерности исследуемого перехода. Тем не ме-

нее, остаются нерешенными проблемы относительно новых возможных типов

химерных структур, механизмов их рождения и свойств в таких ансамблях и

не проанализирована роль функции или слагаемого связи (то есть совокупно-

го воздействия соседних осцилляторов на конкретный осциллятор ансамбля) в

образовании химерных структур.

Химерные состояния или «хаотические» химеры, которые возникают в

ансамблях нелокально связанных хаотических систем, являются нетривиаль-

ным образованием со сложным распределением некогерентных кластеров в про-

странстве и их динамики во времени. Исследование эволюции таких сложных

пространственно-временных структур путем лишь наблюдения за изменени-

ем пространственных профилей состояний ансамбля оказывается явно недо-

статочным. Для анализа и описания специфических структур, таких как хи-

мерные состояния, требуется проводить не только качественный, но и коли-

чественный анализ с привлечением ряда различных методов и количествен-

ных характеристик. В частности, при исследовании ансамбля связанных фазо-
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вых осцилляторов чаще всего используется индекс или коэффициент фазовой

синхронизации [361]. В случае ансамблей дискретных хаотических осциллято-

ров эта характеристика не всегда применима. Для таких систем наиболее под-

ходящим и конструктивным является использование корреляционного подхо-

да [60,61,360,364,366]. Так, одной из важных характеристик пространственно-

временной динамики ансамбля взаимосвязанных осцилляторов является вза-

имная корреляция колебаний различных элементов ансамбля. На сегодняшний

день, корреляционный подход к исследованию химер практически не приме-

нялся. Исключение составляет работа [156], в которой использовались некото-

рые усредненные по ансамблю характеристики взаимной корреляции элемен-

тов. Полученные при этом количественные показатели были использованы для

классификации химерных состояний. Тем не менее, классификация химерных

структур требует, прежде всего, определения их качественных и количествен-

ных различий и должна быть основана на анализе бифуркационных механизмов

их формирования с привлечением статистического анализа. Пока такие иссле-

дования проведены далеко не полностью.

В первой главе диссертационной работы приводятся результаты де-

тального численного анализа перехода от режима полной хаотической син-

хронизации к пространственно-временному хаосу (переход «когерентность–

некогерентность») в ансамбле нелокально связанных логистических отображе-

ний в хаотическим режиме. Исследования проводились в рамках динамического

и корреляционного описания пространственно-временной динамики ансамбля,

включая формирование химерных состояний. В качестве характеристик режи-

ма использовались мгновенные профили, пространственно-временные профили

и коэффициент взаимной корреляции колебаний различных элементов ансам-

бля. Последний может рассматриваться как универсальный количественный

критерий согласованности поведения различных элементов ансамбля во време-

ни и пространстве.
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Путем анализа пространственной и временной динамики ансамбля и

функции связи при рассмотрении перехода «когерентность−некогерентность»

выявлена возможность рождения химерных состояний двух типов: фазовых

и амплитудных. В данной главе описываются механизмы их возникновения,

анализируется эволюция функции связи и ее роль при формировании данных

химерных состояний, формулируются условия для их реализации. Иллюстриру-

ются структуры фазовой и амплитудной химер, определяются и анализируются

их отличительные особенности и основные свойства. Существование фазовой и

амплитудной химерных состояний и общность их свойств подтверждается при-

веденным анализом и описанием пространственно-временной динамики ряда

ансамблей нелокально связанных хаотических осцилляторов, в которых парци-

альные (индивидуальные) элементы описываются логистическим отображени-

ем, двумерным отображением Эно и трехмерной дифференциальной системой

Анищенко−Астахова. Данные модели хаотических осцилляторов хорошо из-

вестны и широко используются в нелинейной динамике и радиофизике. Важно

отметить, что в указанных системах переход к хаосу происходит через каскад

бифуркаций удвоения периода [60, 61, 360, 362–366], а возникающий хаотиче-

ский аттрактор относится к негиперболическиму типу или, следуя термино-

логии Афраймовича и Шильникова, «квазиаттракторам» [367–369]. Негипер-

болический аттрактор теоретически включает в себя бесконечное множество

регулярных устойчивых по Ляпунову и хаотических помножеств, реализация

которых зависит от начальных условий. Таким образом, имеет место муль-

тистабильность. Более того, при малом изменении управляющих параметров

системы квазиаттракторы демонстрируют множество внутренних бифуркаций

как регулярных, так и хаотических подмножеств, существующих в области ква-

зиаттрактора.

Результаты численных исследований, изложенные в первой главе, опуб-

ликованы в работах [336,342–344,346–348,370–373].
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1.2 Переход «когерентность–некогерентность» в ансамбле

нелокально связанных логистических отображений

1.2.1 Модель, методы исследования и диаграммы

режимов

Предметом анализа является пространственно-временная динамика одно-

мерного, замкнутого в кольцо ансамбля идентичных хаотических отображений

с нелокальной связью, описываемого следующими уравнениями:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓(𝑥𝑡𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[︀
𝑓(𝑥𝑡𝑗) − 𝑓(𝑥𝑡𝑖

]︀
, (1.1)

где 𝑥 – динамическая переменная, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 – порядковый номер осцилля-

тора, который можно рассматривать как дискретную пространственную коор-

динату, 𝑁 – число осцилляторов в ансамбле, которое выбирается равным 1000

элементам, 𝑡 обозначает дискретное время (номер итерации), 𝑃 задает число

соседних осцилляторов, с которым связан 𝑖-й осциллятор с каждой стороны, 𝜎

− коэффициент или сила связи 𝑖-го элемента с 𝑃 соседями. Схема исследуемого

ансамбля с топологией кольца и нелокальными связями между индивидуаль-

ными элементами приведена на рисунке 1.1.

Динамика всех осцилляторов описывается отображением, задаваемым

функцией последования вида 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥(1 − 𝑥). Это – классическое логисти-

ческое отображение, являющееся одной из фундаментальных моделей нелиней-

ной динамики, в котором переход к хаосу происходит через каскад бифуркаций

удвоения периода [362]. Осцилляторы исследуются при фиксированном значе-

нии параметра 𝛼 = 3.8, что соответствует режиму развитого динамического

хаоса в индивидуальном элементе с положительным значением показателя Ля-
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Рисунок 1.1. Схема одномерного, замкнутого в кольцо ансамбля нелокально

связанных идентичных осцилляторов. Cерые кружки соответствуют

осцилляторам ансамбля, каждый из которых связан со своими ближайшими

𝑃 соседями с каждой стороны (связи показаны черными, красными и серыми

линиями)

пунова. В качестве бифуркационных параметров ансамбля (1.1) выбираются

сила связи 𝜎 и радиус связи 𝑟 = 𝑃/𝑁 .

Второе слагаемое в (1.1) отражает интенсивность связи и характеризует

суммарное или совокупное воздействие соседних осцилляторов на конкретный

𝑖-й осциллятор ансамбля:

𝐹𝑖 =
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[︀
𝑓(𝑥𝑡𝑗) − 𝑓(𝑥𝑡𝑖)

]︀
. (1.2)

Для удобства изложения будем называть 𝐹𝑖 функцией связи.

В силу выбранной топологии кольца, граничные условия являются пери-

одическими, то есть 𝑥𝑡𝑁+1 = 𝑥𝑡1. Рассматриваемый ансамбль состоит из иден-

тичных элементов и характеризуется кольцевой симметрией. Соответственно,

при одинаковых начальных условиях динамический режим всегда будет соот-

ветствовать полной синхронизации всех элементов ансамбля. В проводимых

исследованиях начальные условия 𝑥0𝑖 выбирались случайным образом распре-
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деленными в интервале 0 < 𝑥0𝑖 < 1.0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 1000. Подобный выбор на-

чальных условий является наиболее приближенным к реальным условиям и

ситуациям и существенно отличает данное исследование от представленного в

работах [88,96], в которых были использованы специально подготовленные на-

чальные условия.

Численный анализ динамики всего ансамбля (1.1) и поведения функции

связи (1.2) проводится с использованием различных характеристик режимов.

В работах, посвященных исследованию химерных состояний, главным образом

приводятся и анализируются мгновенные пространственные профили, показы-

вающие значения всех динамических переменных 𝑥𝑖 в фиксированный момент

времени. Для более наглядного и полного представления как пространствен-

ной, так и временной динамики элементов ансамбля, в настоящей работе также

используется метод построения так называемых пространственно-временных

профилей, впервые введенных в работе [346]. Для каждого индивидуального

элемента ансамбля 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 = 1000 на график выводятся последние 50−100

итераций 𝑥𝑡𝑖 и 𝐹𝑖. Этот метод позволяет диагностировать тип колебаний (пери-

одический или хаотический), определять период колебаний и режимы синхро-

низации (десинхронизации) элементов ансамбля. Отметим, что для численно-

го анализа режимов динамики ансамблей нелокально связанных хаотических

осцилляторов выбирается достаточно большое время расчета (наблюдения) по-

рядка 𝑡 = 104÷108 итераций (в зависимости от рассматриваемой системы и/или

поставленной задачи), без учета времени установления (переходного процесса)

𝑡 = 5 × 103 итераций.

Для анализа пространственной когерентности используется коэффициент

взаимной корреляции колебаний (КВК) различных элементов ансамбля [336].

Будем рассматривать первый и 𝑖-й элементы в один и тот же момент времени.

Для них КВК определяется по формуле:

𝑅1𝑖 =
⟨�̃�𝑡1�̃�𝑡𝑖⟩√︀

⟨(�̃�𝑡1)2⟩⟨(�̃�𝑡𝑖)2⟩
, (1.3)
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Рисунок 1.2. Фрагмент бифуркационной диаграммы ансамбля (1.1) на

плоскости параметров (𝑟, 𝜎). Область 1 отвечает полной хаотической

синхронизации всех элементов ансамбля (см. вставку в области 1). Область 2

когерентной динамики отвечает регулярным колебаниям элементов с

периодом 2𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3) и характеризуется волновым числом 𝑘 = 1 (см.

вставку внизу слева). В области 3 реализуется режим

пространственно-временного хаоса (асинхронная динамика) элементов

ансамбля. Линия со стрелками показывает движение на плоскости параметров

при проводимых расчетах. Параметры системы: 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

где �̃�𝑡 = 𝑥𝑡−⟨𝑥𝑡⟩ − флуктуация относительно среднего значения, где 𝑡 = 1, 2, . . .

− дискретное время. Скобки ⟨. . .⟩ обозначают усреднение по времени. При на-

личии перемешивания в режиме хаотической динамики процесс колебаний мож-

но считать эргодическим. В этом случае усреднение по времени эквивалентно

усреднению по ансамблю реализаций.

На рисунке 1.2 приведен фрагмент бифуркационной диаграммы на плос-

кости параметров (𝑟, 𝜎), построенной численно для системы (1.1) [88, 96, 346].

Диаграмма отражает наличие области полной хаотической синхронизации (об-

ласть 1), области периодической динамики (область 2) и области асинхронных

хаотических колебаний всех элементов ансамбля (область 3). Область 1 ограни-
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чена линией бифуркации прорыва (blowout bifurcation). Эта бифуркация в си-

стемах двух взаимодействующих идентичных осцилляторов и сопровождающие

ее эффекты исследовалась во многих работах (например, [374–379]), однако для

распределенных ансамблей с нелокальным взаимодействием она практически

не рассматривалась. На этой бифуркационной линии происходит разрушение

режима полной хаотической синхронизации, которое диагностируется по знаку

наибольшего трансверсального показателя Ляпунова для предельного множе-

ства, принадлежащего симметричному инвариантному многообразию [61]. Если

показатель становится положительным, то предельное множество (синхронное

состояние) теряет свою устойчивость и все многообразие перестает быть устой-

чивым. Положение линии бифуркации прорыва на плоскости параметров (𝑟, 𝜎),

а, следовательно, и размер области полной хаотической синхронизации, зависит

от локальной динамики элементов ансамбля (1.1), то есть от значения управ-

ляющего параметра 𝑎 логистического отображения. Как было показано в [96],

при увеличении параметра 𝑎 бифуркационная линия смещается в сторону боль-

ших значений параметров связи 𝑟 и 𝜎, а размер самой области синхронизации

существенно уменьшается.

Бифуркационные линии в области 2 на диаграмме рис. 1.2 характеризу-

ют переходы от периодических колебаний во времени с периодом 2 к колеба-

ниям с периодами 4 и 8 (при движении по параметру 𝜎 сверху вниз). Будем

использовать терминологию, введенную в работах [88, 96]. Тогда области 1 и 2

на диаграмме рисунке 1.2 соответствуют «областям когерентности» с гладкими

мгновенными пространственными профилями. Этот профиль в общем случае

характеризуется некоторым числом максимумов, которое определяет «волновое

число» 𝑘. Областям 1 и 2 на диаграмме рисунка 1.2 отвечают волновые числа

𝑘 = 0 и 𝑘 = 1, соответственно. В соответствии с работами [88, 96] колебания

элементов ансамбля считаются когерентными, если выполняется условие

|𝑥𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖+1| < 𝛿, 𝛿 ≪ 1, 𝑡 = const ≫ 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁. (1.4)
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Таким образом, если мгновенное распределение значений динамических пере-

менных вдоль ансамбля (мгновенный пространственный профиль) представля-

ет собой гладкую, медленно меняющуюся в пространстве функцию, то можно

говорить о когерентном состоянии ансамбля. Наглядной иллюстрацией данного

факта является профиль, приведенный на нижней левой вставке рисунка 1.2 и

отражающий режим когерентной динамики в области 2. Режиму строгой коге-

рентности должно отвечать условие |𝑥𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖+1| = 0 (см. вставку на рисунке 1.2

в верхнем правом углу).

В областях белого цвета на рисунке 1.2 наблюдаются сложные колеба-

тельные режимы и их бифуркации, включая появление химерных состояний.

Если рассмотреть динамику ансамбля (1.1) при уменьшении радиуса свя-

зи 𝑟 < 0.15, то на плоскости параметров (𝑟, 𝜎) имеют место дополнительные

узкие области когерентной динамики с волновыми числами 𝑘 = 2, 3 и бо-

лее [88, 96]. Таким образом, наблюдается каскад бифуркаций добавления пе-

риода в пространстве. Эти области имеют вид, подобный области 2 на рисун-

ке 1.2, и внутри них также наблюдается каскад бифуркаций удвоения периода

колебаний индивидуальных элементов во времени.

Как видно из рисунка 1.2, с уменьшением коэффициента связи от значе-

ния 𝜎 = 1 до значения 𝜎 < 0.1 в системе (1.1) реализуется глобальный переход

от режима полной когерентности (полной хаотической синхронизации) к режи-

му полной некогерентности или пространственно-временному хаосу.

Детальный анализ и описание перехода «когерентность–некогерентность»

в ансамбле (1.1) проводится при фиксированном значении радиуса связи 𝑟 =

0.32 и при вариации силы (коэффициента) связи 𝜎 в интервале [0, 0.7]. Указан-

ное значение 𝑟 было выбрано исходя из того факта, что в этом сечении и при

уменьшении силы связи 𝜎 хорошо наблюдается появление химерного состояния,

как это было впервые показано в работах [88,96].

Для более глубого понимания динамических процессов, происходящих в

ансамбле (1.1), рассмотрим фазо-параметрическую диаграмму при переходе
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от когерентной к некогерентной динамике для выбранного элемента ансамбля

𝑖 = 500. С этой целью рассчитывается зависимость переменной 𝑥500 от времени

𝑡 при вариации коэффициента связи при фиксированном значении радиуса свя-

зи 𝑟 = 0.32 и для каждого значения коэффициента связи (с заданным шагом)

выводится 100 последних значений переменной 𝑥𝑖. Начальные условия выби-

рались случайно распределенными в интервале 0 < 𝑥0𝑖 < 1 и данная реализа-

ция фиксировалась для всех последующих вычислений. Полученная диаграмма

приведена на рисунке 1.3.

Рисунок 1.3. Зависимость множества значений переменной 𝑥𝑖 элемента 𝑖 = 500

от величины коэффициента связи 𝜎 при 𝑟 = 0.32. На график выведены

значения 𝑥𝑖 для 100 итераций системы (1.1) после периода установления

Отметим, что результаты, представленные на рисунке 1.3, будут несколь-

ко различаться для различных элементов ансамбля и различных начальных

условий. Однако качественно области с различными типами колебаний при ва-

риации 𝜎 сохраняются. На рисунке 1.3 буквами 𝐴, 𝐵, 𝐶, . . . обозначена после-

довательность режимов колебаний, реализуемых в ансамбле (1.1) при вариации

коэффициента связи 𝜎. Область 𝐷 отвечает существованию химерных состоя-

ний.
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1.2.2 Режим полной хаотической синхронизации

Начнем численный анализ динамики ансамбля (1.1) с рассмотрения обла-

сти 𝐻 на рисунке 1.3 (она же область 1 на рисунке 1.2), соответствующей полной

хаотической синхронизации (𝜎 > 0.63). Результаты расчетов представлены на

рисунке 1.4.

R1i

(а) (б)

Fi

(в) (г)

Рисунок 1.4. Иллюстрация режима полной хаотической синхронизации при

𝜎 = 0.64 и 𝑟 = 0.32. (a) Мгновенный пространственный профиль переменных

𝑥𝑖, (б) коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖, (в) проекция фазовой

траектории на плоскость (𝑥1, 𝑥500), (г) пространственно-временной профиль

для функции связи 𝐹𝑖. Другие параметры системы как для риcунка 1.2
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Из рисунка 1.4 следует, что режиму полной хотической синхронизации

(полной когерентности) отвечает постоянство значений динамических перемен-

ных в пространстве (рисунок 1.4,а), равенство единице КВК 𝑅1𝑖 (1.3) для

всех осцилляторов ансамбля 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 (рисунок 1.4,б) и расположе-

ние точек хаотической траектории строго в симметричном подпространстве

𝑈 : 𝑥𝑖 ≡ 𝑥1 ∀𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 (пример проекции на плоскость (𝑥1, 𝑥500) приве-

ден на рисунке 1.4,в). Значения функции связи 𝐹𝑖 (рисунок 1.4,г) равны нулю

и этот факт означает, что динамика всех элементов ансамбля соответствует

колебательному режиму индивидуального осциллятора.

Как видно из временной зависимости для 500-го осциллятора (рису-

нок 1.5,а), колебания элементов ансамбля (1.1) являются хаотическими. Тем

не менее, мгновенные значения всех переменных 𝑥𝑖 в каждый момент времени

𝑡 совпадают. Пространственно-временной профиль динамики ансамбля, приве-

денный на рисунке 1.5,б, представляет собой набор прямых горизонтальных

линий, соответствующих различным значениям 𝑥𝑖.

t

(а) (б)

Рисунок 1.5. (а) Вид колебаний во времени для осциллятора с номером

𝑖 = 500 ансамбля (1.1), (б) пространственно-временной профиль динамики

ансамбля (1.1) в режиме полной хаотической синхронизации 𝜎 = 0.64 и

𝑟 = 0.32. Другие параметры системы как для риcунка 1.2
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1.2.3 Режим колебательной хаотической синхронизации

При уменьшении коэффициента связи 𝜎 (𝜎 < 0.63) в результате бифур-

кации прорыва режим полной хаотической синхронизации становится неустой-

чивым. При малом отклонении 𝜎 < 𝜎𝑐𝑟 ≈ 0.63 от бифуркационной линии, в

ансамбле (1.1) реализуется режим, при котором мгновенный профиль становит-

ся отличным от прямой линии и приобретает колокообразную (или солитоно-

подобную) форму. Однако, как и в областях регулярной динамики (например,

в области 2 на рисунке 1.2), он может быть описан гладкой функцией про-

странственной координаты. Пример такого профиля приведен на рисунке 1.6,а.

Согласно условию (1.4) он отвечает режиму когерентности.

Как видно из рисунка 1.6,б, коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖 (1.3)

становится зависящим от номера осциллятора 𝑖 и его значение уменьшается с

ростом расстояния между осцилляторами. В середине кольца КВК достигает

минимума ≈ 0.84. Это означает, что полная корреляция колебаний осциллято-

ров ансамбля отсутствует. Фазовые траектории уже не лежат в симметричном

подпространстве 𝑈 , о чем свидетельствуют проекции фазовых траекторий на

плоскости переменных (𝑥1, 𝑥50) и (𝑥1, 𝑥500), приведенные на рисунке 1.6,в,г,

соответственно. Из них также видно, что пространственная корреляция падает

с увеличением расстояния между осцилляторами.

Описанный режим наблюдается в области 𝐺, отмеченной на рисунке 1.3.

Данный режим был впервые обнаружен и детально описан в работе [336]. Мож-

но выделить следующие его особенности. Мгновенные пространственные про-

фили описываются гладкими функциями (рисунок 1.6,a), то есть удовлетво-

ряют условию (1.4), и, следовательно, соответствуют когерентному режиму.

При этом взаимный коэффициент корреляции вдоль ансамбля не равен еди-

нице (рисунок 1.6,б). Данный факт свидетельствует о том, что полной хаоти-

ческой синхронизации в ансамбле (1.1) больше не наблюдается. Если просле-
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Рисунок 1.6. Иллюстрация режима колебательной (частичной) хаотической

синхронизации в ансамбле (1.1) при 𝜎 = 0.55 и 𝑟 = 0.32. (а) Мгновенный

пространственный профиль переменных 𝑥𝑖, (б) коэффициент взаимной

корреляции 𝑅1𝑖, проекции фазовой траектории на плоскости переменных

(𝑥1, 𝑥50) (в) и (𝑥1, 𝑥500) (г). Другие параметры системы как для риcунка 1.2

дить эволюцию мгновенного профиля во времени и построить пространственно-

временной профиль для переменных 𝑥𝑖 (рисунок 1.7,a), то можно видеть слу-

чайные колебания формы профиля без потери его гладкости, что подтверждает

когерентность рассматриваемого режима. Соответствующий пространственно-

временной профиль для функции связи 𝐹𝑖 приведен на рисунке 1.7,б, из которо-

го видно, что поведение 𝐹𝑖 также носит осциллирующий характер. Отметим, что

для построения пространственно-временных профилей на рисунке 1.7 использу-
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Рисунок 1.7. Пространственно-временные профили динамики ансамбля (1.1)

(а) и функции связи 𝐹𝑖 (б) при 𝜎 = 0.55 и 𝑟 = 0.32. Другие параметры

системы как для риcунка 1.2

ются 50 последних итераций 𝑥𝑡𝑖 для каждого элемента ансамбля 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

На основании указанных особенностей и характеристик, этот особый режим

частичной хаотической синхронизации можно назвать «колебательной хаоти-

ческой синхронизацией».

1.2.4 Режим фазовой химеры

При 0.37 < 𝜎 < 0.5 в областях 𝐸 и 𝐹 на рисунке 1.3 (область 2 на рисун-

ке 1.2) колебания элементов ансамбля (1.1) во времени являются периодически-

ми. Внутри области 2 с уменьшением силы связи реализуется каскад бифурка-

ций удвоения периода. Соответствующие мгновенные профили для переменных

𝑥𝑖 и пространственно-временные профили динамики ансамбля и функции свя-

зи 𝐹𝑖 приведены на рисунке 1.8. Как видно из графиков рисунка 1.8,a,б, мгно-

венные профили имеют гладкую колокообразную форму и отражают режимы

когерентности. Временная динамика всех элементов ансамбля и функции свя-

зи является периодической и с уменьшением 𝜎 от 0.43 до 0.35 демонстрирует
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Рисунок 1.8. Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 ансамбля (1.1) (левая

колонка) и пространственно-временные профили динамики ансамбля

(центральная колонка) и функции связи 𝐹𝑖 (правая колонка), отражающие

динамику системы (1.1) при уменьшении силы связи 𝜎: (а) 𝜎 = 0.43,

(б) 𝜎 = 0.38, (в) 𝜎 = 0.35. Другие параметры: 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

каскад бифуркаций удвоения периода (циклы периода 2, 4 на рисунке 1.8a,б,

соответственно). Кроме того, в областях 𝐸 и 𝐹 при некоторых значениях коэф-

фициента связи возможны также квазипериодические колебания. Естественно,

что в режиме регулярных (периодических или квазипериодических) колебаний

элементов ансамбля, КВК 𝑅1𝑖 для всех 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 строго равен единице.

Таким образом, режимы динамики, наблюдающиеся в областях 𝐸 и 𝐹 на ри-

сунке 1.3, являются когерентными.
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При дальнейшем уменьшении силы связи 𝜎 < 0.37 и переходе в область 𝐷

на рисунке 1.3 колебания во всех элементах ансамбля становятся слабо хаоти-

ческими. Переход к хаосу наглядно иллюстрируют пространственно-временные

профили динамики ансамбля и функции связи, представленные на рисунке 1.8,в

(центральная и правая колонки) для 𝜎 = 0.35. Мгновенный профиль (рису-

нок 1.8,в, левая колонка) отражает появление двух областей некогерентной ди-

намики (260 6 𝑖 6 280 и 860 6 𝑖 6 880), которые сосуществуют с областями

когерентной (синхронной) динамики остальных осцилляторов, то есть рожда-

ется химерное состояние.

Как показали численные исследования [346], переход от когерентной ди-

намики всего ансамбля осцилляторов к появлению областей с некогерентной

динамикой (возникновению химерного состояния) связан с бифуркациями удво-

ения периода колебаний как функции связи, так и каждого индивидуального

элемента ансамбля. При этом рождение химерного состояния наблюдается при

достижении параметром 𝜎 критического значения 𝜎cr ≃ 0.35, при котором ре-

ализуется переход к слабо хаотическому режиму колебаний всех осцилляторов

ансамбля и функции связи (рисунок 1.8,в). Отметим, что временная динами-

ка элементов из некогерентных кластеров возникающего химерного состояния

соответствует «зашумленным» регулярным колебаниям периода 2.

В работе [88] было установлено, что для 𝜎 . 0.4 фронт мгновенного про-

филя становится вертикальным, то есть пространственная производная стре-

мится к бесконечности, затем претерпевает разрыв и в итоге при 𝜎 ≤ 0.35

приводит к появлению режима химерных состояний в окрестности разрушив-

шегося волнового фронта. Появление химер авторы [88] связывают именно с

обращением производной в бесконечность, что позволяет оценить теоретически

критическое значение коэффициента связи 𝜎cr ≃ 0.41, отвечающее разрушению

фронта и рождению химерных состояний в их окрестности. С точки зрения ди-

намики ансамбля осцилляторов (1.1) обращение пространственной производной

в бесконечность обусловлено сдвигом «фазы» на одну итерацию в соседних ос-
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цилляторах, который реализуется при наибольшей разнице максимальных и

минимальных амплитуд колебаний двухтактного цикла.

Как видно из рисунка 1.8,б, динамика всех элементов ансамбля (1.1) и

функции связи является периодической (цикл периода 4), а фронт мгновенного

профиля уже становится строго вертикальным и характеризуется бесконечной

производной, что является предвестником возникновения областей некогерент-

ности. Однако химерного состояния (областей с некогерентной динамикой) при

этом еще не возникает. Появлению химеры отвечает переход к слаборазвитой

хаотической динамике функции связи и ансамбля в целом (рисунок 1.8,в).

Обсудим более подробно динамику элементов ансамбля (1.1), принадле-

жащих некогерентным кластерам химерной структуры. Рассмотрим для удоб-

ства мгновенный профиль динамики ансамбля, приведенный на рисунке 1.9,а

и рассчитанный для 𝜎 = 0.29 и случайно распределенных начальных условий.

На рисунке цифрами 1 и 2 обозначены области когерентной динамики, в ко-

торых соседние осцилляторы характеризуются практически идентичными ко-

лебаниями. Однако временная динамика элементов в областях 1 и 2 различна:

колебания в области 2 сдвинуты «по фазе» на одну итерацию1. Такой же ха-

рактер демонстрирует и функция связи, представленная на рисунке 1.9,б для

выбранных элементов из 1 и 2 областей. Как видно из графика, колебания

во времени элементов из обеих областей характеризуются периодом 2, то есть

𝑥𝑡𝑖 = 𝑥𝑡+2
𝑖 . Если сдвинуть временную реализацию 319-го элемента из области

2 на одну итерацию, то она полностью совпадет с временной зависимостью

318-го элемента из области 1 (см. рисунок 1.9,б), то есть 𝑥𝑡𝑖 = 𝑥𝑡+1
𝑖 . Так как

период колебаний равен 2, то сдвиг на одну итерацию дает колебания, сдвину-

тые во времени на половину периода. В этом случае колебания можно назвать

противофазными. Таким образом, если в областях 1 колебания различных ос-
1Определение фазы для дискретных последовательностей 𝑥𝑡 (𝑡 = 1, 2, . . .) строго ввести нельзя. Для

удобства описания мы будем использовать термин «фаза», имея в виду следующее. Если для дискретного

ряда периода 2 последовательности 𝑥𝑡
1 и 𝑥𝑡

2 будут совпадать при сдвиге по дискретному времени на единицу,

то есть 𝑥𝑡
1 = 𝑥𝑡+1

2 , то можно говорить о сдвиге «фаз» на полпериода.
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Рисунок 1.9. (а) Мгновенный профиль динамики ансамбля (1.1) для 𝜎 = 0.29

и 𝑟 = 0.32, (б) временная реализация для функции связи 𝐹 (𝑥𝑖) для 318-го

(сплошная зеленая линия) и 319-го осциллятора (пунктирная красная линия),

проекции фазовых траекторий на плоскости переменных (𝑥319, 𝑥320) (в) и

(𝑥318, 𝑥319) (г)

цилляторов являются синфазными, то по отношению к ним в области 2 они

противофазны. На рисунке 1.9 показано отличие синфазных (рисунок 1.9,в) и

противофазных (рисунок 1.9,г) колебаний в проекциях на плоскости соответ-

ствующих переменных. В первом случае точки фазовых траекторий лежат на

биссектрисе и следовательно, осцилляторы колеблются синфазно. На рисунке
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1.9,г осцилляторы демонстрируют противофазные колебания, так как один из

них принадлежит области 1, а другой – области 2 (рисунок 1.9,а).

Обращаясь к профилю когерентной динамики до возникновения химер

(рисунок 1.8,б), можно отметить, что скачок «фазы» происходит в осциллято-

рах 𝑖 ≃ 300 и 𝑖 ≃ 800.

Рассмотрим процесс смены «фазы» колебаний, который проявляется еще

до возникновения химерного состояния. Как видно из рисунка 1.8,а, для эле-

ментов 𝑖 ≃ 298 и 𝑖 ≃ 798 функция связи 𝐹𝑖 ≃ 0. При этом колебания периода 2

в указанных осцилляторах вырождаются в однотактные, их амплитуды стано-

вятся равными 𝑥𝑡302 ≃ 0.73 = const. Если положить в уравнении (1.1) функцию

связи равной нулю, то получаем

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑎𝑥𝑡𝑖(1 − 𝑥𝑡𝑖) = const, 𝑖 = 302. (1.5)

Отображение (1.5) имеет неустойчивую неподвижную точку 𝑥0 = 𝑎𝑥0(1 − 𝑥0)

с координатой 𝑥0 = 0.7368, что совпадает с данными рисунка 1.8,а (централь-

ная колонка). Неподвижная точка 𝑥0 является седловой и разделяет бассейны

притяжения синфазных и противофазных колебаний [96,346].

Если рассмотреть динамику элементов с номерами 𝑖 = 296, 297 (меньше

298) и 𝑖 = 299, 300 (больше 298), то можно пронаблюдать, как меняется фаза

колебаний. Результаты расчетов представлены на рисунке 1.10. Как видно из

рисунка 1.10,а, амплитуда 2-тактных колебаний осцилляторов при подходе к

элементу 𝑖 = 298 уменьшается, но колебания при этом синфазны с колебания-

ми во всех осцилляторах с номерами 𝑖 < 298. В осцилляторе 𝑖 = 298 амплитуда

колебаний устанавливается постоянной на уровне ≃ 0.725 (рисунок 1.10,б). Для

осцилляторов с номерами 𝑖 > 298 колебания вновь становятся двупериодиче-

скими и их амплитуда начинает нарастать (как это видно из рисунка 1.10,в).

Но при этом «фаза» колебаний претерпевает скачок: колебания в осциллято-

рах 𝑖 > 298 отличаются от колебаний в осцилляторах 𝑖 < 298 сдвигом на одну

итерацию.
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Рисунок 1.10. Процесс смены «фазы» колебаний в осцилляторе 𝑖 = 298 при

переходе от осциллятора 𝑖 = 297 к осциллятору 𝑖 = 299 при 𝜎 = 0.43.

Сплошной зеленой линией на графиках изображена зависимость 𝑥𝑡𝑖=48,

отражающая когерентный режим (см. рисунок 1.9,а). Сплошной красной

линией показаны зависимости 𝑥𝑡𝑖=297 (а), 𝑥𝑡𝑖=298 (б), 𝑥𝑡𝑖=299 (в). Другие

параметры ансамбля (1.1) как для рисунка 1.8

Анализируя представленные численные результаты, можно заключить,

что в кластерах некогерентности химерного состояния, возникающих в ансам-

бле (1.1) при 𝜎 ≃ 0.35 (рисунок 1.8,в), имеет место нерегулярное чередование

синфазных и противофазных колебаний амплитуд индивидуальных элементов.

В некогерентных кластерах соседние осцилляторы колеблются со сдвигом «фа-
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зы» на одну итерацию. Сдвиг «фаз» осцилляторов в этих областях носит слу-

чайный характер в пространстве, определяется начальными состояниями и во

времени сохраняется постоянным. Таким образом, механизмом рождения химе-

ры в (1.1) является потеря устойчивости режима синфазной синхронизации с

переходом в режим перемежаемости между синфазными и противофазными ко-

лебаниями в определенных областях (кластерах) пространственной структуры.

В связи с этим, режим сосуществования в ансамбле нелокально связанных ло-

гистических отображений (1.1) областей когерентности и некогерентности, ха-

рактеризующихся случайным чередованием сдвига «фаз» колебаний элементов

внутри кластеров некогерентности, был назван фазовой химерой [346]. Таким

образом, химерное состояние, найденное в ансамбле (1.1) и впервые описанное

в работах [88,96], можно отнести к типу фазовой химеры. Данный тип химеры,

обнаруженный для ансамблей нелокально связанных хаотических осциллято-

ров, отличается от фазовой химеры Курамото, введенной в рассмотрение при-

менительно к ансамблям нелокально связанных фазовых осцилляторов [54]. В

последнем случае под фазовой химерой понимается неоднородное распределе-

ние значений фазы осцилляторов в пространстве ансамбля.

Проведем анализ фазовой химеры, используя корреляционный подход.

Для этого рассчитаем коэффициент взаимной корреляции между 1-м и 𝑖-ми

элементами ансамбля (1.1) по формуле (1.3) для режима фазовой химеры при

𝜎 = 0.29 (рисунок 1.9,а). Результаты расчетов приведены на рисунке 1.11,б.

Для удобства сопоставления полученных результатов на рисунке 1.11,а продуб-

лирован мгновенный профиль для переменных 𝑥𝑖, полученный для 𝜎 = 0.29 и

представленный на рисунке 1.9,а.

Из рисунка 1.11 следует, что в областях когерентности 1 и 2, в которых

колебания осцилляторов отличаются только фазой, КВК принимает значения,

близкие по абсолютной величине к единице: 𝑅1𝑖 = +1 в области 1 и −1 в области

2. Отличия в знаке как раз характеризуют синфазность (область 1) и проти-

вофазность (область 2) колебаний 𝑖-го осциллятора по отношению к первому.



67

R1i

(а) (б)

Рисунок 1.11. (а) Мгновенный профиль динамики ансамбля (1.1) в режиме

фазовой химеры и (б) соответствующие результаты расчета КВК 𝑅1𝑖.

Параметры системы (1.1): 𝜎 = 0.29, 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

В областях пространственной некогерентности фазовой химеры имеют место

скачки коэффициента взаимной корреляции 𝑅1𝑖 между значениями ±1. Этот

факт еще раз подтверждает случайное чередование синфазных и противофаз-

ных колебаний, что является главной особенностью фазовой химеры. Отметим

важный момент. Хотя значения КВК, как отмечалось выше, близки по абсо-

лютной величине к единице, в данном случае строгого равенства |𝑅1𝑖| = 1 не

наблюдается. Как показывают расчеты, в режиме фазовой химеры |𝑅1𝑖| . 1.

Это связано с тем, что в рассматриваемом в работе случае переход к режиму

фазовой химеры сопровождается возникновением слабо хаотических колебаний

элементов ансамбля во времени. Степень хаотичности при 𝜎 = 0.29 все еще до-

вольно мала, так как динамика элементов подобна «зашумленным» колебаниям

периода 2, но именно хаотическое во времени поведение приводит к тому, что

абсолютная величина КВК хотя и незначительно, но становится меньше еди-

ницы [342,343,346].

Как показали численные исследования, фазовые химерные состояния яв-

ляются установившимися и устойчивыми во времени структурами. Данный
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факт был многократно проверен и подтвержден численными расчетами при

задании довольно продолжительного времени наблюдения. Кроме того, как бу-

дет представлено в главе 3 диссертационной работы, определенный тип химер-

ных состояний переходит с течением времени именно к фазовому химерному

состоянию. Отметим, что вывод об устойчивости получен на основе численного

моделирования, с помощью которого, строго говоря, довольно сложно отличить

устойчивый процесс колебаний от долгоживущего переходного процесса.

1.2.5 Режим амплитудной химеры

При дальнейшем уменьшении силы связи 𝜎 в области 𝐷 (рисунок 1.3),

0.25 < 𝜎 < 0.29, кластеры некогерентности фазовой химеры расширяют-

ся [88,96]. Затем возникает новая локализованная в пространстве ансамбля об-

ласть некогерентной динамики, которая расположена в когерентной области 1

на рисунке 1.9,a. Этот кластер образуется и существует одновременно с фазо-

вой химерой. Пример мгновенного профиля нового режима динамики ансамбля

(1.1) представлен на рисунке 1.12,а. Область, отмеченная на рисунке цифрой 2,

соответствует родившемуся некогерентному кластеру и включает осцилляторы

120 < 𝑖 < 290. Области 1 на рисунке 1.12,а отвечают кластерам некогерент-

ности фазового химерного состояния. Новая область некогерентности характе-

ризуется наиболее развитой хаотической динамикой как для индивидуальных

осцилляторов (рисунок 1.12,б), так и для функции связи (рисунок 1.12,в). При

этом четко наблюдается развитая хаотизация амплитуд осцилляторов в обла-

сти некогерентности 2 (в отличие от случая фазовой химеры). Их поведение

становится полностью асинхронным, в то время как соседние с некогерентным

кластером осцилляторы колеблются почти периодически и синхронно. В со-

ответствии с указанными особенностями динамики, новое химерное состояние

естественно назвать амплитудной химерой. Следует различать данное химер-



69

Fi

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 1.12. Сосуществование фазовой (области 1) и амплитудной (область

2) химерных состояний в ансамбле (1.1) для 𝜎 = 0.28. (а) Мгновенный

профиль динамики ансамбля и пространственно-временные профили для

функции связи 𝐹𝑖 (б) и амплитуд индивидуальных элементов 𝑥𝑖 (в),

(г) проекция фазовой траектории на плоскость переменных (𝑥200, 𝑥201).

Другие параметры системы: 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

ное состояние с амплитудной химерой, обнаруженной в ансамблях с периодиче-

ской динамикой [100, 101]. В последнем случае все элементы амплитудной хи-

меры в сети систем Стюарта-Ландау демонстрируют периодическую динамику

во времени, а в некогерентной области пространственная последовательность

положений центров колебаний является абсолютно случайной [100–102,104].
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Рисунок 1.13. Временные реализации 𝑥𝑡𝑖 для осцилляторов 𝑖 = 380 (сплошная

зеленая кривая) и 𝑖 = 381 (пунктирная красная линия) в области

когерентности (рисунок 1.12) (а) и для 𝑖 = 194 (сплошная зеленая кривая) и

𝑖 = 195 (пунктирная красная кривая) в области некорентности амплитудной

химеры (б). Параметры ансамбля (1.1): 𝜎 = 0.28, 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

Если сравнить временную динамику осцилляторов из некогерентных кла-

стеров амлитудной и фазовой химер (рисунок 1.13), то можно сделать вывод

о том, что индивидуальные осцилляторы в области некогерентности амплитуд-

ной химеры характеризуются полностью асинхронной хаотической динамикой.

Проекция хаотической траектории на плоскость переменных (𝑥200, 𝑥201) (рису-

нок 1.12,г) также свидетельствует о несогласованном хаотическом поведении

соседних элементов, принадлежащих кластеру некогерентности амплитудной

химеры. Кроме того, на проекции (рисунок 1.12,г) видно существование двух

областей хаотического множества в рассматриваемой области пространства.

Траектория посещает их регулярно через одну итерацию по времени. Таким

образом, дискретная последовательность во времени 𝑥𝑡𝑖 включает две компо-

ненты: периодическую с периодом 2 и хаотическую.

Проанализируем корреляционные свойства амплитудной химеры. По ана-

логии с анализом режима фазовой химеры, на рисунке 1.14,а продублирован
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Рисунок 1.14. (а) Мгновенный профиль динамики ансамбля (1.1),

(б) увеличенный фрагмент мнгновенного профиля, иллюстрирующий

амплитудную химеру, (в) коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖 для всего

ансамбля, (г) КВК 𝑅
(2)
1𝑖 1-го и 𝑖-го осцилляторов в области амплитудной

химеры, рассчитанный по реализациям во времени с выборкой каждой второй

точки. Параметры системы: 𝜎 = 0.28, 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

мгновенный профиль динамики ансамбля для 𝜎 = 0.28. Кроме того, увели-

ченный фрагмент, четко иллюстрирующий амлитудную химеру, показан на ри-

сунке 1.14,б. Результаты расчетов коэффициента взаимной корреляции 𝑅1𝑖 (1.3)

приведены на рисунке 1.14,в. Как видно из рисунка, для некогерентных класте-

ров фазовой химеры КВК по-прежнему близок к ±1. Однако для амплитудной
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химеры имеется незначительное уменьшение модуля КВК. Именно наличие пе-

риодической компоненты (рисунок 1.12,г) является причиной очень слабого сни-

жения КВК в области амплитудной химеры (𝑅1𝑖 ≈ 0.9 для 120 < 𝑖 < 290). Ес-

ли исключить эту регулярную компоненту, рассматривая значения переменных

через одну итерацию, то полученный в этом случае КВК 𝑅
(2)
1𝑖 (рисунок 1.14,г)

существенно уменьшается (до значения ≈ 0.68). Минимум корреляции соответ-

ствует центру амплитудной химеры, где имеет место наиболее развитый хаос.

Спад пространственной корреляции соответствует несинхронному хаотическо-

му поведению осцилляторов в области некогерентности амплитудной химеры.

Таким образом, в отличие от фазовой химеры, амплитудная химера позволяет

говорить о «настоящей» некогерентности колебаний, которые характеризуются

уменьшением корреляций и в пространстве, и во времени.

Следует отметить, что в области 𝐷 одновременно сосуществует множество

различных химерных структур, наблюдающихся при разных начальных усло-

виях. Эффект аномальной мультистабильности (huge multistability) отмечался

в работах [88,96].

В отличие от фазовых химерных состояний, амплитудная химера харак-

теризуется нестационарными колебаниями во времени, имеет конечное время

жизни (конечный период переходного процесса) и представляет собой метаста-

бильную структуру. С точки зрения численного моделирования, именно ампли-

тудные химеры относятся к классу переходных структур (transient chimeras)

[156]. Особенности эволюции во времени элементов и кластеров некогерентно-

сти амплитудных химер и наблюдающиеся при этом эффекты будут подробно

изучены и описаны в главе 3 диссертационной работы.

Амплитудные химерные состояния наблюдались также в кольце нелокаль-

но связанных осцилляторов Ресслера [96]. Однако в указанной работе этот тип

химер не был выделен в специальный класс и не исследовался. Как показали

наши численные расчеты [346], амплитудная химера является типичной струк-

турой и реализуется в ансамблях нелокально связанных дифференциальных
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систем с хаотическим аттрактором спирального типа. Данный факт будет под-

твержден и описан в следующих разделах настоящей главы на примере кольца

нелокально связанных генераторов Анищенко−Астахова.

1.2.6 Пространственно-неупорядоченные периодические

колебания

Продолжим динамический и корреляционный анализ перехода

«когерентность−некогерентность» в ансамбле нелокально связанных ло-

гистических отображений (1.1). При дальнейшем уменьшении коэффициента

связи 𝜎 < 0.25 в ансамбле устанавливаются периодические во времени колеба-

ния с периодом 4 в области 𝐶 (рисунок 1.3), которые в области 𝐵 претерпевают

последовательность удвоений периода. Несмотря на полную регулярность во

времени, пространственное поведение в этих областях является абсолютно

нерегулярным. Подобные режимы наблюдались в ансамблях с локальным

взаимодействием [12]. Иллюстрация данного режима при 𝜎 = 0.2 приведена

на рисунке 1.15. Мгновенные профили имеют тот же характер, что и в

режиме фазовой химеры, описанном выше. Однако области пространственной

некогерентности, возникающие в режиме фазовой химеры, расширяются и

захватывают всё пространство кольца (рисунок 1.15,а). В силу периодичности

во времени коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖 для всех значений 𝑖 строго

равен единице по абсолютной величине, а его знак меняется случайным обра-

зом в пространстве в соответствии с фазами индивидуальных осцилляторов

(рисунок 1.15,б).

Подобное поведение сохраняется и в области периодических колеба-

ний большего периода (область 𝐵 на риcунке 1.3) вплоть до возникновения

пространственно-временного хаоса.
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Рисунок 1.15. Иллюстрация режима простанственно-неупорядоченных

периодических колебаний в ансабле (1.1) при 𝜎 = 0.2. (а) Мгновенный

пространственный профиль, (б) коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖.

Другие параметры: 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8, 𝑁 = 1000

1.2.7 Бифуркации связанности в области некогерентного

хаоса

Когда нелокальная связь между элементами кольца (1.1) становится до-

вольно слабой (𝜎 < 0.13), наблюдается переход к хаотической во времени ди-

намике (область 3 на рисунке 1.2 и область 𝐴 на рисунке 1.3). Колебания 𝑥𝑡𝑖

в области 𝐴 соответствуют режиму пространственно-временного хаоса: инди-

видуальные осцилляторы характеризуются хаотической динамикой во време-

ни, а между элементами ансамбля синхронизация полностью отсутствует. Про-

странственное поведение является полностью нерегулярным (некогерентным).

С уменьшением 𝜎 происходит развитие хаоса, проявляющееся в бифуркациях

связанности. Они состоят в слиянии частей хаотического множества, происхо-

дящее во всех осцилляторах ансамбля. Точки, соответствующие мгновенным

состояниям осцилляторов, на графиках пространственного профиля образу-
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ют горизонтальные полосы различной ширины. Так, например, при 𝜎 = 0.1

можно видеть хаотическое множество, состоящее из двух подмножеств (рису-

нок 1.16,а), а при 𝜎 = 0.05 наблюдается развитый хаос с объединенной областью

R1i

(а) (б)

R1i

(в) (г)

Рисунок 1.16. Режим некогерентного хаоса в ансамбле (1.1). (а) Мгновенный

пространственный профиль и (б) коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖 в

области хаотического аттрактора, состоящего из двух подмножеств, для

𝜎 = 0.1,(в) мгновенный пространственный профиль и (г) КВК 𝑅1𝑖 в области

односвязанного хаоса для 𝜎 = 0.05. Точки на графиках пространственных

профилей не соединены линиями, чтобы можно было лучше различить

структуру хаотического множества. Другие параметры: 𝑟 = 0.32, 𝑎 = 3.8,

𝑁 = 1000
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значений переменных (рисунок 1.16,в). Поскольку поведение во времени хао-

тическое и в системе присутствует перемешивание, взаимная корреляция раз-

личных осцилляторов становится по абсолютной величине существенно меньше

единицы, причем спад КВК 𝑅1𝑖 в пространстве (с ростом 𝑖) происходит не по-

степенно, как в режиме колебательной хаотической синхронизации, а мгновенно

(рисунок 1.16,г). Для двухсвязанного хаотического множества из-за регулярных

во времени переключений между частями хаотического множества значения

КВК не спадают до нуля, а осциллируют на уровне ±0.87 (рисунок 1.16,б). С

переходом к односвязанному хаотическому аттрактору значения КВК спадают

практически до нуля (рисунок 1.16,г).

1.3 Механизм перехода «когерентность−некогерентность»

Как следует из представленных выше результатов, переход ансамбля

нелокально связанных хаотических осцилляторов от режима полностью ко-

герентной динамики (режима полной хаотической синхронизации) к режиму

полной некогерентности (пространственно-временному хаосу) осуществляется

при уменьшении параметра связи 0.05 < 𝜎 < 1.0. Когда сила нелокальной свя-

зи достаточно велика (𝜎 > 0.5), ансамбль демонстрирует режимы полной, а

затем колебательной хаотической синхронизации. При 0.35 < 𝜎 < 0.5 реали-

зуется каскад бифуркаций удвоения периода колебаний как в индивидуальных

осцилляторах, так и для функции связи, и возникает фазовая химера. В крити-

ческой точке 𝜎 ≃ 0.35 наблюдается переход к режиму слабого хаоса (близкий к

режиму «зашумленного» цикла периода 2). Далее при 𝜎 < 0.35 рождаются ам-

плитудные химеры и число некогерентных кластеров увеличивается. При 𝜎 → 0

реализуется несинхронный хаотический режим во всем ансамбле (область 3 на

рисунке 1.2). Для ответа на вопрос о механизме перехода обратимся к исходно-

му уравнению (1.1). Учитывая, что суммирование во втором слагаемом ведется
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по индексу 𝑖, перепишем (1.1) в виде:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓(𝑥𝑡𝑖) − 𝜎𝑓(𝑥𝑡𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

𝑓(𝑥𝑡𝑗) =

= (1 − 𝜎)𝑓(𝑥𝑡𝑖) +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

𝑓(𝑥𝑡𝑗). (1.6)

Учитывая, что 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥(1 − 𝑥), из (1.6) получаем

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑎(1 − 𝜎)𝑥𝑡𝑖(1 − 𝑥𝑡𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

𝑎𝑥𝑡𝑗(1 − 𝑥𝑡𝑗), 𝑗 ̸= 𝑖. (1.7)

Уравнение (1.7) включает два бифуркационных параметра: коэффициент нело-

кальной связи 𝜎 и радиус связи (число соседей) 𝑃 . Однако, как следует из (1.7),

основным бифуркационным параметром ансамбля (1.1) является 𝜎, значения

которого управляют влиянием сразу первого и второго слагаемых в уравнении

(1.7). Учет этого позволяет понять механизм бифуркационных переходов. Пер-

вое слагаемое может рассматриваться как логистическое отображение с новым

управляющим параметром 𝑎eff = 𝑎(1 − 𝜎). Отсюда видно, что коэффициент

связи 𝜎 уменьшает эффективный параметр логистического отображения и со-

ответственно, влияет на режимы динамики отображения и их бифуркации. На

рисунке 1.17 приведена зависимость значений переменной 𝑥, а, следователь-

но, и 1-го слагаемого в уравнении (1.7) 𝑎(1 − 𝜎)𝑥𝑡(1 − 𝑥𝑡), от величины силы

нелокальной связи 𝜎 при фиксированном значении параметра 𝑎 = 3.8 [380].

Второе слагаемое в (1.7) отражает воздействие 𝑃 соседних осцилляторов

и роль коэффициента связи 𝜎 также ведет к изменению эффективного значения

параметра 𝑎, который принимает значение 𝜎𝑎.

Можно выделить два предельных значения 𝜎. В первом случае, когда

𝜎 → 1, первое слагаемое в (1.7) будет стремиться к нулю. При этом второе

слагаемое характеризуется ростом параметра 𝜎𝑎, что приводит в итоге к пере-

ходу в хаотический режим всех элементов ансамбля. За счет увеличения связи

(𝜎 → 1) элементы ансамбля реализуют режим полностью синхронных хаотиче-

ских колебаний (область 1 на рисунке 1.2).
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Рисунок 1.17. Зависимость значений переменной 𝑥, принимаемых 1-м

слагаемым в (1.7) 𝑥𝑡+1 = 𝑎(1 − 𝜎)𝑥𝑡(1 − 𝑥𝑡), от силы нелокальной связи 𝜎 для

𝑎 = 3.8 [380]

При 𝜎 → 0, что представляет второй предельный случай для силы связи,

первое слагаемое в (1.7) при 𝑎 = 3.8 будет описывать хаотические колебания в

каждом нндивидуальном элементе, а ролью второго слагаемого можно прене-

бречь в силу его малости. В этом случае в кольце установится режим некоге-

рентных хаотических колебаний (область 3 на рисунке 1.2). Бифуркационные

явления в ансамбле будут иметь место лишь в некоторой области значений

параметра 𝜎1 < 𝜎 < 𝜎2, при которых роль как первого, так и второго слагае-

мых в (1.7) будет существенной. Как показали приведенные выше результаты

расчетов для 𝑟 = 0.32, бифуркационные явления наблюдаются в интервале

0.05 < 𝜎 < 0.63. При вариации радиуса нелокальной связи 𝑟 (или числа сосед-

них элементов 𝑃 ) этот интервал несколько изменится. Отметим, что верхняя

граница 𝜎2 задается условием наличия колебаний в индивидуальных осцилля-

торах, когда в логистическом отображении будет реализован цикл периода не

менее 2.

Влияние связи (увеличение силы связи 𝜎) приводит к уменьшению эф-

фективного значения управляющего параметра логистического отображения и

переводит режим колебаний осцилляторов ансамбля в периодический. Пери-
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одические колебания каждого из элементов ансамбля при этом испытывают

воздействие со стороны соседних 𝑃 осцилляторов, которое задается вторым

слагаемым в (1.7). Таким образом, наличие нелокальной связи вызывает два

эффекта: (1) изменение эффективного значения управляющего параметра ин-

дивидуального отображения (первое слагаемое в (1.7)) и (2) увеличение интен-

сивности воздействия соседей на элемент ансамбля (второе слагаемое в (1.7))

при росте 𝜎.

При уменьшении параметра связи эффективный параметр нелинейности

логистического отображения растет, что ведет к каскаду бифуркаций удвоения

периода колебаний осцилляторов ансамбля (см. рисунок 1.17). При достижении

критической точки рождения хаоса в элементах ансамбля возникают кластеры

некогерентных колебаний в пространстве кольца. С дальнейшим уменьшением

𝜎 (с ростом эффективного значения параметра нелинейности (1.7) индивиду-

альных осцилляторов) весь ансамбль переходит в режим некогерентных хаоти-

ческих колебаний. Таким образом, появление конечного числа кластеров некоге-

рентности (химерных состояний) представляет собой промежуточное состояние

ансамбля при глобальном переходе от режима когерентности, когда все элемен-

ты в кольце демонстрируют синфазные хаотические колебания (𝜎 → 1), к ре-

жиму некогерентной динамики всего ансамбля (𝜎 → 0). Появление конечного

числа областей некогерентности химерных состояний обусловлено различными

начальными условиями, случайным образом распределенных по ансамблю. Ис-

следования показали, что описанная картина перехода качественно не меняется

при вариации случайного распределения начальных условий 𝑥0𝑖 в интервале от

0 до 1.
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1.4 Переход «синхронизация–десинхронизация» в

ансамбле нелокально связанных отображений Эно

Результаты численных экспериментов, представленные в рабо-

тах [96, 346–348], убедительно свидетельствуют о том, что переход

«когерентность−некогерентность», подробно описанный в разделе 1.2 для

кольца логистических отображений, является общим для ансамблей нело-

кально связанных хаотических осцилляторов с удвоением периода. В

качестве индивидуальных элементов ансамблей нами также выбирались

двумерное отображение Эно [347, 348], осциллятор Ресслера [96], генератор

Анищенко−Астахова [346]. В рассмотренных ансамблях переход от режима

полной хаотической синхронизации к пространственно-временному хаосу при

уменьшении коэффициента нелокальной связи сопровождается возникнове-

нием химерных состояний двух типов: фазовой и амлитудной химер. Все

динамические и корреляционные свойства химерных структур и особенно-

сти их динамики как во времени, так и пространстве, качественно и даже

количественно (для ансамбля связанных отображений Эно) соответствуют

результатам численного анализа, проведенного для ансамбля нелокально

связанных логистических отображений (1.1).

Для подтверждения сказанного, в данном разделе кратко изложены ре-

зультаты исследований динамики кольца нелокально связанных двумерных

отображений Эно при вариации параметров нелокальной связи. Особое внима-

ние уделяется описанию режимов фазовой и амплитудных химерных структур

в данном ансамбле.
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1.4.1 Модель и диаграмма режимов

Одномерный ансамбль нелокально связанных отображений Эно описыва-

ется следующей системой уравнений:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎𝑥
2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗) − 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)],

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎𝑦
2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓𝑦(𝑥
𝑡
𝑗, 𝑦

𝑡
𝑗) − 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)], (1.8)

где 𝑥 и 𝑦 − динамические переменные, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − порядковый номер

осциллятора, 𝑁 − общее число элементов в кольце, 𝑡 − дискретное время, 𝜎𝑥 и

𝜎𝑦 − коэффициенты связи, 𝑃 − число соседних элементов (с одной стороны),

связанных с 𝑖-м осциллятором, 𝑟 = 𝑃/𝑁 − радиус нелокальной связи. Функции

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) и 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) соответствуют первому и второму уравнениям отображения

Эно, соответственно:

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝛼𝑥2 + 𝑦, 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝛽𝑥, (1.9)

где 𝛼 и 𝛽 − управляющие параметры отображения.

Отображение Эно (1.9) [381, 382] описывает динамику достаточно широ-

кого класса хаотических систем. Так при 𝛽 → 0 (1.9) переходит в классиче-

ское логистическое отображение. Для трехмерных дифференциальных систем

с хаотическим аттрактором, возникающем в окрестности петли сепаратрисы

седло-фокуса (теорема Шильникова [383]), отображение, порождаемое в секу-

щей плоскости, топологически эквивалентно отображению (1.9) [61,360,363,364].

Таким образом, можно полагать, что отображение (1.9) служит достаточно об-

щей моделью систем с хаотическим аттрактором, возникающим через каскад

бифуркаций удвоения периода. Аттракторы указанного типа относятся к классу

негиперболических и по определению Афраймовича−Шильникова [367] явля-

ются квазиаттракторами. Динамические системы с негиперболическим хаоти-
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ческим аттрактором характеризуются свойством мультистабильности, когда в

фазовом пространстве системы сосуществуют счетное множество как регуляр-

ных, так и хаотических предельных множеств [61,360,364].

Исследования показали, что введение нелокальной связи по всем

динамическим переменным, задающим состояние индивидуального эле-

мента рассматриваемых ансамблей, не влияет на характер перехода

«когерентность−некогерентность» в ансамбле осцилляторов. Поэтому в ансам-

бле (1.8) мы ограничимся нелокальной связью только по переменной 𝑥 и будем

полагать 𝜎𝑥 = 𝜎, 𝜎𝑦 = 0. Тогда система (1.8) будет иметь следующий вид:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗) − 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)],

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖). (1.10)

Проводя несложные преобразования, аналогичные предпринятым в раз-

деле 1.3 (см. уравнения (1.6) и (1.7) для ансамбля нелокально связанных логи-

стических отображений), можно переписать систему (1.10) в другом виде:

𝑥𝑡+1
𝑖 = (1 − 𝜎)𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃 ;𝑗 ̸=𝑖

𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗),

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖). (1.11)

Первое слагаемое в первом уравнении системы (1.11) характеризует ансамбль

осцилляторов без учета связи с соседними 2𝑃 осцилляторами, а второе сла-

гаемое непосредственно описывает влияние только 2𝑃 осцилляторов, то есть

характеризует исключительно влияние соседей. Обозначим второе слагаемое в

1-м уравнении (1.11) Φ𝑖 и назовем его функцией воздействия. Заметим, что она

отличается от функции связи 𝐹𝑖 (1.2), которая была введена в разделе 1.1 при

рассмотрении динамики ансамбля логистических отображений.

Численный анализ динамики ансамбля (1.10) и (1.11) проводится для

𝑁 = 1000 элементов, периодических граничных условий и начальных усло-

вий 𝑥0𝑖 , 𝑦0𝑖 , случайно распределенных в интервале [−0.5, 0.5]. Параметры 𝛼 и 𝛽
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индивидуальных осцилляторов выбираются и фиксируются равными 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.2, что отвечает режиму развитого хаоса в элементах ансамбля (1.8) в

отсутствие связи.

На рисунке 1.18 представлена бифуркационная диаграмма на плоскости

параметров (𝑟, 𝜎) для ансамбля (1.11).

Рисунок 1.18. Диаграмма режимов ансамбля (1.11) на плоскости параметров

(𝑟, 𝜎). 𝐴 − область полной хаотической синхронизации, 𝐵 − область полной

некогерентности, 𝐶, 𝐷 и 𝐸 обозначают области когерентности с волновыми

числами 𝑘 = 1, 2 и 3, соответственно. В областях 𝐶,𝐷 и 𝐸 регулярной

динамике во времени периода 2 соответствует желтый цвет, периода 4 −
зеленый и периода 8 − бордовый. На вставках показаны типичные

мгновенные профили когерентных состояний. Параметры ансамбля: 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.2, 𝑁 = 1000

Диаграмма отражает динамические режимы с когерентным и некогерентным

поведением элементов при вариации параметров 𝑟 и 𝜎. Область 𝐴 соответ-

ствует полной хаотической синхронизации, 𝐵 − полной рассинхронизации или

пространственно-временному хаосу. Буквами 𝐶, 𝐷 и 𝐸 обозначены области ко-

герентности с волновыми числами 𝑘 = 1, 2 и 3, соответственно [88]. С точки

зрения временной динамики в этих областях можно выделить области с колеба-



84

ниями периода 2, 4 и 8. Как видно из рисунка 1.18, на область когерентности 𝐶

накладывается другая − заштрихованная область. Она соответствует режиму,

который характеризуется когерентными (гладкими) мгновенными профилями

(как показано на вставке для области 𝐶), но временная динамика элементов ан-

самбля может быть периодической или квазипериодической. Наложение двух

областей на рисунке 1.18 свидетельствует о наличии мультистабильности и в в

зависимости от начальных условий можно получить различные режимы дина-

мики.

Сравнение приведенной диаграммы режимов для ансамбля отображений

Эно (1.18) c полной бифуркационной диаграммой для ансамбля логистических

отображений [88, 96] и ее фрагментом (рисунок 1.2) показывает их качествен-

ную и даже количественную эквивалентность. Таким образом, как показано в

работах [90, 347, 348], в кольце нелокально связанных отображений Эно (1.10)

переход от режима полной синхронизации (полной когерентности) к десинхро-

низации (полной некогерентности) происходит по сценарию, аналогичному пе-

реходу в ансамбле нелокально связанных логистических отображений.

1.4.2 Динамика кольца связанных отображений Эно.

Фазовая и амплитудная химеры

Исследование динамики кольца нелокально связанных отображений Эно

(1.11) проводится при фиксированном значении радиуса связи 𝑟 = 0.32 и умень-

шении силы связи 𝜎 от 1 до 0. Особенности пространственной-временной дина-

мики ансамбля изучаются путем анализа эволюции мгновенных профилей для

переменных 𝑥𝑖 в момент времени 𝑡 = 104, пространственно-временных профи-

лей динамики всего ансамбля и функции нелокальной связи Φ𝑖. Для постро-

ения пространственно-временных профилей на графики выводятся 50 послед-
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них итераций 𝑥𝑡𝑖 и Φ𝑡
𝑖 (9950 6 𝑡 6 10000) для каждого элемента ансамбля (1.11)

1 6 𝑖 6 1000.

При последовательном уменьшении коэффициента связи 𝜎 в интервале

0.48 < 𝜎 6 1.0 (область 𝐴 и частично область 𝐶 на диаграмме режимов (ри-

сунок 1.18)) ансамбль отображений Эно (1.11) демонстрирует аналогичные ре-

жимы динамики, которые реализуются в кольце нелокально связанных логи-

стических отображений и были описаны в подразделах 1.2.2 и 1.2.3 настоя-

щей работы. На рисунке 1.19 приведены мгновенные профили для переменных

𝑥𝑖 (левая колонка) и пространственно-временные профили динамики ансам-

бля (1.11) (центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка),

которые иллюстрируют типичные динамические режимы, наблюдаемые в ан-

(а)

(б)

(в)

Рисунок 1.19. Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 (левая колонка)

ансамбля (1.11) и пространственно-временные профили динамики ансамбля

(центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка) при

уменьшении коэффициента связи 𝜎: (а) 𝜎 = 0.68, (б) 𝜎 = 0.49, (в) 𝜎 = 0.48.

Другие параметры:𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.2, 𝑁 = 1000
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самбле связанных отображений Эно при уменьшении значений силы связи 𝜎.

Так рисунки 1.19,а и б отражают режимы полной и колебательной (частичной)

хаотической синхронизации, соответственно.

При 𝜎 ≈ 0.48 элементы ансамбля (1.11) резко переходят в режим устой-

чивых периодических колебаний периода 2 (рисунок 1.19,в). При этом крутиз-

на фронта мгновенного профиля (рисунок 1.19,в, слева) и пространственно-

временного профиля (рисунок 1.19,в, в центре) резко возрастает. Функция воз-

действия (рисунок 1.19,в, справа) также демонстрирует периодические коле-

бания периода 2. На бифуркационной диаграмме (рисунок 1.18) этот режим

реализуется в области когерентности 𝐶, отмеченной желтым цветом.

При дальнейшем уменьшении коэффициента нелокальной связи 𝜎 про-

странственные профили теряют гладкость и при 𝜎 ≃ 0.41 появляются два раз-

рыва волнового фронта (рисунок 1.20,а). Пространственная производная в точ-

ках разрывов стремится к бесконечности (рисунок 1.20,a, слева). Разрыв профи-

ля связан с резким изменением фазы колебаний: колебания элементов ансамбля

на верхних и нижних ветвях мгновенных профилей (рисунок 1.20,а, слева и в

центре) являются периодическими с периодом 2, но сдвинуты по «фазе» на

полпериода. При этом функция воздействия остается также периодической с

периодом 2 (рисунок 1.20,а, справа), но в точках пересечения графиков Φ𝑖 так-

же характеризуется сменой «фазы» на одну итерацию дискретного времени.

Как было отмечено [88, 96], разрыв волнового фронта и, как следствие,

обращение пространственной производной в бесконечность является одной из

главных причин рождения химерного состояния. Действительно, в окрестно-

сти разрывов мгновенного профиля появляются малые области некогерент-

ности. Этот момент соответствует рождению фазовой химеры в ансамбле

(1.11). Результаты расчетов приведены на рисунке 1.20,б. Цифрами «1» на

пространственно-временном профиле 𝑥𝑖 отмечены области некогерентности фа-

зовой химеры. Данный режим характеризуется нерегулярным чередованием во

времени колебаний периода 4, отличающихся сдвигом фазы на одну итерацию.
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рисунок 1.20. Эволюция мгновенных профилей для переменных 𝑥𝑖 ансамбля

(1.11) (левая колонка), пространственно-временных профилей динамики

кольца (центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка)

при уменьшении коэффициента связи 𝜎: (а) 𝜎 = 0.41, (б) 𝜎 = 0.316, (в)

𝜎 = 0.296, (г) 𝜎 = 0.26. 1 – кластеры фазовых химер, 2 – кластер амплитудной

химеры. Другие параметры как для рисунка 1.19

При этом все элементы ансамбля вне областей некогерентности колеблются ре-

гулярно с периодом 4 (рисунок 1.20,б, в центре). Функция воздействия Φ𝑡
𝑖 также

характеризуется регулярными колебаниями периода 4 (рисунок 1.20,б, справа).

Стоит отметить, что режим колебаний периода 4 может наблюдаться и до воз-

никновения фазовой химеры. При этом мгновенный профиль может иметь вид

глакого (когерентного) профиля с двумя разрывами, как на рисунке 1.20,а.

Однако для формирования химерных состояний основным условием является

периодическое во времени решение с периодом колебаний ≥ 4. С уменьшением



88

силы связи 𝜎 области некогерентности фазовой химеры расширяются (рису-

нок 1.20,в, слева), происходит каскад бифуркаций удвоения периода колебаний

как всех элементов ансамбля (рисунок 1.20,в, в центре), так и функции воздей-

ствия (рисунок 1.20,в, слева).

В отличие от ансамбля нелокально связанных логистических отображе-

ний, в котором появление кластеров некогерентности фазового химерного со-

стояния сопровождается переходом динамики элементов и функции связи в

режим слабо хаотических колебаний на базе цикла периода 2, то в данном рас-

сматриваемом случае в ансамбле нелокально связанных отображений Эно для

возникновения фазовой химеры может быть достаточно наличие периодиче-

ской во времени динамики с периодом 4. Однако, и 2-периодическая динамика

элементов и функции воздействия в ансамбле Эно может приводить к возник-

новению фазовой химеры. Различия в режимах связаны с выбором начальных

условий.

При 𝜎 ≈ 0.26 в центре ансамбля появляется ограниченный кластер ос-

цилляторов 450 6 𝑖 6 550 (рисунок 1.20,г, слева), колебания которых стано-

вятся сильно хаотическими (рисунок 1.20,г, в центре, область «2»). Функция

воздействия также демонстрирует хаотическую динамику, ярко выраженную

в области появившегося кластера (рисунок 1.20,г, справа) . По определению,

введенному в подразделе 1.2.5 для кольца логистических отображений, данный

некогерентный кластер соответствует амплитудной химере. Причем последняя

может сосуществовать с фазовой химерой (рисунок 1.20,г, слева) или наблю-

даться отдельно.

При 𝜎 → 0 ансамбль (1.11) переходит в режим несинхронного

пространственно-временного хаоса (область 𝐵 на рисунке 1.18). Как показа-

ли расчеты, этот переход происходит по тому же бифуркационному сценарию и

сопровождается реализацией таких же пространственно-временных структур,

которые были описаны и проиллюстрированы для кольца логистических отоб-

ражений в подразделах 1.2.6 и 1.2.7.
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1.4.3 Анализ влияния функции воздействия

Как следует из уравнений системы (1.11), динамика каждого осциллятора

представляет собой суперпозицию двух составляющих: собственной (локаль-

ной) динамики отображения Эно и влияния соседних осцилляторов Φ𝑖. При

значениях параметров 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.2 изолированное отображение Эно (1.9)

находится в хаотическом режиме, при этом 𝑥max ≈ 1.273, 𝑥min ≈ −1.2847 –

максимальное и минимальное значения переменной 𝑥. Слагаемое связи Φ𝑖, по

сути, является средним арифметическим 2𝑃 отображений Эно в хаотическом

режиме, умноженным на 𝜎. Это означает, что слагаемое воздействия должно

вести себя как индивидуальное отображение Эно с амплитудой, умноженной на

𝜎.

На рисунке 1.21 представлена зависимость функции воздействия Φ𝑡
𝑖 от ве-

личины силы связи 𝜎. Осциллятор 𝑖, для которого вычислялись значения функ-
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Рисунок 1.21. Зависимость функции воздействия Φ𝑖 от значений силы связи 𝜎.

Верхняя и нижняя границы значений Φ𝑖(𝜎) аппроксимированы линейной

функцией 𝑓(𝜎) = 𝜎𝑥 (𝑥max = 1.279, 𝑥min = −1.2847). Другие параметры как

для рисунка 1.19
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ции воздействия, определялся следующим образом. Для каждого значения 𝜎

выбирался некоторый 𝑖-й осциллятор, которому соответствовало максимальное

значение 𝑥𝑖 мгновенного пространственного профиля. Затем для этого осцил-

лятора и для каждого значения 𝜎 выводятся 50 значений Φ𝑡
𝑖, соответствующих

50 итерациям (9950 6 𝑡 6 10000) ансамбля (1.11).

В областях полной и частичной хаотической синхронизации (0.48 . 𝜎 .

0.8) динамика определяется исключительно функцией воздействия. При этом

значения, соответствующие первому слагаемому уравнения (1.11), много мень-

ше, чем максимальные значения, которые принимает Φ𝑖. Как видно из графика,

в области хаотической синхронизации разброс значений функции воздействия

находится в интервале от 𝜎𝑥min до 𝜎𝑥max.

В области возникновения и существования фазовой и амплитудной химер-

ных состояний (0.2 . 𝜎 . 0.41) оба слагаемых в системе (1.11) оказывают суще-

ственное влияние на динамику ансамбля связанных отображений Эно и практи-

чески невозможно выделить, какому из них принадлежит доминирующая роль.

Формирование тех или иных сложных пространственно-временных структур в

кольце (1.11) зависит как от собственной (локальной) динамики отображения

Эно, определяемой эффективным значением параметра 𝛼eff = (1 − 𝜎)𝛼, так и

от влияния соседних 2𝑃 осцилляторов Φ𝑖.

В области полной некогерентности (пространственно-временного хаоса)

при 𝜎 < 0.2 первое слагаемое имеет бо́льшее значение, чем второе. При 𝜎 → 0

величина функции воздействия стремится к нулю, все элементы ансамбля ведут

себя как изолированные осцилляторы и демонстрируют хаотическую динамику,

определяемую заданными значениями параметров индивидуального отображе-

ния Эно.



91

1.5 Амплитудная и фазовая химеры в кольце генераторов

Анищенко–Астахова с нелокальным взаимодействием

В работах [96, 346] было показано, что переход от режима полной

синхронизации к режиму простраственно-временного хаоса сопровождает-

ся возникновением химерных состояний и в кольцах нелокально связанных

дифференциальных систем с удвоением периода. Индивидуальные элементы

этих ансамблей описываются либо уравнениями системы Ресслера [96], ли-

бо модели генератора Анищенко−Астахова [346]. Бифуркационные сценарии

«когерентность−некогерентность» в указанных ансамблях демонстрируют ана-

логичную картину эволюции пространственно-временных режимов, которая

была детально описана для колец нелокально связанных логистических отоб-

ражений (1.1) и отображений Эно (1.10). Отличительной особенностью динами-

ки ансамблей нелокально связанных дифференциальных систем является тот

факт, что при переходе «когерентность−некогерентность» в них первой возни-

кает амлитудное химерное состояние.

С целью наглядного подтверждения и обобщения рассмотрим кольцо ге-

нераторов Анищенко–Астахова [363,364] с нелокальной связью, заданное урав-

нениями:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑚𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑧𝑖 +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖),

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= −𝑥𝑖 +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖), (1.12)

𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

= 𝑔[Φ(𝑥𝑖) − 𝑧𝑖], Φ (𝑥𝑖) =
𝑥𝑖
2

(𝑥𝑖 + |𝑥𝑖|) .

В уравнениях (1.12) 𝑥𝑖(𝑡), 𝑦𝑖(𝑡) и 𝑧𝑖(𝑡) − безразмерные динамические перемен-

ные, задающие состояние 𝑖-го генератора, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − номер генератора; 𝑡

− безразмерное время; 𝑚 и 𝑔 − управляющие параметры генератора; 𝜎 − пара-
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метр (сила) нелокальной связи; 𝑃 − число соседних генераторов слева и справа

от 𝑖-го генератора. Граничные условия являются периодическими с периодом

𝑁 : 𝑥0 = 𝑥𝑁 , 𝑦0 = 𝑦𝑁 , 𝑧0 = 𝑧𝑁 .

Рассмотрим кольцо из 𝑁 = 100 генераторов и зафиксируем радиус связи

𝑟 = 𝑃/𝑁 = 0.25. Для управляющих параметров индивидуального генератора

выберем значения 𝑚 = 1.49 и 𝑔 = 0.2, которые отвечают режиму динамиче-

ского хаоса. Хаотический аттрактор спирального типа, реализующийся в ге-

нераторе Анищенко−Астахова при данных значениях параметров, возникает в

результате каскада бифуркаций удвоения периода и относится к классу неги-

перболических хаотических аттракторов [60, 61, 360, 363, 364, 366]. Кроме того,

сечение Пуанкаре данного хаотического аттрактора порождает отображение,

которое может быть описано двумерным отображением Эно [61,360,363,364].

На рисунке 1.22 приведены результаты расчетов для ансамбля (1.12) при

уменьшении значений параметра связи 𝜎. В левой колонке рисунка 1.22 пред-

ставлены мгновенные профили переменных 𝑥𝑖, правая колонка иллюстрирует

пространственно-временные профили для координаты 𝑦𝑖 в сечении Пуанкаре

плоскостью 𝑥𝑖 = 0. Из рисунка 1.22,а,б (левая колонка) видно, что наличие раз-

рыва вертикального фронта мгновенного профиля 𝑥𝑖 не ведет к образованию

химерных состояний (рисунок 1.22,а,б, правая колонка). Амплитудное химер-

ное состояние возникает только в случае, когда элементы кольца переходят в

режим хаоса (рисунок 1.22,в,г, правая колонка). Развитая химера реализуется,

когда степень хаотической динамики достаточно высока (рисунок 1.22,в, левая

колонка), что хорошо согласуется с результатами для кольца логистических

отображений (см. раздел 1.2). Отметим, что как и для логистических отобра-

жений (рисунок 1.12), хаотизация колебаний имеет место в ограниченном кла-

стере генераторов 30 < 𝑖 < 50, который соответствует области некогерентности

амплитудной химеры.

На рисунке 1.23,а [97] показан мгновенный профиль значений амплитуд

колебаний (значений переменных 𝑥𝑖), соответствующий режиму амплитудной
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Рисунок 1.22. Возникновение амплитудной химеры в ансамбле нелокально

связанных генераторов Анищенко–Астахова (1.12). Мгновенные профили

переменных 𝑥𝑖 (левая колонка) и пространственно-временные профили для

координат 𝑦𝑖 в отображении Пуанкаре (правая колонка) при уменьшении

силы связи 𝜎: (а) 𝜎 = 0.08, (б) 𝜎 = 0.07, (в) 𝜎 = 0.059, (г) 𝜎 = 0.04.

Параметры системы (1.12): 𝑟 = 0.25, 𝑚 = 1.49, 𝑔 = 0.2, 𝑁 = 100
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(а) (б)

Рисунок 1.23. Иллюстрация режима амплитудной химеры в кольце

генераторов Анищенко–Астахова (1.12 при 𝜎 = 0.04. (а) Мгновенный профиль

значений амплитуд 𝐴𝑖 (переменных 𝑥𝑖). Красными точками в квадратах

отмечены осцилляторы некогерентного кластера амплитудной химеры. (б)

Проекция двухленточного хаотического аттрактора на плоскость переменных

(𝑥, 𝑦), реализующегося в индивидуальном генераторе, на которую нанесены

значения амплитуд (красные точки в квадратах) осцилляторов амплитудной

химеры. Параметры ансамбля (1.12: 𝑟 = 0.25, 𝑚 = 1.49, 𝑔 = 0.2, 𝑁 = 100 [97]

химеры в кольце генераторов Анищенко–Астахова (1.12 при 𝜎 = 0.04 (см. так-

же рисунок 1.22,г). На этом же рисунке 1.23,а красными точками в квадра-

тах отмечены мгновенные значения состояний осцилляторов ансамбля, которые

принадлежат некогерентному кластеру амплитудной химеры. На рисунке 1.23,б

приведена проекция хаотического аттрактора на плоскость переменных (𝑥, 𝑦),

который реализуется в индивидуальном генераторе при выбранных значениях

параметров 𝑚 = 1.4 и 𝑔 = 0.2. В этом случае предельное множество представ-

ляет собой двухленточный хаотический аттрактор. Из рисунка 1.23,б видно, что

мгновенные значения состояний осцилляторов амплитудной химеры (отмечены

красными точками в квадратах) располагаются в ограниченной области боль-
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шой ленты хаотического аттрактора и характеризуются небольшим случайным

распределением вдоль траектории.

По аналогии с предыдущими исследованиями (разделы 1.2 и 1.5), для ан-

самбля (1.12) также была проанализирована динамика слагаемого связи при

переходе к режиму амплитудной химеры. В качестве примера была выбрана

функция связи по переменным 𝑥𝑖 (второе слагаемое в первом уравнении систе-

мы (1.12)):

𝐹𝑥(𝑖, 𝑡) =
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖). (1.13)

Установлено, что возникновению амплитудной химеры предшествуют би-

фуркации удвоения периода и переход к хаотическому поведению слагаемо-

го связи. Результаты расчетов представлены на риcунке 1.24 в виде эволюции
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Рисунок 1.24. Спектры мощности колебаний слагаемого связи 𝐹𝑥(𝑖, 𝑡) (1.12)

для элемента с номером 𝑖 = 43 при уменьшении силы связи 𝜎: (а) 𝜎 = 0.08,

(б) 𝜎 = 0.07, (в) 𝜎 = 0.059, (г) 𝜎 = 0.04. Другие параметры те же, что и на

рисyнке 1.22
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спектров мощности колебаний 𝑆(𝜔). Представленные данные четко свидетель-

ствуют о хаотизации связи в момент рождения амплитудной химеры.

В ансамбле связанных генераторов Анищенко−Астахова с нелокальной

связью удалось также получить и фазовые химерные состояния, которые ре-

ализуются при определенных значениях параметров связи 𝜎 и 𝑟 и специаль-

но подобранных начальных условиях [97]. В качестве иллюстрации на рисун-

ке 1.25,а показан мгновенный профиль значений амплитуд 𝐴𝑖 (переменных 𝑥𝑖),

иллюстрирующий сосуществование фазовой и амплитудной химер. Отметим,

что данная пространственно-временная структура реализуется при тех же зна-

чениях параметров нелокальной связи, 𝜎 = 0.04, 𝑟 = 0.25, как и в случае

существования только амплитудной химеры, но при других, специально под-

(а) (б)

Рисунок 1.25. Иллюстрация фазовой химеры в кольце генераторов

Анищенко−Астахова (1.12, полученной при специальных начальных условиях.

(а) Мгновенный профиль значений амплитуд 𝐴𝑖 (переменных 𝑥𝑖). Красными

точками в квадратах отмечены осцилляторы некогерентного кластера

фазовой химеры. (б) Проекция на плоскость переменных (𝑥, 𝑦)

двухленточного хаотического аттрактора, реализующегося в индивидуальном

генераторе, на которую нанесены значения амплитуд (красные точки в

квадратах) осцилляторов фазовой химеры. Параметры ансамбля (1.12:

𝜎 = 0.04, 𝑟 = 0.25, 𝑚 = 1.49, 𝑔 = 0.2, 𝑁 = 100 [97]
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готовленных начальных условиях. Данный факт доказывает наличие высокой

степени мультистабильности в ансамблях элементов с нелокальной связью в

режимах химерных состояний. Как видно из рисунка 1.25,а, в ансамбле (1.12)

возникают два некогерентных кластера фазовой химеры, характеризующихся

случайным чередованием осцилляторов между нижним и верхним уровнями

мгновенного профиля. Осцилляторы, принадлежащие правому кластеру фазо-

вой химеры, отмечены на рисунке красными точками в квадратиках. Анало-

гично рисунку 1.23,б, распределение амплитуд колебаний осцилляторов фазо-

вой химеры, отмеченных на рисунке 1.25,а, показано на проекции двухленточ-

ного хаотического аттрактора на плоскость перменных (𝑥, 𝑦) (рисунок 1.25,б).

Из приведенного графика видно, что часть состояний с меньшей амплитудой

(нижний уровень мгновенного профиля) принадлежит малой ленте предельно-

го множества, а другая часть, с бóльшей амплитудой (верхний уровень мгно-

венного профиля), локализована на большой петле. На основании приведенных

результатов можно заключить, что формирование фазовой химеры в ансамблях

нелокально связанных дифференциальных систем возможно только при нали-

чии многообходного хаотического аттрактора в индивидуальном осцилляторе.

1.6 Выводы по первой главе

В настоящей главе представлены результаты численного анализа динами-

ки ансамблей нелокально связанных хаотических осцилляторов, которые опи-

сываются логистическим отображением, отображением Эно и моделью генера-

тора Анищенко−Астахова в хаотическом режиме. На основании проведенных

исследований можно сформулировать следующие основные выводы.

1. Представлен детальный анализ бифуркационного перехода

«когерентность−некогерентность» в кольце нелокально связанных

логистических отображений и отображений Эно в хаотическом ре-
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жиме на основе эволюции мгновенных пространственных профилей,

пространственно-временных профилей динамики ансамблей и функции

связи при уменьшении силы нелокальной связи. Показано, что основные

этапы перехода включают режимы полной хаотической синхронизации

(полной когерентности), колебательной (частичной) хаотической син-

хронизации (данный режим установлен и описан впервые), фазовой и

амплитудной химерных состояний, пространственно-неупорядоченных

периодических колебаний и пространственно-временного хаоса (полной

некогерентности).

2. Показано, что глобальный переход от режима полной хаотической синхро-

низации к пространственно-временному хаосу характеризуется промежу-

точным состоянием в виде химерных структур двух типов − фазовой и

амлитудной, которые впервые введены в рассмотрение в работе.

3. Установлено, что бифуркационный переход «когерентность-неко-

герентность» является общим для ансамблей нелокально связанных

хаотических систем с удвоением периода и характеризующихся хаотиче-

ским аттрактором негиперболического типа.

4. Для анализа перехода «когерентность−некогерентность» впервые приме-

нен корреляционный подход, основанный на расчетах коэффициента вза-

имной корреляции между первым и 𝑖-м элементами ансамбля, и получена

количественная оценка статистических характеристик рассматриваемых

динамических режимов.

5. Вскрыты и описаны механизмы и необходимые условия возникновения фа-

зовых и амплитудных химерных состояний, определены и проанализиро-

ваны их структура и основные особенности. Показано, что возникновению

фазовой химеры предшествует не только формирование вертикального

фронта мгновенного профиля (обращение пространственной производной в

бесконечность) и дальнейший его разрыв, но и переход как функции связи,
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так и всех элементов ансамбля в режим слабо хаотических колебаний (по-

добных «зашумленным» периодическим колебаниям). Некогерентные кла-

стеры фазовой химеры представляют собой случайное чередование осцил-

ляторов с периодическими или слабо хаотическими колебаниями, которые

сдвинуты по «фазе» на одну итерацию (полпериода). Усиление степени ха-

отичности в поведении группы осцилляторов ансамбля и соответствующей

им функции связи ведет к появлению амплитудного химерного состояния,

кластеры некогерентности которой характеризуются развитой хаотической

динамикой элементов и нерегулярным разбросом мгновенных амплитуд.

6. Определены статистические свойства фазовых и амплитудных химер.

Установлено, что в областях пространственной некогерентности фазовой

химеры имеют место скачки значений коэффициента взаимной корреля-

ции 𝑅1𝑖 между значениями ±1, которые подтверждают случайное чередо-

вание синфазных и противофазных колебаний, что является главной осо-

бенностью химерного состояния фазового типа. Значение коэффициента

взаимной корреляции существенно уменьшается в кластере некогерентно-

сти амплитудной химеры. Минимум корреляции соответствует его центру,

где имеет место наиболее развитый хаос. Спад пространственной корреля-

ции соответствует несинхронному хаотическому поведению осцилляторов в

области некогерентности амплитудной химеры. Таким образом, в отличие

от фазовой химеры, амплитудная химера позволяет говорить о «настоя-

щей» некогерентности колебаний, которые становятся некогерентными не

только в пространстве, но и во времени.
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Глава 2. Переход

«когерентность−некогерентность» в ансамблях

нелокально связанных хаотических систем с

квазигиперболическим аттрактором

2.1 Введение

Исследования динамики ансамблей связанных осцилляторов с хаотиче-

ским поведением должно проводиться с учетом характеристик хаотических

аттракторов индивидуальных элементов ансамблей. В теории динамических

систем в качестве основных различают следующие типы хаотических аттрак-

торов: грубые гиперболические (странные) аттракторы, квазигиперболические

и негиперболические (негрубые) аттракторы или квазиаттракторы [367–369].

Грубые гиперболические аттракторы представляют собой наиболее простой тип

хаотических притягивающих множеств в фазовом пространстве динамических

систем размерности 3 и более. Гиперболические аттракторы в области их суще-

ствования по параметрам характеризуются устойчивостью по Пуассону, не пре-

терпевают внутренних бифуркаций при вариации параметров и мало чувстви-

тельны к незначительным внешним возмущениям [384]. Эти свойства гипербо-

лических аттракторов позволили математикам доказать ряд важных теорем,

характеризующих эффект динамического хаоса [385]. Обычно такие аттрак-

торы представляют собой некоторую математическую идеализацию и в экспе-

риментах, как правило, не наблюдаются. В математике известны, по крайней

мере, два примера грубых гиперболических аттракторов: аттрактор (солено-

ид) Смейла-Вильямса [386] и аттрактор Плыкина [387, 388]. Совсем недавно
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был предложен ряд моделей динамических систем, а также механические и ра-

диофизические системы, в которых возможна реализация режимов однородно

гиперболических аттракторов [389–393].

Квазигиперболические аттракторы наиболее близки по своим характери-

стикам к грубым гиперболическим. Они не включают устойчивых по Ляпуно-

ву регулярных подмножеств и не демонстрируют внутренних бифуркаций при

вариации параметров в конечном интервале. Отличие квазигиперболических

аттракторов от строго гиперболических заключается в том, что для них суще-

ствуют области в фазовом пространстве, в которых не выполняется следующее

требование: структура множества должна удовлетворять условию произведе-

ния канторова множества на интервал [368]. Нарушение этого условия важно с

точки зрения строгой математики, но не оказывает влияния на результаты чис-

ленного анализа. В контексте вычислительных экспериментов указанный тип

хаотического аттрактора можно считать практически гиперболическим в том

смысле, что этот аттрактор является единственным притягивающим множе-

ством в фазовом пространстве и мультистабильности не наблюдается. Извест-

ными примерами динамических систем с квазигиперболическими аттракторами

являются одномерное отображение типа «палатка» (tent map) [394], двумерное

отображение Лози [395], дискретная модель Белыха [396, 397], модель Лорен-

ца [398, 399] при определенных значениях параметров, которые соответствуют

классическому квазигиперболическому аттрактору [365, 398–405], и другие ди-

намические системы с аттракторами типа Лоренца [406–413].

Более распространенный и более сложный тип хаотических аттракто-

ров относится к классу негиперболических. По терминологии Афраймовича и

Шильникова этот тип притягивающих предельных множеств называют «ква-

зиаттракторами» [367–369], особенности которого описаны в разделе 1.1 первой

главы диссертации. Указанные (далеко не полностью) свойства квазигипербо-

лических и негиперболических хаотических аттракторов, безусловно, должны
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сказываться на динамических характеристиках ансамблей хаотических осцил-

ляторов.

Впервые на различия в динамике ансамблей связанных осцилляторов с ги-

перболическими и негиперболическими хаотическими аттракторами было ука-

зано в работе [90]. В ней сформулирована важная гипотеза: «Химерные состоя-

ния могут рождаться только в ансамблях с негиперболическим типом хаотиче-

ских аттракторов и не возникают в ансамблях осцилляторов с гиперболическим

типом аттракторов». Как показали наши дальнейшие исследования, гипотеза

в целом подтверждается экспериментальными (численными) расчетами. Одна-

ко, как будет представлено в настоящей главе, для более общего случая дан-

ная гипотеза нуждается в уточнении. Уточнение состоит в требовании, чтобы

хаотический аттрактор в индивидуальных осцилляторах ансамбля при нали-

чии связи с соседними осцилляторами не утрачивал свойства гиперболичности.

Дело в том, что каждый отдельный осциллятор в ансамбле взаимосвязан с

некоторым числом соседних осцилляторов и функционирует в неавтономном

режиме. Наличие воздействия на индивидуальный осциллятор может привести

к нарушению свойств гиперболичности, а может и не изменить тип хаотическо-

го аттрактора. Все зависит от конкретной рассматриваемой системы и уровня

взаимосвязи осцилляторов в ансамбле.

В главе 1 диссертационной работы были рассмотрены ансамбли нелокаль-

но связанных хаотических осцилляторов, хаотические аттракторы которых воз-

никают через каскад бифуркаций удвоения периода (сценарий Фейгенбаума)

и относятся к негиперболическому типу [60, 61, 360, 363, 364, 367, 368]. В ка-

честве индивидуальных элементов были выбраны одномерное логистическое

отображение, двумерное отображение Эно и трехмерная дифференциальная

система Анищенко−Астахова. Было установлено, что бифуркационный пере-

ход «когерентность−некогерентность» в указанных ансамблях сопровождается

возникновением фазовых и амплитудных химерных состояний. Данная особен-

ность является типичной для ансамблей нелокально связанных хаотических
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систем с удвоениями периода и хаотическим аттрактором негиперболического

типа.

В главе 2 диссертационной работы описываются результаты численных

исследований динамики ансамблей нелокально связанных хаотических осцил-

ляторов, локальная динамика которых описывается системами с квазигипербо-

лическими хаотическими аттракторами. В качестве парциальных осцилляторов

выбраны отображение Лози и система Лоренца. Устанавливаются отличитель-

ные особенности пространственно-временной динамики данных ансамблей при

изменении значений параметров нелокальной связи и проводится их сопостав-

ление с данными, описанными в первой главе. Показывается, что в указанных

ансамблях переход «когерентность−некогерентность» при уменьшении силы

связи характеризуется реализацией таких пространственно-временных струк-

тур как уединенные состояния (solitary states) [62]. Возникновение и эволюция

этих структур в исследуемых ансамблях хаотических систем исследуются и

описываются впервые. Особенно ярко данный сценарий проявляется в случае

ансамбля нелокально связанных отображений Лози.

Особое внимание во второй главе уделяется анализу пространственно-

временных структур в кольце связанных систем Лоренца, реализуемых при

слабой силе нелокальной связи. Этот вопрос практически не был отражен в

литературе по исследованию бифуркационных переходов к пространственной

некогерентности [96]. Впервые показано, что даже в случае, когда индивиду-

альный элемент характеризуется классическим квазигиперболическим аттрак-

тором Лоренца, помимо уединенных состояний в ансамбле могут наблюдаться

химерные состояния различных типов и эффекты перемежаемости между раз-

личными режимами функционирования элементов как во времени, так и про-

странстве. Как установлено, формирование данных структур и реализация свя-

занных с ними эффектов обусловлены потерей квазигиперболических свойств

хаотическими аттракторами в индивидуальных системах Лоренца за счет вли-

яния нелокальной связи.
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Материалы второй главы основаны на результатах, опубликованных в ра-

ботах [98,339,344,347,348,372,373,414].

2.2 Переход «когерентность-некогерентность» в кольце

нелокально связанных отображений Лози

2.2.1 Модель и диаграмма режимов

В данном разделе исследуется пространственно-временная динамика за-

мкнутого в кольцо одномерного ансамбля двумерных отображений Лози с нело-

кальным типом связи [347,348]. Уравнения системы имеют следующий вид:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗) − 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)],

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖). (2.1)

Обозначения параметров в системе (2.1) те же самые, что и для ансамбля нело-

кально связанных отображений Эно (1.10) (раздел 1.4), но функции 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) и

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) теперь определяются первым и вторым уравнениями двумерного отоб-

ражения Лози [395], соответственно:

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝛼|𝑥| + 𝑦, 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝛽𝑥, (2.2)

где 𝛼 и 𝛽 − управляющие параметры отображения.

Отображение Лози (2.2) представляет собой нелинейное взаимно одно-

значное диссипативное (для 𝛽 < 1) отображение, которое при 𝛽 → 0 пере-

ходит в известное одномерное квазигиперболическое отображение «палатка»

(tent map) [394]. Теоретически было доказано [404], что хаотический аттрактор

в системе (2.2) является квазигиперболическим (или обобщенным гиперболи-
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ческим), так как для него нарушается одно из условий гиперболичности. Рож-

дению хаотического аттрактора в отображении Лози не предшествует каскад

бифуркаций удвоения периода, он возникает жестко при 𝛼 = 1.3. Показано,

что в области значений 1.3 . 𝛼 . 1.8 этот аттрактор является единственным

притягивающим предельным множеством на фазовой плоскости, не содержит

устойчивых неподвижных точек (мультистабильность отсутствует), не претер-

певает внутренних бифуркаций в при изменении параметров 𝛼 и 𝛽 и имеет

однородный бассейн притяжения. Это доказывается зависимостями старшего

ляпуновского показателя от параметра 𝛼 и изменения начальных условий, ко-

торые в обоих случаях представляют собой гладкие функции [364].

Поскольку отображение (2.2)является диффеоморфизмом, его можно

обоснованно рассматривать как отображение Пуанкаре некоторой дифферен-

циальной системы с размерностью фазового пространства 𝑁 = 3. Было по-

казано [404], что отображение Лози моделирует отображение, возникающее в

секущей плоскости трехмерных дифференциальных систем с аттракторами ти-

па Лоренца. Таким образом, можно полагать, что особенности динамики систем

связанных отображений Лози могут иметь место и в случае ансамблей связан-

ных систем с непрерывным временем с квазигиперболическими хаотическими

аттракторами типа Лоренца.

По аналогии с кольцом нелокально связанных отображений Эно (см. раз-

дел 1.4) представим систему (2.1) в модифицированной форме:

𝑥𝑡+1
𝑖 = (1 − 𝜎)𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃 ;𝑗 ̸=𝑖

𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗),

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝛽𝑦𝑡𝑖 , (2.3)

где 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝛼|𝑥| + 𝑦. Второе слагаемое в (2.3) есть функция Φ𝑖, которая

описывает воздействие 2𝑃 соседних осцилляторов на данный осциллятор. По

аналогии с ансамблем отображений Эно, будем называть Φ𝑖 функцией воздей-

ствия.
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Пространственно-временная динамика ансамбля (2.1) и (2.3) анализиру-

ется численно для 𝑁 = 1000 элементов, периодических граничных условий

и начальных условий 𝑥0𝑖 , 𝑦0𝑖 , случайно распределенных в интервале [−0.5, 0.5].

Значения параметров индивидуальных осцилляторов выбираются равными 𝛼 =

1.4, 𝛽 = 0.3, что соответствует наличию квазигиперболического хаотического

аттрактора в изолированном отображении (2.2). В процессе численного модели-

рования динамики ансамбля рассчитываются и строятся мгновенные профили

значений переменных 𝑥𝑖 в фиксированный момент времени, пространственно-

временные профили элементов всего ансамбля и функции Φ𝑖.

Основные динамические режимы, которые реализуются в кольце нело-

кально связанных отображений Лози (2.1) при изменении значений параметров

связи, отражены на бифуркационной диаграмме, показанной на рисунке 2.1 на

плоскости параметров нелокальной связи «радиус связи 𝑟 − сила связи 𝜎».

Область 𝐴 соответствует режиму полной хаотической синхронизации, об-

ласть 𝐵 − режиму пространственно-временного хаоса или полной некогерент-

ности колебаний элементов ансамбля. На диаграмме, приведенной на рисун-

ке 2.1, можно также видеть две узкие области, 𝐶 и 𝐷, которые характеризу-

ются гладкими пространственными профилями (см. соответствующие вставки

на рисунке 2.1) и соответствуют когерентным режимам с волновыми числа-

ми 𝑘 = 1, 2, соответственно. Однако динамика элементов во времени в этих

областях является квазипериодической. Аналогичные режимы были найдены в

ансамбле нелокально связанных отображений Эно. Они наблюдаются в заштри-

хованной области, показанной на бифуркационной диаграмме рисунка 1.18, и

их реализация сильно зависит от задания начальных условий. Отметим, что по

сравнению с областями когерентности 𝐶 и 𝐷 для ансамбля отображений Эно

(рисунок 1.18), в областях 𝐶 и 𝐷 для ансамбля отображений Лози нельзя выде-

лить подобласти с временной периодичностью, соответствующие бифуркациям

удвоения периода колебаний элементов во времени.
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Рисунок 2.1. Диаграмма режимов ансамбля (2.3) на плоскости параметров

(𝑟, 𝜎). 𝐴 − область полной хаотической синхронизации, 𝐵 − область

пространственно-временного хаоса, 𝐶 и 𝐷 соответствуют областям

когерентности с волновыми числами 𝑘 = 1, 2, соответственно. Область белого

цвета отвечает режимам, близким к когерентным. На вставках показаны

типичные мгновенные профили когерентных состояний. Параметры ансамбля:

𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑁 = 1000

Область белого цвета на бифуркационной диаграмме рисунка 2.1 соответ-

ствует режимам, близким к когерентным. В засимости от начальных условий

пространственный когерентный профиль может довольно сильно меняться, а

динамика элементов во времени может быть периодической или квазипериоди-

ческой. Кроме того, при определенных значениях силы связи 𝜎, радиуса связи

𝑟 и начальных условиях в ансамбле отображений Лози могут наблюдаться ре-

жимы бегущих волн. Однако выделить область их существования с четкими

границами на плоскости параметров (𝑟, 𝜎) не представляется возможным.

Из сравнения диаграмм режимов, полученных для ансамблей нелокально

связанных отображений Эно (рисунок 1.18) и Лози (рисунок 2.1), видно, что

они заметно отличаются друг от друга. Похожими являются только области

полной хаотической синхронизации 𝐴 и пространственно-временного хаоса 𝐵.
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В связи с этим представляется интересным исследовать детали перехода от ко-

герентности к некогерентности в ансамбле связанных отображений Лози (2.3).

2.2.2 Динамика ансамбля нелокально связанных

отображений Лози

Для проведения численных исследований мы фиксируем значение радиу-

са связи 𝑟 = 0.193 и будем двигаться в этом сечении бифуркационной диаграм-

мы (рисунок 2.1), уменьшая значение силы связи 𝜎 от 1 до 0.

Эволюция динамики системы (2.3) проиллюстрирована на рисунке 2.2

мгновенными профилями состояний 𝑥𝑖 в момент времени 𝑡 = 104 (левая колон-

ка), пространственно-временными профилями динамики ансамбля (централь-

ная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка). Как и при исследо-

вании динамики ансамбля нелокально связанных отображений Эно (см. раздел

1.4), для построения пространственно-временных профилей в данном случае

на графиках выводятся 50 последних итераций 𝑥𝑡𝑖 и Φ𝑡
𝑖 (9950 6 𝑡 6 10000) для

каждого элемента ансамбля (2.3) 1 6 𝑖 6 1000.

При 𝜎 ∈ [0.62; 1.0] (область 𝐴 на рисунке 2.1) элементы ансамбля (2.3)

находятся в режиме полной хаотической синхронизации (рисунок 2.2,а). В этом

случае динамика ансамбля полностью аналогична соответствующим режимам,

реализующимся в ансамблях логистических отображений (рисунки 1.4 и 1.5) и

отображений Эно (рисунок 1.19,а).

С уменьшением 𝜎 в интервале [0.48; 0.62] (белая область между областя-

ми 𝐶 и 𝐴 на рисунке 2.1) реализуется режим, соответствующий режиму ко-

лебательной хаотической синхронизации, который имеет место как в кольце

нелокально связанных логистических отображений (рисунки 1.6 и 1.7), так и

отображений Эно (рисунок 1.19,б). Как видно из рисунка 2.2,б, этому режиму
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рисунок 2.2. Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 (левая колонка)

ансамбля (2.3) и пространственно-временные профили динамики ансамбля

(центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка) при

уменьшении коэффициента связи 𝜎: (а) 0.63, (б) 0.57, (в) 0.4, (г) 0.23. Другие

параметры: 𝑟 = 0.193, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑁 = 1000

отвечают гладкий волнообразный пространственный профиль (слева), соответ-

ствующий режиму пространственной когерентности, и хаотическая во времени

динамика элементов ансамбля (в центре) и функции воздействия (справа).

Дальнейшее уменьшение значений силы связи 𝜎 ∈ [0.23; 0.48] не ме-

няет пространственно-когерентной динамики ансамбля (рисунок 2.2,в, слева),

но значения переменных 𝑥𝑖 (рисунок 2.2,в, в центре) и функции Φ𝑖 (рису-

нок 2.2,в, справа) разделяются на 4 области, соответствующие слаборазвито-

му 4-ленточному хаотическому аттрактору в индивидуальных осцилляторах



110

ансамбля. Далее разброс амплитуд переменных 𝑥𝑖 становится меньше и при

𝜎 ≃ 0.23 в ансамбле (2.3) реализуется временная динамика, близкая к квазипе-

риодической (рисунок 2.2,г, в центре и справа). При этом мгновенное простран-

ственное распределение значений 𝑥𝑖 (рисунок 2.2,г, слева) имеет вид гладкого

когерентного волнообразного профиля.

Как показывают исследования, при уменьшении силы связи 𝜎 6 0.226,

то есть при переходе в область пространственно-временного хаоса (область 𝐵

на диаграмме рисунка 2.1), в кольце нелокально связанных отображений Лози

реализуются режимы, которые не наблюдались в ансамблях нелокально свя-

занных логистических отображений и отображений Эно. Для этих режимов

характерны резкие выбросы амплитуд для отдельных осцилляторов ансамбля,

которые происходят случайным образом, а сами осцилляторы располагаются

в различных частях ансамбля. Подобные режимы в литературе были названы

уединенными состояниями (в английской терминологии − solitary states) [62].

Эволюция режимов динамики ансамбля (2.3), демонстрирующих уединенные

состояния, приведена на рисунке 2.3 при уменьшении значения коэффициента

связи 𝜎.

При 𝜎 ≈ 0.226 в ансамбле возникает только одно уединенное состояние

(рисунок 2.3,а, слева). Как видно из мгновенных профилей на рисунке 2.3,б−г

(левая колонка), число этих состояний увеличивается с уменьшением силы свя-

зи 𝜎. Особенностью поведения осцилляторов в режиме уединенных состояний

является то, что их временная динамика отличается от поведения во времени

других осцилляторов ансамбля, которые в свою очередь могут либо находиться

в когерентном режиме, либо быть полностью синхронизованными [63]. Таким

образом, в режиме уединенных состояний ансамбль демонстрирует сочетание

синхронной и асинхронной динамики в пространстве, что соответствует опре-

делению химерного состояния. Однако отличие от химерных состояний заклю-

чается в том, что уединенные состояния не формируют кластеров некогерентно-

сти с четкими границами в пространстве ансамбля. Как видно из рисунка 2.3,
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рисунок 2.3. Эволюция мгновенных профилей для переменных 𝑥𝑖 (левая

колонка) ансамбля (2.3) и пространственно-временных профилей динамики

ансамбля (центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка)

при уменьшении коэффициента связи 𝜎: (а) 0.226, (б) 0.222, (в) 0.193, (г)

0.157. Другие параметры как для рисунка 2.2
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левая колонка, с уменьшением коэффициента связи 𝜎 в ансамбле возникают

группы осцилляторов в режиме уединенных состояний, напоминающие химер-

ные структуры. Однако число осцилляторов в режиме уединенных состояний

довольно сильно зависит от величины связи, что не удовлетворяет определению

химерных состояний с точки зрения относительной устойчивости некогерент-

ных кластеров по отношению к малой вариации значений параметров нелокаль-

ной связи. В связи с этим можно сделать вывод, что структуры, реализующиеся

при уменьшении параметра связи 𝜎 (рисунок 2.3, левая колонка), не являются

химерными состояниями.

Как видно из рисунка 2.3,а-в, возникновение конечного (небольшо-

го) числа уединенных состояний практически не влияет на форму и вид

пространственно-временных профилей динамики ансамбля (в центре) и функ-

ции воздействия (справа). Временная динамика элементов из когерентной

области остается прежней, как и до возникновения уединенных состояний

(рисунок 2.2,г). Однако на пространственно-временных профилях динами-

ки ансамбля (рисунок 2.3,а-г, центральная колонка) появляются точки, от-

ражающие динамику во времени осцилляторов в уединенном состоянии и

соответствующие регулярным колебаниям периода 4. Значительное измене-

ние вида пространственно-временных профилей и явный переход в режим

пространственно-временного хаоса происходит в случае, когда количество ос-

цилляторов в режиме уединенных состояний резко возрастает (рисунок 2.3,г).

Значения 𝑥𝑡𝑖, соответствующие мгновенным состояниям осцилляторов в обла-

сти когерентности, на графиках пространственно-временного профиля образу-

ют 4 горизонтальные полосы, отвечающие 4-ленточному хаотическому множе-

ству (рисунок 2.3,г, в центре). Такой же характер имеет и пространственно-

временной профиль функции связи (рисунок 2.3,г, слева).

Как показали численные исследования, переход к режиму полной неко-

герентности в ансамбле нелокально связанных отображений Лози при умень-

шении силы нелокальной связи происходит через последовательное увеличение
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числа осцилляторов в режиме уединенных состояний. При этом возникновения

химерных состояний не наблюдалось. На рисунке 2.4 приведены численные ре-

зультаты динамики ансамбля отображений Лози для очень слабой нелокальной

связи (𝜎 6 0.07). Как хорошо видно из мгновенных профилей (рисунок 2.4,

левая колонка), все больше и больше осцилляторов демонстрируют резкие вы-

бросы амплитуд и переходят в режим уединенных состояний. Наши расчеты

показали, что независимо от начальных условий число уединенных состояний

растет практически линейно с уменьшением силы связи. Результаты расчета

зависимости числа уединенных состояний от значений силы связи 𝜎 приведены

на рисунке 2.5.

(а)

(б)

(в)

Рисунок 2.4. Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 (левая колонка)

ансамбля (2.3) и пространственно-временные профили динамики ансамбля

(центральная колонка) и функции воздействия Φ𝑖 (правая колонка) при

уменьшении коэффициента связи 𝜎: (а) 0.07, (б) 0.02, (в) 0.002. Другие

параметры как для рисунка 2.2



114

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

N
s
o
l/

N

σ

Рисунок 2.5. Зависимость числа уединенных состояний в ансамбле (2.3) от

значений силы связи 𝜎. Другие параметры как для рисунка 2.2

Представляет интерес выяснить статистические характеристики динами-

ки ансамбля (2.3) в режиме уединенных состояний. С этой целью были проведе-

ны расчеты коэффициента взаимной корреляции (1.3) между 1-м осциллятором

из когерентной области и осцилляторами в режиме уединенных состояний для

пространственно-временных режимов, приведенных на рисунке 2.3. Получен-

ные численные результаты представлены на рисунке 2.6.

Из сравнения рисунков 2.3 (левая колонка) и 2.6 видно, переход осцил-

лятора ансамбля (2.3) в режим уединенного состояния диагностируется по на-

личию выброса амплитуды переменной состояния 𝑥𝑖 на мгновенном простран-

ственном профиле (рисунок 2.3, левая колонка) и по аналогичному выбросу

(изменению) значения коэффициента взаимной корреляции (рисунок 2.6). КВК

𝑅1𝑖 между первым элементом ансамбля (в области когерентности) и осциллято-

ром (осцилляторами), находящимся в режиме уединенных состояний, отличен

по модулю от 1 и принимает отрицательное значение, в то время как для осцил-

ляторов из когерентной области значения КВК положительные, 0.6 . 𝑅1𝑖 . 1

(рисунок 2.6). Во всех представленных случаях (рисунок 2.6) для осцилляторов

в уединенном состоянии 𝑅1𝑖 ≈ −0.9, что свидетельствует об отсутствии полной

корреляции между рассматриваемыми осцилляторами. Более того, отрицатель-
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 2.6. Коэффициент взаимной корреляции 𝑅1𝑖 (1.3), рассчитанный для

ансамбля (2.3) в режимах уединенных состояний для различных значений

силы связи 𝜎: (а) 0.226, (б) 0.222, (в) 0.193, (г) 0.157. Другие параметры как

для рисунка 2.2

ное значение КВК для осцилляторов в уединенном состоянии показывает, что

эти осцилляторы и осцилляторы из когерентной области колеблются в проти-

вофазе друг относительно друга.

При очень слабой силе нелокальной связи 𝜎 временная динамика осцил-

ляторов ансамбля становится все более хаотической (рисунок 2.4, центральная

колонка) и в итоге формируется хаотическое множество, состоящее из двух

лент (двухсвязанный хаотический аттрактор). Одновременно с этим функция
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воздействия Φ𝑖 практически не зависит от номера осциллятора 𝑖 и демонстри-

рует сначала колебания периода 4 (рисунок 2.4,а, справа), а затем − периода 2

с очень малой амплитудой (рисунок 2.4,б, справа). При 𝜎 → 0 функция связи

обращается в ноль (рисунок 2.4,в, справа). Как следует из уравнений (2.3), при

𝜎 → 0 влияние связи исчезает и ансамбль представляет собой совокупность не

связанных индивидуальных отображений Лози в хаотическом режиме. В си-

лу того, что начальные условия для осцилляторов заданы случайным образом,

ансамбль отображений Лози переходит в режим пространственно-временного

хаоса. Возникает важный вопрос: а что при этом происходит с режимом уеди-

ненных состояний? Ответ на этот вопрос требует специальных исследований,

результаты которых будут представлены в главе 4. Будет показано, что рожде-

ние уединенных состояний обусловлено возникновением режима бистабильно-

сти в индивидуальных осцилляторах ансамбля вследствие нелокальной связи.

При 𝜎 → 0 бистабильность исчезает и, соответственно, исчезают и режимы

уединенных состояний.

Отметим, что уединенные состояния были обнаружены в ансамблях гло-

бально связанных фазовых осцилляторов, осцилляторов ван дер Поля и систем

Ресслера с притягивающими и отталкивающими типами связи [62,67], в ансам-

блях локально, нелокально и глобально связанных осцилляторов Курамото с

инерцией [63,65], в связанных ансамблях (мультиплексных сетях) моделей ней-

рона ФитцХью-Нагумо [66, 122, 340], в нелинейном осцилляторе с запаздываю-

щей обратной связью, находящимся под внешним шумовым воздействием [415],

в популяциях осцилляторов Стюарта-Ландау с локальным и глобальным взаи-

модействием [416,417].

Детальный механизм возникновения уединенных состояний был установ-

лен в 2018 году и подробно описан в наших работах для случая кольца нело-

кально связанных отображений Лози [418] и ансамблей связанных осциллято-

ров других типов [340,345,352]. Подробное изложение данного бифуркационного

сценария будет приведено в четвертой главе настоящей работы.
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Интересной особенностью динамики ансамбля нелокально связанных

отображений Лози является реализация режима бегущих волн. Однако этот ре-

жим может быть найден только при малых значениях радиуса связи (𝑟 6 0.06)

и больших значениях силы связи (𝜎 > 0.7). В силу того, что режим бегущих

волн сильно зависит от выбора начальных условий, нанести область его суще-

ствования на диаграмму режимов на рисунке 2.1 не представляется возможным.

В качестве примера на рисунке 2.7 проиллюстрированы режимы бегущих волн

для значения радиуса связи 𝑟 = 0.05 и двух различных значений силы связи 𝜎.

Режимы бегущих волн также реализуются в ансамбле нелокально связан-

ных систем Лоренца [419], но не были зафиксированы в ансамблях нелокально

связанных логистических отображений, отображений Эно и систем Ресслера.

(а)

(б)

Рисунок 2.7. Иллюстрации режимов бегущих волн в кольце нелокально

связанных отображений Лози (2.3). (а) Мгновенный профиль для переменных

𝑥𝑖 (левая колонка), (б) пространственно-временной профиль для состояний 𝑥𝑖

(центральная колонка), (в) пространственно-временная диаграмма динамики

ансамбля (правая колонка) для различных значений силы связи 𝜎: (а) 0.87,

(б) 0.89. Параметры ансамбля: 𝑟 = 0.05, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, 𝑁 = 1000
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2.2.3 Анализ влияния функции воздействия

По аналогии с рассмотрением динамики кольца нелокально связанных

отображений Эно (см. подраздел 1.4.4) обратимся к анализу роли функции

воздействия Φ𝑡
𝑖, которая задается вторым слагаемым в системе (2.3) и харак-

теризует воздействие со стороны 2𝑃 соседних осцилляторов на 𝑖-й осциллятор

ансамбля.

На рисунке 2.8 представлена зависимость значений функции Φ𝑖 от вели-

чины силы связи 𝜎 в интервале [0; 1]. Метод построения данной диаграммы

соответствует алгоритму расчета, подробно описанному в подразделе 1.4.4 для

кольца отображений Эно.

Из графика рисунка 2.8 видно, что значения, принимаемые функцией Φ𝑖 в

областях хаотической синхронизации вплоть до появления первого уединенного

состояния (0.3 6 𝜎 6 1), ограничиваются интервалом [𝜎𝑥min;𝜎𝑥max], где 𝑥max

−0.8
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Рисунок 2.8. Зависимость значений функции Φ𝑖 от величины силы связи 𝜎

ансамбля (2.3) при 𝑟 = 0.193. На график выведены значения Φ𝑖 для 50

итераций (9950 6 𝑡 6 10000). Верхняя и нижняя границы значений Φ𝑖

аппроксимированы линейной фукцией 𝑓(𝜎) = 𝑥𝜎 (𝑥max = 1.181845,

𝑥min = −0.654588)
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и 𝑥min − максимальное и минимальное значения, которые может принимать

переменная 𝑥 в изолированном отображении Лози при значениях параметров

𝛼 = 1.4 и 𝛽 = 0.3. В этом случае динамика ансамбля (2.3) достаточно силь-

но зависит от слагаемого связи. Как следует из сопоставления рисунков 2.8

и 2.3 (правая колонка), в интервале изменения силы связи 𝜎 ∈ [0.16; 0.3], со-

ответствующем увеличению числа уединенных состояний, значения функции

воздействия Φ𝑖 уменьшаются, характер ее динамики становится почти квазипе-

риодическим (на базе цикла периода 4) и практически не меняется c уменьше-

нием силы связи. При 𝜎 → 0, значения функции воздействия стремятся к нулю

(рисунки 2.8 и 2.4 (правая колонка)), и, следовательно, динамика ансамбля (2.3)

определяется только первым слагаемым, которое зависит от собственной дина-

мики отображения Лози. Значения управляющих параметров 𝛼 = 1.4 и 𝛽 = 0.3

соответствуют хаотическому режиму в изолированном отображении Лози и, та-

ким образом, при 𝜎 → 0 динамика во времени всех осцилляторов ансамбля (2.3)

становится хаотической. При этом ансамбль в целом демонстрирует переход в

режим пространственно-временного хаоса.

2.3 Переход к пространственно-временному хаосу в

ансамбле нелокально связанных систем Лоренца

2.3.1 Модель и бифуркационные диаграммы

Система Лоренца [398, 399] представляет собой систему, в которой при

изменении значений управляющих параметров могут наблюдаться различные

регулярные и хаотические режимы. Уравнения модели Лоренца имеют следу-

ющий вид:

�̇� = −𝜉(𝑥− 𝑦), �̇� = 𝜌𝑥− 𝑦 − 𝑥𝑧, �̇� = 𝑥𝑦 − 𝛽𝑧, (2.4)
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где 𝜉, 𝜌 и 𝛽 − управляющие параметры.

В зависимости от значений управляющих параметров в системе Лорен-

ца могут наблюдаться два различных типа хаотического аттрактора: квази-

гиперболический и негиперболический (квазиаттрактор) [367,401–403]. Причем

режим квазигиперболического аттрактора реализуется в конечной области зна-

чений управляющих параметров системы. На рисунке 2.9 приведена бифурка-

ционная диаграмма системы Лоренца (2.4) на плоскости параметров (𝜌, 𝜉) при

фиксированном значении параметра 𝛽 = 8/3 [403].

Существованию аттрактора Лоренца отвечает заштрихованная область на

плоскости параметров (𝜌, 𝜉). Вне указанной области при достаточно больших

значениях параметров 𝜌 и 𝜉 свойства хаотического аттрактора будут карди-

нально другими: квазигиперболический аттрактор Лоренца трансформируется

в негиперболический (квазиаттрактор).

Как было отмечено во Введении ко второй главе (раздел 2.1), аттрактор

Лоренца представляет собой пример типичного или классического квазигипер-

болического аттрактора. Как и для квазигипеболического хаотического аттрак-

тора Лози, для него нарушается одно из условий гиперболичности [368, 404].

Аттракторы типа Лоренца были обнаружены в ряде динамических систем и

𝜉

𝜌

Рисунок 2.9. Бифуркационная диаграмма системы Лоренца на плоскости

параметров (𝜌, 𝜉) для фиксированного 𝛽 = 8/3



121

впоследствии был выделен отдельный класс аттракторов, называемых аттрак-

торами типа Лоренца [211,406–411,413].

Первые исследования бифуркационного перехода от режима когерентно-

сти к пространственно-временному хаосу в ансамбле нелокально связанных мо-

делей Лоренца при изменении параметров связи были проведены и описаны в

работах [96, 419] для случая, когда в индивидуальном элементе ансамбля ре-

ализуется режим классического квазигиперболического аттрактора Лоренца.

Уравнения замкнутого в кольцо ансамбля систем Лоренца с нелокальной свя-

зью имеют следующий вид:

�̇�𝑖 = 𝜉(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) +
𝜎𝑥
2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑘=𝑖−𝑃

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑖) ,

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖(𝜌− 𝑧𝑖) − 𝑦𝑖 +
𝜎𝑦
2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑘=𝑖−𝑃

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑖) ,

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝛽𝑧𝑖 +
𝜎𝑧
2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑘=𝑖−𝑃

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑖) ,

𝑥𝑖+𝑁(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡), 𝑦𝑖+𝑁(𝑡) = 𝑦𝑖(𝑡),

𝑧𝑖+𝑁(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡).

(2.5)

Здесь 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 − действительные динамические переменные, индекс 𝑖 (𝑖 =

1, . . . , 𝑁) − номер элемента в ансамбле и представляет собой дискретную про-

странственную координату, 𝑁 − общее число элементов в ансамбле. 𝜉, 𝜌 и 𝛽

являются управляющими параметрами индивидуальной системы Лоренца. Для

численного моделирования динамики ансамбля (2.5) выбираются «стандарт-

ные» значения управляющих параметров 𝜉 = 10, 𝜌 = 28, 𝛽 = 8/3, которые

соответствуют классическому квазигиперболическому аттрактору Лоренца. С

помощью параметра 𝑃 задается число ближайших соседей, с которыми 𝑖-й ос-

циллятор связан с каждой стороны, и вводится радиус связи 𝑟 = 𝑃/𝑁 , который

характеризует степень нелокального взаимодействия и является мерой нело-

кальной связи. 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧 обозначают силу или коэффициент нелокальной связи

по соответствующим координатам. В дальнейшем мы полагаем, что нелокаль-

ная связь осуществляется только по двум первым переменным, т.е. 𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎,
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𝜎𝑧 = 0. Как показали численные эксперименты, подобное допущение качествен-

но не влияет на результаты расчетов.

В работе [96] отмечалось, что при изменении силы связи в интервале

𝜎 ∈ [1; 8] при фиксированном радиусе связи 𝑟 = 0.3 в ансамбле (2.5), фронт

когерентного мгновенного профиля для переменной 𝑥𝑖 претерпевает разрыв,

что является основным условием появления химерных состояний. Был сде-

лан вывод, что этом случае может иметь место бифуркационный сценарий

«когерентность-некогерентность», установленный и описанный для ансамблей

нелокально связанных логистических отображений, отображений Эно и систем

Ресслера. Однако, факта существования химерных состояний в ансамбле (2.5)

и их иллюстрации приведено не было. Как было показано позже в работе [90],

химерные структуры действительно возникают при переходе «когерентность-

некогерентность» в ансамбле (2.5) только в случае больших значений управля-

ющего параметра 𝜌 & 160, когда хаотический аттрактор Лоренца становится

негиперболическим.

В работе [419] было установлено, что основными режимами, которые реа-

лизуются в ансамбле нелокально связанных систем Лоренца при больших зна-

чениях силы связи 𝜎 ∈ [10; 45], являются когерентные бегущие волны с различ-

ными волновыми числами 𝑘 = 1, 2, 3 и стационарные структуры, реализация

которых сильно зависит от начальных условий. Диаграмма режимов, постро-

енная численно для ансамбля (2.5) на плоскости параметров связи (𝑟, 𝜎) [419],

приведена на рисунке 2.10.

На диаграмме режимов можно выделить несколько характерных обла-

стей различного размера, отражающих основные динамические режимы и

пространственно-временные структуры, которые реализуются в ансамбле нело-

кально связанных систем Лоренца. Основную часть диаграммы занимают об-

ласти полной хаотической синхронизации и бегущих волн с различными вол-

новыми числами. Отметим, что эти режимы реализуются в ансамбле (2.5) при

довольно больших значениях силы связи 𝜎. В работе [419] основное внимание



123

Рисунок 2.10. Различные динамические режимы ансамбля (2.5) на плоскости

параметров (𝑟, 𝜎). Когерентные бегущие волны отмечены волновыми числами

𝑘 = 1, 2, 3. Мгновенные профили типичных волновых форм показаны для

переменных 𝑥𝑖 на вставках. Полностью синхронизованное хаотическое

состояние наблюдается в белой заштрихованной области, ограниченной

линией бифуркации прорыва BB. Параметры: 𝜉 = 10, 𝜌 = 28, 𝛽 = 8/3,

𝑁 = 300, 𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎, 𝜎𝑧 = 0 [419]

уделяется анализу бифуркационных сценариев перехода от стационарных со-

стояний (плотно заштрихованная серая область на рисунке 2.10) к когерент-

ным бегущим волнам. Непосредственный переход от режима пространственно-

стационарных и синхронных структур к пространственно-временному хаосу, ко-

торый наблюдается при малых значениях силы связи 𝜎, ни в работе [419], ни

в других работах не рассматривался. Поэтому представляется интересным и

целесообразным провести детальный численный анализ данного перехода, ре-

зультаты которого описываются в данном разделе.

Рассматриваемый ансамбль (2.5) состоит из 𝑁 = 300 нелокально свя-

занных систем Лоренца в режиме квазигиперболического хаотического аттрак-

тора. Пространственно-временная динамика ансамбля исследуется при перио-

дических граничных условиях для всех переменных и вариации значений па-
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раметров нелокальной связи в интервалах 𝜎 ∈ [0; 1.2] и 𝑟 ∈ [0; 0.35]. Таким

образом, анализируется область перехода к пространственно-временному хаосу

(серая область на рисунке 2.10) в случае слабой нелокальной связи. Уравне-

ния ансамбля (2.5) интегрируются методом Рунге-Кутта 4-го порядка в течение

16000 безразмерных единиц времени с фиксированным шагом интегрирования

ℎ = 0.001. Первые 8000 единиц времени считаются периодом установления и не

учитываются в дальнейших расчетах. Для построения диаграммы режимов на

плоскости параметров (𝑟, 𝜎) для указанных пределов изменения этих парамет-

ров выбирался ряд реализаций начальных условий, случайно распределенных

в интервале [−1; 1]. Это позволит определить наиболее типичные (доминирую-

щие) режимы динамики в ансамбле, учитывая зависимость от начальных усло-

вий. Полученная в результате численных расчетов диаграмма режимов пред-

ставлена на рисунке 2.11.

Как видно из приведенной диаграммы, при уменьшении значения силы

связи 𝜎 и в зависимости от значений радиуса связи 𝑟 в ансамбле (2.5) реа-

лизуются режимы, характеризующиеся различной пространственно-временной

динамикой и имеющие место в конечных областях изменения параметров свя-

зи. На рисунке 2.11 области существования этих режимов показаны разным

цветом и отмечены буквами. Область 𝐴 отвечает режиму устойчивых двухъ-

ямных химер, который будет подробно описан далее, и уединенных состоя-

ний. В областях, отмеченных буквами 𝐵,𝐵′, 𝐵′′, наблюдается перемежающееся

поведение во времени и пространстве между пространственно-когерентным и

пространственно-некогерентным (𝐵′) или частично некогерентным (𝐵 и 𝐵′′)

режимами. В области 𝐶 наблюдаются метастабильные двухъямные химер-

ные структуры и область 𝐷 соответствует режиму полной некогерентности

(пространственно-временному хаосу). При значениях параметров 𝑟 и 𝜎, соот-

ветствующих заштрихованным областям диаграммы на рисунке 2.11, ансамбль

(2.5) демонстрирует высокую степень мультистабильности, и реализация тех
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Рисунок 2.11. Диаграмма режимов динамики ансамбля (2.5) на плоскости

параметров (𝑟, 𝜎) при слабой силе нелокальной связи. В области 𝐴

наблюдаются режимы уединенных состояний и двухъямных химер, области

𝐵,𝐵′, 𝐵′′ соответствуют перемежаемости во времени и пространстве между

пространственно-когерентной и пространственно-некогерентной (𝐵′) или

частично некогерентной (𝐵 и 𝐵′′) динамикой, в области 𝐶 имеют место

метастабильные двухъямные химеры, область 𝐷 обозначает область

пространственно-временной некогерентности. Параметры: 𝜉 = 10, 𝜌 = 28,

𝛽 = 8/3, 𝑁 = 300

или иных режимов в этих областях зависит от выбора начальных условий и

вариации параметров связи.

Перед тем как перейти к детальному численному исследованию динами-

ческих режимов, реализуемых в ансамбле (2.5) при слабой нелокальной связи

и представленных на диаграмме рисунка 2.11, проведем теоретический ана-

лиз влияния коэффициента нелокальной связи на динамику индивидуального

осциллятора ансамбля (2.5), сопровождая его примерами численных расчетов.

Данное исследование является важным для дальнейшего изложения материа-

ла второй главы и будет способствовать более глубокому пониманию причин
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реализации разнообразных пространственно-временных структур и эффектов

в рассматриваемом ансамбле.

2.3.2 Влияние эффективных значений параметров на

динамику индивидуальной системы Лоренца

В разделах 1.3, 1.4.4. и 2.2.3 было показано, что при очень малых значе-

ниях нелокальной связи (𝜎 → 0) главную роль в пространственно-временной

динамике всего ансамбля нелокально связанных хаотических осцилляторов иг-

рает поведение во времени индивидуального элемента ансамбля. При этом сла-

гаемое связи или функция воздействия Φ𝑖 стремится к нулю. В свою очередь

характер режима колебаний индивидуального элемента определяется эффек-

тивными значениями его управляющих параметров, которые в данном случае

зависят от силы нелокальной связи 𝜎 и могут приводить к значительным изме-

нениям поведения во времени индивидуального осциллятора, а, следовательно,

и структуры реализуемого типа аттрактора в фазовом пространстве.

Как хорошо видно из уравнений ансамбля (2.5), составляющие 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖,

входящие в слагаемые функции связи, не зависят от индекса 𝑘. Следователь-

но, мы можем вынести их за знак суммы, и в этом случае уравнения системы

примут следующий вид:

�̇�𝑖 = 𝜉(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) − 𝜎𝑥𝑖 +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑘=𝑖−𝑃

𝑥𝑘,

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖(𝜌− 𝑧𝑖) − 𝑦𝑖 − 𝜎𝑦𝑖 +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑘=𝑖−𝑃

𝑦𝑘,

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝛽𝑧𝑖.

(2.6)

В результате проведенной математической процедуры появилось два новых чле-

на: 𝜎𝑥𝑖 и 𝜎𝑦𝑖, в 1-м и 2-м уравнениях ансамбля, соответственно. Очевидно, что

это вызовет изменение эффективных значений управляющих параметров инди-
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видуальной системы Лоренца. В этом случае индивидуальная система Лоренца

без учета воздействия со стороны соседей будет описываться следующей систе-

мой уравнений:
�̇� = 𝜉𝑦 − (𝜉 + 𝜎)𝑥,

�̇� = 𝑥(𝜌− 𝑧) − (1 + 𝜎)𝑦,

�̇� = 𝑥𝑦 − 𝛽𝑧.

(2.7)

Как следует из системы (2.7), коэффициент нелокальной связи приводит к за-

мене управляющего параметра 𝜉 при переменной 𝑥 в 1-м уравнении на эффек-

тивный параметр (𝜉+𝜎) и появлению нового параметра (1+𝜎) при переменной

𝑦 во 2-м уравнении. Следовательно, динамика системы Лоренца будет также

зависеть от значений новых эффективных параметров и может существенно

меняться при их вариации. На рисунке 2.12 проиллюстрированы проекции фа-

зовых портретов режимов колебаний системы (2.7) на плоскость переменных

(𝑥, 𝑧) при увеличении значения силы связи 𝜎 и при изменении времени расчета

𝑡.

Как следует из рисунка 2.12,а, при довольно слабой силе связи 𝜎 . 0.28,

динамика системы (2.7) качественно не меняется и соответствует режиму клас-

сического квазигиперболического аттрактора Лоренца, который существует в

системе независимо от времени наблюдения 𝑡. При этом мультистабильности

не наблюдается, и аттрактор Лоренца является единственным притягивающим

множеством в фазовом пространстве системы. При превышении коэффициен-

том связи 𝜎 некоторого критического значения 𝜎cr ≃ 0.28, в силу сдвига эф-

фективных значений параметров системы Лоренца (2.7) происходит бифурка-

ционный переход от аттрактора Лоренца (рисунок 2.12,а) к режиму двух со-

существующих устойчивых фокусов (рисунок 2.12,в). В результате динамика

системы становится бистабильной. Однако этот переход происходит не сразу,

а сопровождается некоторым эффектом, который имеет место при промежу-

точных значениях силы связи 𝜎 ≃ 0.45. Как видно из рисунка 2.12,б (слева),

на небольших временах наблюдения все также реализуется аттрактор Лоренца,
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(а)

(б)

(в)

Рисунок 2.12. Проекции фазовых портретов на плоскость переменных (𝑥, 𝑧)

для системы (2.7) при увеличении значения силы связи 𝜎 и для различных

интервалов времени расчета 𝑡:

(а) 𝜎 = 0.27 для 𝑡 ∈ [0; 200] (слева) и 𝑡 ∈ [10000; 10200] (справа), (б) 𝜎 = 0.45

для 𝑡 ∈ [0; 200] (слева) и 𝑡 ∈ [200; 400] (справа), (в) 𝜎 = 0.7 для 𝑡 ∈ [0; 200]

(устойчивый фокус слева) и для 𝑡 ∈ [0; 200] (устойчивый фокус справа).

Другие параметры: 𝜉 = 10, 𝜌 = 28, 𝛽 = 8/3

который при увеличении времени расчета 𝑡 сосуществует с устойчивыми фоку-

сами. В частности, на рисунке 2.12,б (справа) проиллюстрированы аттрактор

Лоренца и один из симметричных фокусов. Численные расчеты показали, что

хаотический аттрактор представляет собой метастабильное состояние, которое
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существует в течение конечного, но достаточно большого времени наблюдения

и исчезает только на очень больших временах. Кроме того, данный режим ре-

ализуется в конечном интервале изменения коэффициента связи 𝜎, но время

жизни метастабильного хаотического множества довольно быстро и существен-

но уменьшается при увеличении силы связи 𝜎. Когда 𝜎 → 1, в фазовом про-

странстве остаются два симметричных устойчивых фокуса, а сама система (2.7)

становится бистабильной. Таким образом, влияние нелокальной связи приводит

к переходу от режима квазигиперболического аттрактора к режиму бистабиль-

ности в индивидуальной системе Лоренца, что является типичным для режима

негиперболического аттрактора.

2.3.3 Режим уединенных состояний

Как было показано в разделе 2.2.2, в ансамблях нелокально связанных

хаотических осилляторов, индивидуальные элементы которых характеризу-

ются квазигиперболическими хаотическими аттракторами, переход к режиму

пространственно-временного хаоса происходит через возникновение уединен-

ных состояний. В силу того, что индивидуальные осцилляторы ансамбля (2.5)

функционируют в режиме квазигиперболического аттрактора Лоренца, вполне

логично ожидать появление уединенных состояний и в ансамбле нелокально

связанных систем Лоренца. Данное предположение также базируется на том

факте, что отображение Лози является топологически эквивалентным отоб-

ражению Пуанкаре, которое возникает в секущей плоскости системы Лоренца

при классических значениях управляющих параметров 𝜉 = 10, 𝜌 = 28, 𝛽 = 8/3.

Проведенные численные расчеты показали, что, действительно, при определен-

ных значениях параметров связи 𝜎 и 𝑟 возможно получить режимы уединенных

состояний в ансамбле (2.5). На рисунке 2.13 показаны мгновенные простран-

ственные профили значений переменных 𝑥𝑖 в момент времени 𝑡 = 8.5 × 103.
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Рисунок 2.13. Режимы уединенных состояний в ансамбле (2.5). Мгновенные

профили значений переменных 𝑥𝑖 в момент времени 𝑡 = 8.5 × 103 для

различных значений параметров связи: (a) 𝜎 = 1.9, 𝑟 = 0.197, (б) 𝜎 = 1.5,

𝑟 = 0.223. Другие параметры как для рисунка 2.11

Отметим, что уединенные состояния могут возникнуть в ансамбле уже

при достаточно больших значениях силы связи 𝜎 ≃ 2.5, лежащих выше диапа-

зона изменения 𝜎 на диаграмме рисунка 2.11, но их реализация зависит от вы-

бора начальных условий. Как видно из рисунка 2.13,а, только два осциллятора

демонстрируют резкие выбросы амплитуд, в то время как другие осциллято-

ры по-прежнему остаются в когерентном режиме. При уменьшении значений

параметров связи или при изменении начальных условий число осцилляторов,

характеризующихся резкими выбросами амплитуд из когерентного состояния,

может увеличиваться довольно резко и включать уже бóльшую часть осцил-

ляторов ансамбля (рисунок 2.13,б). Приведенные режимы динамики ансамбля

(2.5) удовлетворяют определению, данному в работе [62], и поэтому их по праву

можно отнести к режимам уединенных состояний. Как показывают численные

исследования, режимы уединенных состояний в рассматриваемой системе за-

нимают промежуточное место между режимами частичной когерентности и

двухъямных химерных состояний и могут рассматриваться как переходный ре-
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жим. Переход между этими состояниями происходит довольно плавно, поэтому

очень трудно и практически невозможно четко определить область на плоско-

сти параметров (𝑟, 𝜎), в которой существуют только уединенные состояния.

Отметим, что режим уединенных состояний в ансамбле нелокально свя-

занных систем Лоренца обнаружен и описан впервые. Кроме того, возникно-

вение этих состояний происходит в соответствии с механизмом, который будет

описан в главе 4.

2.3.4 Уединенные состояния и двухъямная химера

Обратимся к бифуркационной диаграмме на рисунке 2.11 и рассмотрим

детально режимы и пространственно-временные структуры, которые реализу-

ются в каждой из приведенных на ней областей. Как и раньше, мы приводим и

анализируем мгновенные профили и пространственно-временные профили ди-

намики ансамбля (2.5). По аналогии с анализом динамики кольца нелокально

связанных логистических отображений для количественной оценки простран-

ственной когерентности и некогерентности колебаний элементов ансамбля ис-

пользуется коэффициент взаимной корреляции (1.3). Однако в данном случае

вычисляется взаимная корреляция между выбранным 𝑛-м осциллятором из

кластера когерентности и другими осцилляторами ансамбля. Обозначим для

данного случая коэффициент корреляции как 𝑅𝑛𝑖, который рассчитывается по

следующей формуле:

𝑅𝑛𝑖 =
⟨�̃�𝑡𝑛�̃�𝑡𝑖⟩√︀

⟨(�̃�𝑡𝑛)2⟩⟨(�̃�𝑡𝑖)2⟩
, �̃�𝑡𝑖 = 𝑥𝑡𝑖 − ⟨𝑥𝑡𝑖⟩. (2.8)

Как было показано в разделе 2.3.2, при определенных значениях силы

связи 𝜎, близких к 1, динамика индивидуальной системы Лоренца в кольце

(2.5) претерпевает существенные изменения. Режим системы уже не соответ-

ствует квазигиперболическому аттрактору Лоренца, а приобретает характер-
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ные черты бистабильной системы. В этом случае в фазовом пространстве со-

существуют два симметричных предельных множества, которые соответствуют

областям положительных и отрицательных значений переменных 𝑥 и 𝑦, и отве-

чают режиму слабого хаоса с положительным значением старшего ляпуновско-

го показателя. Отметим, что такой тип временной динамики индивидуального

осциллятора ансамбля (2.5) характерен только для области 𝐴 на диаграмме

режимов, приведенной на рисунке 2.11.

В области 𝐴 диаграммы на рисунке 2.11 реализуется режим, мгновен-

ный профиль которого приведен на рисунке 2.14,а. Как видно из рисунка,

пространственно-временная структура состоит из двух когерентных кластеров,

включающих элементы 1 6 𝑖 6 120 и 140 6 𝑖 6 250, и двух некогерентных

кластеров с элементами 120 6 𝑖 6 150 и 250 6 𝑖 6 290. Расчеты показали, что

два когерентных кластера всегда формируются в ансамбле (2.5) при различных

начальных условиях. Эти кластеры характеризуются достаточно гладким про-

филем амплитуд (рисунок 2.14,а), который не меняется в течение всего времени

наблюдения и согласно определению (1.4) соответствует синхронной (когерент-

ной) динамике всех элементов этих кластеров. Однако, как следует из рисун-

ка 2.14,а, временная динамика осцилляторов когерентных кластеров отвечает

различным сосуществующим симметричным аттракторам. Так, элементы пер-

вого кластера 1 6 𝑖 6 120 осциллируют в области отрицательных значений

переменных 𝑥 и 𝑦 и соответствуют «отрицательному» аттрактору или левой

«потенциальной» ямке. Колебания элементов второго кластера 140 6 𝑖 6 250

происходят в области положительных значений переменных и относятся к «по-

ложительному» аттрактору или правой «потенциальной» ямке. Проекции ти-

пичных фазовых портретов сосуществующих предельных множеств представ-

лены на рисунке 2.14,б для двух элементов ансамбля, принадлежащих нижнему

(область отрицательных значений) и верхнему (область положительных значе-

ний) уровням мгновенного профиля (рисунок 2.14,а).
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Рисунок 2.14. Иллюстрация режима двухъямной химерной структуры в

ансамбле (2.5). (а) Мгновенный профиль значений переменной 𝑥𝑖, (б)

проекции фазовых портретов двух сосуществующих симметричных

притягивающих множеств для двух соседних осцилляторов 𝑖 = 274 и 𝑖 = 275

из некогерентного кластера, (в) пространственно-временной профиль,

включающий 30 мгновенных профилей, (г) коэффициент взаимной

корреляции 𝑅𝑛𝑖 (2.8) между 240-м осциллятором и другими элементами

ансамбля. Другие параметры как для рисунка 2.11

Динамику всех элементов ансамбля (2.5) во времени и пространстве отра-

жает пространственно-временной профиль, представленный на рисунке 2.14,в

и включающий 30 мгновенных профилей, взятых через каждые 10 единиц без-
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размерного времени. Как видно из графиков на рисунке 2.14,а,в, некогерентные

кластеры образованы группами элементов 120 6 𝑖 6 150 и 250 6 𝑖 6 290, на-

ходящихся в режиме уединенных состояний. Колебания во времени каждого

из этих элементов происходят только в своей области значений, то есть соот-

ветствуют либо «отрицательному», либо «положительному» аттрактору, и не

переключаются между ними. Это хорошо видно из рисунка 2.14,б, на котором

приведены проекции для двух соседних элементов из второго некогерентного

кластера. Временная динамика всех элементов ансамбля является слабо хао-

тической, что подтверждается небольшим по величине положительным значе-

нием старшего ляпуновского показателя Λ = 0.015249. Отметим, что границы

наблюдаемых когерентных и некогерентных кластеров в пространстве ансам-

бля остаются неизменными во времени, а пространственная структура (рису-

нок 2.14,а) является типичной и реализуется практически для любых случайно

распределенных начальных условий.

Результаты расчетов коэффициента взаимной корреляции (КВК) 𝑅𝑛𝑖

(2.8), представленные на рисунке 2.14,г, показывают, что только некоторые

группы осцилляторов в когерентных кластерах демонстрируют полную коге-

рентность или синхронность (𝑅𝑛𝑖 ≃ 1). С увеличением расстояния между ними

и приближением к кластерам некогерентности значение КВК уменьшается и

они перестают быть полностью когерентными. Однако в этом случае значе-

ния 𝑅𝑛𝑖 все же остаются достаточно большими по сравнению с некогерентными

кластерами, для элементов которых КВК практически равен нулю. Данный

факт отражает полную потерю когерентности между элементами когерентных

и некогерентных кластеров ансамбля.

На основе проведенных численных исследований можно заключить, что

пространственно-временная структура, реализуемая в области 𝐴 на бифурка-

ционной диаграмме рисунка 2.11, полностью соответствует определению «клас-

сического» химерного состояния [55]. Однако этот особый тип химерного состо-

яния является результатом наличия режима бистабильности в индивидуальных
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осцилляторах ансамбля (2.5). Подобная химерная структура была впервые опи-

сана в работе [92], в которой исследовались режимы динамики в двумерной

решетке нелокально связанных одномерных кубических отображений в биста-

бильном режиме, и названа двухъямной химерой. Двухъямные химеры типич-

ны для сетей бистабильных элементов и характеризуются тем, что элементы,

принадлежащие некогерентным кластерам, нерегулярно распределены между

двумя аттракторами, характерными для индивидуального элемента, в то вре-

мя как все элементы в кластере когерентности находятся на одном аттракторе.

Этот тип химерных состояний был также выявлен и при изучении динамики

кольца нелокально связанных систем Чуа [98]. Однако, и кубическое отображе-

ние, и цепь Чуа относятся к классу систем с негиперболическим хаотическим

аттрактором и характеризуются свойством мультистабильности. Двухъямная

химера, обнаруженная в ансамбле нелокально связанных систем Лоренца (2.5),

также обусловлена возникновением режима бистабильности в индивидуальной

системе Лоренца в силу сдвига эффективных значений ее параметров. Сравне-

ние мгновенных профилей на рисунке 2.14,а для ансамбля систем Лоренца (2.5)

и на рисунке 1.9,а для режима фазовой химеры в ансамбле логистических отоб-

ражений (1.1) отражает их практически полное сходство. Однако существует

принципиальное отличие во временной динамике осцилляторов некогерентных

кластеров. В случае двухъямной химеры в ансамбле систем Лоренца осцилля-

торы, расположенные на нижнем и верхнем уровнях профиля (рисунок 2.14,а),

колеблются в одной фазе, то есть синфазно. При этом, как было показано,

каждый элемент постоянно находится «в одной ямке», то есть вблизи одного из

симметричных устойчивых фокусов, и не переключается в окрестность другого

фокуса.

С другой стороны, по своим свойствам и структуре некогерентных кла-

стеров данная химера схожа с режимом уединенных состояний, описанным в

разделе 2.3.3. Однако отличие заключается в том, что осцилляторы ансамбля

2.5) с нерегулярным пространственным распределением (уединенные состоя-
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ния) образуют некогерентные кластеры. Тем не менее, с точки зрения причины

(условия) формирования данной химерной структуры прослеживается опреде-

ленное сходство с так называемой химерой уединенных состояний, описанию

которой будет посвящена четвертая глава.

Важно отметить, что приведенные выше результаты убедительно свиде-

тельствуют о том, что в ансамбле из осцилляторов Лоренца в режиме квазиги-

перболичности индивидуальных осцилляторов в отсутствие связи уверенно ре-

гистрируются химерные структуры. Однако, как подробно описано, аттрактор

Лоренца в индивидуальных осцилляторах за счет влияния нелокальной связи

теряет свойства квазигиперболичности.

2.3.5 Пространственно-временная перемежаемость

Рассмотрим особенности динамики ансамбля связанных систем Лоренца

в режиме, который реализуется в области 𝐵′ диаграммы режимов на рисун-

ке 2.11. Этот режим является основным в исследуемой системе в области до-

статочно больших значений радиуса связи 𝑟 > 0.26 и силы связи 𝜎 & 0.32.

В этом случае наблюдается чередование или перемежаемость во времени меж-

ду режимами полной пространственно-временной некогерентности и частичной

когерентности. Пространственно-временная диаграмма данного режима дина-

мики представлена на рисунке 2.15,а, на котором хорошо виден эффект пере-

межаемости между указанными структурами. Мгновенные профили, соответ-

ствующие частичной когерентности и полной некогерентности, приведены на

рисунке 2.15,б,в, соответственно. В качестве примера на рисунке 2.16,а,б приве-

дены фрагмент временной реализации 𝑥𝑖(𝑡) и проекция фазового портрета на

плоскость переменных (𝑥𝑖, 𝑧𝑖) для отдельного осциллятора ансамбля, соответ-

ственно.
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Рисунок 2.15. Иллюстрация перемежаемости во времени между режимами

полной некогерентности и частичной корегентности в ансамбле (2.5) (область

𝐵′ на диаграмме рисунка 2.11) для значений параметров связи 𝑟 = 0.28 и

𝜎 = 0.4. (а) Пространственно-временной профиль динамики ансамбля,

мгновенные профили состояний системы в режимах частичной когерентности

(б) и полной некогерентности (в). Другие параметры как для рисунка 2.11

Как видно из представленных графиков, в режиме частичной когерент-

ности почти все элементы ансамбля совершают синхронные колебания только в
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одной области значений переменной 𝑥, соответствующей окрестности одного из

симметричных состояний равновесия, и не переключаются в другую в течение

конечного времени наблюдения. Исключение составляют несколько осциллято-

ров (рисунок 2.15,б), которые демонстрируют небольшие выбросы амплитуд и

могут быть отнесены к уединенным состояниям. По этой причине реализуемый

режим был отнесен к разряду частично когерентных. Как следует из рисун-

ка 2.15,а, с течением времени значения амплитуд осцилляторов в когерентном

состоянии могут меняться, что связано с переходом (переключением) в окрест-

ность другого состояния равновесия.

В режиме полной некогерентности (рисунок 2.15,в) индивидуальный ос-

циллятор ансамбля демонстрирует колебания переключательного типа с до-

вольно большим разбросом значений амплитуд, причем переключения между

двумя областями происходят достаточно часто и нерегулярно (рисунок 2.16,а).

Кроме того, колебания различных осцилляторов ансамбля являются некоге-1

-18

-10.8

10.8

18

0 40 160 200

xi

t

1

3

11.4

36.6

45

-18 -10.8 10.8 18

zi

xi

(а) (б)

Рисунок 2.16. (а) Фрагмент временной реализации и (б) проекция фазового

портрета хаотического аттрактора Лоренца на плоскость переменных (𝑥𝑖, 𝑧𝑖)

для 260-го осциллятора ансамбля (2.5) при 𝑟 = 0.28 и 𝜎 = 0.4. Старший

показатель Ляпунова равен Λ = 0.93865. Другие параметры как для

рисунка 2.11
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рентными. Данная временная динамика соответствует режиму классического

хаотического аттрактора Лоренца в индивидуальном осцилляторе, проекция

фазового портрета которого показана на рисунке 2.16,б. Однако, в частично

когерентном режиме колебания осцилляторов ансамбля происходят вблизи од-

ного из симметричных состояний равновесия. Особенность структуры фазового

пространства индивидуальной системы Лоренца связана со сдвигом значений

эффективных параметров в виду наличия нелокальной связи (см. раздел 2.3.2

и рисунок 2.12,б).

Как видно из рисунка 2.16,а, амплитуда колебаний с ростом времени

уменьшается и становится минимальной при 𝑡 ≃ 150. Значение амплитуды

стремится к значению координаты состояния равновесия (устойчивого фоку-

са). После прохождения этого момента времени, амплитуда вновь начинает на-

растать и происходит переход к некогерентному режиму. Стоит отметить, что

переход от полной рассинхронизации к частичной синхронизации (когерентно-

сти) происходит не мгновенно для всех осцилляторов ансамбля, а с некоторым

сдвигом по времени. В то же время, переключение в некогерентный режим

осуществляется практически одновременно для всех элементов. Временной ин-

тервал между переключениями с одного режима функционирования на другой

является довольно большим, но сами переключения происходят нерегулярно во

времени. С увеличением силы связи 𝜎 и для значений радиуса связи 𝑟 > 0.26

частота смены режимов уменьшается.

Теперь обратимся к интервалу малых значений радиуса связи 0 < 𝑟 < 0.2,

которые соответствуют области 𝐵 на диаграмме режимов на рисунке 2.11. В

этом случае также имеет место эффект перемежаемости, но реализуется он

между другими сложными структурами и наблюдается как во времени, так и

пространстве. Режим пространственно-временной динамики ансамбля (2.5) в

области 𝐵 проиллюстрирован на рисунке 2.17,а,б c помощью пространственно-

временного и мгновенного пространственного профилей состояний ансамбля,

соответствнно.
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Рисунок 2.17. Режим пространственно-временной перемежаемости между

когерентным состоянием и метастабильными химероподобными структурами в

ансамбле (2.5) (область 𝐵 на рисунке 2.11) для значений радиуса связи

𝑟 = 0.19 и силы связи 𝜎 = 0.56. (a) Пространственно-временной профиль, (б)

мгновенный профиль состояний ансамбля в момент времени 𝑡 = 120, (в)

фрагмент временных реализаций для 120-го (сплошная кривая) и 121-го

(пунктирная кривая) осцилляторов из некогерентного кластера, (г) величина

коэффициента взаимной корреляции между 240-м осциллятором и другими

осцилляторами ансамбля. Старший ляпуновский показатель равен Λ = 0.5145.

Другие параметры как для рисунка 2.11
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Как хорошо видно из рисунка 2.17,а, при малых значениях радиуса связи

𝑟 в ансамбле (2.5) уже не наблюдаются режимы полной некогерентности. На их

смену приходит режим, при котором в пространстве ансамбля формируются и

сосуществуют кластеры осцилляторов с синхронным поведением и с некогерент-

ной (хаотической) динамикой во времени. Такая пространственно-временная

структура соответствует химерному состоянию. Однако, как следует из рисун-

ка 2.17,а, это состояние имеет характерные черты нестационарного процесса,

которые проявляются в виде нерегулярных переключений между когерентным

и некогерентными режимами динамики осцилляторов во времени, а также в

случайном изменении локализации (миграции) когерентных и некогерентных

кластеров в пространстве ансамбля с течением времени. Данный режим мо-

жет относиться к классу турбулентных химер [109, 156]. Наши исследования

показали, что одновременно может наблюдаться несколько некогерентных кла-

стеров, возникающих в разных областях пространства, но все они имеют раз-

личное время жизни. Тем не менее, как показывает рисунок 2.17,б, мгновенный

профиль состояний ансамбля в фиксированный момент времени отражает со-

существование когерентных и некогерентных кластеров осцилляторов с четко

определенными границами в пространстве ансамбля. Таким образом, в данном

случае химерное состояние характеризуется конечным и довольно коротким

временем жизни (𝑡 ≈ 20 единиц безразмерного времени).

Особенностью данного динамического режима является то, что все осцил-

ляторы ансамбля колеблются вокруг одного и того же состояния равновесия (в

окрестности одного из симметричных фокусов), переключаясь в другую «ямку»

(или окрестность другого состояния равновесия) через очень большой период

времени (𝑡 > 10000 единиц времени). На рисунке 2.17,в представлены фрагмен-

ты временных зависимостей координаты 𝑥𝑖 для двух соседних осцилляторов

из некогерентного кластера. Как видно из графиков, колебания обоих элемен-

тов являются хаотическими, носят переключательный характер, а значения их

мгновенных амплитуд и фаз абсолютно не совпадают. В режиме когерентной
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динамики всех элементов ансамбля и для осцилляторов из когерентных кла-

стеров химерной структуры характерны колебания только в одной и той же

«ямке» (в окрестности состояния равновесия). Причем соседние осцилляторы

демонстрируют синфазные и близкие по амплитуде колебания, что соответству-

ет режиму частичной синхронизации.

Для количественной характеристики наблюдаемого маложивущего хи-

мерного состояния, на рисунке 2.17,г представлены результаты расчета величи-

ны коэффициента взаимной корреляции (2.8) между произвольно выбранным

осциллятором 𝑖 = 240 из когерентного кластера и всеми другими элементами

ансамбля. В силу того, что химероподобное состояние имеет короткое время

жизни (𝑡 ≈ 20 единиц времени), значения коэффициента взаимной корреляции

можно оценить только приблизительно. Тем не менее, их распределение дает

достаточно адекватное представление о статистической взаимосвязи колебаний

осцилляторов ансамбля и понимание динамики ансамбля в целом. Как хорошо

видно из рисунка 2.17,г, значения 𝑅𝑛𝑖 практически равны нулю для элементов,

входящих в некогерентные кластеры. Кроме того, колебания осцилляторов из

когерентных кластеров также не являются полностью когерентными между со-

бой, так как для них значения коэффициента корреляции лежат в интервале

0.5 < 𝑅𝑛𝑖 < 1. Однако эти значения 𝑅𝑛𝑖 существенно больше, чем в случае

осцилляторов из некогерентных кластеров. Как следует из рисунка 2.17,в,г,

временная динамика соседних осцилляторов и распределение величин коэф-

фициента взаимной корреляции являются типичными для режима амплитуд-

ных химер, свойства которых подробно описаны в разделе 1.2.5 для ансамбля

нелокально связанных логистических отображений. Установленные особенно-

сти рассматриваемого режима позволяют сделать вывод, что химерное состо-

яние, которое реализуется в области 𝐵 на диаграмме режимов (рисунок 2.11)

для ансамбля (2.5), подобно амплитудной химере.

Таким образом, в области 𝐵 диаграммы режимов (рисунок 2.11) наблю-

дается перемежаемость во времени между режимом когерентности ансамбля
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и режимами маложивущих химерных состояний, когерентные и некогерентные

кластеры которых демонстрируют эффект перемежаемости как во времени, так

и в пространстве. Процесс переключений между этими режимами носят нере-

гулярный характер, а сами динамические моды характеризуются конечным и

небольшим временем жизни. Отметим, что процесс пространственно-временной

перемежаемости реализуется в конечной области значений параметров 𝑟 и 𝜎 и

при различных случайно выбранных начальных условиях.

При вариации значений радиуса связи 𝑟 в конечном интервале 0.2 < 𝑟 <

0.26, что соответствует области 𝐵′′ на диаграмме режимов рисунка 2.11, реа-

лизуются смешанные режимы динамики осцилляторов ансамбля. Данная об-

ласть характеризуется чередованием когерентного режима либо с полностью

некогерентной динамикой осцилляторов (которая наблюдалась в области 𝐵′),

либо с режимом химероподобных состояний (которая имеет место в области

𝐵). Важная особенность динамического режима в области 𝐵′′ состоит в том,

что переход от режима неустойчивых химерных структур к режиму полной

рассинхронизации (некогерентности) и наоборот всегда сопровождается воз-

никновением режима когерентной (синхронной) динамики всех осцилляторов

ансамбля, который реализуется в течение довольно короткого времени. Более

того, переключения между симметричными «ямками» (окрестностями состоя-

ний равновесия) в данном когерентном режиме при 0.2 < 𝑟 < 0.26 происходят

гораздо чаще, чем это наблюдалось в области 𝐵.

2.3.6 Сосуществование режимов двухъямной химеры и

пространственно-временной перемежаемости

Перейдем к рассмотрению динамики, которую демонстрирует ансамбль

(2.5) в области 𝐶 на диаграмме рисунка 2.11 при довольно малых значениях
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радиуса связи 0.025 < 𝑟 < 0.175, но достаточно сильной нелокальной связи

между элементами 0.6 < 𝜎 < 1.2. Область 𝐶 характеризуется режимом, ко-

торый сочетает в себе особенности динамики, реализуемой в областях 𝐴 и 𝐵.

Пространственно-временная диаграмма и мгновенный профиль значений пе-

ременных 𝑥𝑖 осцилляторов для типичного режима в области 𝐶 приведены на

рисунке 2.18,а,б, соответственно.

С одной стороны, реализуемый режим сохраняет пространственно-

временную структуру, соответствующую двухъямной химере. При этом значе-

ния состояний осцилляторов в некогерентных кластерах нерегулярно распреде-

лены между двумя ямками. С другой стороны, наблюдается пространственно-

временная перемежаемость, которая характерна для области 𝐵 (см. раздел

2.3.5). В области 𝐶 этот эффект проявляется в чередовании режима полной

когерентной динамики (причем часть элементов совершает синхронные коле-

бания вблизи одного состояния равновесия, а другая часть осцилляторов −
в окрестности другого) с маложивущими амплитудными химерами, кластеры

некогерентности которых возникают и исчезают в различные моменты времени

и в различных областях пространства ансамбля.

Как видно из рисунка 2.18,а, границы некогерентных кластеров двухъ-

ямной химеры не являются четко определенными и могут изменяться во вре-

мени в пределах некоторых областей простраства ансамбля. Однако кластер-

ная пространственно-временная структура со специфическим двухъямным рас-

пределением осцилляторов ансамбля сохраняется в течение всего времени на-

блюдения. На рисунке 2.18,в показаны фрагменты временных реализаций для

двух соседних осцилляторов, принадлежащих одному из некогерентных кла-

стеров двухъямной химеры. Как видно из графиков, элементы демонстрируют

хаотические колебания переключательного типа. В том случае, если границы

некогерентных кластеров остаются неизменными, колебания происходят вокруг

одного из состояний равновесия. В свою очередь элементы когерентных класте-

ров осциллируют в окрестности только «своей ямки» (состояния равновесия) в
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Рисунок 2.18. Иллюстрация динамики ансамбля (2.5) в области 𝐶 на

диаграмме режимов (рисунок 2.11) для значений параметров связи 𝜎 = 0.7 и

𝑟 = 0.083. (а) Пространственно-временная диаграмма, (б) мгновенный

профиль значений переменных 𝑥𝑖, (в) фрагменты временных реализаций для

242-го (сплошная кривая) и 243-го (пунктирная кривая) осцилляторов из

некогерентного кластера, (г) проекция фазового портрета хаотического

аттрактора на плоскость переменных (𝑥𝑖, 𝑧𝑖) 242-го осциллятора. Старший

ляпуновский показатель равен Λ = 0.713674. Другие параметры как для

рисунка 2.11
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зависимости от своей пространственной локализации. В области 𝐶 временная

динамика индивидуального осциллятора ансамбля (2.5) отвечает режиму ква-

зигиперболического хаотического аттрактора Лоренца. Соответствующая про-

екция фазового портрета на плоскость переменных (𝑥𝑖, 𝑧𝑖) для выбранного ос-

циллятора приведена на рисунке 2.18,г. Однако степень хаотичности колебаний

значительно выше, чем для режима устойчивой двухъямной химеры, реализую-

щегося в области 𝐴. Старший ляпуновский показатель равен Λ = 0.713674, что

почти в 50 раз превышает значение показателя для хаотического аттрактора в

индивидуальном осцилляторе для режима в области 𝐴.

2.3.7 Режим полной некогерентности

Область 𝐷 на диаграмме рисунка 2.11) соответствует режиму полной

некогерентности или пространственно-временного хаоса, когда все осциллято-

ры ансамбля (2.5) полностью рассинхронизованы. Этот режим реализуется для

локальной или почти локальной связи (0 < 𝑟 < 0.015) для всех значений силы

связи в интервале 𝜎 ∈ [0; 1.2], а также для всего диапазона изменения значе-

ний радиуса связи 𝑟, когда сила связи 𝜎 . 0.32 (см. рисунок 2.11). В качестве

иллюстрации на рисунке 2.19,а приведена пространственно-временная диаграм-

ма типичного режима колебаний осцилляторов ансамбля, который реализуется

при малом значении силы связи 𝜎.

Когда осцилляторы ансамбля (2.5) связаны локально (𝑟 = 0.003) и сила

связи довольно большая, динамика ансамбля в общих чертах похожа на режим

частичной когерентности, который наблюдается в области 𝐵. В этом случае

бóльшая часть элементов ансамбля осциллирует в одной области хаотического

аттрактора Лоренца в течение достаточно долгого времени, после чего может

происходить переключение в симметричную область предельного множества.

Однако временная динамика каждого осциллятора является сильно хаотиче-
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Рисунок 2.19. Пространственно-временные диаграммы для режима

пространственно-временного хаоса в ансамбле (2.5) (область 𝐷 на

рисунке 2.11) для (а) 𝑟 = 0.063, 𝜎 = 0.28 и (б) 𝑟 = 0.003, 𝜎 = 0.49. Другие

параметры как для рисунка 2.11

ской, а соответствующее пространственное распределение состояний элементов

ансамбля является некогерентным. Соответственно, этот режим нельзя назвать

даже частично когерентным. Пространственно-временная диаграмма данного

режима показана на рисунке 2.19,б. Как хорошо видно из рисунка, кроме опи-

санных выше особенностей данный режим также характеризуется явно замет-

ной перемежаемостью колебаний осцилляторов во времени, обусловленной пе-

реключениями траектории индивидуального осциллятора ансамбля между дву-

мя областями аттрактора Лоренца.

2.4 Выводы по второй главе

Во второй главе работы описаны результаты численного моделирования

динамики ансамблей нелокально связанных отображений Лози и систем Лорен-
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ца в хаотическом режиме при вариации значений параметров нелокальной свя-

зи. Отметим, что хаотические аттракторы в изолированном отображении Лози

и модели Лоренца при классических значениях ее управляющих параметров от-

носятся к квазигиперболическому типу. На основении полученных численных

результатов можно сделать следующие основные выводы.

1. Приведены результаты детального численного исследования перехода

«когерентность−некогерентность» в кольце нелокально связанных отоб-

ражений Лози в хаотическом режиме с использованием мгновенных про-

странственных и пространственно-временных профилей динамики элемен-

тов ансамбля и функции связи при уменьшении силы нелокальной свя-

зи. Показано, что при глобальном переходе от режима полной хаотиче-

ской синхронизации к пространственно-временному хаосу возникают так

называемые уединенные состояния, число которых линейно растет при

уменьшении силы нелокальной связи. Уединенные состояния характери-

зуются временной динамикой, полностью отличной от поведения во вре-

мени остальных элементов ансамбля. Установлено, что уединенные состоя-

ния возникают случайным образом и не формируют устойчивых кластеров

некогерентности с определенными границами в пространстве ансамбля.

2. Впервые проведен детальный численный анализ динамики ансамбля нело-

кально связанных систем Лоренца в режиме квазигиперболического хаоти-

ческого аттрактора при небольших значениях силы и радиуса связи и опи-

саны полученные результаты. Впервые показано, что в данном ансамбле

реализуются режимы уединенных состояний, число которых увеличивает-

ся при уменьшении значения силы связи. Однако для этих режимов прак-

тически невозможно четко определить область на плоскости параметров

нелокальной связи (𝑟, 𝜎) в силу того, что уединенные состояния представ-

ляют собой переходный режим между режимом частичной когерентности

динамики ансамбля и химерными состояниями.
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3. Установлено, что режимы уединенных состояний являются типичными и

реализуются при переходе к режиму полной некогерентности в ансам-

блях нелокально связанных хаотических систем, индивидуальные элемен-

ты которых характеризуются хаотическими аттракторами квазигипербо-

лического типа.

4. Для ансамбля нелокально связанных систем Лоренца в условиях слабой

нелокальной связи впервые проведен теоретический анализ влияния силы

нелокальной связи на эффективные значения управляющих параметров

индивидуального осциллятора. Установлено теоретически и подтвержде-

но численно, что изменение силы нелокальной связи может приводить к

сдвигу эффективных значений управляющих параметров, в результате ко-

торого индивидуальная система Лоренца приобретает свойства бистабиль-

ности. Происходит переход от режима квазигиперболического аттрактора

Лоренца к бистабильной динамике (что является типичным для режима

негиперболического аттрактора) и реализуется возможность наблюдать ре-

жимы химерных состояний.

5. Впервые показано, что в области малых значений параметров связи в ан-

самбле нелокально связанных систем Лоренца в режиме квазигиперболи-

ческого хаотического аттрактора во невзаимодействующих осцилляторах

реализуются режимы двухъямных химерных состояний и наблюдаются

процессы перемежаемости во времени и пространстве режимов частичной

когерентности либо с режимами полной некогерентности, либо амплитуд-

ных и двухъямных химерных состояний. Можно заключить, что подобные

типы динамики являются типичными и в общем случае могут иметь место

в ансамблях нелокально связанных хаотических осцилляторов с хаотиче-

ским аттрактором типа Лоренца.
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6. Показано, что гипотеза о невозможности реализации химерных состояний

в ансамблях хаотических осцилляторов с квазигиперболическими аттрак-

торами индивидуальных осцилляторов [90] (в отсутствие связей) подтвер-

ждается. Однако это утверждение является справедливым в случае, ес-

ли при наличии нелокальной связи между элементами ансамбля хаотиче-

ский аттрактор индивидуального осциллятора будет оставаться квазиги-

перболическим. Это условие может нарушаться, и квазигиперболический

аттрактор будет трансформироваться в другие виды аттракторов со всеми

вытекающими последствиями. Последнее утверждение обосновано в главе

2 на примере ансамбля нелокально связанных систем Лоренца.
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Глава 3. Перемежаемость во времени и время

жизни химерных состояний

3.1 Введение

При проведении компьютерного моделирования динамики сложных ан-

самблей взаимодействующих осцилляторов и численного анализа эволюции во

времени реализуемых в них сложных пространственно-временных структур

важным моментом является определение и исследование свойств стационар-

ности и устойчивости исследуемых типов динамических режимов. Как было

отмечено в работах [56, 156], практически все химерные состояния, включая

«классическую» химеру в модели Курамото [54], являются долгоживущими пе-

реходными состояниями с бесконечным переходным периодом в непрерывном

пределе 𝑁 → ∞, где 𝑁 − общее число элементов в ансамбле.

Как показали наши исследования [336, 337, 353], некоторые типы

пространственно-временных структур, например, фазовая химера, при прове-

дении расчетов на достаточно больших временах сохраняют как свои динами-

ческие характеристики во времени, так и распределение в пространстве. В этом

смысле их можно называть устойчивыми или стационарными. Под стационар-

ностью понимается тот факт, что режимы функционирования любых элемен-

тов как когерентных, так и некогерентных кластеров химерных состояний во

времени остаются неизменными. В рамках численных расчетов фазовая химе-

ра представляет собой долгоживущую пространственно-временную структуру

и время ее жизни ограничивается только заданным временем расчета или на-

блюдения в ходе проведения численного моделирования. В то же время другой

тип химерной структуры − амплитудная химера − характеризуется нестацио-



152

нарными колебаниями во времени, имеет конечное время жизни и представляет

собой короткоживущую (по сравнению с фазовой химерой) структуру.

Большие ансамбли взаимосвязанных элементов живой и неживой приро-

ды характеризуются, как правило, довольно сложной динамикой. Ярким приме-

ром могут служит ансамбли нейронов мозга человека и животных. Результаты

исследований нейронных ансамблей свидетельствуют о наличии переключений

режимов их функционирования во времени и пространстве [331,420]. Такие пе-

реключения происходят как в автономном режиме их функционирования, так и

при возмущениях. Возникает вопрос: можно ли численно смоделировать режим

переключений химерных структур в автономном ансамбле взаимодействующих

идентичных осцилляторов?

В главе 3 работы на примере анализа эволюции химерных структур в

одномерных ансамблях связанных логистических отображений и отображений

Эно детально анализируются и описываются особенности динамики во време-

ни фазовой и амплитудной химерных состояний. Показано, что установленные

свойства являются типичными для данных химерных структур и проявляются

при изучении динамики различных ансамблей нелокально связанных хаоти-

ческих осцилляторов с удвоением периода. В настоящей главе впервые будет

показана и описана возможность реализации эффекта нерегулярных переклю-

чений во времени (процесса перемежаемости во времени) между амплитудными

и фазовыми химерными структурами, рассмотрены некоторые особенности это-

го явления, а также дан ответ на вопрос о времени жизни амплитудной химеры.

Известно, что шум неизбежно присутствует во многих реальных системах

и в той или иной степени влияет на режимы их функционирования [421–423].

Чаще всего воздействие шума ассоциируется с негативными эффектами, при-

водящими к разрушению режимов динамики систем и исчезновению струк-

тур. Однако шум может играть и конструктивную роль, которая проявляет-

ся в поддержании (стабилизации) режимов функционирования и управлении

ими [225], а также может способствовать улучшению некоторых характеристик
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динамики системы. Наглядным примером могут служить эффекты стохастиче-

ского [219, 220, 424, 425] и когерентного резонанса [221] в нелинейных системах.

Кроме того, шум может индуцировать появление принципиально новых струк-

тур и эффектов, которые не могут быть реализованы в сложных системах и

ансамблях в отсутствие шумового воздействия [217, 222, 226, 228, 231, 426]. Та-

ким образом, устойчивость реализуемых пространственно-временных структур

в сложных ансамблях взаимодействующих элементов, а также их эволюция по

времени и пространстве могут зависеть и определяться реакцией системы на

внешние воздействия.

В ряде работ проводился анализ влияния внешних шумовых [57, 102, 103,

123,212,232] и периодических [427] воздействий на ансамбли нелокально связан-

ных хаотических элементов в режиме химерных состояний. Было установлено,

что фазовая химера является устойчивым по отношению к внешним возмуще-

ниям состоянием [337], тогда как амплитудная химера может либо трансфор-

мироваться в фазовое химерное состояние [232,337,353], либо исчезнуть совсем

при выборе определенных параметров воздействия [103].

В настоящей главе впервые приводятся результаты численного статисти-

ческого анализа влияния глобального (на все элементы ансамбля) и целенаправ-

ленного (действующего только на элементы некогерентных кластеров) кратко-

временного аддитивного шумового воздействия на время жизни амлитудных

химерных состояний после их «смерти» или перехода в режим фазовых хи-

мерных состояний в ансамбле нелокально связанных хаотических отображе-

ний (логистических отображений и отображений Эно). Показано, что процес-

сом перемежаемости (переключений) во времени между амплитудной и фазо-

вой химерами, то есть между хаотической и периодической динамикой, можно

управлять путем кратковременных шумовых воздействий на элементы всего ан-

самбля или только на элементы некогерентных кластеров амплитудных химер.

Будет показана возможность увеличения времени жизни амплитудных химер

при определенном шумовом воздействии и проанализировано влияние интен-
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сивности и длительности шумового воздействия на время жизни амплитудных

химер.

Результаты численных исследований, представленные и проиллюстриро-

ванные в 3-й главе, опубликованы в работах [336,337,350,353,372].

3.2 Эффект перемежаемости в ансамбле нелокально

связанных логистических отображений

3.2.1 Временная динамика парциальных осцилляторов

амплитудной химеры

В качестве объекта исследования для решения указанной задачи исполь-

зуем одномерное кольцо нелокально связанных логистических отображений в

хаотическом режиме (1.1), подробно описанное в разделе 1.1. Как было показа-

но, при определенных значениях коэффициента нелокальной связи 𝜎 в ансамбле

возникают два типа химерных состояний: фазовая (рисунок 1.9) и амплитудная

(рисунок 1.12) химеры. Причем амплитудная химера может сосуществовать в

пространстве ансамбля вместе с фазовой. Пространственно-временные структу-

ры ансамбля включают кластеры когерентности (когда соседние осцилляторы

имеют близкие значения амплитуды |𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1| < 𝛿, 𝛿 ≪ 1, то есть выполня-

ется условие (1.4)) и некогерентности (для соседних осцилляторов нарушается

условие (1.4)). Элементы некогерентных кластеров амплитудной и фазовой хи-

мер отличаются друг от друга временной динамикой. В случае фазовых химер

колебания осцилляторов во времени являются периодическими или слабо ха-

отическими, а в случае амплитудных − хаотическими. Расчеты показали, что

фазовая химера представляет собой установившийся и устойчивый во време-
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ни режим функционирования ансамбля (1.1) [337, 353]. Временные реализации

𝑥𝑡𝑖 любого осциллятора из кластера некогерентности фазовой химеры харак-

теризуются стационарными периодическими или слабо хаотическими (почти

периодическими) колебаниями, которые сохраняются на очень больших вре-

менах (& 108 итераций дискретной системы). Иная картина имеет место для

амплитудных химер. Если рассмотреть реализацию 𝑥𝑡𝑖 для любого осциллятора

из некогерентного кластера амплитудной химеры, то наблюдаются нерегуляр-

ные переключения колебаний осциллятора во времени между хаотическими и

периодическими. Таким образом, временная динамика 𝑥𝑡𝑖 осцилляторов из неко-

герентного кластера амплитудной химеры является нестационарной. Спустя

определенное число итераций порядка 𝑡 ≃ 3×105 имеет место переключение ос-

цилляторов амплитудной химеры в режим периодической динамики. Другими

словами, амплитудная химера переходит в фазовую и перестает существовать

(«умирает»).

Для проведения численных исследований выберем значение радиуса свя-

зи 𝑟 = 0.14 и силы связи 𝜎 = 0.255 и рассмотрим динамику ансамбля (1.1) [353].

Соответствующие мгновенный и пространственно-временной профили для пе-

ременных 𝑥𝑖 представлены на рисунке 3.1. Мгновенный профиль (рисунок 3.1,а)

получен в фиксированный момент времени 𝑡 = 7.8 × 104 и отражает реализа-

цию сложной пространственно-временной структуры, возникшей на базе вол-

нообразного профиля с волновым числом 𝑘 = 2. Пространственно-временной

профиль (рисунок 3.1,б), состоящий из 50 последовательных мгновенных про-

филей, характеризует как пространственную, так и временную динамику всех

элементов ансамбля (1.1). Как видно из рисунка 3.1, данная структура состоит

из нескольких некогерентных кластеров, которые разделены участками с ко-

герентным (синхронным) поведением. Некогерентные кластеры принадлежат

трем фазовым (240 6 𝑖 6 430, 600 6 𝑖 6 670, 830 6 𝑖 6 910) и двум амплитуд-

ным (1 6 𝑖 6 160, 720 6 𝑖 6 785) химерным структурам. В дальнейшем для

простоты изложения некогерентный кластер с элементами 1 6 𝑖 6 160 будем
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Рисунок 3.1. Мгновенный (при 𝑡 = 7.8 × 104) (а) и пространственно-временной

(б) профили динамики ансамбля (1.1). Наблюдаются и сосуществуют фазовые

(240 6 𝑖 6 430, 600 6 𝑖 6 670, 830 6 𝑖 6 910) и амплитудные (1 6 𝑖 6 160,

720 6 𝑖 6 785) химеры. Параметры системы (1.1): 𝛼 = 3.8, 𝜎 = 0.255, 𝑟 = 0.14,

𝑁 = 1000

называть 1-й амплитудной химерой, а кластер с элементами 720 6 𝑖 6 785 − 2-й

амплитудной химерой. 1-я амплитудная химера локализуется на нижнем уровне

профиля, а 2-я амплитудная химера находится на верхнем уровне между дву-

мя некогерентными кластерами фазовой химеры. Из формы пространственно-

временного профиля (рисунок 3.1,б) видно, что осцилляторы, формирующие

амплитудные химеры, характеризуются развитой хаотической динамикой во

времени, в то время как элементы некогерентных кластеров фазовых химер и

когерентных кластеров демонстрируют практически периодические колебания.

Как показали наши исследования [337, 353], фазовая химера является

устойчивой, стационарной и долгоживущей структурой, сохраняющей свои ди-

намические и корреляционные свойства на протяжении достаточно большого

времени наблюдения (времени расчета) 𝑡 & 108 и при вариации параметров

нелокальной связи в некотором небольшом интервале значений. Амплитудная

химера представляет собой нестационарную структуру, элементы которой мо-
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гут демонстрировать переключения между различными колебательными режи-

мами во времени.

Для иллюстрации эффекта переключений в ансамбле (1.1) выберем про-

извольный элемент из некогерентного кластера любой амплитудной химеры и

построим его временную зависимость 𝑥𝑡𝑖. На рисунке 3.2 приведены три фраг-

мента временной реализации для 100-го элемента из 1-й амплитудной химеры

(см. рисунок 3.1). Как следует из рисунка 3.2,a, хаотическая динамика во време-
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Рисунок 3.2. Фрагменты временной реализации для осциллятора 𝑖 = 100 из

1-й амплитудной химеры (см. рисунок 3.1). Параметры системы (1.1): 𝛼 = 3.8,

𝜎 = 0.255, 𝑟 = 0.14, 𝑁 = 1000
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ни выбранного осциллятора превалирует, что является типичным для ампли-

тудной химеры. Однако время от времени интервалы хаотических колебаний

сменяются очень короткими промежутками периодической динамики, что со-

ответствует режиму фазовой химеры. Чередование интервалов периодических

и хаотических колебаний носит нерегулярный характер. С увеличением времени

наблюдения (рисунок 3.2,б) регулярная динамика начинает превалировать во

времени, а длительность интервалов, соответствующих хаотической динамике,

становится короче.

Процесс нерегулярных переключений, представленный на рисунке 3.2, на-

поминает эффект перемежаемости, известный из теории динамического хаоса

как один из сценариев его развития [428, 429]. Однако в данном случае речь

может идти только о качественном соответствии процессов нерегулярных пере-

ключений во времени между двумя различными типами колебаний в сравнении

с переключениями между ламинарными и турбулентными фазами. Классиче-

ский эффект перемежаемости подчиняется универсальному закону зависимости

длительности ламинарных фаз от уровня надкритичности. В рассматриваемом

случае ансамбля осцилляторов (1.1) взаимосвязи длительностей двух различ-

ных колебательных режимов, демонстрирующих переключений, нами не обна-

ружено.

Обнаруженный эффект переключений между амлитудной и фазовой хи-

мерами можно назвать режимом «перемежающейся во времени химеры». Со-

гласно классификации химерных состояний, предложенной в работе [156], дан-

ный тип химеры можно отнести к категории переходных (нестационарных) хи-

мерных структур (transient chimeras).

Если проследить за динамикой выбранного 100-го элемента далее, в тече-

ние длительного времени, то можно увидеть, что процесс нерегулярных пере-

ключений (временной перемежаемости) между периодическими и хаотически-

ми колебаниями закончится и перемежающаяся во времени химера окончатель-

но переключится в режим фазовой химеры. Данный факт проиллюстрирован
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на рисунке 3.2,б, на котором хорошо виден переход от амплитудной к фазовой

химере. Процесс перемежаемости или нерегулярных переключений для элемен-

тов 1-й амплитудной химеры завершается при 𝑡 = 314000 окончательным пе-

реходом к режиму периодических колебаний и, следовательно, установлением

режима фазовой химеры. Для времени наблюдения 𝑡 > 314000 переключений

во времени больше не наблюдается, и временная динамика выбранного элемен-

та становится периодической. На рисунке 3.2,в показан фрагмент временной

динамики 100-го осциллятора после «смерти» амплитудной химеры и ее пре-

образования в фазовую химеру. Таким образом, установлено, что время жизни

1-й амплитудной химеры составляет 𝑡 = 314000 итераций, то есть является

конечным.

3.2.2 Эволюция во времени кластеров амплитудных химер

Результаты численных исследований, представленные выше, характери-

зуют временную эволюцию колебаний произвольно выбранного осциллятора из

некогерентного кластера амплитудной химеры. Отметим, что любой элемент

амплитудной химеры будет демонстрировать аналогичное представленному на

рисунке 3.2 поведение.

Рассмотрим эволюцию во времени некогерентных кластеров амплитудных

химер в целом. На рисунке 3.3 приведена пространственно-временная диаграм-

ма динамики ансамбля (1.1), которая отражает изменение значений амплитуд

колебаний всех элементов кольца во времени и иллюстрирует установление и

эволюцию исследуемой пространственно-временной структуры. Для более на-

глядного восприятия на график выводилась каждая 128 итерация. Как видно

из данного рисунка, в ансамбле (1.1) сначала устанавливается 2-я амплитудная

химера (через время 𝑡 ≈ 5050 итераций), и только потом − 1-я, для которой

требуется время установления 𝑡 ≈ 9800 итераций. Некогерентные кластеры
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Рисунок 3.3. Пространственно-временная диаграмма динамики ансамбля (3.1).

На графике представлена каждая 128 итерация. Параметры ансамбля (1.1)

как для рисунка 3.2

фазовых химерных состояний (или просто фазовые химеры) формируются в

ансамбле в течение достаточно небольшого времени установления или переход-

ного процесса порядка 𝑡 ≈ 5050 (как и в случае 2-й амплитудной химеры).

Диаграмма на рисунке 3.3 хорошо отражает нерегулярные переключения

во времени элементов 1-й амплитудной химеры между различными режимами

динамики. Например, в интервале 89500 < 𝑡 < 154000 элементы некогерент-

ного кластера демонстрируют периодические колебания, а в течение времени

наблюдения 54000 < 𝑡 < 206000 − хаотические. Можно также заметить, что

кластер 1-й амплитудной химеры достаточно редко переключается с одного ре-

жима динамики на другой, а длительности ламинарных и турбулентных фаз

колебаний довольно велики. Как видно из диаграммы рисунка 3.3, для эле-

ментов 2-й амплитудной химеры характерна довольно частая смена режимов
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колебаний, при этом длительность периодических фаз по сравнению с интерва-

лами хаотической динамики намного короче.

Для иллюстрации процесса переключений элементов кластеров амплитуд-

ных химер на рисунке 3.4 приведены мгновенный и пространственно-временной

профили, которые отражают динамику элементов ансамбля (1.1) в различ-

ные фиксированные моменты времени (для мгновенных профилей). Из рисун-

ка 3.4,а,б видно, что весь кластер 1-й амплитудной химеры переключился в

режим периодических колебаний, тогда как элементы 2-й амплитудной химеры

демонстрируют хаотическую динамику. Как следует из диаграммы на рисун-

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.4. Мгновенные (а,в) и соответствующие пространственно-временные

(б,г) профили динамики ансамбля (1.1) в различные моменты времени: (а)

𝑡 = 106000, (в) 𝑡 = 430000. Параметры ансамбля как для рисунка 3.2



162

ке 3.3, длительность процесса переключений или перемежаемости, а, следова-

тельно, и время жизни амплитудных химер являются конечными. По проше-

ствии некоторого времени амплитудные химеры исчезают и переходят в ре-

жим фазовой химеры. Колебания элементов в кластерах амплитудных химер

перестают быть хаотическими во времени и меняют свой характер на периоди-

ческий. В результате данного перехода пространственно-временная структура

ансамбля (1.1) содержит только некогерентные кластеры фазовой химеры и об-

ласти с когерентной динамикой. Как хорошо видно из рисунка 3.3, время жизни

1-й амплитудной химеры составляет 𝜏 1life = 314000 и оно заметно меньше, чем

время жизни 2-й амплитудной химеры 𝜏 2life = 384000. При 𝑡 > 384000 обе ам-

плитудные химеры переходят в режим периодических колебаний или фазовой

химеры, как показано на рисунке 3.4,в,г. В результате проведенных численных

расчетов установлено, что с увеличением времени наблюдения (𝑡 > 107) возвра-

та к хаотической динамике (к режиму амплитудной химеры) не происходит.

Эффект перемежаемости между различными режимам динамики некоге-

рентных кластеров амплитудной химеры и конечное время жизни амлитудной

химеры наблюдается и для более сложной пространственно-временной струк-

туры ансамбля (1.1), которая состоит из множества областей с некогерентной

динамикой, принадлежащих фазовым и амплитудным химерам. Как было пока-

зано [88,96], химерные структуры реализуются в достаточно большом диапазоне

изменения радиуса связи 𝑟 и при его уменьшении наблюдаются довольно слож-

ные пространственно-временные структуры, которые демонстрируют явление

перемежаемости. Пример такой перемежающейся во времени химеры проил-

люстрирован на рисунке 3.5 при 𝑟 = 0.08, 𝜎 = 0.25 [336]. Как видно из графика

мгновенного профиля (рисунок 3.5,а), данная структура включает несколько

некогерентных кластеров, характерных для фазовой химеры, и один кластер

(300 6 𝑖 6 390) с особым перемежающимся поведением. Коэффициент взаим-

ной корреляции 𝑅1𝑖 (1.3) (рисунок 3.5,б) для некоторых осцилляторов близок

по модулю к единице. В то же время имеются кластеры осцилляторов, для ко-
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Рисунок 3.5. Перемежающаяся химера в ансамбле (1.1) при 𝑟 = 0.08,

𝜎 = 0.25. (а) Мгновенный пространственный профиль, (б) коэффициент

взаимной корреляции 𝑅1𝑖, (в) фрагмент колебаний во времени осцилляторов с

номерами 𝑖 = 350 и 𝑖 = 351, (г) проекция фазовой траектории на плоскость

переменных (𝑥350, 𝑥351)

торых |𝑅1𝑖| < 1, что свидетельствует о наличии слабого хаоса. На рисунке 3.5,в

приведен фрагмент колебаний во времени осцилляторов с номерами 𝑖 = 350

и 𝑖 = 351. Можно видеть, что осцилляторы на некотором интервале време-

ни колеблются почти в противофазе (что характерно для фазовой химеры), а

на другом интервале их колебания становятся синфазными и различаются по

амплитуде (амплитудная химера). О перемежаемости свидетельствует и проек-
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ция траектории на плоскость переменных (𝑥350, 𝑥351) (рисунок 3.5,г), в которой

часть точек располагается на биссектрисе (синфазное поведение), а часть ло-

кализована в областях, далеких от биссектрисы. В этом случае длительность

процесса перемежаемости во времени ограничена и при числе итераций системы

(1.1) 𝑡 > 4×104 наблюдается переключение кластера перемежающейся химеры

в режим фазового химерного состояния. Отметим, что время жизни режима

перемежающейся химеры сильно зависит от начальных условий.

Из приведенных численных результатов следует, что длительность про-

цесса перемежаемости, а, следовательно, и время жизни амплитудной химеры,

зависит от сложности структуры рассматриваемого химерного состояния. На-

ши расчеты показали, что с увеличением числа некогерентных кластеров фа-

зовой и амплитудной химер (что наблюдается при уменьшении радиуса связи

𝑟) время жизни амлитудных химер уменьшается почти на порядок.

В ходе проведения численных исследований было установлено, что эф-

фект перемежаемости во времени между амплитудной и фазовой химерными

структурами, описанный выше, также проявляется в динамике других ансам-

блей нелокально связанных хаотических систем с удвоением периода. В сле-

дующем разделе третьей главы данный факт будет подтвержден результатами

расчетов для ансамбля двумерных отображений Эно с нелокальной связью.
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3.3 Особенности динамики химерных состояний в

ансамбле отображений Эно

3.3.1 Нестационарная динамика элементов амплитудной

химеры

Для обоснования общности и типичности эффекта нерегулярных пере-

ключений (эффекта перемежаемости) во времени между различными типами

динамики элементов амплитудной химеры обратимся к ансамблю нелокально

связанных отображений Эно (1.10). Данное кольцо состоит из 𝑁 = 1000 эле-

ментов, каждый из которых функционирует в хаотическом режиме, соответ-

ствующем значениям управляющих параметров изолированного отображения

Эно 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3. Динамика кольца (1.10) рассматривается при случайно

заданных начальных условиях в интервале [−0.5, 0.5] для каждого элемента 𝑥0𝑖

и 𝑦0𝑖 .

Как было установлено и показано в разделе 1.4.2, при изменении значения

силы нелокальной связи 𝜎 в ансамбле нелокально связанных отображений Эно

могут реализовываться режимы фазовых и амплитудных химер. Причем, при

вариации 𝜎 в определенном диапазоне значений наблюдаются пространственно-

временные структуры, отражающие режим сосуществования этих химерных

состояний. Как показывают расчеты, число сосуществующих некогерентных

кластеров зависит от значения радиуса нелокальной связи 𝑟. Выберем зна-

чения параметров нелокальной связи 𝜎 = 0.25 и 𝑟 = 0.16. В этом случае в

ансамбле отображений Эно реализуется сложный пространственно-временной

режим, который характеризуется мгновенным профилем, приведенным на ри-

сунке 3.6. Фазовые химеры обозначены цифрой 1, амплитудные − цифрой 2. Из
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Рисунок 3.6. Мгновенный профиль состояний 𝑥𝑖 ансамбля (1.10) в момент

времени 𝑡 = 104. Фазовые химеры обозначены цифрой 1, амплитудные −
цифрой 2. Параметры ансамбля: 𝜎 = 0.25, 𝑟 = 0.16, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

рисунка 3.6 видно, что в системе (1.10) сосуществуют 3 некогерентных кластера

фазовых химер и 3 кластера амплитудных химер [337].

Элементы кластеров фазовых химер характеризуются стационарными,

почти периодическими колебаниями во времени, но их фазы случайным обра-

зом сдвинуты друг относительно друга внутри некогерентного кластера. Данное

поведение сохраняется на времени наблюдения ≃ 108. Для осцилляторов, при-

надлежащих кластерам амплитудных химер, типична сильно развитая хаоти-

ческая динамика. Однако, как показали расчеты, она является нестационарной

и сопровождается нерегулярными переключениями во времени между хаотиче-

скими и периодическими колебаниями. Проиллюстрируем данное наблюдение

на примере расчета временной реализации для произвольно выбранного осцил-

лятора из кластера амплитудной химеры. На рисунке 3.7 показана временная

реализация 𝑥𝑖(𝑡) для осциллятора 𝑖 = 441, который принадлежит кластеру

амплитудной химеры (см. рисунок 3.6). Как хорошо видно из рисунка 3.7, ре-

ализация 𝑥441(𝑡) явно не стационарна и характеризуется нерегулярными пере-

ключениями режимов колебаний во времени. На данном рисунке интервалы

времени, в которых колебания 𝑥441(𝑡) практически периодические или хаоти-
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Рисунок 3.7. Временная реализация 𝑥𝑖(𝑡) для осциллятора 𝑖 = 441,

принадлежащего кластеру 2 амплитудной химеры в ансамбле (1.10) (см.

рисунок 3.6). Параметры как для рисунка 3.6

ческие, обоначены цифрами 1 и 2, соответственно. Периодические колебания

имеют период 8 и отвечают режиму фазовой химеры. Хаотические колебания

соответствуют режиму амплитудной химеры. Длительности интервалов перио-

дической и хаотической динамики являются различными и не коррелируют ни

между собой, ни со временем наблюдения (расчета). Подобный характер вре-

менной динамики наблюдается и является характерным для любого осцилля-

тора из любого некогерентного кластера амплитудной химеры. Таким образом,

как показывают расчеты (рисунок 3.7), в ансамбле (1.10) наблюдается процесс

нерегулярных переключений во времени между регулярными (периодически-

ми) и хаотическими колебаниями для элементов из кластеров амплитудных

химер. Как было отмечено в разделе 3.2.1, данный процесс, с качественной

точки зрения, аналогичен эффекту перемежаемости во времени между двумя

различными режимами динамики.

Проведенные численные исследования показывают, что нестационарные

режимы колебаний, типа показанного на рисунке 3.7, характеризуются конеч-

ным временем жизни. С увеличением времени расчета (количества итераций)

до величины 𝑡 > 2 × 105 перемежаемость исчезает и устанавливаются перио-
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дические устойчивые колебания, которые отвечают режиму фазовой химеры.

Данный переход будет проиллюстрирован в следующем разделе.

3.3.2 Время жизни химерных состояний

Проанализируем эволюцию во времени некогерентных кластеров фазовых

и амплитудных химерных состояний в ансамбле (1.10). Сначала рассмотрим ре-

жим фазовой химеры, реализуемый при значениях параметров связи 𝜎 = 0.36

и 𝑟 = 0.32. С этой целью построим численно мгновенные профили перемен-

ных 𝑥𝑖 в различные моменты времени. Результаты расчетов представлены на

рисунке 3.8. Как видно из рисунка, в ансамбле наблюдаются два некогерент-

ных кластера фазовой химеры, которые включают элементы 50 6 𝑖 6 100 и

510 6 𝑖 6 560. В этом случае фазовой химере в (1.10) отвечает режим пери-

одических колебаний с периодом 4, который характеризуется нерегулярными

сдвигами фаз между элементами внутри некогерентного кластера. Как вид-
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Рисунок 3.8. Мгновенные профили состояний 𝑥𝑖 ансамбля (1.10) в режиме

фазовой химеры в моменты времени 𝑡 = 5 × 103, 105, 1.5 × 105, 2 × 105.

Параметры системы: 𝜎 = 0.36, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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но из рисунка 3.8, мгновенные профили, рассчитанные для моментов времени

𝑡 = 5 × 103, 105, 1.5 × 105, 2 × 105, полностью совпадают. Это означает, что

процесс колебаний элементов ансамбля стационарен и не меняется во времени.

Расчеты свидетельствуют, что стационарность не разрушается и на временах

𝑡 ≥ 108, то есть фазовая химера является долгоживущей структурой.

Теперь рассмотрим эволюцию во времени кластеров некогерентности ам-

плитудной химеры. На рисунке 3.9 представлены результаты расчетов мгно-

венных профилей для значений параметров 𝜎 = 0.304 и 𝑟 = 0.32, отвечающих

возникновению амплитудной химеры с относительно малым разбросом ампли-

туд в некогерентном кластере (250 6 𝑖 6 380).

Анализ численных результатов, представленных на рисунке 3.9, свиде-

тельствует о том, что имеет место нестационарность, проявляющаяся в каче-

ственном изменении во времени характера мгновенных профилей. Причем эти

изменения являются ярко выраженными. Для этого достаточно сравнить, на-

пример, профили для 𝑡 = 4.5 × 104 и 𝑡 = 5 × 104. Более того, кластер некоге-
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Рисунок 3.9. Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 ансамбля (1.10) в

режиме амплитудной химеры (кластер с элементами 250 6 𝑖 6 380) в

моменты времени 𝑡 = 3 × 104, 3.5 × 104, 4 × 104, 4.5 × 104, 5 × 104. Параметры

системы: 𝜎 = 0.304, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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рентности амплитудной химеры может практически исчезать (см. профиль при

𝑡 = 4 × 104) и появляться вновь при 𝑡 = 5 × 104. Это означает, что для любо-

го осциллятора из кластера амплитудной химеры (например, для 𝑖 = 260 или

𝑖 = 300) временная реализация будет качественно иметь вид, представленный

на рисунке 3.7, и отражать явление перемежаемости. Как показали расчеты,

нестационарные явления в поведении осцилляторов из некогерентного класте-

ра амплитудной химеры наблюдаются в течение ограниченного времени. Как

следует из рисунка 3.10, нестационарная динамика уже отсутствует на време-

нах 𝑡 > 1.5 × 105. В ансамбле (1.10) амплитудная химера исчезает и остается

только фазовая химера с двумя кластерами некогерентности.

Графики, приведенные на рисунках 3.9 и 3.10, были построены для ре-

жима амплитудной химеры с малым разбросом амплитуд (значений 𝑥𝑖) осцил-

ляторов из некогерентной области. Однако, если изменить начальные условия
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Рисунок 3.10. Переключение с амплитудной химеры (кластер с элементами

250 6 𝑖 6 380) на фазовую при увеличении количества итераций. Мгновенные

профили для переменных 𝑥𝑖 ансамбля (1.10) рассчитаны для моментов

времени 𝑡 = 5 × 104, 1.5 × 105, 2 × 105. Параметры системы: 𝜎 = 0.304,

𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3. Видно, что мгновенный профиль для 𝑡 > 1.5 × 105

не содержит амплитудной химеры
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или значения параметров связи 𝜎 и 𝑟, то можно получить амплитудную химе-

ру, характеризующуюся довольно большой дисперсией распределения амплитуд

осцилляторов в некогерентной области. Пример данной структуры приведен на

рисунке 3.11, на котором также хорошо виден эффект переключений (или вре-

менной перемежаемости) и окончательный переход амплитудной химеры (кла-

стер с элементами 250 6 𝑖 6 380) в фазовую при 𝑡 ≃ 1.5 × 105.

Для более детальной иллюстрации процесса переключения или перехода

амплитудной химеры в режим фазовой химеры рассмотрим временные реа-

лизации для одного из осцилляторов внутри кластера амплитудной химеры в

ансамбле (1.10). Выберем для примера осциллятор ансамбля с номером 𝑖 = 305,

который находится в центре амплитудной химеры (рисунок 3.10). Результаты

расчетов представлены на рисунке 3.12.

В силу того, что периодические колебания, соответствующие режиму

фазовой химеры, имеют период 4, то для наглядности представления режи-

ма периодичности на рисунке 3.12,а−в показана каждая четвертая итера-
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Рисунок 3.11. Иллюстрация переключения амплитудной химеры в фазовую.

Мгновенные профили для переменных 𝑥𝑖 ансамбля (1.10) в моменты времени

𝑡 = 5 × 104, 1.5 × 105, 2 × 105. Параметры системы: 𝜎 = 0.32, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.3
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(а)

(б) (в)

Рисунок 3.12. Временные реализации для осциллятора 𝑖 = 305,

иллюстрирующие переключение с режима амплитудной химеры на фазовую

(а), режим амплитудной химеры (б) и режим фазовой химеры (в). Параметры:

𝜎 = 0.304, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3. Для наглядности представления режима

периодичности на рисунке 3.12,а−в представлена каждая четвертая итерация

ция. Рисунок 3.12,а иллюстрирует переход от режима амплитудной химеры

(𝑡 6 1.05 × 105) к фазовой (𝑡 > 1.05 × 105). Фрагмент временной реализа-

ции, показанный на рисунке 3.12,б, отражает хаотический характер колебаний

305-го осциллятора и соответствует режиму амплитудной химеры. На рисун-

ке 3.12,в приведен фрагмент временной реализации, отвечающий установив-

шемуся режиму фазовой химеры, в который перешла амплитудная химера в

момент времени 𝑡 ≃ 1.05 × 105.
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Отметим два важных обстоятельства. Приведенные на рисунке 3.12 ре-

зультаты будут качественно эквивалентны, если представить соответствующие

временные реализации для любого осциллятора из кластера амплитудной химе-

ры с элементами 250 6 𝑖 6 380 (рисунок 3.10). Кроме этого, если представить

временную реализацию 𝑥305(𝑡) (рисунок 3.12,а) в более мелком масштабе вре-

мени, то она качественно воспроизведет реализацию на рисунке 3.7, которая

иллюстрирует нестационарную динамику с перемежаемостью. Таким образом,

в ансамбле (1.10) на конечных временах имеет место нестационарный процесс,

характеризующийся случайными переключениями между различными состоя-

ниями. По истечении некоторого времени перемежаемость исчезает, амплитуд-

ная химера «умирает» и осуществляется переход в стационарный режим фа-

зовой химеры (рисунок 3.12,а, 𝑡 > 1.05 × 105). Таким образом, можно сказать,

что время жизни амплитудной химеры, реализующейся при 𝜎 = 0.304, 𝑟 = 0.32

(рисунок 3.10), составляет 𝜏life ≃ 1.05 × 105.

Для диагностики перехода от режима перемежаемости к установившемуся

режиму фазовой химеры был также использован метод расчета максимального

показателя Ляпунова Λ. Ансамбль (1.10) рассматривался в качестве динамиче-

ской системы размерности 2𝑁 (𝑁 = 1000) и Λ вычислялся по стандартному

алгоритму Бенеттина [430]. Результаты расчетов Λ для режима ансамбля, по-

казанного на рисунке 3.11, приведены на рисунке 3.13. Как видно из рисунка,

если Λ рассчитывать на интервале времени 0 6 𝑡 6 10.5 × 104, то есть когда

имеет место нестационарный процесс перемежаемости между амплитудными и

фазовыми химерами, то Λ ≃ 0.191, то есть показатель положителен.

Если за начало отсчета времени взять 𝑡 = 10.5 × 104 и считать Λ на ин-

тервале 10.5 × 104 6 𝑡 6 3 × 105, то получается Λ ≃ −0.048, то есть значение

ляпуновского показателя отрицательно. Это вполне понятно. Сам факт случай-

ных переключений и то, что амплитудная химера отвечает режиму хаотических

колебаний, объясняет положительные значения Λ > 0. Переключению в режим
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фазовой химеры отвечает переход к устойчивому периодическому режиму, ко-

торому отвечает отрицательное значение старшего показателя Ляпунова.

Рисунок 3.13. Зависимость старшего ляпуновского показателя Λ от времени

наблюдения 𝑡 для режимов ансамбля (1.10) на рисунке 3.11. Параметры:

𝜎 = 0.32, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

Таким образом, численное моделирование динамики ансамблей логисти-

ческих отображений (1.1) и отображений Эно (1.10) с нелокальной связью в

режимах амплитудной и фазовой химер показало общий характер поведения во

времени кластеров некогерентности химерных состояний. Осцилляторы неко-

герентного кластера фазовой химеры характеризуются установившимися пе-

риодическими или почти периодическими (слабо хаотическими) колебаниями,

а сама фазовая химера представляет собой стационарную и долгоживущую

структуру, то есть характеризующуюся достаточно большим (𝑡 > 108) временем

жизни.

Как индивидуальные элементы, так и кластеры некогерентных осцил-

ляторов амплитудной химеры характеризуются нестационарной динамикой.

Нестационарность проявляется в нерегулярном (непериодическом) во време-

ни чередовании хаотических и периодических колебаний, что можно назвать

перемежаемостью. Перемежаемость выглядит как нерегулярный процесс пере-
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ключений между режимами амплитудной и фазовой химер. Нестационарность

проявляется в течение конечного времени наблюдения и может трактоваться

как переходный процесс к режиму стационарных колебаний. Таким образом,

режим перемежаемости, а, следовательно, и режим амплитудной химеры ха-

рактеризуется конечным временем жизни, значение которого зависит от рас-

сматриваемого ансамбля и вида пространственно-временной (химерной) струк-

туры.

3.4 Влияние шумовых воздействий на время жизни

амплитудных химер

Рассмотрим реакцию ансамблей нелокально связанных логистических

отображений и отображений Эно на внешнее шумовое возмущение в режиме,

когда амплитудные химерные состояния перешли в стационарные состояния

фазовых химер, и проанализируем возможность восстановления процесса пе-

ремежаемости во времени, а, следовательно, режима амплитудных химер, и

увеличения времени их жизни [350].

3.4.1 Локализованное кратковременное шумовое

воздействие на амплитудные химеры в кольце

логистических отображений

Вначале обратимся к ансамблю нелокально связанных логистических

отображений (1.1) и проведем анализ влияния кратковременного шумового воз-

действия только на элементы кластеров амплитудных химер после их пере-

ключения в режим фазовых химер [350]. С этой целью в систему (1.1) введем
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источник белого шума с равномерным распределением:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓(𝑥𝑡𝑖)+

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓(𝑥𝑡𝑗)−𝑓(𝑥𝑡𝑖)]+𝛿(𝑡−𝑡0)
√

2𝐷𝜉𝑡𝑖 , 𝛿 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 0 6 𝑡− 𝑡0 < 𝑛,

0, 𝑡− 𝑡0 > 𝑛,

(3.1)

где 𝜉𝑡𝑖 − некоррелированные источники шума с равномерным распределением в

интервале [−0.5; 0.5], 𝐷 − интенсивность шума, 𝑡0 − время начала воздействия

шума, 𝑛 − количество итераций, характеризующих длительность воздействия

источника шума. В численных экспериментах источник шума воздействует сна-

чала только на 1-ю амплитудную химеру, то есть только на кластер элементов

с номерами 1 6 𝑖 6 160 (рисунок 3.1), в течение одной итерации, а затем −
только на 2-ю амплитудную химеру, то есть только на группу осцилляторов

с номерами 720 6 𝑖 6 785, также в виде единичного возмущения. Для всех

остальных осцилляторов влияние шума отсутствует.

Перед тем как «включить» источник шума, необходимо убедиться, что по-

сле «смерти» амплитудной химеры установился стационарный режим фазовой

химеры. Как было установлено ранее в разделе 3.2.2, обе амплитудные химе-

ры в ансамбле (1.1) переходят в фазовые химерные состояния при 𝑡 > 384000

(рисунки 3.3 и 3.4). Поэтому источник шума вводится в систему (3.1) в момент

времени 𝑡0 = 5 × 105.

В качестве иллюстрации рассмотрим кратковременное (единичное или

единовременное, 𝑛 = 1) шумовое воздействие средней интенсивности, подавае-

мое только на 1-ю амплитудную химеру, на примере выбранного осциллятора

из этого кластера. На рисунке 3.14 приведены временные реализации для

100-го осциллятора из кластера 1-й амплитудной химеры (рисунок 3.1) для

двух относительно небольших значений интенсивности шума. Красной вер-

тикальной линией отмечен момент воздействия шума. Для более наглядного

представления периодичности процесса во времени, на рисунке 3.14 приведены

значения амплитуды осциллятора только для каждой 32 итерации. В первом
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Рисунок 3.14. Временные реализации для 100-го осциллятора из кластера 1-й

амплитудной химеры (рисунок 3.1) для двух значений интенсивности шума:

(а) 𝐷 = 0.00157, (б) 𝐷 = 0.00160. Параметры системы (3.1): 𝛼 = 3.8, 𝑃 = 140,

𝜎 = 0.255. Для наглядности представления режима периодичности на

графиках приведена каждая 32 итерация. Красной вертикальной линией

отмечен момент добавления источника шума в систему (3.1)

случае, когда интенсивность шума 𝐷 = 1.57 × 10−3 (рисунок 3.14,а), процесс

перемежаемости во времени наблюдается в течение 𝑡 = 106 итераций с момента

подачи шумового воздействия. Данный эффект проявляется всего в нескольких

нерегулярных переключениях между периодическими и хаотическими коле-

баниями, а во временной динамике доминируют регулярные колебания, тогда

как участки хаотической динамики имеют короткую длительность. Процесс

переключений завершается в момент времени 𝑡 = 1.5 × 106 переходом в режим

стационарных периодических колебаний, то есть в режим фазовой химеры

(рисунок 3.14,а). Можно считать, что время жизни 1-й амплитудной химеры

при воздействии на нее шумом интенсивности 𝐷 = 1.57 × 10−3 составляет
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𝜏 1life = 106 итераций. Таким образом, хотя воздействие шума интенсивности

𝐷 = 1.57 × 10−3 способно возродить 1-ю амплитудную химеру, тем не менее

оно не может стабилизировать ее на длительном промежутке времени. Однако,

как видно из рисунка 3.14,б, при очень незначительном увеличении интен-

сивности шума до 𝐷 = 1.6 × 10−3 происходит мгновенный возврат в режим

амплитудной химеры (наблюдаются хаотические колебания) и возобновление

процесса перемежаемости. Как показывают численные расчеты, в этом случае

амплитудная химера живет гораздо больше времени (𝑡 > 107 итераций). Если

режим перемежаемости или амплитудной химеры наблюдается дольше, чем

𝑡 = 107 итераций с момента воздействия шума, то полагается, что время жизни

амплитудной химеры больше выбранного времени наблюдения, и численные

расчеты прекращаются.

Статистический анализ влияния шума на время жизни. Проведем

статистический анализ влияния кратковременного локализованного шумового

воздействия различной интенсивности на время жизни 𝜏life 1-й и 2-й амплитуд-

ных химер в ансамбле (3.1) после их «смерти» [350]. В силу того, что исследу-

емая система обладает свойством мультистабильности, при проведении иссле-

дований мы не будем ограничиваться выбором только одной реализации шума.

Различные случайные реализации, которые производит генератор случайных

чисел, могут приводить к абсолютно разным результатам. Таким образом, более

правильно исследовать зависимость времени жизни 𝜏life 1-й и 2-й амплитудных

химер в ансамбле (3.1) от интенсивности шума при использовании некоторого

числа различных реализаций шума. Для проведения статистического анализа

с целью оценки времени жизни химерных состояний были взяты 19 различных

реализаций шума для каждой выбранной интенсивности. После выполнения

расчетов определялись максимальное, минимальное значения и медиана време-

ни жизни 𝜏life. Медиана представляет собой число, характеризующее свойства

некоторой выборки или реализации в математической статистике или теории
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вероятности [431, 432]. Медиана есть значение, которое разделяет распределе-

ние (плотность вероятности) на две равновероятные части с суммарной вероят-

ностью 1/2. Если распределение не симметрично относительно максимума, то

медианное значение и среднее значение не совпадают.

Для оценки наиболее типичного значения времени жизни в зависимости

от интенсивности шума была выбрана именно медиана, так как ее значения яв-

ляются независимыми от выбросов значений (элементов выборки) (проявляется

свойство робастности), что очень важно в случае данных численных исследо-

ваний. Все рассчитанные значения времени жизни 𝜏life (для каждой выбранной

интенсивности шума) сортировались по возрастанию от 𝜏life(1) до 𝜏life(19), в ре-

зультате чего определялись минимальное значение 𝜏life(1), медиана 𝜏life(10) и

максимальное значение 𝜏life(19). Соответствующие результаты численных рас-

четов для времени жизни 1-й и 2-й амплитудных химер при изменении ин-

тенсивности локализованного единичного шумового воздействия представлены

на рисунках 3.15−3.17. Для построения приведенных зависимостей использо-

вались различные реализации шума одинаковой интенсивности, которые ока-

зывали воздействие только на некогерентные области амплитудных химер (по

отдельности) в течение 1 итерации.

На рисунке 3.15 показаны зависимости максимального, минимального

значений и медианы времени жизни 𝜏 1life 1-й амплитудной химеры для малых

(рисунок 3.15,а) и больших (рисунок 3.15,б) значений интенсивности источника

шума, оказывающего влияние только на элементы кластера 1-й амплитудной

химеры в течение одной итерации. Как видно из представленных графиков, до-

статочно воздействовать на амплитудную химеру очень слабым шумом, чтобы

восстановить ее и стабилизировать наблюдаемый режим в течение довольно-

го долгого времени 𝑡 > 107 (рисунок 3.15,а, верхняя красная кривая). Уже

при 𝐷 ≈ 10−5 наблюдается резкий скачок к максимальному значению време-

ни жизни амплитудной химеры 𝜏 1life = 107. Однако, как следует из графика

для медианы (рисунок 3.15,а, черная кривая), при малых интенсивностях шу-
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Рисунок 3.15. Зависимости максимального, минимального значений и

медианы времени жизни 𝜏 1life 1-й амплитудной химеры от шума малой (а) и

большой (б) интенсивности 𝐷, воздействующего на соответствующую область

в течение 1 итерации. Параметры: 𝛼 = 3.8, 𝑃 = 140, 𝜎 = 0.255

ма время жизни 1-й амплитудной химеры не превышает значения 𝜏 1life = 5×103.

Максимальное значение медианы 𝜏 1life = 107 достигается только при интенсив-

ности шума порядка 10−3 (рисунок 3.15,б, черная кривая) и сохраняется при

𝐷 & 3 × 10−3.

Зависимости максимального, минимального значений и медианы времени

жизни 𝜏 2life 2-й амплитудной химеры от изменения интенсивности единовремен-

ного шумового воздействия, поданного только на кластер данной амплитудной

химеры, приведены на рисунке 3.16. Как видно из графиков на рисунке 3.16,a,

при довольно низком уровне шума все три представленные зависимости сов-

падают и соответствуют очень короткому времени жизни 2-й амплитудной хи-

меры 𝜏 2life ≈ 102. Для восстановления 2-й амплитудной химеры и достижения

максимального значения времени ее жизни необходимо шумовое воздействие

достаточно большой интенсивности 𝐷 порядка 10−3 (рисунок 3.16,б, верхняя

красная кривая). В отличие от случая 1-й амплитудной химеры, медиана для
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Рисунок 3.16. Зависимости максимального, минимального значений и медианы

времени жизни 𝜏 2life времени жизни 2-й амплитудной химеры от шума малой

(а) и большой (б) интенсивности 𝐷, воздействующего на соответствующую

область в течение 1 итерации. Параметры как для рисунка 3.15

2-й химеры никогда не достигает максимума и флуктуирует на некотором, прак-

тически постоянном уровне 𝜏 2life ≈ 3 · 106.

Таким образом, 1-я амплитудная химера оказывается более чувствитель-

ной к кратковременному шумовому воздействию и достаточно низкий уровень

шума способен возродить и стабилизировать ее на довольно большое время.

Данный факт может быть связан с тем, что кластеру 1-й амплитудной химеры

принадлежит довольно большое число элементов ансамбля (𝑁 ≃ 160) (рисун-

ки 3.1 и 3.3), для которых характерна сильно развитая хаотическая динамика.

Влияние элементов друг на друга в силу нелокальной связи значительно

усиливается при наличии уже довольно слабого кратковременно действующего

шума, что приводит к восстановлению амплитудной химеры и увеличению

времени ее жизни. Для возрождения 2-й амплитудной химеры, включающей

только 𝑁 ≃ 65 осцилляторов ансамбля (рисунки 3.1 и 3.3), требуется относи-

тельно сильное шумовое воздействие, но даже в этом случае время ее жизни
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не может быть увеличено намного (по крайней мере до 𝜏life = 107).

Особенности восстановления 2-й амплитудной химеры. Как по-

казывают проведенные численные исследования, после своего возрождения ам-

плитудные химеры могут влиять на динамику всех других элементов ансамбля,

переводя их в режим хаотических колебаний. Однако воздействие со стороны

1-й амплитудной химеры оказывается гораздо сильнее, чем второй. Это также

можно объяснить тем, что кластер 1-й амплитудной химеры занимает довольно

большую область в пространстве ансамбля по сравнению со 2-й амплитудной

химерой. Следовательно, можно предположить, что если воздействовать шу-

мом достаточной интенсивности только на 1-ю амплитудную химеру, то можно

восстановить и стабилизировать 2-ю амплитудную химеру. На рисунке 3.17 по-

казаны результаты расчетов зависимостей максимального, минимального зна-

чений и медианы времени жизни 𝜏 2life 2-й амплитудной химеры от интенсивности

шума, воздействующего только на 1-ю амплитудную химеру в течение 1 итера-

ции.

Как следует из рисунка 3.17, воздействие шума даже очень малой

интенсивности только на 1-ю амплитудную химеру может индуцировать

восстановление 2-й химеры и значительно увеличить время ее жизни (мак-

симальное значение) по сравнению с непосредственным воздействием шумом

только на кластер 2-й амплитудной химеры (см. рисунок 3.16). Это особенно

отчетливо заметно на интервале 0 < 𝐷 < 0.001 для зависимости максимального

значения 𝜏 2life на рисунке 3.17. Однако, как следует из зависимостей для меди-

аны (рисунок 3.17, черная кривая) и минимального значения (рисунок 3.17,

нижняя красная кривая), 2-я амплитудная химера оставалась в режиме

фазовой химеры вплоть до интенсивности шума 𝐷 ≈ 0.002, воздействующего

на 1-ю амплитудную химеру. Стоит отметить одну интересную особенность.

Из сравнения графиков для медианы на рисунках 3.16,б и 3.17 хорошо видно,

что время жизни 2-й амплитудной химеры в обоих случаях имеет одинаковое
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Рисунок 3.17. Зависимости максимального, минимального значений и

медианы времени жизни 𝜏 2life 2-й амплитудной химеры от интенсивности шума

𝐷, воздействующего на 1-ю амплитудную химеру в течение 1 итерации.

Параметры как для рисунка 3.15

значение 𝜏 2life ≈ 3×106. Различия проявляются лишь в значениях интенсивности

шумового воздействия, соответствующих данному времени жизни, которые,

как видно из рисунков, незначительно отличаются друг от друга.

Зависимость времени жизни от выбора 𝜀-окрестности. Во всех

проведенных численных экспериментах при оценке времени жизни амплитуд-

ных химер до и после добавления шумового воздействия необходимо точно

фиксировать момент переключения или перехода динамики осцилляторов рас-

сматриваемого некогерентного кластера от хаотических колебаний к периодиче-

ским. Для этого требуется задать некоторую достаточно малую 𝜀-окрестность,

при регулярном (периодическом) попадании в которую значений амплитуд ос-

цилляторов можно определить момент «смерти» амплитудной химеры. Для

расчета всех зависимостей, представленных на рисунках 3.14-3.17, выбиралось

значение 𝜀 = 0.005. На рисунке 3.18 приведены численные результаты, ил-

люстрирующие изменения оценки времени жизни 1-й амплитудной химеры от
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интенсивности 𝐷 локализованного единовременного шумового воздействия для

различных значений 𝜀-окрестности, определяющей периодическую динамику

(или «смерть» амплитудной химеры).

Из приведенных зависимостей хорошо видно, что время жизни ампли-

тудной химеры существенно зависит от увеличения значения 𝜀-окрестности.

Особенно это хорошо заметно из сравнения графиков, представленных, напри-

мер, на рисунках 3.18,а и б. При выборе 𝜀 = 0.05 (рисунок 3.18,в) амплитуд-

ная химера возрождается, а медиана (рисунок 3.18,в, черная кривая) време-

ни ее жизни приближается к уровню 107 только в случае довольно сильного

шума (𝐷 > 0.0025). В то же время задание значительно меньшего значения

𝜀-окрестности, например, 0.001 и 0.005 (рисунки 3.18,а и 3.15, соответственно),

дает максимальное медианное значение времени жизни 1-й амплитудной хи-

меры при довольно слабом шумовом воздействии. Таким образом, результаты

проводимых расчетов достаточно сильно зависят от выбора условия, определя-

ющего периодическую динамику во времени элементов амплитудной химеры.

Данное обстоятельство необходимо принимать во внимание при проведении по-

добных исследований, когда требуется точно определить момент перехода от

хаотической к периодической динамике осцилляторов.

3.4.2 Зависимость времени жизни амплитудных химер от

длительности шумового воздействия

В предыдущем разделе было рассмотрено влияние локализованного (толь-

ко на кластеры амплитудных химер) единичного воздействия источника адди-

тивного шума на время жизни амплитудных химер в ансамбле (3.1) после их

«смерти» или перехода в режим фазовых химер. Представляется интересным

проанализировать зависимость времени жизни амплитудных химер при изме-
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Рисунок 3.18. Зависимости максимального, минимального значений и

медианы времени жизни 𝜏 1life 1-й амплитудной химеры от малых (левая

колонка) и больших (правая колонка) значений интенсивности 𝐷

единовременного шумового воздействия на соответствующую область

ансамбля (3.1), для различных значений 𝜀-окрестности: (а) 𝜀 = 0.001, (б)

𝜀 = 0.01, (в) 𝜀 = 0.05. Параметры как для рисунка 3.15
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нении длительности целенаправленного шумового воздействия. В качестве при-

мера рассмотрим влияние некоррелированного источника шума фиксированной

интенсивности и различной длительности только на 1-ю амплитудную химеру.

Результаты проведенных расчетов оценки максимального, минимального зна-

чений и медианы времени жизни 𝜏 1life представлены на рисунке 3.19 для трех

различных значений интенсивности шума при изменении длительности его воз-

действия в интервале 𝑛 ∈ [1; 100000] итераций.
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Рисунок 3.19. Зависимости максимального, минимального значений и

медианы времени жизни 𝜏 1life 1-й амплитудной химеры от длительности 𝑛

шумового воздействия на соответствующую область ансамбля (3.1) для трех

различных значений интенсивности шума: (а) 𝐷 = 10−6, (б) 𝐷 = 3 × 10−5, (в)

𝐷 = 10−4. Параметры как для рисунка 3.15
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Как видно из рисунка 3.19,a (верхняя красная кривая), воздействие очень

слабого шума (𝐷 = 10−6) конечной длительности может увеличить максималь-

ное значение времени жизни 1-й амплитудной химеры и стабилизировать ее на

продолжительное время (𝜏 1life > 107). Однако, как показывает график зависи-

мости для медианы (рисунок 3.19,a, черная кривая) для получения устойчиво-

го эффекта и максимального времени жизни воздействие должно длиться не

менее 𝑛 = 20000 ÷ 50000 итераций. Но как можно заметить из того же графи-

ка, в пределах 10 < 𝑛 < 3 × 103 значение медианы колеблется в окрестности

некоторого значения, гораздо меньшего 107. Резкое увеличение среднего зна-

чения времени жизни 𝜏 1life наблюдается, только начиная примерно с 𝑛 = 600

и 𝑛 = 3 · 103 итераций. В то же время минимальное значение (рисунок 3.19,а,

нижняя красная кривая) времени жизни почти не зависит от длительности воз-

действия (при 𝑛 > 20 − 30) и характеризуется некоторым средним значением,

гораздо меньшим 107.

На рисунке 3.19,б,в приведены рассчитанные зависимости максимального,

минимального значений и медианы времени жизни 1-й амплитудной химеры от

длительности шумового воздействия интенсивности 𝐷 = 3 × 10−5 и 𝐷 = 10−4,

соответственно. Как показывают данные графики, немного усиленное, но еди-

ничное (𝑛 = 1) шумовое возмущение может сразу обеспечить максимальное

время жизни амплитудной химере (верхняя красная кривая, соответствующая

максимуму, постоянно находится на уровне значения 107), что абсолютно согла-

суется с результатами, приведенными на рисунке 3.15. Данный эффект также

сохраняется и при увеличении длительности воздействия на амплитудную хи-

меру (см. рисунок 3.19,б,в, верхняя красная кривая). Как следует из графиков

для медианы на рисунке 3.19,б,в (черные кривые), незначительное увеличение

длительности действия шума способствует увеличению среднего значения вре-

мени жизни амплитудной химеры до максимального 107 и более. Так, напри-

мер, наиболее выраженное и устойчивое увеличение медианы до максимального

значения 107 достигается при действии шума интенсивности 𝐷 = 3× 10−5 в те-



188

чение 𝑛 > 5 · 103 итераций (рисунок 3.19,б) либо интенсивности 𝐷 = 10−4 в

течение 𝑛 > 102 итераций (рисунок 3.19,в). В случае, если необходимо также

увеличить минимальное значение времени жизни (нижняя красная кривая на

рисунке 3.19), то нужно приложить либо достаточно длительное воздействие

𝑛 > 7000 итераций малой интенсивности 𝐷 = 3 × 10−5, либо воздействовать

шумом довольно большой интенсивности 𝐷 = 10−4, но значительно менее про-

должительное время 𝑛 > 160 итераций.

3.4.3 Воздействие шумом на все осцилляторы ансамбля

отображений Эно

Для иллюстрации общности и типичности эффекта влияния шумового

воздействия на время жизни амплитудных химерных состояний в ансамбле

нелокально связанных хаотических отображений после «смерти» амплитудных

химер рассмотрим динамику ансамбля нелокально связанных отображений Эно

(1.10) в условиях шумового воздействия [337]. С этой целью в первое уравнение

системы (1.10) добавим источник аддитивного белого шума:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑗, 𝑦
𝑡
𝑗) − 𝑓𝑥(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)] +

√
2𝐷𝜉𝑡𝑖 ,

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑓𝑦(𝑥

𝑡
𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖), (3.2)

где 𝜉𝑡 − источник 𝛿-некоррелированного шума, 𝐷 − интенсивность шума. В

отличие от рассмотренного выше случая влияния шума на ансамбль нелокаль-

но связанных логистических отображений, в данной ситуации шумовое воздей-

ствие подается на все элементы ансамбля нелокально связанных отображений

Эно.

Исследуем динамику ансамбля (3.2) для значений параметров связи 𝜎 =

0.304, 𝑟 = 0.32 и на временах 𝑡 > 1.5 × 105. В этом случае в кольце отображе-
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ний Эно устанавливается и наблюдается только стационарный режим фазовой

химеры, представленный на рисунке 3.10. Как было показано в разделе 3.4.2,

амплитудная химера (некогерентный кластер 250 6 𝑖 6 380 на рисунке 3.10) ис-

чезает, трасформируясь в фазовую химеру, и при достаточно большом времени

наблюдения больше не появляется.

В наших исследованиях шум различной интенсивности 𝐷 = 10−6, 10−5,

10−4 подавался одновременно на все элементы ансамбля (3.2) и действовал по-

стоянно в течение всего времени наблюдения. В качестве примера на рисун-

ке 3.20 приведены два мгновенных профиля состояний 𝑥𝑖 ансамбля (3.2), рас-

считанные в моменты времени 𝑡 = 2 × 105 и 𝑡 = 5 × 105, в условиях постоян-

но действующего на все элементы кольца шума интенсивности 𝐷 = 10−5. Из

сравнения приведенных профилей хорошо видно, что независимо от времени

расчета (наблюдения) и воздействия источника шума приведенные мгновенные

профили практически идентичны. Некогерентные кластеры фазовых химер не

xi

i i

(а) (б)

Рисунок 3.20. Мгновенные профили динамики ансамбля (3.2) в результате

воздействия постоянного шума интенсивности 𝐷 = 10−5 на все элементы для

моментов времени 𝑡 = 2 × 105 (а) и 𝑡 = 5 × 105 (б). Черным цветом показан

профиль, полученный при добавлении шума, красным (серым) цветом −
невозмущенный случай. Параметры системы: 𝜎 = 0.304, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.3
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изменяются ни по форме, ни по расположению в пространстве ансамбля, что

свидетельствует об устойчивости фазовых химерных структур по отношению

к шумовым воздействиям. Как видно из рисунка 3.20, постоянно действующий

на систему с установившейся фазовой химерой шум не индуцирует возникно-

вения новых режимов и структур, а ведет лишь к зашумлению мгновенных

пространственных профилей. Кроме того, возрождения некогерентного класте-

ра амплитудной химеры не наблюдается.

Теперь рассмотрим реакцию ансамбля (3.2) при кратковременном единич-

ном шумовом возмущении всех элементов ансамбля. Для проведения данного

исследования мы изменим значения параметров нелокальной связи и выберем

режим, показанный на рисунке 3.11 для 𝜎 = 0.32 и 𝑟 = 0.32. В этом случае в ан-

самбле (1.10) также имеет место режим сосуществования амплитудной и фазо-

вой химер и, как было установлено в разделе 3.4.2, при 𝑡 ≃ 1.5×105 амплитудная

химера «умирает» и ансамбль (1.10) переходит в режим только фазовых химер-

ных состояний (рисунок 3.11). Непосредственно в момент времени 𝑡 = 1.5× 105

во все элементы ансамбля (3.2) добавляется шумовое возмущение определен-

ной интенсивности, а уже на следующей итерации 𝑡 = 1.5 × 105 + 1 источник

шума выключается. На рисунке 3.21 приведены мгновенные пространственные

профили, отражающие состояния элементов ансамбля (3.2) в момент подачи

шумового воздействия (рисунок 3.21,а) и в некоторые последующие моменты

времени, когда источник шума отключен (рисунок 3.21,б−г). На рисунке 3.21,а

красным цветом показан мгновенный профиль установившегося режима фазо-

вой химеры в момент 𝑡 = 1.5 × 105 без воздействия шума, черным цветом −
зашумленный мгновенный профиль в тот же момент времени. На последующих

фрагментах (рисунок 3.21,б−г) красным цветом показан предыдущий профиль,

черным − текущий, полученный в соответствующий момент времени.

Как видно из рисунка 3.21,а, при подаче кратковременного (действующе-

го только в течение одной итерации) шумового возмущения на все элементы

ансамбля (3.2) мгновенный профиль становится сильно зашумленным, так как
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Рисунок 3.21. Мгновенные профили состояний 𝑥𝑖 ансамбля (3.2), рассчитанные

в момент 𝑡 = 1.5 · 105 подачи шумового воздействия интенсивности 𝐷 = 10−2

(а), и после выключения источника шума для моментов времен 1.51 × 105 (б),

1.6 × 105 (в) и 2 × 105 (г). Красным цветом показан предыдущий профиль,

черным − текущий. Параметры: 𝜎 = 0.32, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

интенсивность шума достаточно велика (𝐷 = 10−2). Однако, как следует из

рисунка 3.21,б−г, данное единичное воздействие индуцирует фазовый переход,

в результате которого амплитудная химера восстанавливается на том же месте,

где была раньше (кластер 250 6 𝑖 6 380, рисунок 3.21,б), и вновь наблюдается

процесс нерегулярных переключений во времени между режимами амплитуд-

ной и фазовой химер (рисунок 3.21,в,г). Данный эффект сохраняется в течение

относительно долгого времени наблюдения (рисунок 3.21,в,г) и тем самым сви-
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детельствует о наличии долгоживущей амплитудной химеры. Тем не менее этот

процесс не бесконечен, а, как было установлено ранее, имеет конечное время ре-

ализации или жизни. На достаточно больших временах (𝑡 > 2 × 105) процесс

перемежаемости заканчивается, некогерентный кластер амплитудной химеры

исчезает, уступая место режиму стационарной фазовой химеры. Отметим, что

в результате кратковременного шумового воздействия сосуществующие с ам-

плитудной химерой некогерентные кластеры фазовых химер не претерпели ни-

каких изменений как во времени, так и пространстве ансамбля.

Результаты численных исследований показывают, что если кратковремен-

ное шумовое возмущение подавать периодически или нерегулярно через неко-

торые достаточно большие интервалы времени ∆𝑡 ∼ 5× 104, то ансамбль будет

находиться в режиме нестационарных переключений бесконечно долгое время.

Таким образом, появляется возможность управлять временем жизни процесса

перемежаемости или амплитудных химерных состояний с помощью единичных

шумовых воздействий на все элементы ансамбля.

3.5 Выводы по третьей главе

В результате проведенных численных исследований эволюции во времени

химерных структур двух типов, фазовой и амплитудной, в ансамблях нелокаль-

но связанных логистических отображений и отображений Эно как без шума, так

и в присутствии шумовых воздействий различной интенсивности были получе-

ны новые данные, позволяющие сделать следующие основные выводы.

1. Впервые установлен и проанализирован эффект перемежаемости во вре-

мени между амплитудной и фазовой химерами, который проявляется в

нерегулярных переключениях во времени хаотических (амплитудная хи-

мера) и периодических колебаний (фазовая химера) в автономных ансам-
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блях. Данное явление отражает нестационарную динамику элементов неко-

герентного кластера амплитудной химеры, которая наблюдается в течение

конечного времени. По истечении этого времени перемежаемость исчезает

и происходит переход к периодическим колебаниям в режиме фазовой хи-

меры. Установлено, что фазовая химера представляет собой стационарную

(установившуюся во времени и пространстве) и долгоживущую структуру.

Амплитудная химера характеризуется нестационарностью режима дина-

мики элементов и конечным временем жизни.

2. Впервые проведен статистический анализ влияния локализованного (толь-

ко на элементы амплитудных химер) и глобального (на все элементы ан-

самбля) аддитивного шумового воздействия на эффект перемежаемости и

время жизни амплитудных химерных состояний после их перехода в режим

стационарной фазовой химеры. Установлено, что стационарный режим фа-

зовой химеры устойчив по отношению к шумовому возмущению, постоян-

но действующему на все элементы ансамбля. В результате проведенных

численных исследований показано, что воздействие локализованного или

глобального единичного источника шума индуцирует восстановление ре-

жима амплитудных химер, а, следовательно, и процесса перемежаемости

во времени. Кроме того, время жизни амплитудных химерных состояний

может быть увеличено в численных экспериментах до сколь угодно боль-

ших величин. Если единовременные возмущения вводить в элементы всего

ансамбля постоянно с некоторыми интервалами во времени, то переход-

ный процесс будет наблюдаться бесконечное время. Таким образом, пока-

зана возможность управления временем жизни амплитудных химер или

длительностью процесса перемежаемости путем применения целенаправ-

ленного или глобального кратковременного шумового возмущения малой

интенсивности.
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3. Численные исследования зависимости времени жизни амплитудных химер

от длительности локализованного шумового воздействия показали, что для

их восстановления и стабилизации достаточно приложить довольно сла-

бое шумовое возмущение (интенсивности порядка 10−6) в течение неболь-

шого конечного промежутка времени. Данный факт является важным с

прикладной точки зрения, когда для восстановления и/или поддержания

нужного режима функционирования системы весьма значим фактор очень

незначительных внешних воздействий.
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Глава 4. Химера уединенных состояний:

структура и механизм реализации

4.1 Введение

В рамках численных исследований коллективной (кооперативной) дина-

мики сложных ансамблей и систем большое внимание уделяется анализу фор-

мирования и реализации пространственно-временных режимов и структур в

ансамблях связанных осцилляторов. В подавляющем числе работ исследуются

одномерные или двумерные ансамбли идентичных осцилляторов при различной

топологии связи между ними. Представляет интерес изучение динамики связан-

ных ансамблей в случае, когда индивидуальные ансамбли состоят из элементов

различных типов. В этом случае можно ожидать обогащение реализуемых ре-

жимов в каждом из взаимодействующих ансамблей, которое обусловлено на-

личием связи между рассматриваемыми системами. Кроме того, в таких более

сложных ансамблях возможно появление абсолютно новых пространственно-

временных структур, включая особые типы химерных состояний.

В четвертой главе диссертационной работы приводятся результаты чис-

ленных исследований пространственно-временной динамики системы двух свя-

занных одномерных ансамблей хаотических осцилляторов. Каждый из взаи-

модействующих ансамблей представляет собой кольцо нелокально связанных

хаотических отображений различного типа. Индивидуальные элементы одного

ансамбля описываются двумерными отображениями Эно, хаотические аттрак-

торы которых относятся к негиперболическому типу. Другой ансамбль состоит

из нелокально связанных двумерных отображений Лози, которые характеризу-

ются квазигиперболическими хаотическими аттракторами. Как было подробно
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описано в 1-й и 2-й главах настоящей работы, в зависимости от типа хаотиче-

ского аттрактора в индивидуальном элементе, в ансамблях взаимодействующих

хаотических осцилляторов с нелокальной связью реализуются различные типы

пространственно-временных структур. Было установлено, что в одномерном ан-

самбле отображений Эно возникают фазовые, амплитудные и нестационарные

(перемежающиеся) химерные состояния, в то время как ансамбль отображе-

ний Лози может демонстрировать структуры в виде уединенных состояний и

режимы бегущих волн при определенных значениях параметров связи.

В четвертой главе показана возможность реализации в каждом из рас-

сматриваемых ансамблей пространственно-временных структур, которые не на-

блюдались в них без взаимодействия. Впервые обнаружено и описано новое

химерное состояние, названное химерой уединенных состояний (в английской

терминологии − solitary state chimera) [338], которое реализуется в ансамбле

нелокально связанных отображений Эно в результате его взаимосвязи с ан-

самблем отображений Лози. Установлен и подробно описан механизм возник-

новения новой химерной структуры на примере анализа динамики одномерно-

го ансамбля нелокально связанных отображений Эно. Проведено сравнение и

показан общий характер установленного механизма и сценария рождения ре-

жима уединенных состояний в ансамбле нелокально связанных отображений

Лози [418]. Существование химеры уединенных состояний и общий характер

ее свойств и механизма возникновения подтверждаются приведенными в на-

стоящей главе данными численного анализа динамики ансамблей нелокально

связанных моделей нейронов с дискретным временем (отображения Некорки-

на [433]) и непрерывным временем (осцилляторы ФитцХью-Нагумо [434]).

Результаты численных исследований, представленные в данной главе,

опубликованы в работах [338,340,344,345,352,354,372,373].



197

4.2 Особенности динамики системы двух связанных

ансамблей хаотических отображений

4.2.1 Модель связанных ансамблей

Исследуемая модель представляет собой систему двух взаимодействую-

щих одномерных ансамблей хаотических отображений. Каждый из ансамблей

имеет топологию кольца, включает одинаковое число элементов и характеризу-

ется нелокальной связью между индивидуальными осцилляторами. Связь меж-

ду одномерными ансамблями является локальной и симметричной, то есть 𝑖-й

элемент первого ансамбля связан с 𝑖-м элементом второго с коэффициентом

связи 𝛾. В контексте исследований динамики сложных сетей и ансамблей, по-

добная топология связи между ансамблями получила название мультиплекс-

ной [275,278]. Схематическое изображение исследуемой модели показано на ри-

сунке 4.1. Каждое кольцо в подобном представлении может рассматриваться

как отдельный слой, и в этом случае модель на рисунке 4.1 представляет со-

бой двухслойную мультиплексную систему или сеть, а связь между ансамблями

(слоями) называется межслойной.

Мультиплексная сеть, представленная на рисунке 4.1, описывается систе-

мой уравнений [338]:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓 𝑡

𝑖 +
𝜎1
2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[︀
𝑓 𝑡
𝑗 − 𝑓 𝑡

𝑖

]︀
+ 𝛾𝐹 𝑡

𝑖 , 𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝛽𝑥𝑡𝑖,

𝑢𝑡+1
𝑖 = 𝑔𝑡𝑖 +

𝜎2
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[︀
𝑔𝑡𝑗 − 𝑔𝑡𝑖

]︀
+ 𝛾𝐺𝑡

𝑖, 𝑣𝑡+1
𝑖 = 𝛽𝑢𝑡𝑖. (4.1)

Здесь 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − номер элемента в отдельном кольце, 𝑁 = 1000 − общее

количество элементов в каждом ансамбле. Нелокальная связь между элемента-

ми в каждом кольце задается коэффициентами связи 𝜎1 и 𝜎2 и радиусами связи
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Рисунок 4.1. Схематическое представление исследуемой системы (4.1) и

топологии ее связей

𝑃 и 𝑅, которые определяют количество соседей или связей 𝑖-го элемента каж-

дого кольца слева и справа. Коэффициент 𝛾 характеризует силу симметричной

или межслойной связи между двумя соответствующими 𝑖-ми элементами из

разных ансамблей (см. рисунок 4.1).

Первая пара уравнений в системе (4.1) описывает кольцо нелокально

связанных отображений Эно, где функция 𝑓 𝑡
𝑖 имеет следующий вид: 𝑓 𝑡

𝑖 =

𝑓(𝑥𝑡𝑖, 𝑦
𝑡
𝑖) = 1−𝛼(𝑥𝑡𝑖)

2+𝑦𝑡𝑖 . Значения силы связи 𝜎1 и число соседей 𝑃 выбираются

таким образом, чтобы в отсутствие межслойной связи в ансамбле отображений

Эно наблюдалось химерное состояние (см. раздел 1.4.2).

Вторая пара уравнений в системе (4.1) соответствует кольцу нелокально

связанных отображений Лози, для которых функция 𝑔𝑡𝑖 задается отображением

𝑔𝑡𝑖 = 𝑔(𝑢𝑡𝑖, 𝑣
𝑡
𝑖) = 1−𝛼|𝑢𝑡𝑖|+𝑣𝑡𝑖 . В наших исследованиях значения параметров нело-

кальной связи 𝜎2 и 𝑅 соответствуют реализации режима уединенных состояний

в ансамбле отображений Лози (см. раздел 2.2.2) в отсутствие взаимодействия с

ансамблем отображений Эно.

Динамика изолированных отображений Эно и Лози определяется значе-

ниями их управляющих параметров 𝛼 и 𝛽. В большинстве проводимых числен-

ных исследований для обоих колец они выбираются и фиксируются равными
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𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3, что соответствует хаотическому поведению во всех индивиду-

альных элементах рассматриваемой системы (4.1).

Функции 𝐹 𝑡
𝑖 и 𝐺𝑡

𝑖 в системе (4.1) задают тип межслойной связи, которая

может быть диссипативной или инерционной. В случае диссипативной связи

соответствующие элементы двух ансамблей связаны через функции, задающие

соответствующее отображение:

𝐹 𝑡
𝑖 = 𝑔(𝑢𝑡𝑖, 𝑣

𝑡
𝑖) − 𝑓(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖), 𝐺𝑡

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑡𝑖, 𝑦
𝑡
𝑖) − 𝑔(𝑢𝑡𝑖, 𝑣

𝑡
𝑖), (4.2)

тогда как при инерционном типе межслойная связь задается через разность

координат симметричных элементов ансамблей:

𝐹 𝑡
𝑖 = 𝑢𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖, 𝐺𝑡

𝑖 = 𝑥𝑡𝑖 − 𝑢𝑡𝑖. (4.3)

Данные определения видов связи соответствуют характеру взаимодействия свя-

занных систем. Диссипативная связь стремится выровнять мгновенные ампли-

туды связанных элементов, а инерционная связь характеризуется способностью

сохранять память о предыдущем состоянии системы [435].

Численное моделирование системы (4.1) проводилось для периодических

граничных условий и начальных условий, случайно распределенных в интерва-

ле [−0.5; 0.5] для всех элементов рассматриваемых колец. Выбранное случайное

распределение начальных условий затем фиксировалось и не менялось в ходе

численных экспериментов.

4.2.2 Пространственно-временные структуры,

индуцированные межслойной связью

Режимы динамики ансамблей в отсутствие связи. Из уравнений

(4.1) следует, что при 𝛾 = 0 имеются два несвязанных (изолированных) ансам-

бля нелокально связанных отображений Эно и Лози. В этом случае, как было
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показано в разделе 1.4.2 настоящей работы, при выборе определенных значений

параметров нелокальной связи ансамбль отображений Эно может демонстриро-

вать два типа химерных состояний: фазовую и амплитудную химеры, – которые

одновременно реализуются, например, при силе связи 𝜎1 = 0.32 и радиусе свя-

зи 𝑃 = 320. Мгновенный пространственный профиль данной комбинированной

структуры показан на рисунке 4.2,а. Фазовая химера состоит из двух некоге-

рентных кластеров, включающих элементы 1 6 𝑖 6 100 и 400 6 𝑖 6 550,

которые характеризуются периодическими колебаниями во времени, но демон-

стрируют между собой нерегулярный вдоль кластера сдвиг по «фазе». Чаще

всего этот сдвиг равен половине периода колебаний (сдвиг по времени на од-

ну итерацию). В этом случае коэффициент взаимной корреляции (КВК) 𝑅1𝑖

(1.3) фазовой химеры равен по модулю 1, но в каждом некогерентном кластере

нерегулярно меняет свой знак 𝑅1𝑖 = ±1 (см. рисунок 1.11,б).
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Рисунок 4.2. Мгновенные профили амплитуд в системе (4.1) в отсутствие

взаимодействия между кольцами (𝛾 = 0) для ансамбля отображений Эно при

𝜎1 = 0.32 и 𝑃 = 320 (а) и ансамбля отображений Лози при 𝜎2 = 0.225 и

𝑅 = 190 (б)
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Элементы 700 6 𝑖 6 820 (рисунок 4.2,а) принадлежат некогерентному

кластеру амплитудной химеры. Они демонстрируют хаотические колебания и

некоррелированы друг с другом. Коэффициент взаимной корреляции для ам-

литудной химеры по модулю значительно меньше 1 (рисунок 1.14,в,г), что сви-

детельствует о несинхронном хаотическом поведении осцилляторов в некоге-

рентном кластере амплитудной химеры. Кроме того, как было установлено и

описано в главе 3, амплитудная химера характеризуется эффектом перемежае-

мости во времени между хаотическими и периодическими колебаниями и имеет

конечное время жизни.

Как было подробно проанализировано и изложено в главе 2 (раздел 2.2.2),

изолированный ансамбль нелокально связанных отображений Лози демонстри-

рует режим уединенных состояний, который является типичным и сопровожда-

ет переход «когерентность−некогерентность» в ансамблях нелокально связан-

ных хаотических систем, хаотические аттракторы которых относятся к квази-

гиперболическому типу. Число осцилляторов, переходящих в режим уединен-

ных состояний, возрастает при уменьшении силы нелокальной связи. Поведе-

ние во времени осцилляторов в режиме уединенных состояний существенно от-

личается от временной динамики остальных осцилляторов ансамбля. Пример

пространственно-временной структуры для изолированного ансамбля Лози в

системе (4.1) при 𝛾 = 0 приведен на рисунке 4.2,б для значений параметров

нелокальной связи 𝜎2 = 0.225 и 𝑅 = 190.

Таким образом, в отсутствие связи между кольцами в модели (4.1)

каждый ансамбль демонстрирует принципиально различные пространственно-

временные структуры, которые являются типичными и преимущественно

реализуются в каждом из исследуемых колец.

Случай диссипативной межслойной связи. Рассмотрим теперь ди-

намику мультиплексной сети (4.1) с диссипативным типом связи (4.2) между

кольцами при изменении значения силы межслойной связи 𝛾 > 0. Численные
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расчеты показали, что при введении такой связи между двумя кольцами и в

зависимости от значения силы связи, в каждом из них могут наблюдаться ам-

плитудные, фазовые химеры и уединенные состояния. На рисунках 4.3 и 4.5

приведены мгновенные пространственные профили распределения амплитуд в

системе двух диссипативно связанных ансамблей отображений Эно и Лози (4.1)

для двух различных значений силы связи 𝛾.

Как видно из рисунка 4.3, введение диссипативной симметричной свя-

зи между кольцами приводит к кардинальному изменению пространственно-

временной структуры в ансамбле отображений Лози (рисунок 4.3,б) по сравне-

нию со случаем отсутствия связи (рисунок 4.2,б). Установившаяся комбиниро-

ванная химерная структура в отображении Эно, хотя и немного видоизменяет-

ся после добавления межслойной связи (рисунок 4.3,а), но достаточно хорошо

воспроизводится в ансамбле отображений Лози. В этом случае в каждом из

диссипативно связанных колец реализуются амплитудная химера с элементами
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Рисунок 4.3. Мгновенные профили амплитуд в системе (4.1) в случае

диссипативной связи (4.2) при 𝛾 = 0.015 для ансамбля отображений Эно (а) и

ансамбля отображений Лози (б). Параметры: 𝜎1 = 0.32, 𝜎2 = 0.225, 𝑃 = 320,

𝑅 = 190
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800 6 𝑖 6 980 и фазовая химера в виде двух некогерентных кластеров с элемен-

тами 210 6 𝑖 6 230 и 490 6 𝑖 6 570. Таким образом, в ансамбле отображений

Лози за счет связи с ансамблем отображений Эно наблюдается режим, который

в изолированном ансамбле отображений Лози не может быть реализован. От-

метим, что, как было показано ранее в главе 2, химерные структуры в ансамбле

нелокально связанных отображений Лози обнаружены не были.

Как было показано в работе [337] и подробно описано в 3-й главе, вре-

мя жизни амплитудной химеры в ансамбле отображений Эно является конеч-

ным и может быть неограниченно увеличено посредством единичного шумового

воздействия на все элементы ансамбля. Если установить режим амплитудной

химеры в системе связанных ансамблей (4.1) (рисунок 4.3), то время жизни

амплитудной химеры можно контролировать, изменяя силу межслойной связи

𝛾. Результаты расчетов зависимости времени жизни при вариации значения 𝛾

приведены на рисунке 4.4. Как видно из графика, данная зависимость является

принципиально нелинейной, а сами значения времени жизни амплитудной хи-

Рисунок 4.4. Зависимость времени жизни амплитудной химеры в ансамбле

отображений Эно системы (4.1) от силы межслойной связи 𝛾 между

ансамблями. Параметры как для рисунка 4.3
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меры могут варьироваться в широких пределах. Этот эффект достигается в ав-

тономной системе (4.1) в отсутствие внешних воздействий. Так, например, при

вариации значения межслойной связи в конечном интервале 𝛾 ∈ [0.0023, 0.0038]

время жизни амплитудной химеры существенно возрастает, вплоть до 107, что

сравнимо со временем расчета (наблюдения). При дальнейшем увеличении си-

лы связи между кольцами в системе (4.1) время жизни амплитудной химеры

может либо уменьшаться до 5 × 104, либо увеличиваться на порядок.

Проведенные численные исследования показали, что при изменении зна-

чения силы межслойной диссипативной связи 𝛾 в системе (4.1) можно получить

уединенные состояния в ансамбле отображений Эно, которые, как известно,

не могут наблюдаться в нем без связи с кольцом отображений Лози. Данный

случай проиллюстрирован на рисунке 4.5 мгновенными профилями амплитуд

для каждого из двух связанных ансамблей (4.1) при 𝛾 = 0.0085. Как следует из

рисунка 4.5,а, уединенные состояния реализуются в кольце отображений Эно в
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Рисунок 4.5. Мгновенные профили амплитуд в системе (4.1) в случае

диссипативной связи (4.2) при 𝛾 = 0.0085 для ансамбля отображений Эно (а)

и ансамбля отображений Лози (б). Параметры: 𝜎1 = 0.35, 𝜎2 = 0.225, 𝑃 = 320,

𝑅 = 190
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интервале элементов 1 6 𝑖 6 280 и сосуществуют с некогерентным кластером

амплитудной химеры, включающим элементы 570 6 𝑖 6 640. Мгновенный

профиль амплитуд для ансамбля отображений Лози приведен на рисунке 4.5,б.

Из сравнения приведенных профилей на рисунке 4.5 хорошо видно, что

практически все уединенные состояния в каждом ансамбле наблюдаются в

одной и той же области пространства ансамбля.

Случай инерционной межслойной связи. В случае инерционной

межслойной связи (4.3) между ансамблями в системе (4.1) и при определенных

значениях параметров нелокальной связи в каждом кольце, связанные ансам-

бли отображений Эно и Лози также демонстрируют новые пространственно-

временные режимы, которые не могут быть реализованы в ансамблях в отсут-

ствие взаимодействия между ними. Наиболее интересным и показательным в

этом случае является возникновение режимов бегущих волн в ансамбле отобра-

жений Эно, индуцированных введением инерционной межслойной связи с коль-

цом отображений Лози. Отметим, что режимы бегущих волн не реализуются в

изолированном кольце отображений Эно.

Проиллюстрируем данный эффект более подробно. С этой целью в систе-

ме (4.1) установим значения управляющих параметров для элементов ансамбля

отображений Эно 𝛼 = 1.13, 𝛽 = 0.3, а для элементов ансамбля отображений

Лози − 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3. В обоих случаях динамика индивидуальных отоб-

ражений Эно и Лози по-прежнему остается хаотической. Значения параметров

нелокальной связи для каждого ансамбля выбраны следующими: 𝜎1 = 0.344,

𝜎2 = 0.22, 𝑃 = 320, 𝑅 = 193. При задании случайных начальных условий и в

отсутствие межслойной связи 𝛾 в системе (4.1) в ансамблях отображений Эно и

Лози реализуются отличные друг друга пространственно-временные режимы,

проиллюстрированные на рисунке 4.6,а и б, соответственно.

Как следует из рисунка 4.6,а, пространственно-временная структура в

изолированном ансамбле нелокально связанных отображений Эно характери-
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(а)

(б)

Рисунок 4.6. Пространственно-временные структуры в ансамбле отображений

Эно при 𝛼 = 1.13, 𝛽 = 0.3 (а) и ансамбле отображений Лози при 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.3 (б) в отсутствие межслойной связи 𝛾 = 0 в системе (4.1). В левой

колонке приведены мгновенные профили амплитуд, в центральной колонке −
пространственно-временные профили (50 последних итераций), в правой

колонке показаны пространственно-временные диаграммы, при построении

которых выводилась каждая 8-я итерация. Другие параметры: 𝜎1 = 0.344,

𝜎2 = 0.22, 𝑃 = 320, 𝑅 = 193

зуется когерентным (гладким) мгновенным пространственным профилем (ри-

сунок 4.6,а, слева), а временная динамика всех элементов ансамбля соответ-

ствует циклу периода 8 (рисунок 4.6,а, в центре). Если исключить перио-

дичность, то есть учитывать только каждую 8-ю итерацию, можно получить

пространственно-временную диаграмму, приведенную на рисунке 4.6,а, справа

и отражающую однородную пространственно-временную структуру, установив-

шуюся в изолированном ансамбле отображений Эно.

В отсутствие взаимодействия (𝛾 = 0) в системе (4.1) изолированное коль-

цо нелокально связанных отображений Лози находится в режиме уединенных

состояний, как хорошо видно из мгновенного и пространствено-временного
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профилей, приведенных на рисунке 4.6,б, слева и в центре, соответственно.

Пространственно-временная диаграмма, изображенная на рисунке 4.6,б, спра-

ва, отражает неоднородную пространственно-временную динамику ансамбля за

счет 2-х групп осцилляторов, демонстрирующих слабо хаотическое поведение

во времени.

Введем теперь инерционную связь (4.3) между рассматриваемыми ансам-

блями достаточно малой величины, 𝛾 = 0.0925. Реализующиеся в результате

взаимодействия структуры в ансамблях отображений Эно и Лози показаны на

рисунке 4.7,а,б, соответственно. Как хорошо видно из мгновенных профилей

(а)

(б)

Рисунок 4.7. Пространственно-временные структуры в ансамбле отображений

Эно при 𝛼 = 1.13, 𝛽 = 0.3 (а) и ансамбле отображений Лози при 𝛼 = 1.4,

𝛽 = 0.3 (б) в случае инерционной межслойной связи 𝛾 = 0.0925 в системе

(4.1). В левой колонке приведены мгновенные профили амплитуд, в

центральной колонке − пространственно-временные профили (50 последних

итераций), в правой колонке показаны пространственно-временные

диаграммы, при построении которых использовалась каждая 8-я итерация.

Другие параметры: 𝜎1 = 0.344, 𝜎2 = 0.22, 𝑃 = 320, 𝑅 = 193
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(рисунок 4.7,а,б, левая колонка), пространственно-временных профилей (ри-

сунок 4.7,а,б, средняя колонка) и пространственно-временных диаграмм (ри-

сунок 4.7,а,б, правая колонка), наличие инерционной связи между кольцами

индуцирует возникновение режима бегущих волн в каждом ансамбле. Более

того, из анализа и сравнения вида и форм пространственно-временных профи-

лей и пространственно-временных диаграмм (рисунок 4.7,а,б, средняя и правая

колонки) можно утверждать, что бегущие волны в связанных ансамблях отоб-

ражений Эно и Лози являются практически синхронными, что, безусловно, яв-

ляется прямым следствием эффекта взаимной синхронизации двух ансамблей.

Отметим еще один интересный момент. В случае диссипативной связи

между ансамблями отображений Эно и Лози (4.1), рассмотренном выше, прин-

ципиально новая пространственно-временная структура реализовывалась в од-

ном из взаимодействующих ансамблей, тогда как в другом ансамбле изначально

установившийся режим претерпевал лишь несущественные изменения (рисун-

ки 4.3 и 4.5). Наличие же инерционной межслойной связи может приводить к

полному изменению режимов динамики в обоих взаимодействующих кольцах,

о чем явно свидетельствуют результаты, иллюстрирующие возникновение ре-

жима бегущих волн (рисунок 4.7) как в ансамбле отображений Эно, так и в

ансамбле отображений Лози.

Таким образом, наличие симметричной связи (как диссипативной, так и

инерционной) между двумя ансамблями, состоящими из хаотических осцилля-

торов различного типа и демонстрирующих принципиально отличные друг от

друга пространственно-временные структуры без связи, может индуцировать

возникновение структур и режимов, которые не могут наблюдаться в ансам-

блях в отсутствие связи между ними.
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4.2.3 Химера уединенных состояний

Кроме пространственно-временных структур, описанных в предыдущем

разделе, в системе (4.1) как при диссипативной, так и инерционной межслой-

ной связи можно реализовать новый тип химерной структуры, который был

назван химерой уединенных состояний (в английской терминологии − solitary

state chimera) [338]. Как следует из ее названия, некогерентный кластер данной

структуры состоит только из осцилляторов в режиме уединенного состояния.

Новая пространственно-временная структура возникает в ансамбле отображе-

ний Эно системы (4.1) при малой величине силы связи 𝛾 (рисунок 4.8,а), в то

время как ансамбль отображений Лози находится в режиме уединенных состо-

яний (рисунок 4.8,б).

Некогерентный кластер химеры уединенных состояний включает группу

осцилляторов в интервале 490 6 𝑖 6 590 ансамбля отображений Эно, нахо-

дящихся в режиме уединенных состояний (рисунок 4.8,а). Кроме того, мгно-

венный профиль состояний 𝑥𝑖 отражает наличие двух когерентных кластеров

с элементами 1 6 𝑖 6 489 и 591 6 𝑖 6 810 и некогерентный кластер фазовой

химеры, состоящий из элементов 915 6 𝑖 6 980. Новую структуру можно отне-

сти к химерным состояниям, поскольку некогерентный кластер с отличным от

других элементов поведением локализован в ограниченной по ширине области

пространства ансамбля. Основное отличие структуры данного типа от фазовой

химеры состоит в том, что элементы из кластера химеры уединенных состояний

функционируют в режиме уединенных состояний и характеризуются асинхрон-

ными хаотическими колебаниями. Кроме того, области когерентной динамики

отвечают режиму полной хаотической синхронизации в режиме развитого ха-

оса, тогда как в случае фазовой химеры мы имеем дело с периодическим или

слабохаотическим поведением.
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Рисунок 4.8. Мгновенные профили амплитуд 𝑥𝑖 и 𝑢𝑖 (верхний ряд) и

распределение значений коэффициента взаимной корреляции 𝑅1,𝑖 (нижний

ряд) в системе (4.1) в случае инерционной связи (4.3) для ансамбля

отображений Эно [(а) и (в)] и ансамбля отображений Лози [(б) и (г)] .

Параметры: 𝜎1 = 0.34, 𝜎2 = 0.205, 𝑃 = 320, 𝑅 = 193, 𝛾 = 0.02
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Полученные результаты были подтверждены численными расчетами зна-

чений коэффициента взаимной корреляции (КВК) 𝑅1,𝑖 (1.3) для всех элементов

системы (4.1) относительно 1-го осциллятора, принадлежащего области коге-

рентности в каждом ансамбле. Результаты представлены на рисунке 4.8,в,г для

ансамблей отображений Эно и Лози, соответственно. Расчет статистической

характеристики показывает, что новая химерная структура уединенных состо-

яний отличается от уже известных фазовой и амплитудной химер. Как видно

из рисунка 4.8,в, все значения 𝑅1,𝑖 не достигают по модулю единицы (|𝑅1,𝑖| < 1),

что подтверждает тот факт, что все элементы в химере уединенных состояний

колеблются хаотически. Кроме того, в кластере, отвечающем новому химерному

состоянию, значения коэффициента 𝑅1,𝑖 имеют характер выбросов с несколько

различной высотой. В случае же фазовой химеры значения 𝑅1,𝑖 нерегулярно

переключаются между двумя уровнями ±1.

Характер распределения значений коэффициента взаимной корреляции

для элементов ансамбля отображений Лози (рисунок 4.8,г), свидетельствует

о режиме уединенных состояний в данном ансамбле. Как было установлено

в разделе 2.2.2, каждому осциллятору, находящемуся в режиме уединенного

состояния, соответствует выброс значения 𝑅1,𝑖, которое по модулю всегда строго

меньше единицы. Подобная картина четко наблюдается для осцилляторов из

химеры уединенных состояний в ансабле отображений Эно (рисунок 4.8,в).

Новая химерная структура (рисунок 4.8,а) является достаточно грубой

и характеризуется конечной областью существования в пространстве управ-

ляющих параметров системы (4.1). Однако в случае инерционной связи (4.3)

химера уединенных состояний проявляет высокую чувствительность к выбору

значений параметров системы (4.1) и начальных условий. Этот тип химерной

структуры может наблюдаться и в случае диссипативной связи (4.2) и оказыва-

ется менее чувствительным (более грубым) по отношению к вариации парамет-

ров системы (4.1). Пример реализации химеры уединенных состояний в кольце

отображений Эно для диссипативно связанных ансамблей и соответствующее
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Рисунок 4.9. Мгновенный профиль амплитуд переменных 𝑥𝑖 (а) и

распределение значений коэффициента взаимной корреляции 𝑅1,𝑖 (б) для

ансамбля отображений Эно в случае диссипативной связи (4.2) в системе

(4.1). Параметры: 𝜎1 = 0.39, 𝜎2 = 0.1, 𝑃 = 320, 𝑅 = 190, 𝛾 = 0.110

распределение значений коэффициента взаимной корреляции 𝑅1,𝑖 приведены

на рисунке 4.9.

В случае диссипативной связи между ансамблями отображений Эно и

Лози химера уединенных состояний состоит из двух некогерентных кластеров,

включающих элементы 1 6 𝑖 6 100 и 750 6 𝑖 6 1000 кольца отображений

Эно (рисунок 4.9,а). Как и в предыдущем случае, в графике распределения

КВК 𝑅1,𝑖 (рисунок 4.9,б) кластерам данной химерной структуры отвечают со-

ответствующие совокупности выбросов значений 𝑅1,𝑖 ≃ 0.97. Для элементов в

областях когерентности (рисунок 4.9,а) КВК практически равен 1.



213

4.3 Механизм возникновения химеры уединенных

состояний в изолированном ансамбле нелокально

связанных отображений Эно

В предыдущем разделе главы было показано, что новый тип химерной

структуры − «химера уединенных состояний» − был обнаружен в ансамбле

нелокально связанных отображений Эно в результате его взаимодействия с

кольцом нелокально связанных отображений Лози. Однако последующие чис-

ленные исследования продемонстрировали возможность реализации данной хи-

мерной структуры в изолированном ансамбле отображений Эно как в случае

воздействия шумом на коэффициент нелокальной связи, так и в условиях отсут-

ствия шумового возмущения [345]. Проведенный анализ позволил установить и

описать механизм возникновения химеры уединенных состояний.

4.3.1 Исследуемая система

В данном разделе рассматривается кольцо отображений Эно с нелокаль-

ной связью (1.10). Индивидуальные элементы также функционируют в хаоти-

ческом режиме, соответствующем значениям управляющих параметров отобра-

жения Эно (1.9) 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3. Общее число элементов в ансамбле 𝑁 = 1000.

Динамика ансамбля (1.10) анализируется в присутствии внешнего мультипли-

кативного шума, который модулирует коэффициент нелокальной связи 𝜎 в си-

стеме. В этом случае имеем 𝜎 = 𝜎0(1 +
√

2𝐷𝜉𝑡), где 𝜎0 − значение силы связи в

невозмущенном случае (в отсутствие шума), 𝜉𝑡 − источник мультипликативного

шума, представляющий собой некоррелированный случайный процесс с равно-

мерным распределением в интервале [−1; 1], 𝐷 − интенсивность шума. Началь-
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ные условия (𝑥0𝑖 , 𝑦0𝑖 ) выбираются случайным образом в интервале [−0.5 : 0.5]

для всех элементов 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 = 1000 и затем фиксируются. Общее время рас-

чета (наблюдения) составляет 𝑡 = 5× 104 итераций, из которых первые 𝑡 = 104

итераций отбрасываются в качестве периода установления.

Выберем значения силы связи 𝜎0 = 0.282 и радиуса связи 𝑟 = 𝑃/𝑁 =

0.32, при которых в ансамбле (1.10) в отсутствие шума (𝐷 = 0) реализуется

пространственно-временная структура, показанная на рисунке 4.10 [345].

График для мгновенного профиля (рисунок 4.10,а) отражает режим со-

существования некогерентных кластеров амплитудной (18 6 𝑖 6 170) и фа-

зовой (360 6 𝑖 6 402 и 788 6 𝑖 6 927) химер, разделенных областями коге-

рентной динамики. Характер наблюдаемых пространственно-временных струк-

тур иллюстрируется и подтверждается пространственно-временным профилем,

приведенным на рисунке 4.10,б в виде совокупности 50 последних мгновенных

пространственных профилей динамики ансамбля (1.10). Как видно из рисун-

ка 4.10,б, осцилляторы, принадлежащие некогерентным кластерам фазовой хи-

меры, характеризуются периодической во времени динамикой и случайным рас-

(а) (б)

Рисунок 4.10. Мгновенный (в момент времени 𝑡 = 5 × 104) (а) и

пространственно-временной (б) профили амплитуд 𝑥𝑖 элементов ансамбля

(1.10). Параметры 𝜎0 = 0.282, 𝐷 = 0, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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пределением фазы колебаний друг относительно друга. Кластер амплитудной

химеры включает осцилляторы ансамбля, демонстрирующие высокую степень

хаотичности колебаний во времени.

4.3.2 Индуцированная шумом химера уединенных

состояний

В присутствии внешнего шумового возмущения в ансамбле (1.10) уста-

навливаются пространственно-временные режимы, которые могут достаточно

сильно отличаться от структуры, наблюдающейся в системе в отсутствие шума

(рисунок 4.10). Данное обстоятельство вполне очевидно и понятно и объясня-

ется высокой степенью мультистабильности, присущей индивидуальным эле-

ментам ансамбля (1.10). Добавление источника шума может оказывать такое

же сильное влияние на динамику рассматриваемого ансамбля, как и вариация

начальных условий.

В разделе 4.2 было показано, что реализация режимов уединенных состо-

яний и химеры уединенных состояний в ансамбле нелокально связанных отоб-

ражений Эно наблюдалась только в случае взаимодействия с кольцом нело-

кально связанных отображений Лози. Однако представляется довольно инте-

ресным исследовать возможность индуцирования внешним шумом указанных

пространственно-временных режимов в изолированном кольце отображений

Эно (1.10). С этой целью, как упомянуто выше (раздел 4.3.1), источник внеш-

него шума добавляется мультипликативно в коэффициент нелокальной связи:

𝜎 = 𝜎0(1 +
√

2𝐷𝜉𝑡).

Численные расчеты показывают, что при определенных значениях интен-

сивности шума 𝐷 в ансамбле (1.10) могут реализовываться режимы как отдель-

ных уединенных состояний, так и химеры уединенных состояний. Результаты
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исследований приведены на рисунке 4.11 для двух различных значений интен-

сивности мультипликативного шума.

Как видно из рисунка 4.11,а, при наличии шумового возмущения неболь-

шой интенсивности 𝐷 = 2 × 10−4 часть элементов ансамбля (1.10) в интер-

вале 490 6 𝑖 6 840 переходит в режим уединенных состояний, которые со-

существуют с 6-ю некогерентными кластерами фазовых химер (1 6 𝑖 6 30,

100 6 𝑖 6 130, 180 6 𝑖 6 320, 400 6 𝑖 6 450, 610 6 𝑖 6 640, 880 6 𝑖 6 900).

При увеличении интенсивности шума, 𝐷 = 8.15 × 10−4, в интервале элемен-

тов 705 6 𝑖 6 845 ансамбля отображений Эно реализуется химера уединенных

состояний (рисунок 4.11,б), сосуществующая с некогерентными кластерами ам-

плитудной (90 6 𝑖 6 290) и фазовых химер (450 6 𝑖 6 550, 890 6 𝑖 6 900). Из

рисунка 4.11,б видно, что некогерентный кластер с уединенными состояниями

(химера уединенных состояний) формируется в области когерентности, которая

находится между двумя фазовыми химерами.

(а) (б)

Рисунок 4.11. Мгновенные пространственные профили динамики ансамбля

(1.10) в момент времени 𝑡 = 5 × 104. (а) Режим уединенных состояний (в

интервале 490 6 𝑖 6 840) при 𝐷 = 2 × 10−4 и (б) химера уединенных

состояний (в интервале 705 6 𝑖 6 845) при 𝐷 = 8.15 × 10−4. Параметры:

𝜎0 = 0.282, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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Таким образом, результаты, представленные на рисунке 4.11, свидетель-

ствуют о том, что в ансамбле отображений Эно (1.10) мультипликативный шум

в зависимости от интенсивности 𝐷 индуцирует переход к режимам уединен-

ных состояний (рисунок 4.11,а) и возникновение химеры уединенных состояний

(рисунок 4.11,б). Отметим, что указанные режимы в изолированном кольце

нелокально связанных отображений Эно (1.10) наблюдаются впервые.

4.3.3 Режим бистабильности в ансамбле отображений Эно

в присутствии шума

Установленный в предыдущем разделе эффект индуцированных мульти-

пликативным шумом переходов в режим уединенных состояний (рисунок 4.11,а)

и химеры уединенных состояний (рисунок 4.11,б) явно отражает наличие муль-

тистабильности в системе (1.9), которое обусловлено как свойством негипербо-

личности отображения Эно, так и влиянием нелокальной связи (второе слага-

емое в 1-м уравнении ансамбля (1.10)). Под действием шумового возмущения

фазовые траектории пересекают сепаратрису, разделяющую области притяже-

ния различных аттракторов. В итоге часть осцилляторов ансамбля оказывается

на одном аттракторе, а часть − на другом, о чем свидетельствуют результаты,

представленные на рисунке 4.11. После попадания на один из двух аттракто-

ров, фазовая траектория остается на нем и покинуть его, то есть возвратиться

или переключиться на другой аттрактор, становится возможным только при

наличии шума довольно большой интенсивности.

Здесь и далее под «аттракторами» индивидуальных осцилляторов пони-

маются различные области на фазовой плоскости (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) индивидуальных (пар-

циальных) осцилляторов, к которым стремятся траектории в соответствующей

проекции. На самом деле в многомерном фазовом пространстве (размерности
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2𝑁 , где 𝑁 = 1000) каждому установившемуся режиму соответствует свой еди-

ный многомерный аттрактор, а фазовые плоскости (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) различных элемен-

тов отражают его проекции. Соответственно, «бассейн притяжения» аттракто-

ра для 𝑘-го осциллятора также понимается как двумерная проекция бассей-

на притяжения единого многомерного аттрактора системы на плоскость пере-

менных (𝑥𝑘, 𝑦𝑘). Такие аттракторы и их бассейны притяжения можно назвать

условными.

Построим численно фазовые портреты реализуемых аттракторов и их бас-

сейны притяжения на плоскости переменных (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) для 𝑘-го осциллятора,

который находится в режиме уединенного состояния и принадлежит химере

уединенных состояний (рисунок 4.11,б). Для этого вначале необходимо убе-

диться в том, что пространственно-временной режим, который реализуется в

ансамбле (1.10), является установившимся. Соответствующая пространственно-

временная структура фиксируется через 𝑡 = 5 × 104 итераций (см. рису-

нок 4.11,б). Затем выбирается 𝑘-й осциллятор, для которого будут построены

фазовые портреты аттракторов и их бассейны притяжения. Если проследить за

временной динамикой выбранного осциллятора на временах 𝑡 > 5×104, то мож-

но построить фазовый портрет аттрактора, соответствующий режиму уединен-

ного состояния. Если изменить значения координат выбранного осциллятора 𝑥𝑘

и 𝑦𝑘 в момент 𝑡 = 5×104 на величины, отвечающие соседней когерентной обла-

сти в пространстве ансамбля (см. рисунок 4.11,б), то в этом случае поведение

осциллятора во времени совпадет с динамикой когерентных осцилляторов, и в

результате фазовая траектория 𝑘-го осциллятора будет принадлежать другому

аттрактору.

На рисунке 4.12,a приведены фазовые портреты аттракторов для осцилля-

тора 𝑘 = 721, полученные для различных начальных условий 𝑥0𝑘 и 𝑦0𝑘. Как вид-

но из рисунка 4.12,a, сосуществуют два различных аттрактора, изображенные

черным (аттрактор 1,a,b) и серым (аттрактор 2,a,b) цветами. Первый аттрак-

тор (1,a,b) соответствует режиму уединенного состояния, в котором находится
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(а) (б)

Рисунок 4.12. (а) Фазовые портреты аттракторов для осциллятора 𝑘 = 721

ансамбля (1.10) на плоскости переменных (𝑥721, 𝑦721). Аттрактор 1,a,b (черные

точки) соответствует режиму уединенного состояния, аттрактор 2,a,b (серые

точки) – области когерентности. (б) Бассейны притяжения аттракторов 1 и 2

(белая область для ленты 1,a и серая область для ленты 2,a). Траектории

уходят на бесконечность из области черного цвета. Параметры: 𝜎0 = 0.282,

𝐷 = 8.15 × 10−4, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

осциллятор 𝑘 = 721, как видно на мгновенном профиле, представленном на

рисунке 4.11,б. Второй аттрактор (2,a,b) соответствует динамике 721-го осцил-

лятора в когерентной области. После изменения значения координат данного

осциллятора в момент времени 𝑡 = 5 × 104 он больше не находится в режи-

ме уединенного состояния, а начинает совершать колебания, соответствующие

динамике осцилляторов в когерентном кластере. Здесь и далее аттрактор 1,a,b

соответствует режиму уединенного состояния, а аттрактор 2,a,b − колебаниям,

отвечающим когерентному состоянию. Каждый из аттракторов состоит из двух

притягивающих подмножеств, обозначенных буквами a и b на рисунке 4.12,a,

между которыми фазовая траектория регулярно (периодически) переключает-

ся через одну итерацию.
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Эффекты переключений между лентами «a» и «b» аттракторов 1 и 2 ил-

люстрирует рисунок 4.13, на котором приведены временные зависимости для

721-го осциллятора, соответствующие различным режимам динамики. Серым

цветом показаны колебания, отвечающие аттрактору 1, черным цветом − ат-

трактору 2. Видно, что колебания на аттракторах 1 и 2 сдвинуты во времени на

одну итерацию и содержат регулярную компоненту периода 2. При этом четные

номера итераций соответствуют лентам «a», а нечетные номера − лентам «b».

В связи с тем, что начальные условия для выбранного осциллятора изменяются

на четной итерации, то бассейны притяжения будут построены для лент 1,а и

2,а сосуществующих аттракторов.

Рисунок 4.13. Временные реализации 𝑥721(𝑡), отвечающие колебаниям на

аттракторе 1,a,b (серые точки) и на аттракторе 2,a,b (черные точки). Четные

итерации соответствуют лентам «a», нечетные итерации − лентам «b»

Бассейны притяжения аттракторов для выбранного 𝑘-го осциллятора

строились по следующему алгоритму. После выхода исследуемой системы на

установившийся режим (после времени установления 𝑡 = 5 × 104), для 𝑘-го ос-

циллятора задавались новые начальные условия из интервалов изменения пе-

ременных 𝑥 и 𝑦: 𝑥50000𝑘 = 𝑥0𝑘, 𝑦
50000
𝑘 = 𝑦0𝑘. Все остальные осцилляторы оставались

в неизменном состоянии. Далее система итерировалась в течение 𝑡 = 2×104, по-

сле чего определялось состояние 𝑘-го осциллятора, то есть какому аттрактору
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принадлежит его траектория. На фазовой плоскости (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) соответствующая

начальная точка (𝑥0𝑘, 𝑦
0
𝑘) отмечалась некоторым цветом, заранее выбранным для

бассейна притяжения данного аттрактора. После этого процедура повторялась

при измененных начальных условиях 𝑘-го осциллятора, так что в конечном

итоге выполнялось полное «сканирование» плоскости переменных.

Соответствующие бассейны притяжения аттракторов для 721-го осцилля-

тора приведены на рисунке 4.12,б. Область белого цвета соответствует бассей-

ну притяжения аттрактора 1 (ленты 1,а), область серого цвета иллюстрирует

бассейн притяжения аттрактора 2 (ленты 2,а). Из приведенного рисунка вид-

но, что бассейн притяжения аттрактора для режима уединенного состояния

значительно уже и меньше по сравнению с областью притяжения аттрактора

для когерентного режима. Следовательно, при задании случайных начальных

условий только очень небольшое число осцилляторов ансамбля (1.9) могут в

дальнейшем перейти в режим уединенных состояний (4.11,б). Для бо́льшей же

части осцилляторов начальные условия принадлежат бассейну притяжения ат-

трактора 2, отвечающему когерентной динамике (рисунок 4.12,б). Если же для

этих элементов задать начальные условия из бассейна притяжения аттракто-

ра, соответствующему режиму уединенных состояний, то уже бо́льшая часть

пространства ансамбля будет занята осцилляторами в режиме уединенных со-

стояний.

Приведенные численные результаты (рисунок 4.12) ясно отражают нали-

чие режима бистабильности в индивидуальных осцилляторах ансамбля (1.10),

который возникает в результате взаимодействия элементов, и, следовательно,

свидетельствуют о возможности реализации режима уединенных состояний и

химеры уединенных состояний в зависимости от задания начальных условий.
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4.3.4 Бассейны притяжения аттракторов индивидуальных

осцилляторов ансамбля в отсутствие шума

Вернемся к анализу динамики ансамбля (1.10) в отсутствие шума, по-

ложив 𝐷 = 0. Проведенные численные исследования показали, что рождение

режимов бистабильности (рисунок 4.12) не является следствием воздействия

шума, а обусловлено влиянием нелокальной связи (второе слагаемое в первом

уравнении системы (1.10)). Как было показано в первой главе настоящей работы

(раздел 1.4), в ансамбле нелокалько связанных отображений Эно в зависимо-

сти от значений параметров нелокальной связи могут возникать три различных

пространственно-временных режима с химерными состояниями. Наряду с коге-

рентными областями в пространстве ансамбля могут наблюдаться только неко-

герентные кластеры фазовой химеры, либо только амплитудная химера, либо

режим сосуществования фазовой и амплитудной химер. В силу того, что режим

только с амплитудной химерой встречается довольно редко, он исключается из

рассмотрения.

Вначале рассмотрим случай реализации в кольце (1.10) при 𝐷 = 0

пространственно-временного режима только фазовой химеры. Соответствую-

щий мгновенный профиль амплитуд элементов ансамбля представлен на рисун-

ке 4.14,а. Фазовую химеру образуют два некогерентных кластера, включающие

элементы 290 6 𝑖 6 350 и 786 6 𝑖 6 844. Выберем некоторый осциллятор на

границе кластера фазовой химеры, например, 𝑖 = 290, и проанализируем его

динамику во времени для различных начальных условий. В результате наблю-

дается режим сосуществования двух аттракторов, фазовые портреты которых

на плоскости переменных (𝑥290, 𝑦290) приведены на рисунке 4.14,б. Как видно

из данного рисунка, аттрактор 1,a,b в виде двухтактной ленты является сла-

бо хаотическим, тогда как аттрактор 2,a,b представляет собой цикл периода 8.

Как было установлено ранее (см. раздел 4.3.3), аттрактор 1,a,b соответствует
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(а) (б)

(в)

Рисунок 4.14. (а) Мгновенный профиль динамики ансамбля (1.10),

иллюстрирующий режим фазовой химеры (области 290 6 𝑖 6 350 и

786 6 𝑖 6 844), (б) фазовые портреты сосуществующих аттракторов для

осциллятора 𝑖 = 290 на плоскости переменных (𝑥290, 𝑦290). Аттрактор 1,а,b

(черные плюсы) соответствует режиму уединенного состояния, аттрактор

2,a,b (серые квадраты) − колебаниям в когерентном режиме. (в) Бассейны

притяжения подмножеств «а» аттрактора 1 (белая область) и аттрактора 2

(черная область) для осциллятора 𝑖 = 290. Параметры: 𝜎0 = 0.346, 𝐷 = 0,

𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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режиму уединенного состояния, а аттрактор 2,a,b − колебаниям, отвечающим

когерентному состоянию. Бассейны притяжения для подмножеств «a» сосуще-

ствующих аттракторов иллюстрирует рисунок 4.14,в, на котором область бело-

го цвета соответствует бассейну аттрактора 1,а, а черная область − бассейну

аттрактора 2,а. Как видно из рисунка 4.14,в, область притяжения аттрактора,

отвечающего режиму уединенных состояний, имеет подковообразную форму и

подобна аналогичной области, показанной на рисунке 4.12,б. Однако в отли-

чие от последней, бассейн притяжения аттрактора 1,а для осциллятора 𝑖 = 290

намного шире (рисунок 4.14,в).

Как показали расчеты для ряда других осцилляторов ансамбля (1.10),

при удалении рассматриваемого элемента от кластеров фазовой химеры раз-

мер бассейна притяжения аттрактора 1, соответствующего режиму уединенно-

го состояния, существенно меняется [354]. Данный эффект проиллюстрирован

на рисунке 4.15, на котором приведены бассейны притяжения сосуществующих

аттракторов для трех выбранных осцилляторов ансамбля, расположенных на

различном расстоянии от границы кластера фазовой химеры. Из приведенных

рисунков следует, что чем дальше находится осциллятор от границы кластера

некогерентности, тем уже становится бассейн притяжения аттрактора, харак-

теризующего динамику в режиме уединенного состояния, (рисунок 4.15,а,б).

В случае, когда расстояние между осциллятором и границей некогерентного

кластера ∆𝑖 > 40, бассейн притяжения аттрактора 1 полностью исчезает (ри-

сунок 4.15,в). Данный результат свидетельствует о том, что осцилляторы, для

которых ∆𝑖 > 40, уже не характеризуются свойством бистабильности и, сле-

довательно, никогда не смогут перейти в режим уединенного состояния. Для

них характерна синхронная хаотическая динамика, соответствующая областям

когерентности ансамбля и отвечающая аттрактору 2 (рисунок 4.14,б).

Для значений параметров 𝜎0 и 𝑟, близких к рассматриваемым, установ-

ленное критическое значение ∆𝑖 ≃ 40 остается практически неизменным либо

меняется в очень малых пределах.
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(а) (б) (в)

Рисунок 4.15. Изменения размеров бассейнов притяжения для осцилляторов

ансамбля (1.10) при удалении от границы кластера фазовой химеры: (а)

𝑖 = 260, (б) 𝑖 = 252, (в) 𝑖 = 250. Параметры: 𝜎0 = 0.346, 𝐷 = 0, 𝑟 = 0.32,

𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

Перейдем теперь к пространственно-временному режиму, когда в иссле-

дуемом ансамбле (1.10) сосуществуют амплитудная и фазовая химеры. В этом

случае мгновенный профиль динамики ансамбля имеет вид, представленный

на рисунке 4.16,а. Некогерентный кластер амплитудной химеры включает эле-

менты 20 6 𝑖 6 180, фазовая химера состоит из двух областей некогерентности

с элементами 360 6 𝑖 6 405 и 790 6 𝑖 6 870. Как и в предыдущем случае, ин-

дивидуальные элементы ансамбля по-прежнему характеризуются сосущество-

ванием двух притягивающих множеств, отвечающих различным состояниям. В

качестве примера на рисунке 4.16,б приведены фазовые портреты двух сосуще-

ствующих хаотических аттракторов для осциллятора 𝑖 = 790, принадлежащего

кластеру фазовой химеры. Аттрактор 1,а,b соответствует режиму уединенного

состояния, аттрактор 2,a,b − режиму когерентной динамики.

В рассматриваемом пространственно-временном режиме ансамбля (1.10)

бассейны притяжения сосуществующих аттракторов могут быть двух видов.

Первый вид качественно эквивалентен картине, показанной на рисунке 4.14,в.

Однако чаще всего бассейны притяжения имеют структуру, представленную

на рисунке 4.16,в для 790-го осциллятора на плоскости переменных (𝑥790, 𝑦790).



226

(а) (б)

(в)

Рисунок 4.16. (а) Мгновенный профиль динамики ансамбля (1.10),

иллюстрирующий режим сосуществования амплитудной (20 6 𝑖 6 180) и

фазовой химер (360 6 𝑖 6 405 и 790 6 𝑖 6 870), (б) фазовые портреты

сосуществующих аттракторов для осциллятора 𝑖 = 790 на плоскости

переменных (𝑥790, 𝑦790). Аттрактор 1,а,b (черные точки) соответствует режиму

уединенного состояния, аттрактор 2,a,b (серые точки) − когерентному

режиму. (в) Бассейны притяжения подмножеств «а» аттрактора 1 (белая

область) и аттрактора 2 (черная область) для осциллятора 𝑖 = 790.

Параметры: 𝜎0 = 0.282, 𝐷 = 0, 𝑟 = 0.32, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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Белая область соответствует бассейну притяжения подмножества «а» аттракто-

ра 1, характеризующего режим уединенного состояния, область черного цвета

обозначает бассейн притяжения аттрактора 2,а, отвечающего когерентным ко-

лебаниям. С качественной точки зрения форма бассейнов притяжения осталась

практически прежней в сравнении с ранее рассмотренными случаями. Тем не

менее, имеет место весьма существенное отличие. Как ясно видно из рисун-

ка 4.14,в, в бассейнах притяжения обоих аттракторов появились многочислен-

ные вкрапления в виде очень малых областей, при задании начальных условий

из которых траектория может попасть на другой аттрактор, что приведет к

смене режима динамики рассматриваемого осциллятора. Подобная неоднород-

ная структура областей притяжения аттракторов отражает явление «изрешечи-

вания» (в английской терминологии − «riddling») [364,436–440]. В этом случае

вероятность появления уединенных состояний и химеры уединенных состояний

значительно возрастает в силу задания случайно распределенных начальных

условий. Как было недавно показано [441], наличие изрешеченного бассейна

притяжения и его границы в ансамбле осцилляторов, демонстрирующем хи-

мерное состояние, является дилеммой химеры.

Отметим, что по аналогии с пространственно-временной структурой фа-

зовой химеры, в данном случае также наблюдается прямая зависимость размера

и существования бассейна притяжения аттрактора 1 от локализации осцилля-

тора в пространстве ансамбля относительно некогерентных кластеров фазовой

химеры. Как было показано в работе [354], при удалении выбранного осцилля-

тора от границ кластеров фазовой химеры эффект риддлинга (изрешечивания)

бассейна притяжения аттрактора для режима уединенного состояния становит-

ся все более выраженным и в конечном итоге бассейн полностью заполняется

(замещается) точками и/или областями бассейна притяжения аттрактора 2 для

когерентного режима.

Проведенный численный анализ показал, что уединенные состояния и хи-

мера уединенных состояний могут быть реализованы в изолированном ансам-
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бле нелокально связанных отображений Эно (1.10) при изменении начальных

условий, то есть в том случае, если начальные условия для индивидуальных

осцилляторов ансамбля принадлежат небольшой области притяжения другого

аттрактора, который соответствует другой области пространственного профиля

ансамбля. В присутствии шумового воздействия на элементы ансамбля (1.10)

попадание начальных условий в бассейн притяжения второго аттрактора стано-

вится более вероятным и соответственно можно чаще наблюдать возникновение

уединенных состояний и химеры уединенных состояний.

4.4 Сценарий рождения уединенных состояний в

ансамбле нелокально связанных отображений Лози

Как было показано во 2-й главе работы, самым типичным и характер-

ным пространственно-временным режимом динамики в ансамбле нелокально

связанных отображений Лози (2.1) является режим уединенных состояний (ри-

сунок 2.3), который возникает при переходе от когерентности к некогерентности

в данном ансамбле при уменьшении силы нелокальной связи 𝜎. Химерных со-

стояний при этом обнаружено не было. В работе [418] был вскрыт и детально

проанализирован механизм возникновения уединенных состояний в ансамбле

отображений Лози, заключающийся в появлении бистабильности в индивиду-

альных осцилляторах. Для сравнения численных результатов, представленных

в разделах 4.2 и 4.3 настоящей работы, с данными, полученными в работе [418],

и обоснования и установления общности причин и сценария возникновения ре-

жимов уединенных состояний в ансамблях отображений Эно и Лози, приведем

краткое описание и ряд иллюстраций результатов для ансамбля нелокально

связанных отображений Лози [354,418].
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В силу наличия нелокальной связи каждый отдельный осциллятор ансам-

бля отображений Лози подвергается воздействию со стороны конечного чис-

ла соседей, и динамика индивидуальных элементов может претерпевать суще-

ственные изменения за счет влияния конечного числа соседних осцилляторов.

В результате, при изменении значения силы связи 𝜎 появляются два различных

состояния, которые сосуществуют и для каждого из которых характерно свое

притягивающее множество в фазовом пространстве системы.

Пример мгновенного пространственного распределения амплитуд элемен-

тов ансамбля (2.1) представлен на рисунке 4.17,а и иллюстрирует режим реа-

лизации конечного числа уединенных состояний в ансамбле в виде отдельных

выбросов амплитуд колебаний элементов. Соответствующий пространственно-

временной профиль приведен на рисунке 4.17,б и отражает наличие слабо хао-

тической динамики во времени для элементов в когерентной области и практи-

чески периодического поведения (цикл периода 4) для осцилляторов в режиме

уединенного состояния. Таким образом, можно заключить, что индивидуальные

осцилляторы ансамбля (2.1) приобретают свойство бистабильности, обусловлен-

ное наличием нелокальной связи. Данный факт подтверждается сосуществова-

нием двух аттракторов в фазовом пространстве осцилляторов ансамбля. Так на

рисунке 4.17,в приведены фазовые портреты двух аттракторов для произвольно

выбранного осциллятора с номером 𝑖 = 500 при изменении начальных условий.

Аттрактор 1,а,b соответствует режиму уединенного состояния и представляет

собой цикл периода 4. Аттрактор 2,a,b отвечает колебаниям в когерентной обла-

сти пространства ансамбля и является 4-ленточным хаотическим множеством.

Соответствующие бассейны притяжения сосуществующих аттракторов

показаны на рисунке 4.17,г. Белая область представляет собой бассейн при-

тяжения аттрактора 2,a,b, который является собственно аттрактором Лози, ре-

ализующимся в изолированном отображении Лози (2.2). Область серого цвета

соответствует бассейну притяжения подмножества «а» аттрактора 1.
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 4.17. (а) Мгновенный профиль состояний ансамбля отображений

Лози (2.2) при 𝑡 = 5 × 104, (б) пространственно-временной профиль

(последние 50 профилей), (в) фазовые портреты сосуществующих аттракторов

для осциллятора 𝑖 = 500 (аттрактор 1,a,b (красный цвет) соответствует

режиму уединенных состояний, аттрактор 2,a,b (зеленый цвет) − колебаниям

в когерентной области), (г) бассейны притяжения указанных аттракторов

(белая область − аттрактора Лози 2,a,b, серая область − аттрактора 1,а).

Параметры: 𝜎 = 0.2, 𝑟 = 0.19, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3
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Как показали проведенные расчеты, для данных ансамблей размер об-

ласти притяжения аттрактора в режиме уединенного состояния определяется

различными параметрами. В разделе 4.3.4 было установлено, что для ансам-

бля отображений Эно в режиме фазовой химеры размер области притяжения

аттрактора для уединенных состояний сильно зависит от пространственного

расположения выбранного осциллятора относительно границ некогерентного

кластера фазовой химеры и постепенно уменьшается, а в дальнейшем и полно-

стью исчезает при определенном (критическом) удалении от границы кластера

(рисунок 4.15). В случае ансамбля отображений Лози основными параметрами,

влияющими на размер бассейна притяжения аттрактора для уединенных со-

стояний, являются сила и радиус нелокальной связи. На рисунке 4.18 показано,

как изменяется размер бассейна притяжения аттрактора 1,а для выбранного ос-

циллятора 𝑖 = 400 при уменьшении значения силы связи 𝜎. Из представленных

иллюстраций хорошо видно, что чем меньше сила связи 𝜎, тем больше стано-

вится область притяжения аттрактора для режима уединенных состояний, а,

следовательно, все больше осцилляторов имеют возможность перейти в режим

уединенных состояний. Данный факт полностью объясняет увеличение числа

уединенных состояний в ансамбле (2.1) при уменьшении 𝜎 (рисунки 2.3 и 2.5).

Таким образом, основной причиной и механизмом появления уединенных

состояний и химеры уединенных состояний в ансамблях нелокально связан-

ных отображений Лози и Эно является возникновение бистабильной динамики

индивидуальных осцилляторов ансамблей в силу наличия нелокальной связи.

Данное свойство проявляется в сосуществовании двух предельных множеств

в пространстве состояний индивидуального осциллятора, одно из которых со-

ответствует режиму уединенных состояний, а другое − синхронным или коге-

рентным колебаниям.
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(а) (б) (в)

Рисунок 4.18. Изменения бассейнов притяжения аттракторов для осциллятора

𝑖 = 400 ансамбля (2.1) при уменьшении значения силы связи 𝜎: (а) 0.222, (б)

0.2, (в) 0.189. Бассейн притяжения аттрактора для режима уединенных

состояния показан красным цветом, область зеленого цвета соответствует

аттрактору для когерентного режима. Параметры: 𝑟 = 0.19, 𝛼 = 1.4, 𝛽 = 0.3

4.5 Уединенные состояния и химеры уединенных

состояний в ансамблях моделей нейронов

Учитывая, что полученные и описанные выше результаты не являются

аналитически строгими, сформулированное утверждение и общность выявлен-

ного механизма нуждаются в подтверждении на примерах реализации режимов

уединенных состояний и химеры уединенных состояний в ансамблях из других

элементов.

В данном разделе приводятся результаты численного исследования ди-

намики одномерных ансамблей нелокально связанных отображений, модели-

рующих нейронную активность (отображений Некоркина [433]), и осциллято-

ров ФитцХью-Нагумо [434]. Исследования показали, что в данных ансамблях

могут возникать режимы уединенных состояний и химеры уединенных состоя-

ний [340,352] и сценарий их рождения полностью соответствует установленному

в работах [345,418] и описанному в предыдущих разделах данной главы.
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4.5.1 Пространственно-временные структуры в ансамбле

нелокально связанных отображений Некоркина

Динамика отображения Некоркина. Двумерное отображение, опи-

сывающее активность нейрона, было предложено сравнительно недавно

В.И. Некоркиным и Л.В. Вдовиным в работе [433] и не столь широко известно

и используется в нелинейной динамике. Поэтому, прежде чем перейти к описа-

нию модели ансамбля, ознакомимся кратко с отдельно взятым отображением

Некоркина, которое будет использовано в качестве индивидуального осцилля-

тора в ансамбле [172].

Динамика отображения Некоркина описывается следующей системой

уравнений [433]:

𝑥𝑡+1 = 𝑥𝑡 + 𝐹 (𝑥𝑡) − 𝑦𝑡 − 𝛽𝐻(𝑥𝑡 − 𝑑),

𝑦𝑡+1 = 𝑦𝑡 + 𝜀(𝑥𝑡 − 𝐽), (4.4)

где переменная 𝑥𝑡 определяет динамику мембранного потенциала нервной клет-

ки, 𝑦𝑡 − кумулятивный эффект всех ионных токов через мембрану. Функции

𝐹 (𝑥𝑡) и 𝐻(𝑥𝑡 − 𝑑) задаются следющими выражениями и условиями:

𝐹 (𝑥𝑡) = 𝑥𝑡(𝑥𝑡 − 𝑎)(1 − 𝑥𝑡), 0 < 𝑎 < 1. (4.5)

𝐻(𝑥𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥𝑡 > 0,

0, 𝑥𝑡 ≤ 0,
(4.6)

Параметр 𝜀 > 0 в системе (4.4) определяет характерный временной мас-

штаб переменной 𝑦𝑡, параметр 𝐽 контролирует уровень деполяризации мембра-

ны (𝐽 < 𝑑), параметры 𝛽 и 𝑑 > 0 соответствуют порогу возбуждения берстовых

колебаний, 𝑡 = 1, 2, . . . − дискретное время. При 𝛽 = 0 система (4.4) представ-

ляет собой дискретный аналог модели ФитцХью-Нагумо. Однако при 𝛽 > 0 за
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счет наличия пороговой функции 𝐻(𝑥𝑡−𝑑) и при соответствующем выборе зна-

чений параметров 𝑑 и 𝛽 отображение (4.4) приобретает принципиально новые

свойства.

Несмотря на свою простоту, отображение (4.4) может описывать ряд ос-

новных режимов активности нейронов при изменении управляющих парамет-

ров. Эти режимы включают спайк-берстовые колебания, в том числе хаотиче-

ские, подпороговые колебания, а также режимы одиночной, периодической и

хаотической генерации спайков [433]. Проиллюстрируем некоторые их них.

При определенных значениях параметров системы (4.4), например, 𝑎 =

0.25, 𝛽 = 0.018, 𝑑 = 0.26,𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.005, наблюдаются переключения меж-

ду подпороговыми колебаниями и спайками, которые происходят нерегулярно

во времени (рисунок 4.19). Фазовый портрет, приведенный на рисунке 4.19,а,

имеет вид двухобходного (или двухленточного) хаотического аттрактора и соот-

ветствует динамическому режиму, в котором хаотические спайковые колебания

возникают на основе подпороговых колебаний. Это ясно следует из временной

реализации 𝑥(𝑡), показанной на рисунке 4.19,б. Расчет спектра ляпуновских ха-

рактеристических показателей дает значения Λ1 = 0.039479, Λ2 = −0.279316,

что в случае двумерных дискретных отображений отвечает режиму строго ха-

отических колебаний.

Режим берстовых колебаний реализуется в отображении (4.4) при выбо-

ре следующих значений параметров системы: 𝑎 = 0.1,𝛽 = 0.3, 𝑑 = 0.45,𝐽 =

0.1, 𝜀 = 0.001 и проиллюстрирован на рисунке 4.20. Как и в предыдущем случае,

фазовый портрет в виде хаотического аттрактора (рисунок 4.20,а) и времен-

ная зависимость 𝑥(𝑡) (рисунок 4.20,б) отражают хаотический режим динами-

ки отображения Некоркина. Этот факт также подтверждается рассчитанными

значениями ляпуновских показателей: Λ1 = 0.085258, Λ2 = −0.132280.

В наших исследованиях особое внимание уделяется динамическому ре-

жиму отображения (4.4), связанному со спайковыми колебаниями [172]. Этот

режим наблюдается, например, для следующих значений параметров: 𝑎 =
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Рисунок 4.19. Фазовый портрет хаотического аттрактора (а) и временная

реализация 𝑥(𝑡) (б) для отображения (4.4) при 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.018, 𝑑 = 0.26,

𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.005
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Рисунок 4.20. Фазовый портрет хаотического аттрактора (а) и временная

реализация 𝑥(𝑡) (б) для отображения (4.4) при 𝑎 = 0.1, 𝛽 = 0.3, 𝑑 = 0.45,

𝐽 = 0.1, 𝜀 = 0.001
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0.25,𝛽 = 0.04, 𝑑 = 0.5,𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.002 и приведен в качестве примера на

рисунке 4.21. Фазовый портрет (рисунок 4.21,а) имеет вид замкнутой инвари-

антной кривой. Значение старшего показателя Ляпунова в этом режиме близко

к 0 (Λ1 = 0.008746, Λ2 = −0.42327). Таким образом, можно сделать вывод, что

динамика отображения (4.4) является квазипериодической. Однако, как вид-

но из рисунка 4.21,б, временная зависимость переменной 𝑥(𝑡) является почти

периодической. Расчет числа вращения для инвариантной кривой показывает,

что это значение очень мало (𝑟 = 0.01395). В этом случае смещение траектории

на очень малый угол за каждую итерацию приводит к наблюдению почти пе-

риодических колебаний, а инвариантная кривая очень похожа на предельный

цикл системы с непрерывным временем.

(а) (б)

Рисунок 4.21. Фазовый портрет хаотического аттрактора (а) и временная

реализация 𝑥(𝑡) (б) для отображения (4.4) при 𝑎 = 0.25, 𝛽 = 0.04, 𝑑 = 0.5,

𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.002

Модель ансамбля нелокально связанных отображений Некорки-

на. Уравнения исследуемого ансамбля, в котором в качестве индивидуальных
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элементов выбрано отображение Некоркина (4.4), имеют следующий вид [352]:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖) +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[︀
𝑓(𝑥𝑡𝑗, 𝑦

𝑡
𝑗) − 𝑓(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖)
]︀
,

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑔(𝑥𝑡𝑖, 𝑦

𝑡
𝑖), (4.7)

где функции 𝑓 и 𝑔 задаются в соответствии с выражениями (4.4)−(4.6).

В ансамбле (4.7) 𝑥, 𝑦 − вещественные динамические переменные, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑁 − порядковый номер замкнутых в кольцо индивидуальных осцил-

ляторов, 𝑁 = 1000 − число осцилляторов в кольце, 𝑡 − дискретное время. 𝜎 −
коэффициент или сила нелокальной связи, 𝑃 − число соседних осцилляторов

слева и справа от 𝑖-го осциллятора.

Для проведения численного анализа динамики ансамбля нелокально свя-

занных отображений Некоркина зафиксируем значения параметров индивиду-

ального элемента: 𝑎 = 0.27, 𝛽 = 0.04, 𝑑 = 0.5, 𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.003, которые

соответствуют режиму спайковых колебаний в отображении Некоркина (4.4)

(рисунок 4.21). Значения параметров нелокальной связи выбраны следующи-

ми: 𝜎 = 0.04, 𝑃 = 320. Для иллюстрации наблюдаемых режимов используются

мгновенные профили амплитуд 𝑥𝑖 и пространственно-временные диаграммы ди-

намики ансамбля. Отметим, что расчеты проводились для периодических гра-

ничных условий, а начальные условия выбирались случайно распределенными

в интервалах 𝑥0𝑖 ∈ [−0.2, 0.4] и 𝑦0𝑖 ∈ [−0.02, 0.04].

Режим химеры уединенных состояний. На рисунке 4.22,а,б пред-

ставлены мгновенный профиль и пространственно-временная диаграмма ан-

самбля (4.7) при выбранных значениях параметров, соответственно. В данном

случае в системе наблюдается химера уединенных состояний, которая характе-

ризуется наличием кластера с когерентной динамикой (61 6 𝑖 6 469) и класте-

ра, содержащего уединенные состояния (1 6 𝑖 6 60, 470 6 𝑖 6 1000).

Как было показано в работах [345,418] и описано выше (разделы 4.3, 4.4),

рождение химеры уединенных состояний обусловлено появлением бистабиль-
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(а) (б)

Рисунок 4.22. Мгновенный профиль амплитуд 𝑥𝑖 (а) и

пространственно-временная диаграмма (б) состояний ансамбля (4.7).

Параметры: 𝑎 = 0.27, 𝛽 = 0.04, 𝑑 = 0.5, 𝐽 = 0.15, 𝜀 = 0.003, 𝜎 = 0.04, 𝑃 = 320

ности в индивидуальных осцилляторах ансамблей за счет нелокальной связи

между ними. По виду мгновенного профиля, приведенного на рисунке 4.22,а,

можно предположить, что и в этом случае также имеет место бистабильный

режим. Проведенные расчеты подтверждают данное предположение.

Выберем два произвольных осциллятора из кластера химеры уединенных

состояний: осциллятор с номером 𝑖 = 750, демонстрирующий выброс, что рав-

носильно проявлению режима уединенного состояния, и осциллятор 𝑖 = 751, ам-

плитуда которого отвечает области когерентности пространственно-временной

структуры (рисунок 4.22,а). Если построить фазовые портреты аттракторов

для выбранных осцилляторов, то получим две различные замкнутые инвари-

антные кривые, изображенные на рисунке 4.23,а. Это свидетельствует о суще-

ствовании двух различных аттракторов, то есть о наличии режима бистабиль-

ности. Аттрактор 1 соответствует режиму уединенного состояния, аттрактор 2

− колебаниям в когерентной области. Временные реализации на этих аттрак-

торах, приведенные на рисунке 4.23,б, также отличаются друг от друга.



239

(а) (б)

Рисунок 4.23. Фазовые портреты аттракторов (а) и временные реализации (б)

для осцилляторов 𝑖 = 750 (сплошная линия) и 𝑖 = 751 (пунктир) ансамбля

(4.7). Параметры как для рисунка 4.22

Построим бассейны притяжения для каждого из аттракторов, выбрав вна-

чале осцилляторы из некогерентных кластеров химеры уединенных состояний:

𝑖 = 60 и 𝑖 = 980 (см. рисунок 4.22,а). Результаты расчетов представлены на

рисунке 4.24.

Бассейн притяжения аттрактора 1 (рисунок 4.23,а), отвечающего режиму

уединенного состояния, показан белым цветом, область притяжения аттрактора

2, соответствующего колебаниям в когерентной области химерной структуры,

изображен серым цветом. Как видно из представленных графиков, два про-

извольно выбранных осциллятора из области некогерентности химеры уеди-

ненных состояний характеризуются наличием двух бассейнов притяжения, что

подтверждает режим бистабильной динамики элементов ансамбля (4.7). Так

как выбранные осцилляторы 𝑖 = 60 и 𝑖 = 980 принадлежат некогерентным

кластерам химеры уединенных состояний, то есть находятся в режиме уеди-

ненного состояния, то их динамика во времени соответствует аттрактору 1

(рисунок 4.23,а). Сепаратрисой, разделяющей бассейны притяжения двух со-
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существующих аттракторов, является граничная линия (черного цвета) между

серой и белой областями (рисунок 4.24).

Теперь выберем осцилляторы с номерами 𝑖 = 100 и 𝑖 = 250, которые нахо-

дятся в когерентном кластере (рисунок 4.22). Бассейны притяжения аттракто-

ров, отвечающих динамике этих элементов, изображены на рисунке 4.25. Приве-

денные результаты расчетов вновь свидетельствуют о наличии бистабильности

в осцилляторах ансамбля (4.7). Однако в данном случае (как и в случае ос-

цилляторов всего когерентного кластера) осцилляторы колеблются на одном

аттракторе, аттракторе 2 (рисунок 4.23,а), и не совершают переключений на

другое притягивающее множество.

С целью выяснения грубости режима химеры уединенных состояний бы-

ли проведены численные исследования динамики ансамбля (4.7) при вариации

параметров 𝑎 и 𝜀 в уравнениях (4.4) и (4.5). Расчеты показали, что режим

химеры уединенных состояний сохраняется в конечной области изменения зна-

(а) (б)

Рисунок 4.24. Бассейны притяжения аттракторов для осцилляторов 𝑖 = 60 (а)

и 𝑖 = 980 (б), принадлежащих некогерентным кластерам (рисунок 4.22).

Белым цветом обозначены бассейны притяжения аттрактора 1

(рисунок 4.23,а), серым цветом − бассейн аттрактора 2. Параметры как для

рисунка 4.22
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(а) (б)

Рисунок 4.25. Бассейны притяжения аттракторов для осцилляторов 𝑖 = 100 (а)

и 𝑖 = 250 (б), принадлежащих когерентному кластеру (рисунок 4.22). Белым

цветом обозначены бассейны притяжения аттрактора 1 (рисунок 4.23,а),

серым цветом − бассейн аттрактора 2. Параметры как для рисунка 4.22

чений параметров 𝑎 и 𝜀. Для иллюстрации сказанного на рисунке 4.26 приве-

дены результаты расчетов мгновенных профилей амплитуд 𝑥𝑖 элементов ан-

самбля (4.7) для двух различных значений параметра 𝜀. Как следует из пред-

ставленных графиков, режим химеры уединенных состояний не исчезает, хотя

вид пространственно-временной структуры несколько меняется. Тем не менее,

локализация когерентного и некогерентных кластеров химеры остается той же

самой в пространстве ансамбля, как и в рассмотренном выше случае (рису-

нок 4.22).

Таким образом, в результате проведенного численного анализа показано,

что в ансамбле нелокально связанных отображений Некоркина (4.7) реализует-

ся режим химеры уединенных состояний, который обусловлен формированием

бистабильной динамики во всех взаимодействующих индивидуальных осцилля-

торах ансамбля. При этом конечное число осцилляторов оказывается в режиме,

отвечающем движению на одном из сосуществующих аттракторов, который со-

ответствует колебаниям в области когерентности. Другая (конечная) часть ос-
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(а) (б)

Рисунок 4.26. Мгновенные профили амплитуд 𝑥𝑖 элементов ансамбля (4.7) для

двух различных значений параметра 𝜀: (а) 0.002, (б) 0.004. Другие параметры:

𝑎 = 0.27, 𝛽 = 0.04, 𝑑 = 0.5, 𝐽 = 0.15, 𝜎 = 0.04, 𝑃 = 320

цилляторов реализует режим переключений с одного аттрактора на другой в

фазовом пространстве ансамбля и формирует структуру некогерентных класте-

ров химеры уединенных состояний. Возникает вопрос о причине, вызывающей

попадание некоторой части осцилляторов в «особые» состояния. Исследования

показали, что причина кроется в случайном задании начальных условий для

осцилляторов ансамбля. В зависимости от начальных условий одни осцилля-

торы попадают в бассейн притяжения одного аттрактора, другие − в бассейн

притяжения второго аттрактора. Этот эффект и приводит к рождению режи-

ма химеры уединенных состояний. Приведенные в данном разделе результаты

находятся в полном соответствии с данными, представленными в работе [345] и

описанными в предыдущих разделах главы, что подтверждает общность уста-

новленного механизма рождения режима химеры уединенных состояний.
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4.5.2 Химера уединенных состояний в ансамбле

осцилляторов ФитцХью−Нагумо с нелокальной связью

Исследуемая модель. Двумерная дифференциальная система

ФитцХью−Нагумо (ФХН) считается феноменологической моделью ней-

ронной активности, которая широко известна и часто используется при

численном моделировании сложных процессов и эффектов в области нелиней-

ной динамики, нейродинамики, нейрофизиологии. Данная система является

упрощенной версией хорошо известной модели нейрона Ходжкина−Хаксли,

которая описывает главные особенности регенеративных механизмов зажига-

ния в нервной клетке [434, 442]. С другой стороны, эта модель представляет

собой так называемую систему «активатор−ингибитор». Динамика системы

описывается следующими уравнениями:

𝜀�̇� = 𝑢− 𝑢3

3
− 𝑣, �̇� = 𝑢 + 𝑎, (4.8)

где 𝑢 − быстрая переменная (активатор или переменная напряжения), 𝑣 − мед-

ленная переменная (ингибитор или переменная регенерации), параметр 𝜀 > 0

отвечает за отношение временных масштабов активатора и ингибитора и при-

нимает довольно малые значения. Параметр 𝑎 задает порог возбуждения, а его

значения определяют режим функционирования осциллятора ФХН (4.8). Если

|𝑎| > 1, то система демонстрирует режим возбудимой динамики, случай |𝑎| < 1

соответствует автоколебательному режиму в осцилляторе (4.8). Для этого слу-

чая типичный фазовый портрет аттрактора системы в виде предельного цикла

(4.8) показан на рисунке 4.27.

Для численного исследования режимов уединенных состояний и химеры

уединенных состояний и иллюстрации механизмов их формирования использу-

ется кольцо из нелокально связанных осцилляторов ФХН, которое описывается
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Рисунок 4.27. Фазовый портрет предельного цикла системы ФитцХью–Нагумо

(4.8) на плоскости переменных (𝑢, 𝑣) при 𝜀 = 0.05 и 𝑎 = 0.5

следующей системой уравнений [340]:

𝜀
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖 −
𝑢3𝑖
3

− 𝑣𝑖 +
𝜎

𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑏𝑢𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) + 𝑏𝑢𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖)],

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖 + 𝑎𝑖 +
𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[𝑏𝑣𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) + 𝑏𝑣𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖)], (4.9)

где 𝑢𝑖 и 𝑣𝑖 − переменные индивидуального осциллятора ФХН (4.8), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

− порядковый номер осциллятора, 𝑁 = 300 − общее число элементов в ан-

самбле. При проведении численных расчетов полагалось, что все осцилляторы

находятся в колебательном режиме (𝑎𝑖 ≡ 𝑎 = 0.5), а отношение временных

масштабов фиксировано 𝜀 = 0.05. Параметр 𝑃 в (4.9) задает число ближай-

ших соседей 𝑖-го осциллятора в каждом направлении по кольцу. Нормирован-

ное число ближайших соседей определяет радиус нелокальной связи 𝑟 = 𝑃/𝑁 .

Сила нелокальной связи характеризуется параметром 𝜎. Начальные условия

для всех осцилляторов ансамбля (4.9) выбирались случайно распеределенны-

ми на окружности 𝑢2 + 𝑣2 <= 22. Уравнения системы (4.9) интегрировались в

течение 𝑡 = 5000 шагов безразмерного времени, из которых первые 𝑡′ = 1000

отбрасывались в качестве переходного процесса.
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Особенностью взаимодействия элементов в ансамбле (4.9) является нали-

чие не только прямых, но и перекрестных связей между переменными 𝑢 и 𝑣,

что моделируется следующей матрицей связей [120]:

𝐵 =

⎛⎝ 𝑏𝑢𝑢 𝑏𝑢𝑣

𝑏𝑣𝑢 𝑏𝑣𝑣

⎞⎠ =

⎛⎝ cos𝜑 sin𝜑

− sin𝜑 cos𝜑

⎞⎠ (4.10)

где 𝜑 ∈ [−𝜋; 𝜋). Было показано, что для 𝜑 = 𝜋/2−0.1 в кольце нелокально свя-

занных осцилляторов ФХН были обнаружены химерные состояния как в случае

детерминированного колебательного [120], так и зашумленного возбудимого ре-

жимов [123,124]. Однако, роль данного параметра для реализации уединенных

состояний и химеры уединенных состояний в ансамбле осцилляторов ФХН не

была исследована.

Режим уединенных состояний. Проведенные численные исследова-

ния показали [340], что в ансамбле нелокально связанных осцилляторов ФХН

(4.9) реализуются режимы уединенных состояний в случаях слабой (рису-

нок 4.28,а,в) и сильной нелокальной связи (рисунок 4.28,б,г) между элемен-

тами. Как следует из мгновенных пространственных профилей значений пе-

ременной активатора 𝑢𝑖 (рисунок 4.28,а,б) и пространственно-временных диа-

грамм (рисунок 4.28,в,г), уединенные состояния распределены случайным об-

разом вдоль кольца, что является характерным знаком для режима уединен-

ных состояний. Состояние ансамбля теперь характеризуется двумя различными

группами: группой осцилляторов в режиме уединенного состояния и когерент-

ным (синхронным) кластером.

Расчеты показали, что при слабой нелокальной связи между осциллято-

рами режим уединенных состояний реализуется в области изменения значений

параметра 𝜑: 𝜋/2 − 1.36 < 𝜑 < 𝜋/2 − 0.87. В случае же достаточно сильной

связи уединенные состояния наблюдаются при вариации значений параметра 𝜑

в интервале 𝜋/2 − 0.38 < 𝜑 < 𝜋/2 − 0.093, то есть при значениях, близких к
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 4.28. Режимы уединенных состояний в ансамбле осцилляторов

ФитцХью-Нагумо (4.9). (а) и (б) Мгновенные пространственные профили

переменных 𝑢𝑖 в момент времени 𝑡 = 4000.

(в) и (г) Пространственно-временные диаграммы переменных 𝑢𝑖 на интервале

времени 4000 < 𝑡 < 4010. Параметры: (а),(в) 𝜎 = 0.075, 𝜑 = 0.604, (б),(г)

𝜎 = 0.290, 𝜑 = 1.36. Другие параметры: 𝑟 = 0.35, 𝜀 = 0.05, 𝑎𝑖 = 𝑎 = 0.5,

𝑁 = 300

𝜑 = 𝜋/2 − 0.1, при котором в кольце осцилляторов ФХН возникают химерные

состояния [120].

Как и в ранее рассмотренных случаях (разделы 4.3, 4.4), индивидуальные

элементы ансамбля нелокально связанных осцилляторов ФХН (4.9) характери-
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зуются сосуществованием на фазовой плоскости индивидуального осциллято-

ра (𝑢𝑖, 𝑣𝑖) двух различных притягивающих множеств (аттракторов), что сви-

детельствует о наличии бистабильности. Данный факт проиллюстрирован на

рисунке 4.29, на котором приведены фазовые портреты предельных циклов для

осцилляторов в режиме уединенного состояния (красный цвет) и в синхронном

кластере (черный цвет). Отметим, что в данном случае величина силы связи 𝜎

играет важную роль.

При очень слабой силе связи 𝜎 осцилляторы как в режиме уединенного

состояния, так и в когерентном кластере совершают колебания почти на оди-

наковых предельных циклах. Как видно из рисунка 4.29,а, практически не на-

блюдается различий между данными предельными множествами. Однако, при

увеличении силы связи две траектории начинают все более и более различаться

(рисунок 4.29,б−г). Причем предельный цикл для когерентных осцилляторов

остается тем же самым, тогда как предельный цикл для уединенных элементов

становится немного меньше по амплитуде и существенно видоизменяется.

Наличие двух сосуществующих притягивающих множеств, свидельству-

ющих о бистабильной динамике индивидуальных осцилляторов ансамбля (4.9),

приводит к сложной структуре бассейнов притяжения в двумерной проекции

на плоскость координат выбранных осцилляторов. На рисунке 4.30 представ-

лены результаты расчетов бассейнов притяжения для двух сосуществующих

предельных циклов для осцилляторов в режиме уединенного состояния (для

𝑖 = 129 − рисунок 4.30,а и для 𝑖 = 268 − рисунок 4.30,б) при различных значе-

ниях силы связи 𝜎. Красным цветом показан бассейн притяжения аттрактора

в режиме уединенного состояния, область белого цвета соответствует бассейну

притяжения предельного цикла, отвечающего синхронным колебаниям.

Из сравнения данных на рисунке 4.30,а и б следует, что при довольно

малой силе связи бассейн притяжения аттрактора для уединенных состояний

(красный цвет) имеет бо́льший размер, чем в случае большой силы взаимодей-

ствия между элементами ансамбля. Данное различие можно объяснить следу-
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 4.29. Фазовые портреты для всех элементов ансамбля (4.9) для

различных значений параметров связи: (а) 𝜎 = 0.012, 𝜑 = 0.26, (б) 𝜎 = 0.075,

𝜑 = 0.604 (см. рисунок 4.28,а,в), (в) 𝜎 = 0.129, 𝜑 = 0.68, (г) 𝜎 = 0.290, 𝜑 = 1.36

(см. рисунок 4.28,б,г). Черным цветом показаны предельные циклы для

когерентного кластера, красным цветом − для режима уединенного

состояния. Другие параметры: 𝑟 = 0.35, 𝜀 = 0.05, 𝑎𝑖 = 𝑎 = 0.5, 𝑁 = 300
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(а) (б)

Рисунок 4.30. Бассейны притяжения аттракторов в режиме уединенных

состояний (область красного цвета) и в когерентном режиме (белая область)

для случаев (а) слабой связи 𝜎 = 0.057, 𝜑 = 0.42 (для осциллятора 𝑖 = 129) и

(б) сильной связи 𝜎 = 0.313, 𝜑 = 1.38 (для осциллятора 𝑖 = 268). Другие

параметры: 𝑟 = 0.35, 𝜀 = 0.05, 𝑎𝑖 = 𝑎 = 0.5, 𝑁 = 300

ющим образом. При очень сильной нелокальной связи определяющую роль в

динамике элементов ансамбля играет функция связи (2-е слагаемые в уравнени-

ях (4.9)). Она «заставляет» все осцилляторы вести себя одинаковым образом и,

следовательно, вероятность уединенного выброса ничтожно мала. Кроме того,

как видно из рисунка 4.30,б, в этом случае бассейн притяжения аттрактора для

уединенного состояния очень и очень узкий и при случайном задании началь-

ных условий попасть в эту область довольно сложно. Напротив, при слабой силе

взаимодействия уже собственная динамика индивидуальных осцилляторов ста-

новится доминирующей и в этом случае повышается вероятность реализации

уединенных состояний. Этому также способствует и увеличение размера обла-

сти притяжения аттрактора для режима уединенного состояния с уменьшением

силы связи (см. рисунок 4.30,а).
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Химера уединенных состояний. В результате численных расчетов бы-

ло установлено, что в случае достаточно сильной связи 𝜎 и при значении па-

раметра 𝜑 ≈ 𝜋/2 − 0.1 в кольце осцилляторов ФХН с нелокальной связью

(4.9) реализуется режим химеры уединенных состояний. Если зафиксировать

𝜎 и увеличивать значение 𝜑, то можно наблюдать два различных типа данной

структуры. Вначале, при меньших значениях 𝜑, имеет место химера уединен-

ных состояний, характеристики которой представлены на рисунке 4.31,а,б. Как

видно из мгновенного профиля значений переменной 𝑢𝑖 (рисунок 4.31,а), дан-

ная структура включает локализованный некогерентный кластер, состоящий

из конечного числа уединенных состояний, и достаточно большой когерентный

кластер. Наличие бистабильной динамики во всех элементах ансамбля в этом

случае доказывает рисунок 4.31,б, на котором приведены фазовые портреты

двух сосуществующих предельных циклов, отвечающих двум различным режи-

мам динамики осцилляторов ансамбля (4.9). Назовем данную пространственно-

временную структуру химерой уединенных состояний 1-го типа.

Увеличение значения параметра 𝜑 приводит к появлению химеры уеди-

ненных состояний другого типа (рисунок 4.31,в,г). В отличие от 1-й химеры,

локализованный кластер, содержащий уединенные состояния, имеет четкие гра-

ницы с синхронным кластером в форме «ступенек» (рисунок 4.31,в). Эти «сту-

пеньки» представляют собой малые группы синхронных осцилляторов, коле-

бания которых сдвинуты по фазе по сравнению с осцилляторами из больших

когерентных кластеров. Однако осцилляторы на «ступеньках» принадлежат

кластеру уединенных состояний, так как их динамика соответствует предель-

ному циклу для режима уединенного состояния (цикл красного цвета на ри-

сунке 4.31,г). Описанная структура может быть названа химерой уединенных

состояний 2-го типа.

Таким образом, численное моделирование динамики ансамбля нелокаль-

но связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо (4.9) показало, что в нем воз-

можна реализация как режимов только уединенных состояний, так и химеры
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 4.31. Иллюстрация режимов химеры уединенных состояний в

ансамбле (4.9) для 𝜎 = 0.4 и различных значений параметра связи 𝜑 (4.10):

(а),(б) 𝜑 = 1.51, (в),(г) 𝜑 = 1.54.

(а),(в) Мгновенные профили и пространственно-временные диаграммы

(вставки) переменных 𝑢𝑖; (б),(г) фазовые портреты аттракторов для всех

элементов ансамбля в когерентном режиме (черные линии) и в режиме

уединенных состояний (красные линии). Другие параметры: 𝑟 = 0.35,

𝜀 = 0.05, 𝑎𝑖 = 𝑎 = 0.5, 𝑁 = 300
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уединенных состояний. Механизмом возникновения данных режимов является

появление бистабильности во всех индивидуальных элементах ансамбля, обу-

словленной нелокальной связью. Причем, как свидетельствуют полученные ре-

зультаты, в этом случае наблюдается довольно существенная зависимость на-

блюдаемых режимов от значений параметров связи, силы нелокальной связи 𝜎

и параметра 𝜑 в матрице связи (4.10) [340].

4.6 Выводы по четвертой главе

Полученные и представленные в данной главе результаты численных ис-

следований пространственно-временной динамики системы двух связанных ан-

самблей отображений Эно и Лози с нелокальной связью, а также изолирован-

ных ансамблей нелокально связанных отображений Эно, отображений Некорки-

на и осцилляторов ФитцХью−Нагумо позволяют сформулировать следующие

основные выводы.

1. Впервые показано, что наличие симметричной связи между двумя ансам-

блями, каждый из которых состоит из определенного типа хаотических

отображений с нелокальной связью и демонстрирует принципиально от-

личные друг от друга пространственно-временные структуры без связи,

может индуцировать возникновение структур и режимов, которые не мо-

гут наблюдаться в данных ансамблях в отсутствие связи между ними. Так,

в результате введения взаимной диссипативной или инерционной межслой-

ной связи в ансамбле нелокально связанных отображений Эно возможна

реализация режимов уединенных состояний и бегущих волн, а в ансамбле

отображений Лози − режимов фазовой и амплитудной химерных состоя-

ний.
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2. При исследовании динамики системы связанных одномерных ансам-

блей из осцилляторов Эно и Лози впервые обнаружен и описан но-

вый тип химерной структуры: химеры уединенных состояний. Найденная

пространственно-временная структура характеризуется сосуществованием

в пространстве ансамбля некогерентного кластера (кластеров) осциллято-

ров в режиме уединенных состояний и когерентного кластера (кластеров)

осцилляторов в режиме синхронных колебаний. Показано, что найденная

химерная структура является одной из типичных для ансамблей нелокаль-

но связанных осцилляторов и может быть реализована не только в систе-

мах двух взаимосвязанных ансамблей, но и в изолированных ансамблях

отображений Лози, Эно, отображений Некоркина и в ансамбле осциллято-

ров ФитцХью−Нагумо.

3. Детально исследован и экспериментально обоснован механизм рождения

уединенных состояний и химерных структур на их основе. Показано, что их

рождение обусловлено появлением бистабильности в динамике индивиду-

альных осцилляторов ансамбля. Причиной возникновения бистабильности

является нелокальная связь индивидуальных осцилляторов с конечным

числом соседей. В результате каждый из осцилляторов ансамбля находит-

ся под воздействием «внешних» сигналов, что может приводить к рожде-

нию бистабильности. Бистабильность характеризуется сосуществованием

двух притягивающих областей в пространстве состояний индивидуальных

осцилляторов (условно называемых аттракторами) со своими бассейнами

притяжения. Один из аттракторов отвечает режиму уединенных состоя-

ний, другой − когерентной динамике. При случайном характере задания

начальных условий часть осцилляторов попадает в бассейн притяжения од-

ного аттрактора, а часть − в область притяжения второго, что и приводит

к возможности возникновения как уединенных состояний, так и соответ-

ствующих химерных структур.
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Глава 5. Синхронизация химерных структур в

двух связанных ансамблях хаотических

отображений

5.1 Введение

Со времени открытия эффекта синхронизации Х. Гюйгенсом [443], вот

уже на протяжении более 300 лет нелинейный эффект синхронизации в жи-

вой и неживой природе остается в центре внимания исследователей в раз-

личных областях естествознания. Подавляющее большинство работ посвяще-

но анализу эффекта синхронизации различного типа взаимодействующих ав-

токолебательных систем [10, 11, 16, 60, 61, 359, 360, 366, 444–451, 453], для кото-

рых разработана классическая теории синхронизации [10, 444–450]. В послед-

ние годы внимание исследователей все более привлекает проблема синхро-

низации сложных систем, реализующих пространственно-временные структу-

ры [10, 12, 15, 16, 18, 33, 34, 39, 44, 45, 49–51, 272, 286, 288, 289, 292, 293, 296, 302, 303].

Общая теория синхронизации пространственно-временных структур для взаи-

модействующих распределенных систем пока не создана, и эта проблема, как

правило, изучается методами численного моделирования.

В рамках указанной проблемы в пятой главе диссертационной работы рас-

сматриваются эффекты синхронизации химерных пространственно-временных

структур в системе двух взаимодействующих ансамблей связанных нелинейных

осцилляторов. Приводятся результаты численных исследований эффектов вы-

нужденной и взаимной синхронизации пространственно-временных структур,

включая химерные структуры различного типа, в двух связанных одномер-
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ных ансамблях хаотических отображений с нелокальной связью и показыва-

ется возможность их синхронизации при вариации коэффициента межслойной

связи и параметров ансамблей. Для количественной оценки степени идентич-

ности структур в режиме синхронизации и расчета областей синхронизации

на плоскости управляющих параметров системы использовались коэффициент

взаимной корреляции между симметричными осцилляторами взаимодействую-

щих ансамблей и среднеквадратичное отклонение (девиация) значений перемен-

ных состояния соответствующих осцилляторов с использованием усреднения по

времени и множеству элементов ансамбля. Исследованы эффекты вынужден-

ной и взаимной синхронизации в случае идентичных ансамблей, при введении

расстройки по управляющим параметрам и параметрам нелокальной связи, а

также для различных типов связи между ансамблями: диссипативной и инерци-

онной. Выводы о реализации эффектов синхронизации подтверждаются выпол-

нением двух условий: идентичности колебательных процессов соответствующих

осцилляторов ансамбля и наличием конечной области (области синхронизации)

на плоскости параметров системы, в которой первое условие выполняется.

Материалы пятой главы основываются на результатах численных иссле-

дований, опубликованных в работах [338,344,351,373,454,455].

5.2 Исследуемая модель

Изучаемая модель представляет собой двухслойную мультиплексную

сеть. Каждый из слоев имеет форму кольца и состоит из одинакового числа

элементов, которые описываются логистическими отображениями и связаны

между собой нелокальной связью. Исследуемая модель схематично изображена
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на рисунке 5.1 и описывается следующей системой уравнений [351,454,455]:

𝑥𝑡+1
𝑖 = 𝑓 𝑡

𝑖 +
𝜎1
2𝑅

𝑖+𝑅∑︁
𝑗=𝑖−𝑅

[︀
𝑓 𝑡
𝑗 − 𝑓 𝑡

𝑖

]︀
+ 𝛾21𝐹

𝑡
𝑖 ,

𝑦𝑡+1
𝑖 = 𝑔𝑡𝑖 +

𝜎2
2𝑃

𝑖+𝑃∑︁
𝑗=𝑖−𝑃

[︀
𝑔𝑡𝑗 − 𝑔𝑡𝑖

]︀
+ 𝛾12𝐺

𝑡
𝑖, (5.1)

где 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 − динамические переменные осцилляторов связанных ансамблей,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − номер элемента, 𝑁 = 1000 − общее число осцилляторов в

каждом из взаимодействующих ансамблей, 𝑡 − дискретное время. Поведение

индивидуальных элементов ансамблей задается логистическими отображения-

ми 𝑓 𝑡
𝑖 = 𝛼1𝑥

𝑡
𝑖(1 − 𝑥𝑡𝑖) и 𝑔𝑡𝑖 = 𝛼2𝑦

𝑡
𝑖(1 − 𝑦𝑡𝑖) с различными управляющими (би-

фуркационными) параметрами 𝛼1 и 𝛼2. Параметры 𝜎1 и 𝜎2 определяют силу

нелокальной связи в каждом из ансамблей. Величины 𝑅 и 𝑃 обозначают ко-

личество соседей 𝑖-го элемента с каждой стороны в первом (𝑥) и втором (𝑦)

ансамблях, соответственно. Эти параметры также выступают в качестве меры

нелокального взаимодействия элементов в изолированных ансамблях и опреде-

ляют радиусы связи для соответствующих ансамблей.

1

γ12γ21

i

i

i−R

i−P

i+R

i+P

Рисунок 5.1. Схема исследуемой модели (5.1), состоящей из двух связанных

колец нелинейных осцилляторов с нелокальной связью. 𝑖-е осцилляторы

(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁) ансамблей связаны между собой с коэффициентами связи 𝛾21

и 𝛾12



257

Подсистемы (кольца) в (5.1) связаны между собой через функции связи

𝐹 𝑡
𝑖 и 𝐺𝑡

𝑖, которые могут задавать диссипативный

𝐹 𝑡
𝑖 = (𝑔𝑡𝑖 − 𝑓 𝑡

𝑖 ), 𝐺𝑡
𝑖 = (𝑓 𝑡

𝑖 − 𝑔𝑡𝑖) (5.2)

или инерционный типы связи

𝐹 𝑡
𝑖 = (𝑦𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖), 𝐺𝑡

𝑖 = (𝑥𝑡𝑖 − 𝑦𝑡𝑖). (5.3)

Коэффициенты 𝛾21 и 𝛾12 характеризуют силу связи между кольцами или меж-

слойную связь. В случае вынужденной синхронизации в зависимости от того,

какое кольцо является управляющим, а какое управляемым, один из коэффи-

циентов отличен от нуля, а другой равен нулю. При взаимной синхронизации

оба коэффициента равны и отличны от нуля: 𝛾21 = 𝛾12 = 𝛾 ̸= 0.

Уравнения (5.1) решаются численно для периодических граничных усло-

вий и начальных условий (𝑥0𝑖 , 𝑦0𝑖 ), случайно распределенных в интервале [0; 1]

для всех элементов ансамблей 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Общее время расчета составляет

6 × 105, из которых первые 5 × 105 не учитываются и составляют время уста-

новления пространственно-временных структур в каждом ансамбле. Вначале,

в отсутствие межслойной связи по истечении указанного периода установления

в каждом ансамбле устанавливаются различные пространственно-временные

структуры. После этого вводится межслойная связь и вновь выполняется уста-

новление (в течение 5 × 105 итераций) структур во взаимодействующих ан-

самблях. Реализуемые пространственно-временные структуры иллюстрируют-

ся графически с помощью пространственно-временных профилей для перемен-

ных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 системы (5.1), которые представляют собой набор из 100 мгновенных

пространственных профилей, соответствующих 100 первым итерациям после

периода установления.

Для исследования эффектов синхронизации обычно рассматриваются

неидентичные ансамбли, то есть когда вводится расстройка по управляющим

параметрам индивидуальных подсистем. В этом случае в отсутствие межслой-
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ной связи в каждом изолированном ансамбле системы (5.1) реализуются раз-

личные пространственно-временные структуры, включая химерные. Подобную

ситуацию можно получить и для случая идентичных взаимодействующих ан-

самблей в силу задания случайных начальных условий. Эти два случая будут

рассмотрены в данной главе.

5.3 Характеристики степени синхронизации

Для обоснования идентичности синхронных структур необходимо убе-

диться в том, что элементы с номерами 𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁) 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 ансамблей

осциллируют синхронно во времени. С этой целью в работе использован ряд

статистических характеристик степени синхронизации динамики двух взаимо-

действующих ансамблей. Как и в предыдущих главах, рассчитывался коэффи-

циент взаимной корреляции 𝑅𝑖 между соответствующими элементами (с номе-

ром 𝑖) связанных ансамблей. Для его расчетов применяется следующая форму-

ла:

𝑅𝑖 =
⟨�̃�𝑡𝑖𝑦𝑡𝑖⟩√︀

⟨(�̃�𝑡𝑖)2⟩⟨(𝑦𝑡𝑖)2⟩
,

�̃�𝑡𝑖 = 𝑥𝑡𝑖 − ⟨𝑥𝑡𝑖⟩,

𝑦𝑡𝑖 = 𝑦𝑡𝑖 − ⟨𝑦𝑡𝑖⟩,
(5.4)

где угловые скобки ⟨·⟩ означают усреднение по времени. Величина 𝑅𝑖 будет

равна единице для всех элементов 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 системы (5.1) в случае пол-

ной синхронизации (полной идентичности пространственно-временных струк-

тур ансамблей) и будет стремиться к нулю при потере 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 статистиче-

ской взаимосвязи. Случай, когда 𝑅𝑖 = 1 для конечного числа осцилляторов

𝑖1 6 𝑖 6 𝑖2, соответствует синхронизации конкретного кластера осцилляторов

системы.

Оценка степени синхронизации структур также проводилась с помощью

расчетов квадрата разности (девиации) между значениями переменных 𝑥𝑡𝑖 и
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𝑦𝑡𝑖 , усредненного по времени и по элементам ансамбля. Среднеквадратичное

отклонение, усредненное по времени, определяется следующим образом:

𝑑𝑖 =

⎯⎸⎸⎷1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

(𝑦𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖)
2
, (5.5)

где 𝑛 − время усреднения, которое в проводимых расчетах выбиралось рав-

ным 105. Величина 𝑑𝑖 рассчитывается для каждого элемента 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁

взаимодействующих ансамблей при вариации силы межслойной связи между

ними. При полной синхронности пространственно-временных структур во вре-

мени значение 𝑑𝑖 обращается в ноль для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Случай, когда

𝑑𝑖 ≈ 0 для конечной группы осцилляторов взаимодействующих ансамблей, со-

ответствует кластерной синхронизации пространственно-временной структуры.

Данная характеристика также позволяет определить, какие области или кла-

стеры элементов в пространстве ансамблей быстрее и эффективнее синхрони-

зуются при изменении коэффициента межслойной связи. Подобная оценка ока-

зывается особенно показательной при исследовании синхронизации фазовых и

амплитудных химерных структур.

Расчет среднеквадратичного отклонения по времени и по элементам ан-

самбля дает общую оценку степени синхронизации пространственно-временных

структур, включая химерные, при вариации силы связи между ансамблями.

Эта характеристика вычисляется по следующей формуле:

∆ =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

(𝑦𝑡𝑖 − 𝑥𝑡𝑖)
2
, (5.6)

где 𝑁 − количество элементов в каждом ансамбле, 𝑛 − время усреднения (𝑛 =

105), Как и для среднеквадратичного отклонения по времени (5.5), величина

∆ стремится к нулю в случае полной идентичности синхронных структур в

связанных ансамблях.
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5.4 Синхронизация ансамблей при однонаправленном

диссипативном взаимодействии

Рассмотрим эффект вынужденной синхронизации сложных

пространственно-временных структур в системе (5.1) в случае однонаправлен-

ной диссипативной связи между ансамблями логистических отображений (5.2),

причем 𝛾21 = 0 и 𝛾12 = 𝛾 > 0. Это означает, что элементы первого ансамбля,

который является управляющим, влияют на элементы второго ансамбля,

который выступает в качестве управляемого.

5.4.1 Случай идентичных ансамблей

В случае идентичных ансамблей (5.1) значения управляющих парамет-

ров и параметров нелокальной связи выбираются равными и фиксируются:

𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320. Данные значения соответству-

ют хаотической динамике индивидуальных осцилляторов и наличию химерных

структур в каждом из ансамблей в отсутствие связи между ними. Случайно

распределенные начальные условия для всех элементов системы (5.1) обеспе-

чивают реализацию различных пространственно-временных структур в изоли-

рованных ансамблях, включая химерные. Соответствующие пространственно-

временные профили для переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 системы (5.1) при 𝛾21 = 𝛾12 = 0

представлены на рисунке 5.2,а и б, соответственно.

Как видно из приведенных графиков, в отсутствие межслойной связи в

первом кольце наблюдается сосуществование амплитудной (кластер осцилля-

торов 450 6 𝑖 6 550) и фазовой химер (кластеры с элементами 0 6 𝑖 6 10,

780 6 𝑖 6 800 и 980 6 𝑖 6 1000) (рисунок 5.2,а), а во втором кольце реализуется
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Рисунок 5.2. Пространственно-временные профили амплитуд 𝑥𝑡𝑖 (а) и 𝑦𝑡𝑖 (б)

системы (5.1) в отсутствие связи между ансамблями 𝛾21 = 𝛾12 = 0.

Параметры: 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320

пространственно-временной режим фазовой химеры (кластеры осцилляторов с

номерами 360 6 𝑖 6 380 и 800 6 𝑖 6 830) (рисунок 5.2,б).

При введении однонаправленной диссипативной связи 𝛾12 = 𝛾 > 0 пер-

вое (управляющее) кольцо начинает влиять на второе (управляемое) кольцо,

в результате чего пространственно-временная структура во втором кольце на-

чинает видоизменяться (рисунок 5.3,а) и при 𝛾 > 0.2 становится идентичной

химерной структуре первого кольца (рисунок 5.3,б).

Идентичность пространственно-временных структур, а, следовательно, и

реализация эффекта вынужденной синхронизации подтверждается расчетом

зависимости среднеквадратичного отклонения ∆ (5.6) от силы межслойной свя-

зи 𝛾, приведенной на рисунке 5.4.

Как следует из рисунка 5.4, значения ∆ обращаются строго в ноль

при 𝛾 ≥ 0.2, что ясно свидетельствует о полной синхронности наблюдаемых

пространственно-временных структур в связанных ансамблях (рисунок 5.3,б).
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Рисунок 5.3. Пространственно-временные профили амплитуд 𝑦𝑡𝑖 второго

кольца системы (5.1) в случае однонаправленной диссипативной связи (5.2)

для различных значений параметра связи 𝛾: (а) 0.1, (б) 0.2. Другие

параметры как для рисунка 5.2

Рисунок 5.4. Зависимость величины ∆ (5.6) от силы однонаправленной

диссипативной связи 𝛾 в случае идентичных ансамблей (5.1). Параметры как

для рисунка 5.2
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Абсолютно очевидно, что в этом случае значения коэффициента взаимной кор-

реляции 𝑅𝑖 будут точно равны 1 для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

5.4.2 Случай неидентичных ансамблей

С целью более детального изучения эффекта вынужденной синхрони-

зации рассмотрим случай неидентичных ансамблей (5.1). Для этого введем

расстройку по параметрам в первом и втором ансамблях, положив 𝛼1 = 3.7,

𝜎1 = 0.23, 𝛼2 = 3.85, 𝜎2 = 0.15. Значения радиуса связи (количества соседей)

остаются одинаковыми и фиксированными 𝑅 = 𝑃 = 320.

В силу наличия расстройки по параметрам, в отсутствие связи в ансам-

блях реализуются различные пространственно-временные структуры, проил-

люстрированные на рисунке 5.5 пространственно-временными профилями.

Из данного рисунка видно, что в первом ансамбле реализуется режим со-

существующих кластеров некогерентности амплитудной (элементы 420 6 𝑖 6
1
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1
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Рисунок 5.5. Пространственно-временные профили амплитуд 𝑥𝑡𝑖 (а) и 𝑦𝑡𝑖 (б)

системы (5.1) в отсутствие связи между ансамблями 𝛾21 = 𝛾12 = 0.

Параметры: 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑅 = 𝑃 = 320
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500) и фазовой химер (элементы 0 6 𝑖 6 10, 780 6 𝑖 6 800 и 980 6 𝑖 6 1000)

(рисунок 5.5,а), а во втором ансамбле − режим пространственно-временного

хаоса (рисунок 5.5,б). В результате однонаправленного воздействия со сторо-

ны первого ансамбля (𝛾12 = 𝛾 > 0) во втором ансамбле возникают амплитуд-

ная и фазовая химеры. Однако, при небольшой силе связи, например, 𝛾 6 0.3,

пространственно-временной профиль в этом ансамбле еще не совпадает с исход-

ным установившимся профилем в первом ансамбле при 𝛾 = 0 (рисунок 5.5,a).

Соответствующие результаты для динамики управляемого ансамбля показаны

на рисунке 5.6 для двух различных значений силы связи 𝛾.

При увеличении силы однонаправленной межслойной связи 𝛾 ≥ 0.4 струк-

туры в обоих кольцах становятся практически идентичными (рисунок 5.7). Име-

ется лишь небольшое отличие амплитуд 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 . Данный факт иллюстрируют

временные реализации 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡) для симметричных осцилляторов ансамблей

с номером 𝑖 = 300, приведенные на рисунке 5.8. Как видно из графиков, реа-

лизации отражают синхронность колебаний и характеризуются лишь незначи-
1
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Рисунок 5.6. Пространственно-временные профили динамики второго

ансамбля для двух различных значений однонаправленной связи 𝛾: (а) 0.15,

(б) 0.3. Другие параметры как для рисунка 5.5
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Рисунок 5.7. Пространственно-временные профили амплитуд 𝑥𝑡𝑖 (а) и 𝑦𝑡𝑖 (б) в

режиме синхронизации при 𝛾 = 0.45. Другие параметры как для рисунка 5.51
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Рисунок 5.8. Временные реализации 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 для осцилляторов с номером

𝑖 = 300 при 𝛾 = 0.45. Другие параметры как для рисунка 5.5

тельным различием значений переменных, что является допустимым для син-

хронных режимов в случае сильно неидентичных взаимодействующих систем.

Для обоснования наблюдения эффекта вынужденной синхронизации

неидентичных ансамблей необходимо выполнить два важных условия. Во-

первых, представить количественную оценку степени идентичности или

синхронности структур с использованием статистических характеристик
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(5.4)−(5.6) и, во-вторых, необходимо показать наличие конечной области син-

хронизации в пространстве управляющих параметров системы (5.1).

На рисунке 5.9,а приведены результаты расчета коэффициента взаимной

корреляции 𝑅𝑖 (5.4) для синхронных структур при 𝛾 = 0.45 (рисунок 5.7). Как

видно из графика (рисунок 5.9,а), в данном режиме значения 𝑅𝑖 для всех осцил-

ляторов системы (5.1) практически равны 1, 0.98 < 𝑅𝑖 6 1.0. Таким образом,

можно утверждать, что наблюдаемые пространственно-временные структуры

(рисунок 5.7) практически идентичны или синхронны.

Очень интересную количественную оценку степени синхронизации

пространственно-временных структур дают расчеты среднеквадратичного по

времени отклонения 𝑑𝑖 (5.5). Графики зависимости 𝑑𝑖 от номера осциллятора

𝑖 системы (5.1) представлены на рисунке 5.9,б для различных значений силы

межслойной связи 𝛾. Как видно из рисунка, некогерентные кластеры химерной

структуры по-разному реагируют на увеличение силы связи. Так, например,
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Рисунок 5.9. Зависимости коэффициента взаимной корреляции 𝑅𝑖 (5.4) при

𝛾 = 0.45 (а) и среднеквадратичного по времени отклонения 𝑑𝑖 (5.5) для

различных значений 𝛾 (б) от номера осциллятора 𝑖 системы (5.1). Другие

параметры как для рисунка 5.5
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при 𝛾 = 0.15 и 𝛾 = 0.2, элементы, принадлежащие кластеру некогерентности

амплитудной химеры (420 6 𝑖 6 500) и находящиеся в близкой окрестности

к нему, хуже (слабее) поддаются синхронизации, для них значения 𝑑𝑖 > 0.06.

Практически одинаковую степень синхронности и малые значения 𝑑𝑖 при увели-

чении силы связи 𝛾 демонстрируют элементы некогерентных кластеров фазо-

вой химеры и осцилляторы в когерентной области. Однако, стоит заметить, что,

начиная с 𝛾 > 0.3, элементам некогерентного кластера амплитудной химеры и

ее окрестности соответствуют существенно ме́ньшие значения среднеквадратич-

ного отклонения 𝑑𝑖 по сравнению с другими элементами системы (5.1). Таким

образом, увеличение силы межслойной связи приводит к более эффективной

синхронизации некогерентного кластера амплитудной химеры, как следует из

существенного уменьшения значения величины 𝑑𝑖, которая для данной области

𝑑𝑖 6 0.02 при 𝛾 > 0.5 (рисунок 5.9,б).

Для полноты количественной картины и выполнения первого условия в

контексте обоснования эффекта вынужденной синхронизации, проведем вычис-

ления среднеквадратичного отклонения значений 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 по времени и по ан-

самблю элементов второго слоя ∆ (5.6) при вариации значений силы межслой-

ной связи 𝛾. Соответствующий график зависимости приведен на рисунке 5.10.

Как видно из данного рисунка, ни для одного значения силы связи 𝛾

среднеквадратичное отклонение ∆ не обращается строго в ноль. Резкое умень-

шение величины ∆ до значения 0.05 наблюдается при 𝛾 ≃ 0.18. При даль-

нейшем увеличении силы межслойной связи значение ∆ уменьшается плавно

и незначительно, достигая своего минимума ∆ ≃ 0.0098 при 𝛾 = 1.15. Та-

ким образом, можно сказать, что в случае сильно неидентичных ансамблей

(5.1) имеет место так называемая «эффективная» вынужденная синхрониза-

ция пространственно-временных структур.
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Рисунок 5.10. Зависимость величины ∆ (5.6) от силы однонаправленной

диссипативной связи 𝛾 для системы неидентичных ансамблей (5.1).

Параметры как для рисунка 5.5

5.4.3 Области вынужденной синхронизации

Перейдем к численному обоснованию второго необходимого условия на-

блюдения эффекта вынужденной синхронизации, а именно к построению обла-

стей синхронизации пространственно-временных структур при вариации управ-

ляющих параметров и параметров нелокальной и межслойной связи в системе

(5.1).

Начнем с рассмотрения случая, когда значение управляющего параметра

индивидуальных элементов первого кольца фиксировано как и прежде 𝛼1 = 3.7,

а управляющий параметр 𝛼2 во втором ансамбле изменяется. При этом во вто-

ром кольце при отсутствии взаимодействия с первым кольцом (𝛾12 = 𝛾21 =

0) в зависимости от начальных условий могут быть реализованы различные

пространственно-временные структуры, включающие как химерные, так и пе-

риодические.
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Что будет происходить с указанными структурами в присутствии воз-

действия на второй (управляемый) ансамбль со стороны первого (управляю-

щего) ансамбля при 𝛾 > 0? Расчеты показали, что, начиная с 𝛾 ≃ 0.4, пер-

вый ансамбль индуцирует во втором ансамбле синхронную структуру, которая

с большой точностью совпадает с начальной структурой в первом ансамбле,

приведенной на рисунке 5.5,а. Синхронный режим во втором кольце являет-

ся устойчивым и сохраняется неизменным в конечной области синхронизации

при вариации параметра 𝛼2. Результаты расчета области синхронизации для

рассматриваемого случая представлены на рисунке 5.11,а при 𝛾 = 0.4. В ка-

честве количественного критерия для построения областей синхронизации ис-

пользуется коэффициент взаимной корреляции 𝑅𝑖 (5.4). Границы области син-

хронизации определялись условием 𝑅𝑖 > 0.99, которое выполняется для всех

осцилляторов системы (5.1). Если хотя бы для одного или группы осцилля-

торов системы справедливо неравенство 𝑅𝑖 < 0.99, то констатируется потеря

полной синхронизации и, следовательно, выход из области синхронизации. В1

1 200 800 1000i
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Рисунок 5.11. Области вынужденной синхронизации (ограниченные

пунктиром) в пространстве системы (5.1) при изменении параметра 𝛼2 при

фиксированном 𝛼1 = 3.7 (а) и при вариации параметра 𝛼1 при фиксированном

𝛼2 = 3.85 (б). Другие параметры: 𝛾 = 0.4, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑅 = 𝑃 = 320
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этом случае можно говорить о кластерной синхронизации взаимодействующих

ансамблей.

Как следует из рисунка 5.11,а, при 𝛾 = 0.4 существует конечная область

значений параметра 𝛼2, 1.45 . 𝛼2 . 3.9, ограниченная пунктирными линиями,

в которой коэффициент взаимной корреляции 𝑅𝑖 > 0.99 для всех элементов

системы (5.1). Таким образом, можно утверждать, что имеет место эффект вы-

нужденной синхронизации. В области синхронизации (рисунок 5.11,а) первый

ансамбль индуцирует во втором ансамбле синхронную структуру, которая иден-

тична структуре в управляющем ансамбле. Состояние управляемого ансамбля

полностью определяется динамикой управляющей системы, то есть ясно на-

блюдается вынужденная синхронизация. Области, находящиеся выше и ниже

ограниченной пунктиром области на рисунке 5.11,а, соответствуют потере син-

хронизации частью элементов системы (5.1), для них коэффициент 𝑅𝑖 < 0.99.

В этом случае имеет место кластерная синхронизации элементов системы.

Обратимся теперь к другому случаю. Зафиксируем значение управляю-

щего параметра второго ансамбля 𝛼2 = 3.85 и будем изменять значение пара-

метра 𝛼1 первого (управляющего) ансамбля при силе однонаправленной меж-

слойной связи 𝛾 = 0.4, соответствующей синхронному режиму в системе (5.1).

В этом случае с изменением величины 𝛼1 в первом кольце будут наблюдаться

пространственно-временные структуры, которые заметно отличаются от вида

структуры во втором кольце при 𝛾 = 0. Как показали расчеты, наличие однона-

правленной связи со стороны первого ансамбля приводит к возникновению во

втором ансамбле структур, синхронных с теми, которые реализуются в первом

ансамбле при заданном значении параметра 𝛼1. Другими словами, однонаправ-

ленная межслойная связь заставляет управляемый ансамбль полностью сле-

довать и повторять поведение управляющего ансамбля. Поясним этот эффект

более детально.

На рисунке 5.11,б приведены данные расчетов области синхронизации при

вариации параметра 𝛼1 и при фиксированном 𝛼2 = 3.85 для значения коэффи-
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циента связи 𝛾 = 0.4. Область синхронизации ограничена пунктирными ли-

ниями при 𝛼1 = 3.5 и 𝛼1 = 3.9, внутри которой коэффициент взаимной кор-

реляции 𝑅𝑖 > 0.99 для всех осцилляторов системы, что четко свидетельстует

о реализации эффекта вынужденной синхронизации. Вне области синхрони-

зации (рисунок 5.11,б) пространственно-временные структуры рассинхронизо-

ваны и 𝑅𝑖 < 0.99. Отметим, что 𝛼1 ≃ 3.5 является критическим значением

параметра первого (управляющего) ансамбля, ниже которого синхронизация

между связанными ансамблями полностью отсутствует. При 𝛼1 > 3.9 имеет

место кластерная синхронизация: существует небольшая группа осцилляторов,

для которых условие 𝑅𝑖 > 0.99 не выполняется (рисунок 5.11,б). Действитель-

но, изменение параметра 𝛼1 приводит к изменению характера пространственно-

временных структур, но они остаются близкими к идентичным и синхронным в

области синхронизации. В этом случае пространственно-временная структура

во втором (управляемом) ансамбле как бы «захватывается» структурами перво-

го (управляющего) ансамбля. Результирующие структуры являются синхрон-

ными, так как для этих режимов коэффициент взаимной корреляции 𝑅𝑖 > 0.99

для всех элементов системы (5.1).

Как уже упоминалось, различным значениям 𝛼1 в первом ансамбле от-

вечают различные структуры, которые индуцируют идентичные синхронные

структуры во втором ансамбле. В качестве примера на рисунке 5.12 приведены

пространственно-временные профили структур во взаимодействующих ансам-

блях для различных значений параметра 𝛼1 управляющего ансамбля.

Проведенные численные расчеты показали, что размер области синхро-

низации по параметру 𝛼1 зависит от величины силы связи 𝛾. Для иллюстрации

этой зависимости на рисунке 5.13 показана область вынужденной синхрониза-

ции пространственно-временных структур в системе (5.1), построенная на плос-

кости параметров (𝛼1, 𝛾). В заштрихованной области A коэффициент взаимной

корреляции 𝑅𝑖 > 0.99 для всех осцилляторов взаимодействующих ансамблей.

Это означает, что в области A реализуются синхронные структуры, почти иден-
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Рисунок 5.12. Пространственно-временные профили синхронных структур в

первом (верхний ряд) и втором (нижний ряд) ансамблях для различных

значений параметра 𝛼1: (а) 3.66, (б) 3.7, (в) 3.75. Другие параметры: 𝛾 = 0.4,

𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑅 = 𝑃 = 320

тичные структурам в первом кольце. Необходимо отметить следующее. При ва-

риации параметров 𝛼1 и 𝛾 внутри области A на рисунке 5.13 будут наблюдаться

различные пространственно-временные структуры в силу изменения параметра

𝛼1 в первом кольце. Однако, независимо от этого, всюду в области A структуры

в первом и втором кольцах будут идентичны и синхронны.

Из рисунка 5.13 также хорошо видно, что область синхронизации имеет

форму «языка», характеризуется некоторым пороговым значением (в данном

случае 𝛾th ≈ 0.333) и расширяется по параметру 𝛼1 при увеличении силы свя-

зи 𝛾. Исследования показали, что наличие порога синхронизации по параметру

𝛾 обусловлено сложностью и различием пространственно-временных структур,

устанавливающихся в ансамблях в отсутствие взаимодействия. Вид установив-
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Рисунок 5.13. Область вынужденной синхронизации

пространственно-временных структур в системе (5.1) на плоскости параметров

(𝛼1, 𝛾). Параметры: 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑅 = 𝑃 = 320

шихся режимов зависит от начальных условий, значений управляющих пара-

метров индивидуальных элементов ансамблей и от значений параметров нело-

кальной связи каждого ансамбля (𝜎1, 𝜎2, 𝑅 и 𝑃 ). В качестве примера и иллю-

страции сказанного на рисунке 5.14 приведена зависимость величины порогово-1
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Рисунок 5.14. Зависимость порогового значения 𝛾th области вынужденной

синхронизации от параметра 𝑅 первого кольца. Другие параметры: 𝛼1 = 3.7,

𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑃 = 320
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го значения 𝛾th области вынужденной синхронизации от изменения значений

радиуса нелокальной связи 𝑅 в первом (управляющем) кольце.

Как видно из приведенного графика (рисунок 5.14), характер зависимо-

сти является достаточно сложным и нелинейным, что объясняется сложностью

и разнообразием пространственно-временных структур, реализуемых в первом

кольце при изменении параметра нелокальной связи 𝑅.

5.4.4 Двупараметрические диаграммы режимов

С целью более полного и детального анализа эффекта вынужденной син-

хронизации в системе связанных ансамблей логистических отображений (5.1) с

однонаправленной диссипативной связью были рассчитаны и построены двупа-

раметрические диаграммы, отражающие наличие синхронных и несинхронных

режимов при изменении значений различных параметров системы и силы меж-

слойной связи 𝛾. В этом случае количественная оценка степени синхронности

пространственно-временных структур проводилась с помощью среднеквадра-

тичного отклонения значений 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 симметричных элементов взаимодейству-

ющих ансамблей с использованием усреднения как по времени, так и по элемен-

там ансамбля ∆ (5.6). На всех построенных диаграммах различные цветовые

оттенки соответствуют разным значениям величины ∆.

На рисунке 5.15 приведены двупараметрические диаграммы режимов в

системе (5.1) в зависимости от управляющих параметров 𝛼1 и 𝛼2 и силы свя-

зи 𝛾. Как видно из рисунка 5.15,а, для всего диапазона изменения параметра

𝛼1 (3.5 6 𝛼1 6 3.9) вынужденная синхронизация пространственно-временных

структур реализуется в интервале изменения силы связи 𝛾 ∈ [0.18, 1.2]. В дан-

ной области синхронизации значения характеристики ∆ < 0.1. В области малых

значений 𝛾 < 0.18 синхронизация структур не достигается. В этом случае зна-

чения девиации ∆ довольно существенные и лежат в интервале 0.18 6 ∆ 6 0.4.
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Рисунок 5.15. Двупараметрические диаграммы синхронных и несинхронных

режимов в системе (5.1) при изменении параметра 𝛼1 при 𝛼2 = 3.85 (а) и

параметра 𝛼2 при 𝛼1 = 3.7 (б) и вариации силы связи 𝛾. Другие параметры:

𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15, 𝑅 = 𝑃 = 320

Как видно из диаграммы, при небольших значениях параметра 𝛼1, например,

𝛼1 = 3.5, требуется значительная сила связи (𝛾 > 0.5) для наблюдения эффек-

тивной синхронизации структур, для которой ∆ < 0.02. Как показали расчеты,

в отсутствие связи при 𝛼1 = 3.5, 𝜎1 = 0.23 и 𝑅 = 320 в первом кольце реализует-

ся пространственно-однородный режим, соответствующий периодической дина-

мике во времени всех элементов ансамбля. Очевидно, что для воспроизведения

этой структуры во втором кольце, находящемся в режиме пространственно-

временного хаоса, требуется значительно увеличить силу однонаправленной

связи. При увеличении значений параметра 𝛼1 в первом ансамбле возникают

фазовые и амплитудные химерные структуры (рисунок 5.5,а). В этом случае

эффект синхронизации проявляется, уже начиная с достаточно небольших зна-

чений межслойной связи 𝛾 > 0.18 для значений параметра 𝛼1 ∈ [3.61, 3.9] (ри-

сунок 5.15,а). C увеличением параметра 𝛼1 и усилением силы связи 𝛾 значения

характеристики ∆ < 0.02. Данный факт можно также объяснить тем, что при
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увеличении значения 𝛼1 уменьшается степень неидентичности взаимодейству-

ющих ансамблей по управляющим параметрам (𝛼2 = 3.85), что способствует

более быстрому достижению синхронизации структур.

Если зафиксировать 𝛼1 = 3.7 и изменять параметры 𝛼2 и 𝛾, то в резуль-

тате расчетов значений величины ∆ (5.6) получим диаграмму режимов, приве-

денную на рисунке 5.15,б. В отличие от предыдущего случая (рисунок 5.15,а),

здесь наблюдается достаточно сильная зависимость реализации синхронных

структур от вариации параметра 𝛼2 во втором кольце. При значениях 𝛼2,

1.6 6 𝛼2 6 2.5 вынужденная синхронизация имеет место только при доволь-

но большой силе связи 𝛾 > 0.7, и в этом случае ∆ < 0.02. С увеличением

𝛼2 интервал значений 𝛾, при которых ∆ < 0.02, существенно расширяется и

синхронизация структур может наблюдаться уже при 𝛾 ≈ 0.16 для 𝛼2 > 3.3.

Данный результат обусловлен, как и в предыдущем случае, фактом уменьше-

ния неидентичности связанных ансамблей по управляющим параметрам. Таким

образом, на диаграмме рисунка 5.15,б можно выделить область вынужденной

синхронизации (темно-синего цвета), в которой ∆ < 0.02. Данная область по

форме напоминает клюв, расширяющийся по мере увеличения значения пара-

метра 𝛼2.

Аналогичные расчеты были проведены при вариации значений парамет-

ров нелокальной связи взаимодействующих ансамблей и построены двупара-

метрические диаграммы режимов в системе (5.1) при изменении силы связи 𝛾.

Соответствующие диаграммы приведены на рисунке 5.16 для различных зна-

чений радиуса связи 𝑅 и 𝑃 и на рисунке 5.17 при изменении силы нелокальной

связи 𝜎1 и 𝜎2.

Как видно из рисунка 5.16, диаграммы синхронных и несинхронных ре-

жимов в обоих случаях выглядят практически одинаково. Для всего диапазона

изменения значений радиуса связи как в первом кольце 𝑅 (рисунок 5.16,а), так

и во втором кольце 𝑃 (рисунок 5.16,б) вынужденная синхронизация наблюдает-
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Рисунок 5.16. Двупараметрические диаграммы синхронных и несинхронных

режимов в системе (5.1) при изменении параметра 𝑅 при 𝑃 = 320 (а) и

параметра 𝑃 при 𝑅 = 320 (б) и вариации силы связи 𝛾. Другие параметры:

𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 0.23, 𝜎2 = 0.15

ся при изменении силы межслойной связи в интервале 𝛾 ∈ [0.18, 1.2], в котором

значения характеристики ∆ < 0.02.

На диаграмме режимов при изменении силы нелокальной связи в первом

кольце 𝜎1 (рисунок 5.17,а) при фиксированном 𝜎2 = 0.15 можно выделить две

области синхронизации, отвечающих условию ∆ < 0.02. Первая область имеет

место при малых значениях 0.1 < 𝜎1 < 0.22 и досточно большой силе меж-

слойной связи 𝛾 > 0.4. Данная ситуация соответствует случаю практически

идентичных по параметрам нелокальной связи взаимосвязанных ансамблей.

Вторая область синхронизации на диаграмме соответствует достаточно силь-

ной силе нелокальной связи в первом ансамбле 𝜎1 ≥ 0.32. В этой области син-

хронные структуры в кольцах реализуются при силе связи 𝛾 ∈ [0.38, 1.2]. При

этом среднеквадратичное отклонение значений переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 ∆ < 0.02

(рисунок 5.17,а).
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Рисунок 5.17. Двупараметрические диаграммы синхронных и несинхронных

режимов в системе (5.1) при изменении параметра 𝜎1 при 𝜎2 = 0.15 (а) и

параметра 𝜎2 при 𝜎1 = 0.23 (б) и вариации силы связи 𝛾. Другие параметры:

𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝑅 = 𝑃 = 320

Немного отличается от предыдущего случай реализации режима вынуж-

денной синхронизации в системе (5.1) при вариации значений силы нелокаль-

ной связи во втором (управляемом) кольце 𝜎2 при фиксированном 𝜎1 = 0.23.

Соответствующая диаграмма режимов на плоскости параметров (𝛾, 𝜎2) пред-

ставлена на рисунке 5.17,б. Эффект вынужденной синхронизации, при котором

∆ . 0.02, имеет место для 𝜎2 ∈ [0.18, 0.3] и 𝛾 ∈ [0.18, 1.1]. Кроме того, как вид-

но из приведенной диаграммы, при сильной силе межслойной связи 𝛾 > 1.1 и

больших значениях силы нелокальной связи 𝜎2 > 0.37 (белая область на ри-

сунке 5.17,б) вынужденная синхронизация не достигается, траектории в этом

случае уходят на бесконечность.

Если сопоставить двупараметрические диаграммы, приведенные на ри-

сунках 5.15,а, 5.16, 5.17, то можно отметить определенное сходство, которое во

всех случаях проявляется в достаточно резком переходе к режиму эффектив-

ной синхронизации, характеризующийся значениями ∆ . 0.02. Данный переход
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наблюдается при 𝛾 ≃ 0.18 и согласуется с зависимостью ∆(𝛾), показанной на

рисунке 5.10.

5.5 Взаимная синхронизация диссипативно связанных

ансамблей

Обратимся теперь к анализу эффекта взаимной синхронизации

пространственно-временных структур, включая химерные, в системе дис-

сипативно связанных ансамблей (5.1). В этом случае межслойная связь

является взаимной и симметричной 𝛾21 = 𝛾12 = 𝛾 > 0, а функции связи

задаются соотношениями (5.2).

5.5.1 Случай идентичных ансамблей

Рассмотрим сначала взаимную синхронизацию структур в случае иден-

тичных ансамблей. При выбранных значениях параметров 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8,

𝜎=𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320, случайно распределенных начальных условиях и в

отсутствие связи 𝛾 = 0 ансамбли демонстрируют различные пространственно-

временные структуры, как показано на рисунке 5.2 и описано в разделе 5.4.1.

Как показывают численные расчеты, при введении симметричной связи

𝛾 ̸= 0 относительно малой интенсивности уже наблюдается эффект взаимной

синхронизации пространственно-временных структур. Результаты расчетов за-

висимости среднеквадратичного отклонения ∆ (5.6) от 𝛾 приведены на рисун-

ке 5.18. Как следует из данного графика, существует некоторая конечная об-

ласть значений коэффициента связи 𝛾 ∈ [0.1, 0.6], в которой величина ∆ строго

равна нулю. Это говорит о том, что структуры, реализуемые в этом случае во
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Рисунок 5.18. Зависимость величины ∆ (5.6) от силы симметричной связи 𝛾 в

системе идентичных диссипативно связанных ансамблей (5.1) при

𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320

взаимодействующих ансамблях, являются идентичными и синхронными, что

четко свидетельствует о наличии эффекта взаимной синхронизации. В обла-

стях слабой (0 < 𝛾 < 0.1) и сильной (𝛾 > 0.6) межслойной связи, ∆ отлично от

нуля и, следовательно, эффекта взаимной синхронизации не наблюдается.

На рисунке 5.19 в качестве примера приведены пространственно-

временные профили структур в каждом из ансамблей для различных значений

силы связи 𝛾. Из рисунка следует, что в результате взаимодействия в ансамблях

устанавливается синхронный пространственно-временной режим, кардинально

отличающийся от начальных структур (см. рисунок 5.2). Взаимосвязанные си-

стемы как бы подстраиваются друг под друга и взаимно выбирают определен-

ный синхронный режим. Подобный эффект является характерным и типичным

для явления взаимной синхронизации. Стоит также отметить, что с изменением

силы межслойной связи 𝛾 результирующие синхронные структуры в кольцах

видоизменяются (рисунок 5.19). Однако при этом значение ∆ всегда остается

равным нулю (рисунок 5.18).
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Рисунок 5.19. Пространственно-временные профили синхронных структур в

ансамблях 𝑥𝑖 (верхний ряд) и 𝑦𝑖 (нижний ряд) для различных значений силы

связи 𝛾: (а) 0.1, (б) 0.3, (в) 0.5. Другие параметры как для рисунка 5.18

5.5.2 Случай неидентичных систем

Введем в рассматриваемые взаимодействующие ансамбли расстройку

(5.1) по управляющим параметрам: 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85. Остальные парамет-

ры ансамблей полагаются одинаковыми и фиксированными: 𝜎1 = 𝜎2 = 0.28,

𝑅 = 𝑃 = 320. При данных выбранных значениях параметров и в отсутствие вза-

имодействия (𝛾 = 0) первое кольцо находится в пространственно-однородном

(периодическом) режиме, а во втором кольце еализуется химерная структу-

ра, включающая 1 некогерентный кластер амплитудной химеры (осцилляторы

с номерами 150 6 𝑖 6 230) и 2 некогерентных кластера (400 6 𝑖 6 500 и
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850 6 𝑖 6 950). Соответствующие пространственно-временные профили дина-

мики колец 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 приведены на рисунке 5.20,а.

Введем взаимную симметричную связь 𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾 и проведем числен-

ный анализ эволюции пространственно-временных стуктур в системе (5.1) при

изменении силы межслойной связи в интервале [0, 0.8]. В данном случае система

(5.1) итерируется в течение 1.2× 106 раз и первые 106 итераций отбрасываются

в качестве периода установления.

Как видно из рисунка 5.20,б,в, при введении взаимной симметричной свя-

зи пространственно-временные структуры в кольцах начинают сближаться и

при 𝛾 > 0.07 происходит синхронизация химерных структур. Это также под-

тверждается расчетом коэффициента взаимной корреляции 𝑅𝑖, который в этом1
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Рисунок 5.20. Пространственно-временные профили динамики первого кольца

𝑥𝑡𝑖 (верхний ряд) и второго кольца 𝑦𝑡𝑖 (нижний ряд) для различных значений

силы взаимной межслойной связи 𝛾: (а) 0.0, (б) 0.025, (в) 0.075. Параметры

системы (5.1): 𝛼1 = 3.7, 𝛼2 = 3.85, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.28, 𝑅 = 𝑃 = 320
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случае больше 0.99. Таким образом, можно говорить о реализации эффекта вза-

имной синхронизации в системе (5.1). Как и в случае идентичных ансамблей,

рассмотренном в разделе 5.5.1, синхронная структура, установившаяся во вза-

имодействующих ансамблях при 𝛾 = 0.075 (рисунок 5.20,в), отличается от со-

ответствующих структур, реализуемых в данных ансамблях в отсутствие связи

между ними (рисунок 5.20,а). Подобная ситуация сохраняется и наблюдается

при увеличении силы взаимной связи. В качестве иллюстрации на рисунке 5.21

показаны пространственно-временные профили синхронных структур во взаи-

модействующих ансамблях для 𝛾 = 0.2 и 𝛾 = 0.5.

Как видно из рисунка, профили реализуемых во взаимодействующих ан-

самблях структур существенно изменяются при увеличении силы связи, но оста-

ются синхронными. Данное наблюдение подтверждается расчетами среднеквад-

ратичного отклонения по времени 𝑑𝑖 (5.5) и по элементами ансамбля ∆ (5.6) при

изменении силы межслойной связи 𝛾. Соответствующие численные результаты

приведены на рисунке 5.22.

Из рисунка 5.22,а ясно видно, что каждому значению силы связи 𝛾 со-

ответствует определенная зависимость значений 𝑑𝑖 в пространстве системы

(5.1). Причем эти распределения отличны друг от друга. Это объясняется тем,

что при изменении силы межслойной связи в результате взаимной синхрони-

зации в ансамблях устанавливаются каждый раз абсолютно другие синхрон-

ные пространственно-временные структуры. Эти режимы могут быть довольно

сложными и представлять собой химерные структуры, состоящие из несколь-

ких некогерентных кластеров, как показано на рисунках 5.20,в и 5.21,а. При

других значениях 𝛾, наоборот, результирующая синхронная структура явля-

ется довольно простой и может соответствовать пространственно-однородному

режиму, как, например, на рисунке 5.21,б для 𝛾 = 0.5.

Тем не менее, во всех случаях, привиденных на рисунке 5.22,а, значения

𝑑𝑖 < 0.027, что определенно может свидетельствовать о реализации эффек-

та частичной (или нестрогой) взаимной синхронизации в случае неидентич-
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Рисунок 5.21. Пространственно-временные профили динамики первого кольца

(верхний ряд) и второго кольца (нижний ряд) в случае взаимной

синхронизации при различных значениях 𝛾: (а) 0.2, (б) 0.5. Параметры

системы (5.1) как для рисунка 5.20

ных взаимодействующих ансамблей. Как видно из рисунка 5.22,а,б, обе вели-

чины 𝑑𝑖 и ∆ принимают минимальные, близкие к нулю значения при 𝛾 = 0.5:

𝑑𝑖 = ∆ = 0.0015. Если в качестве критерия взаимной синхронизации принять

выполнение условия ∆ < 0.02, то на графике зависимости ∆(𝛾) (рисунок 5.22,б)

можно выделить конечную область значений параметра связи 𝛾 ∈ [0.1, 0.6], от-

вечающую конечной области взаимной синхронизации.
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Рисунок 5.22. Зависимости величин 𝑑𝑖 (5.5) от номера элемента 𝑖 (а) и ∆ (5.6)

от силы межслойной связи 𝛾 (б) в случае взаимной синхронизации структур в

системе (5.1). Параметры как для рисунка 5.20

Наличие конечной области взаимной синхронизации можно также оце-

нить на основе расчетов значения коэффициента взаимной корреляции 𝑅𝑖 (5.4)

для элементов системы (5.1). Как было показано, в случае синхронизации

𝑅𝑖 > 0.99 для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Используя данный критерий, была постро-

ена область синхронизации по силе связи между кольцами 𝛾, показанная на

рисунке 5.23.

Эффект взаимной синхронизации имеет место в конечной области, огра-

ниченной на рисунке 5.23 горизонтальными пунктирными линиями и соответ-

ствующей интервалу изменения силы связи 0.08 6 𝛾 6 0.72. Внутри этой обла-

сти 𝑅𝑖 ≥ 0.99 для всех элементов взаимодействующих ансамблей (5.1).
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Рисунок 5.23. Область взаимной синхронизации (ограниченная

горизонтальными пунктирными линиями) пространственно-временных

структур в системе (5.1) по силе связи между кольцами 𝛾. Параметры

системы как для рисунка 5.20

5.6 Сравнение с классическими эффектами

синхронизации периодических автоколебаний

Качественно эффекты синхронизации пространственно-временных струк-

тур, включая химерные, описанные выше, можно сравнить с классическим эф-

фектом синхронизации периодических автоколебаний. Действительно, в этом

случае в качестве простейшей структуры мы можем рассматривать спектраль-

ную линию колебаний на частоте 𝜔. Тогда при вынужденной синхронизации

поведение управляющего генератора будет характеризоваться спектральной ли-

нией на частоте 𝜔1, а структура управляемого генератора − спектральной ли-

нией на частоте 𝜔0. В области синхронизации осуществляется эффект захвата

частоты: частота управляемого генератора 𝜔0 смещается и совпадает с частотой

управляющего генератора 𝜔0 = 𝜔1. Это равенство сохраняется в области син-

хронизации. Изменение частоты 𝜔1 приводит к изменению 𝜔0 так, что в области
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синхронизации равенство 𝜔0 = 𝜔1 сохраняется. В случае взаимной синхрониза-

ции двух генераторов с частотами 𝜔1 и 𝜔2 происходит аналогичное явление с той

лишь разницей, что в области синхронизации может установиться либо частота

𝜔1, либо 𝜔2, либо некоторое промежуточное значение частоты 𝜔1 < 𝜔 < 𝜔2.

Как следует из приведенных результатов численных исследований дина-

мики ансамблей (5.1), представленных выше, в случае взаимодействия двух ан-

самблей из нелинейных дискретных систем мы имеем качественно эквивалент-

ную картину. При вынужденной синхронизации пространственно-временная

структура управляющего ансамбля «захватывает» структуру управляемого ан-

самбля и идентичные структуры сохраняются в области синхронизации (см.

рисунки 5.3, 5.7, 5.11−5.13). При взаимной синхронизации реализуется взаи-

мозахват структур во взаимодействующих ансамблях. При этом синхронные

структуры отличаются от исходных структур при отсутствии связи (см. рисун-

ки 5.19−5.21), что также характерно для взаимной синхронизации связанных

периодических автогенераторов.

Наконец, показательным является результат, представленный на

рисунке 5.13, характеризующий область вынужденной синхронизации

пространственно-временных структур. График рисунка 5.13 можно каче-

ственно сопоставить с классической теорией вынужденной синхронизации

периодических автоколебаний. На основе указанной теории область выеуж-

денной синхронизации изображается в виде треугольной области на плоскости

«амплитуда внешнего сигнала − частотная расстройка». При этом ширина

области синхронизации сужается с уменьшением амплитуды и обращается в

нуль при нулевом значении амплитуды воздействия. В нашем случае роль

«амплитуды воздействия» играет коэффициент связи 𝛾, который определяет

амплитуду колебаний во втором ансамбле. Параметр 𝛼1 при фиксированном

𝛼2 = const определяет «расстройку» структур ∆𝛼 = |𝛼1 − 𝛼2|. В отличие от

синхронизации периодических автоколебаний в случае взаимодействия ансам-

блей имеет место порог синхронизации по коэффициенту 𝛾 (см. рисунок 5.13).
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Наличие порога является следствием неиндентичности взаимодействующих

ансамблей (5.1), а его высота зависит от параметров нелокальной связи

каждого ансамбля.

5.7 Эффекты синхронизации в системе ансамблей с

инерционной связью

В разделах 5.4 и 5.5 были исследованы и установлены эффекты выеужден-

ной и взаимной синхронизации пространственно-временных структур, включая

химерные структуры различных типов, при диссипативной связи (5.2) между

идентичными и неидентичными ансамблями нелокально связанных логисти-

ческих отображений (5.1). Рассмотрим в качестве иллюстрации и сравнения

случай инерционной связи между ансамблями, которая задается выражениями

(5.3).

Обратимся вначале к системе идентичных ансамблей нелокально связан-

ных логистических отображений. Все значения параметров соответствуют слу-

чаю идентичных ансамблей с диссипативным типом связи: 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8,

𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320. Начальные условия являются также случай-

но распределенными в интервале [0, 1] для всех элементов системы (5.1), но их

реализация выбрана той же самой, что и в предыдущем случае. Таким образом,

исходные пространственные-временные структуры, установившиеся в идентич-

ных ансамблях в отсутствие связи между ними, аналогичны рассмотренным

выше (раздел 5.4.1) и показаны на рисунке 5.2.

Однонаправленная связь. Рассмотрим случай, когда инерционная

связь является однаправленной. При этом второе кольцо находится под вли-

янием первого кольца. Сила межслойной связи определяется коэффициентом

𝛾12 = 𝛾 > 0, при этом 𝛾21 = 0. При увеличении силы связи структура во
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втором (управляемом) кольце под воздействием со стороны первого (управ-

ляющего) кольца начинает сильно видоизменяться по сравнению с начально

установленной структурой. Соответствующие пространственно-временные про-

фили структур во втором ансамбле приведены на рисунке 5.24 для различных

значений силы связи 𝛾.
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Рисунок 5.24. Пространственно-временные профили динамики второго

ансамбля 𝑦𝑖 в случае однонаправленно связанных ансамблей (5.1) с

инерционной связью (5.3) для различных значений силы связи 𝛾: (а) 0.02, (б)

0.06, (в) 0.08 , (г) 0.1. Параметры: 𝛼1 = 𝛼2 = 3.8, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.32, 𝑅 = 𝑃 = 320
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Как видно из приведенных профилей, с увеличением силы однонаправ-

ленной связи пространственно-временные структуры во втором кольце остают-

ся достаточно сложными, а иногда даже существенно усложняются по сравне-

нию с начальным режимом. Однако, из сравнения рисунков 5.2,а и 5.24 сле-

дует, что при всех указанных значениях 𝛾 структура, реализуемая во втором

кольце, сильно отличается от структуры в первом кольце. Данное обстоятель-

ство подтверждается расчетами среднеквадратичного отклонения ∆ (5.6) при

изменении значения силы связи 𝛾. График зависимости ∆(𝛾) приведен на ри-

сунке 5.25,а. Как видно из рисунка, значение величины ∆ > 0.22 для всех

значений 𝛾 в диапазоне его изменения [0, 0.1]. Минимальное значение ∆ ≈ 0.22

достигается только при 𝛾 = 0.08.

Таким образом, на основе анализа пространственно-временных профилей

структур в управляемом ансамбле 𝑦𝑖 (рисунок 5.24) и зависимости ∆(𝛾) (рису-

нок 5.25,а) можно заключить, что эффект вынужденной синхронизации струк-

тур в случае инерционно связанных идентичных ансамблей не реализуется.

(а) (б)

Рисунок 5.25. Зависимости величины ∆ (5.6) от силы межслойной связи 𝛾 при

однонаправленной (a) и взаимной (б) инерционной связи между ансамблями

(5.1). Параметры как для рисунка 5.24
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Взаимная симметричная связь. Как показали проведенные числен-

ные исследования, аналогичная ситуация наблюдается и в случае взаимной и

симметричной инерционной связи между идентичными ансамблями логистиче-

ских отображений. Для иллюстрации данного факта на рисунке 5.26 представ-

лены пространственно-временные профили динамики первого (верхний ряд) и

второго (нижний ряд) ансамблей, а на рисунке 5.25,б − график зависимости

∆(𝛾).

Из сопоставления профилей 𝑥𝑡𝑖 и 𝑦𝑡𝑖 для взаимосвязанных ансамблей на

рисунке 5.26 следует, что при наличии взаимной инерционной связи ансамбли

1

t

1

t

1

t

t

1

t

1

t

1

(а) (б) (в)

Рисунок 5.26. Пространственно-временные профили динамики взаимно

связанных ансамблей 𝑥𝑡𝑖 (верхний ряд) и 𝑦𝑡𝑖 (нижний ряд) для различных

значений силы инерционной связи 𝛾: (а) 0.02, (б) 0.06, (в) 0.08. Параметры

системы (5.1) как для рисунка 5.24
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не могут взаимоподстроиться друг к другу. Установившиеся пространственно-

временные режимы хотя и отличаются от начальных структур, но абсолютно не

совпадают ни для одного значения 𝛾. Среднеквадратичное отклонение значений

𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 по времени и по элементам ансамбля ∆ довольно значительное, как

видно из графика зависимости ∆(𝛾) на рисунке 5.25,б. Минимальные значения

∆ = 0.15 и ∆ = 0.14 достигаются при 𝛾 = 0.06 и 𝛾 = 0.08, соответственно, для

структур, изображенных на рисунке 5.26,б,в.

Таким образом, и для случая взаимной и симметричной инерционной свя-

зи между идентичными ансамблями эффекта синхронизации также не наблю-

дается.

Проведенные численные расчеты динамики неидентичных ансамблей ло-

гистических отображений (5.1) с инерционным типом взаимосвязи (5.3) по-

казали невозможность достичь эффектов вынужденной и взаимной синхро-

низации пространственно-временных структур. Таким образом, в рассмотрен-

ном случае двухслойной мультиплексной сети нелокально связанных логисти-

ческих отображений только диссипативная связь между ансамблями способ-

ствует реализации эффектов вынужденной и взаимной синхронизации слож-

ных пространственно-временных структур, включая химерные, как в случае

идентичных, так и неидентичных взаимодействующих ансамблей.

5.8 Взаимная синхронизация сложных структур в системе

связанных ансамблей Эно и Лози

В четвертой главе было показано, что введение взаимной и симметрич-

ной связи между ансамблями, состоящими из нелокально связанных отобра-

жений Эно и Лози (4.1), приводит к возникновению принципиально новых

пространственно-временных структур, которые в отсутствие взаимодействия в
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ансамблях не наблюдались. Численные исследования показали, что типичным

явлением в связанных ансамблях (4.1) является также реализация эффекта вза-

имной синхронизации пространственно-временной динамики [338]. Изменение

взаимной межслойной связи 𝛾 между кольцами с различными типами элемен-

тов приводит к идентичности пространственно-временных структур, наблюда-

емых в ансамбле отображений Эно и в ансамбле отображений Лози. Проиллю-

стрируем данный эффект более подробно.

На рисунке 5.27 представлены характерные примеры реализации различ-

ных идентичных структур в системе связанных ансамблей (4.1) в случае дисси-

пативной связи (4.2). В зависимости от значений параметра нелокальной связи

ансамбля отображений Эно 𝜎1, силы межслойной связи 𝛾 и случайных началь-

ных условий для всех элементов взаимодействующий колец синхронные струк-

туры могут характеризоваться режимом сосуществования амплитудной и фазо-

вой химерных состояний (рисунок 5.27,а), наличием некогерентных кластеров

фазовой химеры (рисунок 5.27,б), либо представлять собой достаточно сложную

пространственно-временную структуру, мгновенный профиль которой в ансам-

блях Эно и Лози приведен на рисунке 5.27,в. Для доказательства идентично-

сти реализуемых синхронных структур необходимо провести количественную

оценку степени синхронизации колебательных процессов элементов связанных

ансамблей. С этой целью используется коэффициент взаимной корреляции 𝑅𝑖,

который для случая системы (4.1) определяется следующей формулой:

𝑅𝑖 =
⟨�̃�𝑡𝑖�̃�𝑡𝑖⟩√︀

⟨(�̃�𝑡𝑖)2⟩⟨(�̃�𝑡𝑖)2⟩
,

�̃�𝑖 = 𝑥𝑖 − ⟨𝑥𝑖⟩, �̃�𝑖 = 𝑢𝑖 − ⟨𝑢𝑖⟩.
(5.7)

Результаты расчетов 𝑅𝑖 для структур, приведенных на рисунке 5.27 (верх-

ний и средний ряд), представлены на том же рисунке в нижнем ряду. Как видно

из графиков, во всех трех случаях коэффициенты взаимной корреляции элемен-

тов 𝑅𝑖 очень близки к единице: 0.99 6 𝑅𝑖 6 1.0. Этот результат свидетельству-

ет о близости колебаний элементов ансамбля Эно и Лози к идентичным для
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Рисунок 5.27. Синхронные пространственно-временные структуры в

системе (4.1) в случае диссипативной связи (4.2): (а) амплитудное и фазовое

химерные состояния и (б) фазовая химера при 𝜎1 = 0.32 , 𝛾 = 0.375, (в)

сложная пространственно-временная структура при 𝜎1 = 0.18, 𝛾 = 0.375.

Мгновенные профили динамики ансамбля отображений Эно − верхний ряд,

ансамбля отображений Лози − средний ряд, распределения значений

коэффициента взаимной корреляции 𝑅𝑖 (5.7) − нижний ряд. Другие

параметры системы (4.1): 𝜎2 = 0.15, 𝑃 = 320, 𝑅 = 190
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приведенных на рисунке 5.27 пространственно-временных структур. Значение

коэффициента взаимной корреляции 𝑅𝑖 близко, но не равно единице. Как из-

вестно, равенство единице характеризует эффект полной синхронизации, кото-

рая возможна лишь в случае идентичности взаимодействующих осцилляторов.

В нашем случае осцилляторы различны и близость 𝑅𝑖 к единице позволяет го-

ворить о практически идентичных процессах в соответствующих осцилляторах.

С целью обосновать реализацию эффекта синхронизации в конечной об-

ласти значений параметров системы (4.1) была построена область синхрони-

зации на плоскости параметров исследуемой системы. Область синхронизации

для структуры, изображенной на рисунке 5.27,а, приведена на рисунке 5.28 на

плоскости параметров (𝛾, 𝜎1). Как можно видеть, эффект взаимной синхрони-

зации реализуется в достаточно широкой области изменения параметров связи:

𝛾 ∈ [0.21, 0.48], 𝜎1 ∈ [0.22, 0.38]. Аналогичные результаты были получены и для

области синхронизации на плоскости других параметров связи.

0.2

0.24

σ1

0.36

0.4

0.2 0.25 γ 0.45 0.5

synchronization

Рисунок 5.28. Область синхронизации на плоскости параметров (𝛾, 𝜎1) для

структуры, представленной на рисунке 5.27,а. Параметры системы (4.1):

𝜎2 = 0.15, 𝑃 = 320, 𝑅 = 190
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Таким образом, можно говорить о реализации эффекта синхронизации

сложных пространственно-временных структур во взаимодействующих гетеро-

генных ансамблях, состаленных из элементов с качественно разным поведением.

5.9 Выводы по пятой главе

В данной главе представлены результаты численных исследований эф-

фектов вынужденной и взаимной синхронизации в двухслойной мультиплекс-

ной сети, состоящей из ансамблей нелокально связанных логистических отоб-

ражений, отображений Эно и Лози. Полученные данные позволяют сделать

следующие основные выводы.

1. В результате исследования динамики системы связанных ансамблей ло-

гистических отображений, отображений Эно и Лози впервые установле-

ны и подробно описаны эффекты вынужденной и взаимной синхрониза-

ции сложных пространственно-временных структур, включая химерные, в

случае диссипативной связи между ансамблями. Синхронность колебаний

осцилляторов реализуемых структур подтверждена расчетами коэффици-

ента взаимной корреляции 𝑅𝑖, значения которого в режиме синхронизации

близки к единице для всех элементов системы, среднеквадратичных откло-

нений по времени 𝑑𝑖 и по элементам ансамбля ∆, которые обращаются в

ноль в режиме синхронизации.

2. Показано, что эффекты вынужденной и взаимной синхронизации в иссле-

дуемых ансамблях наблюдаются в конечных областях синхронизации, что

подтверждено и проиллюстрировано расчетами областей синхронизации

на плоскости различных параметров рассматриваемых систем с использо-

ванием количественных характеристик степени синхронизации.
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3. Проведены исследования эффектов синхронизации химерных структур

для случая инерционной связи между ансамблями хаотических осцилля-

торов. Сравнительный анализ полученных результатов показал, что дис-

сипативный тип связи между ансамблями хаотических осцилляторов в

бо́льшей степени способствует реализации эффекта синхронизации химер-

ных структур.

4. Проведено сопоставление и показана аналогия полученных результатов с

выводами классической теории синхронизации периодических автоколе-

баний. Это позволяет считать, что результаты настоящей работы мож-

но рассматривать как обобщение представлений о классическом явлении

синхронизации периодических автоколебаний на случай синхронизации

пространственно-временных структур в системах связанных ансамблей

нелокально взаимодействующих нелинейных осцилляторов.
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Глава 6. Вынужденная синхронизация

химерных структур в многослойных сетях

хаотических отображений

6.1 Введение

Большой интерес представляют эффекты синхронизации, касающиеся не

только изолированного ансамбля, а процессов и структур во взаимодействую-

щих ансамблях [18,34,290,338,351,456,457], распределенных системах [458–463],

малых мирах [464], и многослойных сетях [18,271,272,286–289,292,293,295,296,

299,300,302,306–308]. В целом, проблема синхронизации сложных многокомпо-

нентных систем еще сравнительно мало изучена. Исследование эффектов син-

хронизации пространственных структур и кластеров, формирующихся в слож-

ных системах, является важной задачей с точки зрения моделирования и по-

нимания процессов, протекающих в реальных сложных системах, таких как

нейронные сети, клеточные ткани, сообщества живых организмов, транспорт-

ные системы, информационные и энергетические сети и т. д., в которых можно

выделить отдельные сложные подсистемы, взаимодействующие между собой.

В связи с вышесказанным одной из важных в указанном направлении

является задача о взаимодействии и синхронизации химерных структур в мно-

гослойных и мультиплексных сетях. Многослойные сети состоят из множества

подсистем (слоев), имеющих, в общем случае, различное количество узлов, со-

единенных произвольными связями как внутри каждого слоя, так и между сло-

ями [271–274]. Мультиплексные сети являются частным случаем многослойных
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сетей, когда каждый слой включает одно и то же количество узлов, связанных

только с соответствующими узлами соседних слоев [275,276].

В шестой главе диссертационной работы представлены результаты чис-

ленных исследований динамики мультиплексной сети хаотических осциллято-

ров с целью анализа возможности передачи некоторой выбранной сложной про-

странственной структуры в сети от одного слоя к другому и установления усло-

вий такой передачи с минимальными изменениями данной структуры. Каждый

из слоев представлял собой ансамбль (кольцо) хаотических элементов с нело-

кальными связями и при соответствующем выборе параметров мог демонстри-

ровать химерные состояния. Исследованы примеры сетей, состоящих из эле-

ментов, описываемых логистическим и кубическим отображениями. В качестве

передаваемой (задающей) структуры в первом слое выбиралась сложная про-

странственная структура, соответствующая химерному состоянию. Для случая

логистических и кубических отображений эти структуры представляли собой

химеры различных типов: фазовую, амплитудную и двухъямную химеры. Рас-

смотрено однонаправленное взаимодействие слоев в случае их идентичности и

слабой неоднородности, а также взаимодействие слоев при наличии несиммет-

ричной взаимной связи. Детально исследовано и проанализировано влияние

степени неоднородности слоев и величины обратной связи на вынужденную

синхронизацию мультиплексной сети в режимах химерных состояний.

Данная глава базируется на материалах и результатах, опубликованных

в работах [341,349].
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6.2 Вынужденная синхронизация химерных структур в

однородной мультиплексной сети

6.2.1 Исследуемая модель и оценка степени синхронности

структур

В качестве объекта исследования выбрана многослойная (мультиплекс-

ная) сеть одномерных отображений, схематически представленная на рисун-

ке 6.1. Каждый из слоев представляет собой кольцо нелокально связанных ха-

отических осцилляторов.

Рисунок 6.1. Схематическое представление исследуемой сети нелокально

связанных осцилляторов
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Данная сеть описывается следующей системой уравнений [341,349]:

𝑥𝑗𝑖(𝑛 + 1) = 𝑓𝑗𝑖(𝑛) +
𝜎𝑖

2𝑃𝑖

𝑗+𝑃𝑖∑︁
𝑘=𝑗−𝑃𝑖

[𝑓𝑘𝑖(𝑛) − 𝑓𝑗𝑖(𝑛)] +

+ 𝛾𝑖[𝑓𝑗𝑖−1(𝑛) − 𝑓𝑗𝑖(𝑛)] + 𝑔𝑖[𝑓𝑗𝑖+1(𝑛) − 𝑓𝑗𝑖(𝑛)], (6.1)

𝑓𝑗𝑖(𝑛) = 𝑓(𝑥𝑗𝑖(𝑛), 𝛼𝑖), 𝑥𝑗±𝑁𝑖(𝑛) = 𝑥𝑗𝑖(𝑛), 𝑥𝑗0 = 𝑥𝑗1, 𝑥𝑗,𝑀+1 = 𝑥𝑗,𝑀 ,

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀,

Здесь 𝑗 − номер элемента в слое (кольце), 𝑖− номер слоя, 𝑛− дискретное время

(номер итерации отображения). Сеть (6.1) состоит из 𝑀 = 20 слоев, каждый из

которых содержит 𝑁 = 1000 элементов. Нелокальная связь в каждом кольце

характеризуется коэффициентом или силой связи 𝜎𝑖 (для 𝑖-го слоя) и числом

соседей 𝑃𝑖 с каждой стороны 𝑗-го элемента ансамбля. Степень нелокальности

взаимодействия элементов 𝑖-го слоя также задается радиусом связи 𝑟𝑖 = 𝑃𝑖/𝑁 .

Предполагается, что все соседние слои, кроме первого, могут взаимно вли-

ять друг на друга. Элементы соседних слоев попарно соединены локальной свя-

зью, то есть взаимодействуют только соответствующие элементы (с одним но-

мером 𝑗) соседних слоев. При этом коэффициенты связи в разном направлении

могут быть различны: 𝛾𝑖 определяет силу воздействия на 𝑖-й слой со стороны

элементов предыдущего, (𝑖−1)-го слоя, а 𝑔𝑖 − силу воздействия на 𝑖-й слой по-

следующего, (𝑖 + 1)-го слоя. Первый (задающий) слой воздействует на второй

слой однонаправленно и последний, 𝑀 -й слой оказывает воздействие только на

предыдущий, (𝑀 − 1) слой. Таким образом, в системе (6.1) полагается, что

𝛾1 = 0, 𝑔1 = 0, 𝑔𝑀 = 0. (6.2)

Следует заметить, что связь элементов внутри отдельных слоев и связь

между элементами разных слоев (межслойная связь) имеет один и тот же ха-

рактер. Она производится через разность функций, задающих динамику эле-

ментов, и является диссипативной. Такой характер связи наиболее способствует
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синхронизации динамики элементов, как было показано в главе 5 для случая

системы двух связанных ансамблей логистических отображений.

Динамика отдельно взятого элемента сети (6.1) в отсутствие связи меж-

ду кольцами описывается одномерным отображением, задаваемым функцией

последования одного вида 𝑓(𝑥𝑗𝑖(𝑛), 𝛼𝑖), где 𝛼𝑖 − значение управляющего пара-

метра в 𝑖-м слое. В проводимых численных исследованиях используются два

типа отображений с хаотической динамикой: логистическое отображение в ви-

де:

𝑓(𝑥, 𝛼) = 𝛼− 𝑥2, (6.3)

и одномерное кубическое отображение:

𝑓(𝑥, 𝛼) = (𝛼− 𝑥3) exp

(︂
−𝑥2

10

)︂
. (6.4)

Первый слой, являющийся задающим, может иметь параметры, отлич-

ные от других слоев. Выберем параметры слоев в соответствии с желаемым

типом динамического режима. Интерес представляет область параметров, кото-

рая соответствует переходу от несинхронного хаоса к полной пространственной

когерентности, в которой реализуются химерные состояния. Кроме параметров,

пространственная структура в каждом слое определяется начальными услови-

ями. Выберем случайным образом начальные состояния элементов всех слоев с

равномерным распределением значений 𝑥𝑗𝑖(0) в определенном интервале. Эти

начальные значения в дальнейшем фиксируются и остаются неизменными в

процессе всех вычислений. Для первого слоя выбирается и фиксируется такое

начальное распределение, которое приводит к установлению в этом слое доста-

точно четко выраженной химерной структуры, отличной от пространственно-

временных структур в других слоях. Данная структура также оставалась неиз-

менной при всех вычислениях. Взаимодействие между слоями осуществляется

спустя определенное время, достаточное для установления динамических ре-

жимов и пространственных структур во всех слоях сети. В проводимых чис-

ленных исследованиях время установления выбиралось равным 𝑛0 = 2 × 104,
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время расчета при взаимодействии слоев также составляло 𝑛1 = 2×104. Воздей-

ствие первого слоя с заданной химерной структурой (или мастер-структурой)

на установившиеся структуры в других слоях вызывает их изменение и при

определенной силе связи между слоями должно приводить к эффектам син-

хронизации структур, описанным в главе 5 и работах [338,351].

Для количественной оценки степени близости (синхронности) структур в

различных слоях к задающей структуре в первом слое, использована следую-

щая характеристика, которую будем называть средним квадратом отклонения

структуры 𝑖-го слоя:

𝛿𝑖 = ⟨(𝑥𝑗𝑖(𝑛) − 𝑥𝑗1(𝑛))2⟩𝑗,𝜈 =
1

𝜈

𝜈∑︁
𝑛=1

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗𝑖(𝑛) − 𝑥𝑗1(𝑛))2, (6.5)

𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где угловые скобки ⟨. . .⟩ означают усреднение значений квадрата отклонения

по 𝑁 элементам 𝑖-го слоя, а также по времени на 𝜈 итерациях в установив-

шемся режиме. Значение 𝛿𝑖 характеризует ошибку воспроизведения задающей

структуры в 𝑖-м слое или, другими словами, степень синхронизации мастер-

структуры. В случае однородной сети, когда все слои полностью идентичны,

значения величин 𝛿𝑖 с ростом силы межслойной связи устанавливаются рав-

ными нулю с точностью до погрешности вычислений. Подобная величина ∆

(5.6) была уже введена в главе 5 и использовалась для количественной оцен-

ки степени синхронности пространственно-временных структур в системе двух

связанных ансамблей логистических отображений (5.1). В данном случае мож-

но рассматривать величину 𝛿𝑖 = ∆2, где нижний индекс 𝑖 соответствует 𝑖-му

слою сети (6.1).
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6.2.2 Сеть логистических отображений

Рассмотрим систему (6.1) в случае, когда динамика индивидуального эле-

мента описывается логистическим отображением (6.3). Как было показано в

главе 1, для ансамблей нелокально связанных хаотических систем с переходом

к хаосу через последовательность удвоений периода характерны два типа хи-

мерных структур, названные фазовыми и амплитудными химерами [342, 346].

Данные режимы были подробно исследованы и описаны в главе 1 диссертаци-

онной работы.

Выберем и зафиксируем параметры первого слоя: 𝛼1 = 1.7, 𝜎1 = 0.3,

𝑟1 = 0.32. Начальные условия выбраны случайным образом для всех слоев

сети и равномерно распределены в интервале [0, 1]. В этом случае в первом

слое устанавливается режим фазовой химеры, состоящий из двух когерент-

ных и двух некогерентных кластеров. Во всех проводимых расчетах сети

логистических отображений состояние первого слоя предполагалось одним и

тем же. Рассмотрим, как влияет однонаправленное взаимодействие слоев на

пространственные структуры в случае идентичных слоев и в случае расстройки

параметров первого слоя и всех остальных, которые полагаются одинаковыми.

При этом 𝛾𝑖 ̸= 0 и 𝑔𝑖 = 0 для любого 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 .

Случай идентичных слоев. В этом случае параметры всех слоев, вклю-

чая первый, имеют одинаковые значения: 𝛼𝑖 = 𝛼2 = 𝛼1 = 1.7, 𝜎𝑖 = 𝜎2 =

𝜎1 = 0.3, 𝑟𝑖 = 𝑟2 = 𝑟1 = 0.32, 𝛾𝑖 = 𝛾2 = 𝛾 для 𝑖 = 3, 4, . . . ,𝑀 . Различия

пространственных структур в различных слоях сети определяются только на-

чальными условиями. Примеры полученных в этом случае установившихся про-

странственных структур в различных слоях без взаимодействия (𝛾 = 0) и при

наличии однонаправленной связи приведены на рисунке 6.2.
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рисунок 6.2. Иллюстрация пространственных структур в различных

идентичных слоях сети логистических отображений (6.1). На фрагментах

(а)−(в) приведены мгновенные пространственные профили в выбранных

слоях в отсутствие межслойной связи (а) и при однаправленной связи 𝛾 = 0.16

(б) и 𝛾 = 0.2 (в). Соответствующие мгновенные пространственные диаграммы

показаны на фрагментах (г)−(е), на которых различные тона соответствуют

мгновенным значениям переменных 𝑥𝑗𝑖. Другие параметры сети:

𝛼1 = 𝛼2 = 1.7, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.3, 𝑟1 = 𝑟2 = 0.32
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Верхний фрагмент на рисунке 6.2,а показывает задающую структуру в

первом слое, соответствующую фазовой химере. Как видно из мгновенного про-

странственного профиля, данная структура включает два некогерентных (эле-

менты с номерами 280 6 𝑖 6 360 и 820 6 𝑖 6 875) и два когерентных кластера.

Другие фрагменты на рисунке 6.2,а соответствуют мгновенным профилям раз-

личных пространственных структур, устанавливающихся в разных слоях се-

ти в отсутствие связи. Можно видеть фазовую химеру (кластеры элементов

90 6 𝑖 6 125 и 490 6 𝑖 6 790) в 5-м слое (рисунок 6.2,а, средний фрагмент)

и комбинированную химеру с кластерами некогерентности фазового (элемен-

ты с номерами 280 6 𝑖 6 340 и 650 6 𝑖 6 675) и амплитудного (кластер с

элементами 0 6 𝑖 6 50 и 925 6 𝑖 6 1000) типа в слое 10 (рисунок 6.2,а, ниж-

ний фрагмент). В силу задания случайных начальных условий установившиеся

пространственные структуры во всех слоях сети логистических отображений

являются абсолютно различными. Это нагляднее всего можно представить с

помощью двумерных диаграмм мгновенных состояний сети, где по координат-

ным осям отложены индексы 𝑗 и 𝑖 (дискретные координаты элемента сети), а

градации цвета соответствуют различным уровням значений переменных 𝑥𝑗𝑖.

Подобная мгновенная пространственная диаграмма сети приведена на рисун-

ке 6.2,г в отсутствие связи между кольцами.

При введении однонаправленной связи с интенсивностью 𝛾 = 0.16 в пер-

вых пяти слоях возникает одинаковая структура (рисунок 6.2,б, верхний фраг-

мент), совпадающая с задающей. В следующем, 6-м слое еще можно видеть

остатки химерной структуры с малым диапазоном изменений динамических

переменных в кластерах некогерентности (рисунок 6.2,б, средний фрагмент).

В других же слоях, в результате влияния предыдущих слоев на последующие,

вместо химерных структур устанавливаются режимы частичной когерентности,

которые характеризуются гладкими пространственными профилями, различ-

ными для различных слоев. В качестве примера на нижнем фрагменте рисун-

ка 6.2,б приведен мгновенный профиль пространственной структуры в послед-
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нем, 20-м слое сети (6.1). Реализация эффекта вынужденной синхронизации в

первых пяти слоях и изменения, произошедшие в пространственных структу-

рах остальных слоев сети при их взаимодействии, хорошо видны на мгновенной

пространственной диаграмме, изображенной на рисунке 6.2,д.

При более сильной связи, 𝛾 = 0.2, происходит вынужденная синхрониза-

ция всех слоев. Задающая структура повторяется в каждом слое без заметных

изменений. Это следует из мгновенных пространственных профилей структур

для 5-го, 10-го и 20-го слоев сети, приведенных на рисунке 6.2,в, и мгновенной

пространственной диаграммы на рисунке 6.2,е.

Рассмотрим поведение элементов сети во времени. Динамика отдельного

логистического отображения (6.3) при выбранном значении параметра 𝛼 = 1.7

является хаотической. В результате нелокального взаимодействия, колебания

элементов в первом слое сети (6.1) при выбранных начальных условиях ста-

новятся периодическими с периодом 4. Колебания элементов в других слоях

при 𝛾 = 0 зависят от начальных условий и могут быть как периодическими,

так и хаотическими. На рисунке 6.3 проиллюстрирована характерная динами-

ка выбранных элементов сети во времени. В этом случае время установления

структур без связи составило 𝑛0 = 2×104, время расчета взаимодействия слоев

− 𝑛1 = 20500.

Периодические колебания периода 4 элемента с номером 𝑖 = 250 из кла-

стера когерентности задающей фазовой химеры (рисунок 6.2,а, верхняя панель)

показаны на рисунке 6.3,а. Фрагмент колебаний двух соседних элементов из

некогерентного кластера той же химеры на более коротком интервале време-

ни приведен на рисунке 6.3,б. Элементы выбраны в соответствии с разными

мгновенными состояниями: осциллятор с номером 𝑗 = 308 находится на верх-

нем уровне, другой осциллятор, с номером 𝑗 = 309 − на нижнем). Как следует

из рисунка, колебания являются противофазными, то есть сдвинуты на 1 ите-

рацию друг относительно друга. Как уже отмечалось в 1-й главе, подобная

динамика во времени характерна для фазовой химеры в кольце элементов с
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рисунок 6.3. Динамика выбранных элементов сети (6.1) во времени. (а) Вид

установившихся колебаний элемента 𝑗 = 250 в слое 𝑖 = 1, (б) колебания

элементов 𝑗 = 308 и 𝑗 = 309, принадлежащих кластеру некогерентности в 1-м

слое, на малом интервале времени, (в) установившиеся колебания в 1-м

элементе некогерентного кластера амплитудной химеры в слое 𝑖 = 10 при

𝛾 = 0, (г) установившиеся колебания в кластере когерентности (𝑗 = 200) той

же пространственной структуры в слое 𝑖 = 10 при 𝛾 = 0, (д, е)

установившиеся колебания элемента 𝑗 = 250 в кольце 𝑖 = 20 при 𝛾 = 0.16 и

𝛾 = 0.2, соответственно. Другие параметры сети как для рисунка 6.2

удвоениями периода [342, 346]. В области амплитудной химеры, существующей

в слое 𝑖 = 10 при 𝛾 = 0 (рисунок 6.2,а, нижняя панель), колебания являются

существенно хаотическими (рисунок 6.3,в), что типично для амплитудной хи-

меры в ансамбле хаотических элементов [342, 346]. В кластере когерентности в

том же режиме колебания также являются хаотическими, но разброс значений

амплитуды (степень хаотичности) гораздо меньше (рисунок 6.3,г). Наконец, ко-

лебания одного и того же элемента 𝑗 = 250 в слое 𝑖 = 20 при двух различных

значениях силы межслойной связи 𝛾 = 0.16 и 𝛾 = 0.2 приведены на рисун-

ке 6.3,д,е, соответственно. В первом случае (рисунок 6.3,д) наблюдается хаоти-
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ческая динамика, соответствующая режиму частичной пространственной коге-

рентности (мгновенный профиль показан на нижнем фрагменте рисунка 6.2,б).

Во втором случае, при 𝛾 = 0.2, (рисунок 6.3,е), реализуются периодические

колебания, полностью совпадающие с колебаниями того же элемента в первом

слое (для сравнения см. рисунок 6.3,а).

Для количественной оценки степени идентичности (синхронности) про-

странственных структур, устанавливающихся в слоях сети (6.1) в результате

их взаимодействия, были проведены расчеты значений величины 𝛿𝑖 (6.6) для

выбранных слоев сети при изменении силы межслойной связи 𝛾. Полученные

численные результаты приведены на рисунке 6.4 в виде графиков зависимости

𝛿𝑖(𝛾) для слоев 𝑖 = 2, 3, 5, 10, 20.

Из приведенных графиков видно, как с ростом однонаправленной связи

𝛾 структура первого слоя последовательно воспроизводится во всё более от-

даленных слоях. В этом случае величина 𝛿𝑖 = 0. Однако, для ряда слоев се-

ти вынужденная синхронизация происходит при определенных значениях силы

Рисунок 6.4. Зависимость величины 𝛿𝑖 (6.6) в выбранных слоях от параметра

связи 𝛾 в случае идентичных слоев в сети логистических отображений (6.1).

Время установления структур без связи 𝑛0 = 104, время установления при

взаимодействии слоев 𝑛1 = 104, время усреднения 𝜈 = 5 × 103. Другие

параметры сети как для рисунка 6.2
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межслойной связи 𝛾. Так, например, для слоев 𝑖 = 2, 3 синхронизация имеет

место при очень слабой силе связи, 𝛾 = 0.04 (рисунок 6.4), тогда как для воспро-

изведения задающей стуктуры 1-го слоя в 10-м и дальнейших слоях требуется

более существенное воздействие, 𝛾 = 0.17.

Коэффициент однонаправленной связи должен превышать некоторый по-

рог синхронизации, свой для каждой пары соседних слоев, так как он зависит

от степени различия пространственно-временных режимов, установившихся в

этих слоях в момент введения связи между ними. Когда значение парамет-

ра 𝛾 становится больше соответствующего порога, происходит синхронизация

режима во втором слое, который становится полностью идентичным режиму

задающего слоя. Поведение других слоев также меняется, наблюдается син-

хронизация некоторых слоев между собой, второй слой стремится синхрони-

зовать третий и т. д. При этом, в силу изменения динамических режимов в

слоях, меняются и пороги синхронизации. Когда значение силы связи 𝛾 превы-

сит значение наибольшего установившегося порога, произойдет синхронизация

всех слоев рассматривамой сети. Конкретные значения коэффициента связи 𝛾,

соответствующие синхронизации второго, третьего, и т.д., 𝑖-го слоя, зависят

от выбора начальных условий. Но поскольку максимальное значение порога

синхронизации на множестве всевозможных режимов ограничено, то с ростом

𝛾, после синхронизации нескольких первых слоев, происходит скачкообразная

синхронизация всех последующих слоев многослойного ансамбля. Так, из при-

веденных на рисунке 6.4 графиков видно, что синхронизация слоев 𝑖 = 10 и

𝑖 = 20 происходит при одном и том же значении 𝛾 = 0.17. По этой причине нет

смысла в рассмотрении большого количества слоев в сети с однонаправленным

взаимодействием.

Таким образом, разнообразные пространственные структуры и коле-

бания элементов во времени, устанавливающиеся в слоях однородной сети

при случайном выборе начальных состояний, начиная с некоторого значения

однонаправленной связи, синхронизуются в режиме первого слоя. В случае
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идентичности всех слоев химерная пространственная структура, существую-

щая в первом слое, передается другим слоям без изменения.

Случай отличия радиуса взаимодействия в задающем слое. Рас-

смотрим, как повлияет на синхронизацию структур отличие первого слоя от

всех остальных. Выберем в качестве такого отличия разные значения радиу-

сов связи, положив 𝑟𝑖 = 𝑟2 ̸= 𝑟1 = 0.32 для 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 = 20. Осталь-

ные параметры и начальные условия оставим прежними. Соответственно хи-

мерное состояние в первом слое (мастер-структура) не изменится. На рисун-

ке 6.5 приведены мгновенные пространственные диаграммы сети логистических

отображений (верхний ряд) в случае радиуса связи 𝑟2 = 0.2 и соответствую-

щие мгновенные пространственные профили динамики последнего слоя 𝑖 = 20

(нижний ряд) при различных значениях однонаправленной связи 𝛾. Как вид-

(а) (б) (в)

Рисунок 6.5. Эффект синхронизации структур в сети логистических

отображений (6.1) при различных радиусах связи: 𝑟1 = 0.32, 𝑟2 = 0.2.

Мгновенные пространственные диаграммы (верхний ряд) и пространственные

профили в последнем слое (нижний ряд) при различных значениях

коэффициента однонаправленной связи 𝛾: (а) 0, (б) 0.16, (в) 0.3. Другие

параметры сети как для рисунка 6.2
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но из рисунка 6.5,а, в отсутствие межслойной связи все слои сети демонстри-

руют различные пространственно-временные структуры, отличные от мастер-

структуры. Так, например, в 20-м слое реализуется фазовая химерная структу-

ра, состоящая из 4 некогерентных кластеров 4 областей когерентности (рису-

нок 6.5,а, нижний фрагмент). Введение однонаправленной связи относительно

небольшой силы, 𝛾 = 0.16, приводит к синхронизации первых двух слоев (ри-

сунок 6.5,б, верхний фрагмент) и существенному изменению пространственно-

временной динамики остальных слоев. Например, в последнем 20-м слое сети

реализуется пространственно-однородный режим, характеризующийся гладким

когерентным мгновенным профилем состояний элементов слоя (рисунок 6.5,б,

нижний фрагмент). При увеличении силы межслойной связи (𝛾 = 0.3) наблюда-

ется вынужденная синхронизация всех слоев сети (рисунок 6.5,в). Однако, как

можно заметить из отличий в окраске слоев на мгновенной пространственной

диаграмме, приведенной на рисунке 6.5,в (верхний фрагмент) и из сравнения

мгновенного профиля на рисунке 6.5,в (нижний фрагмент) и на рисунке 6.2,а

(верхний фрагмент) синхронизация структуры различных слоев не является

полной. Имеются некоторые количественные отличия мгновенных состояний

соответствующих элементов, хотя в целом при 𝛾 = 0.3 тип фазовой химеры

качественно повторяется во всех слоях.

Проведем численные исследования зависимости величины 𝛿𝑖 (6.6) в раз-

личных слоях от радиуса связи 𝑟2 при фиксированном радиусе первого слоя

𝑟1 = 0.32. Результаты расчетов приведены на рисунке 6.6 для двух различных

значений силы связи 𝛾. Для того, чтобы кривые на графиках не «перепуты-

вались», значки, соответствующие значениям 𝛿𝑖, не везде соединены линиями.

Будем полагать, что задающая структура воспроизводится в слое 𝑖 удовлетво-

рительно, если выполняется требование:

𝛿𝑖 < 0.01. (6.6)
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(а)

(б)

Рисунок 6.6. Зависимости величины 𝛿𝑖 (6.6) в выбранных слоях от радиуса

связи 𝑟2 при фиксированном 𝑟1 = 0.32 для двух значений силы связи 𝛾: (а)

0.16, (б) 0.3. На фрагментах слева приведено всё множество значений 𝛿𝑖,

справа – только значения 𝛿𝑖 < 0.01. Время установления структур без связи

𝑛0 = 104, время установления при взаимодействии слоев 𝑛1 = 104, время

усреднения 𝜈 = 5 × 103. Другие параметры сети как для рисунка 6.2

Это условие можно рассматривать как критерий «эффективной синхрониза-

ции» структуры в 𝑖-м слое. Разумеется, он является условным и в качестве по-

рогового можно выбрать любое другое, достаточно малое значение величины 𝛿𝑖.

На рисунке 6.6,а приведены результаты расчетов зависимостей 𝛿𝑖(𝑟2) для пяти

выбранных слоев сети, полученные при 𝛾 = 0.16, когда задающая структура в
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определенной степени воспроизводится в нескольких первых слоях. Насколько

точным будет воспроизведение и для какого количества слоев оно имеет место,

зависит от соотношения радиусов связи 𝑟1 и 𝑟2. Как видно из рисунка 6.6,а

(слева), при 𝛾 = 0.16 минимальные значения 𝛿𝑖 соответствуют только 2-му и

3-му слоям сети для значений радиуса связи 𝑟2 > 0.2. Для остальных слоев

𝑖 = 5, 10, 15 в этом случае 𝛿𝑖 > 1, то есть синхронизации задающей структуры

не наблюдается. Распределение значений 𝛿𝑖 < 0.01 для выбранных слоев сети

при вариации радиуса связи 𝑟2 > 0.2 представлено на рисунке 6.6,а (справа).

Как видно из приведенных данных, минимальное значение 𝛿𝑖 ≈ 0 для всех но-

меров 𝑖 наблюдается в окрестности значения 𝑟2 = 𝑟1 = 0.32, то есть в случае

совпадения параметров всех слоев. Однако, для слоев с номерами 𝑖 > 3 условие

(6.6) выполняется только для отдельных значений 𝑟2 или не выполняется вовсе.

Так, для слоя 𝑖 = 10 оно выполняется только в одной точке, а для слоя 𝑖 = 15

таких значений 𝑟2 не существует (рисунок 6.6,а, справа).

При увеличении силы однонаправленной связи, 𝛾 = 0.3, как можно

видеть из рисунка 6.6,б (слева), все слои сети демонстрируют эффект вы-

нужденной синхронизации для значений радиуса связи 𝑟2 > 0.2. Вблизи

значения 𝑟2 = 𝑟1 = 0.32 существует область, в которой все слои удовлетворяют

условию синхронизации (6.6) (рисунок 6.6,б, справа). Таким образом, можно

выделить конечный интервал значений радиуса связи 0.265 < 𝑟2 < 0.345, для

которого выполняется критерий (6.6), а, следовательно, имеет место эффект

вынужденной синхронизации задающей химерной структуры 1-го слоя во всех

слоях сети логистических отображений.

Случай отличия силы нелокальной связи в задающем слое. Пе-

рейдем к исследованию влияния различия значения силы нелокальной свя-

зи элементов в задающем слое от всех остальных на синхронизацию слоев

сети логистических отображений. Пусть коэффициент нелокальной связи в

первом слое остается таким же, как и раньше, 𝜎1 = 0.3, а сила нелокаль-
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ной связи во всех других слоях будет отличаться от 𝜎1. Рассмотрим случай

𝜎𝑖 = 𝜎2 = 0.2 для 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 . Остальные фиксированные параметры всех

слоев будут одинаковы и их значения остаются прежними. Реализации слу-

чайных начальных условий также остаются прежними. В этом случае в зада-

ющем слое существует та же самая химерная структура, что и ранее (рису-

нок 6.2,а, верхний фрагмент). При выбранном значении 𝜎2 = 0.2, в остальных

слоях сети в отсутствие взаимодействия между ними устанавливаются различ-

ные пространственно-некогерентные структуры. Их можно видеть на мгновен-

ной пространственной диаграмме, приведенной на рисунке 6.7,а (верхний фраг-

мент). Мгновенный пространственный профиль такой структуры в слое 𝑖 = 20

изображен на рисунке 6.7,а (нижний фрагмент).

(а) (б) (в)

Рисунок 6.7. Эффект синхронизации структур в сети логистических

отображений (6.1) при различных значениях силы нелокальной связи в 1-м

слое и всех остальных слоях: 𝜎1 = 0.3, 𝜎2 = 0.2. Мгновенные

пространственные диаграммы (верхний ряд) и пространственные профили в

последнем слое (нижний ряд) при различных значениях коэффициента

однонаправленной связи 𝛾: (а) 0, (б) 0.16, (в) 0.3. Другие параметры сети:

𝛼1 = 𝛼2 = 1.7, 𝑟1 = 𝑟2 = 0.32
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Как следует из рисунка 6.7,б (верхний фрагмент), введение однонаправ-

ленной связи с коэффициентом 𝛾 = 0.16 приводит к частичному воспроизве-

дению мастер-структуры в первых семи слоях. В остальных слоях при этом

устанавливаются структуры с кусочно-гладким профилем, пример реализации

которого в 20-м слое приведен на рисунке 6.7,б (нижний фрагмент). При 𝛾 = 0.3

«эффективная» синхронизация» структур наблюдается во всех слоях (рису-

нок 6.7,в, верхний фрагмент). Мгновенные пространственные профили динами-

ки 2-го и последующих слоев отражают режим фазовой химеры (рисунок 6.7,в,

нижний фрагмент) и достаточно хорошо соответствуют мгновенному профилю

мастер-структуры (6.2,а, верхний фрагмент).

Проведенные вычисления значений характеристики 𝛿𝑖 при изменении си-

лы нелокальной связи 𝜎2 для двух значений коэффициента однонаправленной

связи 𝛾 = 0.16 и 𝛾 = 0.3 показали схожий характер зависимостей, как и в

случае неидентичности слоев сети по значениям радиуса связи. В этом случае

также существует конечная область значений параметра 𝜎2, внутри которой

выполняется условие эффективной синхронизации (6.6) для всех слоев сети ло-

гистических отображений (6.1).

6.2.3 Сеть кубических отображений

Рассмотрим сеть (6.1) в случае, когда динамика индивидуального

элемента описывается кубическим отображением (6.4) [349]. В отличие от

логистического отображения (6.3), кубическое отображение характеризуется

бистабильностью как в периодических, так и хаотических динамических

режимах. Эта особенность приводит к формированию особого типа химерного

состояния, так называемой двухъямной химеры, в ансамблях нелокально

связанных бистабильных осцилляторов [92, 98]. Начальные условия для эле-

ментов всех слоев сети (6.1) выбираются случайным образом с равномерным
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распределением значений 𝑥𝑗𝑖(0) в интервале [−1, 1] и фиксируются для всех

последующих вычислений. Мультиплексная сеть (6.1) исследуется при наличии

только однонаправленного взаимодействия слоев, то есть 𝑔𝑖 = 0 для любого

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

Случай идентичных слоев. Пусть все слои, включая первый, явля-

ются идентичными, то есть 𝛼𝑖 = 𝛼2 = 𝛼1 = 2.4, 𝜎𝑖 = 𝜎2 = 𝜎1 = 0.42,

𝑟𝑖 = 𝑟2 = 𝑟1 = 0.1 для 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 . В этом случае тип пространственно-

временных структур в различных слоях сети определяется только начальными

условиями. При выбранном значении управляющего параметра отображения

𝛼2 = 𝛼1 = 2.4 динамика отдельно взятого кубического отображения (6.4) явля-

ется бистабильной с двумя сосуществующими устойчивыми предельными цик-

лами периода 4.

Установившееся пространственно-временное состояние первого слоя соот-

ветствует режиму двухъямной химеры с двумя кластерами некогерентности

(элементы с номерами 574 6 𝑖 6 625 и 800 6 𝑖 6 850) и двумя когерентными

кластерами (рисунок 6.8,а). Элементы некогерентных кластеров нерегулярно

распределены между двумя аттракторами, характерными для отдельного эле-

мента, тогда как элементы в кластерах когерентности находятся на одном из

двух сосуществующих аттракторов [92, 98]. Колебания всех элементов первого

слоя остаются периодическими, но уже с периодом 2 (рисунок 6.8,б). Хотя по

внешнему виду мгновенного пространственного профиля двухъямная химера

похожа на фазовую химеру, колебания элементов, расположенных на верхнем

и нижнем уровнях, происходят в одной фазе (рисунок 6.8,в). При этом каж-

дый элемент постоянно находится «в одной ямке», то есть вблизи одного из

исходных циклов периода 4, и не переключается в окрестность другого цикла.

Двухъямная химерная структура, установившаяся в 1-м слое (рисунок 6.8,а),

будет фиксированной и неизменной во всех проводимых численных исследова-

ниях.
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(а)

n

(б) (в)

Рисунок 6.8. Двухъямная химерная структура в первом слое сети кубических

отображений (6.1). (а) Мгновенный пространственный профиль, (б) вид

установившихся колебаний элемента 𝑗 = 574, (в) колебания элементов 𝑗 = 574

и 𝑗 = 575, принадлежащих кластеру некогерентности, на малом интервале

времени. Параметры первого слоя сети: 𝛼1 = 2.4, 𝜎1 = 0.42, 𝑟1 = 0.1

Установившиеся пространственно-временные структуры в различных

слоях сети кубических отображений в случае полной идентичности всех слоев

приведены на рисунке 6.9. В отсутствие взаимодействия (𝛾 = 0) в разных

слоях образуются различные двухъямные химерные структуры (рисунок 6.9,а,

верхний фрагмент), что обусловлено заданием случайно распределенных

начальных условий для каждого слоя. Так, профиль двухъямной химеры в

слое 𝑖 = 20, хотя и имеет два кластера некогерентности, как и профиль в

первом слое, но их расположение совершенно иное (рисунок 6.9,а, нижний

фрагмент). В некоторых слоях наблюдаются структуры с гладким профилем,

например, в слоях c номерами 𝑖 = 4, 5, 10, как это видно на мгновенной
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(а) (б) (в)

Рисунок 6.9. Иллюстрация пространственных структур в сети кубических

отображений (6.1) в случае идентичности слоев. Мгновенные

пространственные диаграммы сети (верхний ряд) и соответствующие

мгновенные пространственные профили в слое 𝑖 = 20 (нижний ряд) при

различных значениях однонаправленной связи 𝛾: (а) 0, (б) 0.16, (в) 0.3.

Другие параметры сети: 𝛼2 = 𝛼1 = 2.4, 𝜎2 = 𝜎1 = 0.42, 𝑟2 = 𝑟1 = 0.1

пространственной диаграмме, приведенной на рисунке 6.9,а (верхний фраг-

мент). С введением однонаправленной связи в многослойной сети кубических

отображений наблюдаются те же эффекты вынужденной синхронизации, что

и в аналогичной сети логистических отображений. При 𝛾 = 0.16 имеет место

вынужденная синхронизации пространственных структур трех первых слоев,

в которых устанавливаются двухъямные химеры, совпадающие с химерой

в первом слое (рисунок 6.9,б, верхний фрагмент). В последующих слоях

𝑖 = 4, 5, . . . , 20 наблюдается разрушение исходных химерных состояний c

переходом к структурам с гладким профилем и однородным структурам.

Пример такой структуры показан на рисунке 6.9,б (нижний фрагмент) для

20-го слоя сети. Подобные мгновенные пространственные профили отвечают

режиму полной синхронизации колебаний в отдельном ансамбле нелокально

связанных осцилляторов. При достаточно сильной связи 𝛾 = 0.3 наблюдается
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синхронизация всех слоев (рисунок 6.9,в, верхний фрагмент), причем ошибка

воспроизведения структуры первого слоя 𝛿𝑖 в пределах точности вычислений

равна нулю (см. рисунки 6.9,в, нижний фрагмент и 6.8,а).

Случай отличия радиуса нелокальной связи в задающем слое.

Проведенные численные исследования показали, что в случае отличия первого

слоя в сети кубических отображений от всех остальных слоев, общая картина

вынужденной синхронизации полностью аналогична и согласуется с представ-

ленными выше результатами, полученными для сети логистических отображе-

ний (раздел 6.2.2). Проиллюстрируем сказанное, выбрав различные значения

радиусов нелокальной связи в первом и последующих слоях 𝑟2 ̸= 𝑟1 в сети

кубических отображений.

На рисунке 6.10 приведены мгновенные пространственные диаграммы ди-

намики сети (6.1) (верхний ряд) и соответствующие мгновенные пространствен-

ные профили состояний 𝑥𝑗20 20-го слоя (нижний ряд) в случае 𝑟2 = 0.2 и при

различных значениях однонаправленной связи 𝛾. Как видно из рисунка 6.10,а,

при выбранном значении радиуса связи 𝑟2, без взаимодействия в большин-

стве слоев устанавливается пространственно-однородный режим. Слабая связь

(𝛾 = 0.16) приводит к частичной синхронизации первых четырех слоев (рису-

нок 6.10,б), в то время как в остальных слоях по-прежнему наблюдается режим

полной синхронизации колебаний. Вынужденная синхронизация (в «эффектив-

ном смысле») всех слоев достигается при достаточно сильной связи, 𝛾 = 0.3

(рисунок 6.10,в). В этом случае, как и для сети логистических отображений,

задающая структура первого слоя воспроизводится во всех слоях сети кубиче-

ских отображений с конечной точностью (рисунок 6.10,в, нижний фрагмент).

Как и в случае сети логистических отображений, проведем расчеты вели-

чины 𝛿𝑖 (6.6) для выбранных слоев сети кубических отображений при изменении

радиуса связи 𝑟2 и при фиксированном радиусе связи первого слоя 𝑟1 = 0.1. По-
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(а) (б) (в)

Рисунок 6.10. Пространственные структуры в сети кубических отображений

(6.1) при различных радиусах связи в первом слое и всех остальных слоях:

𝑟1 = 0.1, 𝑟2 = 0.2. Мгновенные пространственные диаграммы сети (верхний

ряд) и мгновенные пространственные профили в 20-м слое при различных

значениях коэффициента однонаправленной связи 𝛾: (а) 0, (б) 0.16, (в) 0.3.

Другие параметры сети: 𝛼2 = 𝛼1 = 2.4, 𝜎2 = 𝜎1 = 0.42

лученные графики зависимостей приведены на рисунке 6.11 для двух значений

коэффициента однонаправленной связи 𝛾.

Можно видеть, что при слабой межслойной связи 𝛾 = 0.16 в область

«эффективной» синхронизации, определяемую условием (6.6), попадают только

второй и третий слои при условии близости значений 𝑟2 и 𝑟1 (0.062 < 𝑟2 <

0.11) (рисунок 6.11,а). Если однонаправленная связь достаточно сильная (𝛾 =

0.3), то критерий «эффективной» синхронизации 𝛿𝑖 < 0.01 выполняется для

всех слоев сети в достаточно широкой области значений радиуса связи 0.08 <

𝑟2 < 0.18 (рисунок 6.11,б). Численные исследования показали, что аналогичным

образом сеть кубических отображений ведет себя и при расстройке параметров

нелокальной связи 𝜎1 и 𝜎2.
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(а)

(б)

Рисунок 6.11. Зависимости величины 𝛿𝑖 (6.6) в выбранных слоях сети

кубических отображений от радиуса связи 𝑟2 при фиксированном 𝑟1 = 0.1 для

двух значений силы связи 𝛾: (а) 0.16, (б) 0.3. На фрагментах слева приведено

всё множество значений 𝛿𝑖, справа – только значения 𝛿𝑖 < 0.01. Время

установления структур без связи 𝑛0 = 104, время установления при

взаимодействии слоев 𝑛1 = 104, время усреднения 𝜈 = 5 × 103. Другие

параметры сети как для рисунка 6.10
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6.3 Вынужденная синхронизация неоднородной

мультиплексной сети хаотических осцилляторов в режиме

химерного состояния

6.3.1 Исследуемая модель

В данном разделе исследуется неоднородная мультиплексная сеть хаоти-

ческих осцилляторов (6.1) [341], состоящая из неидентичных слоев, каждый

из которых характеризуется различными управляющими параметрами, опре-

деляющими динамику индивидуальных элементов, и параметрами нелокальной

(внутренней) связи между элементами каждого слоя. Кроме того, рассматри-

ваются случаи неоднородной и несимметричной межслойной связи между сло-

ями исследуемой сети (6.1). Она содержит как неоднородную однонаправлен-

ную компоненту с коэффициентом 𝛾𝑖, так и компоненту неоднородной обратной

связи с интенсивностью 𝑔𝑖, которые не равны между собой. Напомним, что под

обратной связью в данном случае понимается воздействие последующего слоя

сети на предыдущий.

Локальная динамика индивидуального осциллятора сети (6.1) задается

логистическим отображением с управляющим параметром 𝛼𝑖:

𝑥𝑗𝑖(𝑛 + 1) = 𝑓(𝑥𝑗𝑖(𝑛), 𝛼𝑖), 𝑓(𝑥, 𝛼) = 𝛼𝑥(1 − 𝑥). (6.7)

Важную роль в настоящем исследовании играет неоднородность иссле-

дуемой сети. Неоднородность различных слоев сети (6.1) вводится следующим

образом. Параметры 𝛼𝑖, 𝜎𝑖, 𝛾𝑖 и 𝑔𝑖 имеют переменную (от слоя к слою) компонен-

ту, которая выбирается случайным образом в пределах некоторого заданного
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интервала:

𝛼𝑖 = 𝛼1 + 𝜉𝛼𝑖∆𝛼, 𝑖 = 2, . . . ,𝑀,

𝜎𝑖 = 𝜎1 + 𝜉𝜎𝑖∆𝜎, 𝑖 = 2, . . . ,𝑀,

𝑔𝑖 = 𝑔2 + 𝜉𝑔𝑖∆𝑔, 𝑖 = 3, . . . ,𝑀 − 1, (6.8)

𝛾𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛾2, 𝑖 = 2,

𝛾3, 𝑖 = 3,

𝛾3 + 𝜉𝛾𝑖∆𝛾, 𝑖 = 4, . . . ,𝑀.

Здесь 𝜉𝛼𝑖, 𝜉𝜎𝑖, 𝜉𝑔𝑖, 𝜉𝛾𝑖 – некоррелированные случайные числа, равномерно рас-

пределенные в интервале [−0.5, 0.5]. Величины ∆𝛼, ∆𝜎, ∆𝑔, ∆𝛾 задают разброс

параметров (среднеквадратичное отклонение) в различных слоях сети. Все вы-

борки случайных чисел 𝜉𝛼𝑖, 𝜉𝜎𝑖, 𝜉𝑔𝑖, 𝜉𝛾𝑖 фиксировались и при проведении чис-

ленных экспериментов не менялись.

Чтобы обеспечить существование сложных режимов поведения в слоях

сети, были выбраны значение параметра 𝛼1 = 3.8, отвечающее режиму хаоти-

ческой динамики в отдельно взятом логистическом отображении (6.7), и зна-

чения параметров нелокальной связи 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, соответствующие

возможности реализации химерных состояний в несвязанных слоях. Началь-

ные состояния всех слоев многослойной сети были выбраны случайным обра-

зом в интервале [0; 1] и затем не менялись в ходе проведения всех расчетов. Для

установления пространственно-временных режимов в слоях сети в отсутствие

взаимодействия выбиралось время 104 итераций. После указанного переходного

процесса вводилась межслойная связь и расчеты проводились в течение 5×103

итераций.

Для первого (задающего) слоя были выбраны и зафиксированы началь-

ные условия, соответствующие установлению в этом слое комбинированного хи-

мерного состояния, содержащего кластеры некогерентности как фазового, так

и амплитудного типа. Характер соответствующей пространственной структуры
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(мгновенный профиль) и ее изменений во времени (пространственно-временной

профиль) приведены на рисунке 6.12. Колебания элементов задающего слоя во

времени являются хаотическими.

Приведенные на рисунке 6.12 профили отражают сложную

пространственно-временную динамику задающего (𝑖 = 1) слоя сети, соответ-

ствующую режиму сосуществования амплитудной (кластер некогерентности

с элементами 50 6 𝑗 6 190) и фазовой химеры (некогерентные кластеры с

элементами 410 6 𝑗 6 500 и 770 6 𝑗 6 835).

В силу задания случайно распределенных начальных условий, в от-

сутствие взаимодействия другие слои сети (6.1) демонстрируют различные

пространственно-временные структуры, включая химерные. Различия в этих

режимах хорошо видны на мгновенной пространственной диаграмме, приве-

денной на рисунке 6.13,а. В качестве иллюстрации на этом же рисунке по-

казаны характерные мгновенные пространственные профили структур (рису-

(а) (б)

Рисунок 6.12. Мгновенный профиль (а) и пространственно-временной

профиль (б) динамики 1-го слоя сети (6.1). Элементы 50 6 𝑗 6 190

формируют некогерентный кластер амплитудной химеры и элементы

410 6 𝑗 6 500 и 770 6 𝑗 6 835 соответствуют двум кластерам некогерентности

фазовой химеры. Параметры: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32
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Рисунок 6.13. Мгновенная пространственная диаграмма состояний сети (6.1)

(а) и мгновенные пространственные профили (б)−(д) для выбранных слоев

сети: 𝑖 = 3 (б), 𝑖 = 5 (в), 𝑖 = 9 (г), 𝑖 = 11 (д), в отсутствие межслойной связи

𝛾𝑖 = 0, 𝑔𝑖 = 0, 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 . Другие параметры: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32,

𝑟1 = 0.32, ∆𝛼 = ∆𝜎 = ∆𝑔 = ∆𝛾 = 0
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нок 6.13,б−д), устанавливающиеся в выбранных слоях сети в отсутствие меж-

слойной связи.

Численные расчеты показали, что наиболее типичными пространственно-

временные структурами в несвязанных слоях сети являются режимы только

фазовой химеры (как для 3-го слоя на рисунке 6.13,б), только амплитудной хи-

меры (как для 5-го слоя на рисунке 6.13,в), комбинированной химерной струк-

туры (как для 9-го слоя на рисунке 6.13,г) и пространственно-однородной ди-

намики (как в 11-м слое на рисунке 6.13,д). Во всех случаях пространственно-

временные структуры, реализуемые в слоях сети (6.1) в отсутствие межслойной

связи, полностью отличны от химерной структуры, наблюдаемой в задающем

слое (рисунок 6.12.

Степень синхронизации структур в различных слоях по отношению к за-

дающему слою определяется по максимальному среднему (по времени) квад-

рату отклонения мгновенных состояний элементов в рассматриваемом слое от-

носительно состояний соответствующих элементов первого слоя. Для этого ис-

пользуется следующая количественная характеристика:

𝜂𝑖 = 𝑚𝑎𝑥
𝑗

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑗𝑖(𝑘) − 𝑥𝑗1(𝑘))2

)︃
, 𝑖 = 2, . . . ,𝑀, (6.9)

где 𝑛 = 5 × 103 − время усреднения после периода установления

пространственно-временного режима после введения межслойной связи. Так

как различные слои системы не идентичны задающему слою, то нельзя в стро-

гом смысле говорить о полной синхронизации пространственно-временной ди-

намики в различных слоях. В этом случае требуется задать некоторый коли-

чественный критерий, определяющий границу синхронизации. Будем полагать,

что 𝑖-й слой синхронизован с задающим слоем в некотором эффективном смыс-

ле, если выполняется условие:

𝜂𝑖 ≤ 0.001. (6.10)
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Если данное условие выполняется, то можно считать, что имеет место эффек-

тивная полная синхронизация соответствующих слоев с точностью 𝜂𝑖. Если

условие (6.10) выполняется только для определенных кластеров слоя (макси-

мум по 𝑗 в (6.9) рассчитывается в пределах отдельных кластеров), то можно

говорить об эффективной частичной (кластерной) синхронизации. Похожая ха-

рактеристика 𝛿𝑖 (5.5) была использована в главе 5 для диагностики эффектов

синхронизации при исследовании системы двух связанных ансамблей логисти-

ческих отображений и показала свою результативность при оценке локальных

отклонений структуры ансамблей.

6.3.2 Случай слабой неоднородности при

однонаправленном взаимодействии всех слоев

Сначала рассмотрим мультиплексную сеть (6.1) при наличии только одно-

направленного взаимодействия слоев, то есть 𝑔𝑖 = 0 для любого 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

Кроме того, будем считать, что коэффициент однонаправленного воздействия

задающего слоя на второй 𝛾2 и второго слоя на третий 𝛾3 одинаковы: 𝛾2 = 𝛾3 =

𝛾. Исследуем слабо неоднородную сеть, положив ∆𝛼 = ∆𝛾 = ∆𝜎 = 0.001.

Исследования поведения сети при различных значениях 𝛾 показывают,

что задающая химерная структура в 1-м слое по-разному воспроизводится в

слоях сети при вариации силы однонаправленной связи. На рисунке 6.14 приве-

дены мгновенные пространственные диаграммы состояний сети (6.1) при уве-

личении силы однонаправленной связи 𝛾. При слабой силе связи 𝛾 = 0.16 (ри-

сунок 6.14,а) химерная структура задающего слоя полностью (в пределах за-

данной точности (6.10)) воспроизводится только в небольшом числе слоев сети.

При этом в большинстве других слоев устанавливаются либо пространственно-

однородные структуры, либо режимы полной синхронизации элементов слоя
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(а) (б)

(в)

Рисунок 6.14. Пространственные диаграммы мгновенных состояний сети (6.1)

для различных значений силы однонаправленной связи 𝛾: (а) 0.16, (б) 0.2, (в)

0.43. Другие параметры: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, 𝛾2 = 𝛾3 = 𝛾,

∆𝛼 = ∆𝛾 = ∆𝜎 = 0.001, 𝑔𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀

между собой. При небольшом увеличении коэффициента межслойной связи,

𝛾 = 0.2, все больше слоев синхронизуются в режиме задающей химерной струк-

туры (рисунок 6.14,б). Однако, как видно из данного рисунка, когерентные кла-

стеры и кластеры некогерентности фазовой химеры синхронизуются быстрее и

во всех слоях сети, тогда как элементы, расположенные в области существо-

вания в задающем слое амплитудной химеры, синхронизуются только до 13-го

слоя (рисунок 6.14,б). Данный факт иллюстрирует рисунок 6.15,а, на котором
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(а) (б)

Рисунок 6.15. Мгновенные пространственные профили состояний

осцилляторов 𝑥𝑗1 1-го (синяя кривая) и 𝑥𝑗16 16-го (черная кривая) слоев сети

(6.1) для двух значений силы однонаправленной связи 𝛾: (а) 0.2 и (б) 0.43,

иллюстрирующие различие в синхронизации амплитудной и фазовой химер.

Другие параметры как для рисунка 6.14

приведены мгновенные пространственные профили динамики элементов 1-го

(синяя кривая) и 16-го (черная кривая) слоев при 𝛾 = 0.2. Из данного рисунка

хорошо видно, что различия в мгновенных профилях наблюдаются только в об-

ласти некогерентного кластера амплитудной химеры (элементы 1 6 𝑗 6 260).

Можно сказать, что в слоях 𝑖 > 12 имеет место частичная синхронизация.

При силе связи 𝛾 > 0.42 наблюдается эффективная полная синхрониза-

ция слоев, что проиллюстрировано на рисунке 6.14,в. В этом случае мгновенные

пространственные профили всех слоев полностью (в пределах заданной погреш-

ности (6.10)) совпадают (рисунок 6.15,б).

Для более точной диагностики синхронизации различных слоев по фор-

муле (6.9) рассчитывался максимальный средний квадрат разности состояний

𝜂𝑖. На основании этих расчетов была построена диаграмма синхронных и несин-

хронных режимов в разных слоях сети при изменении коэффициента однона-

правленной связи 𝛾. Она приведена на рисунке 6.16. На диаграмме выделе-
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Рисунок 6.16. Диаграмма синхронных и несинхронных режимов в

однонаправленно связанной мультиплексной сети (6.1) при изменении силы

межслойной связи 𝛾. Область 1 − отсутствие синхронизации слоев, область 2

− частичная синхронизация, область 3 − вынужденная синхронизация всех

элементов слоя с задающей структурой и область 4 − уход траектории на

бесконечность. Параметры сети как для рисунка 6.14

ны области, в которых значения 𝜂𝑖 больше или меньше 0.001. Cогласно при-

нятому критерию (6.10) эти области соответствуют несинхронным и синхрон-

ным состояниям слоев. Для того чтобы можно было отобразить различия по-

рогов синхронизации в области амплитудной и фазовой химеры, на мгновен-

ных профилях были выделены два интервала по номеру элемента в слое 𝑗:

𝑗 ∈ [1; 399] ∪ [841; 1000] и 𝑗 ∈ [400; 840], соответствующие существованию кла-

стеров амплитудной и фазовой химеры в задающем слое, соответственно (ри-

сунок 6.12). В них по отдельности были рассчитаны значения величины 𝜂𝑖.

На диаграмме режимов (рисунок 6.16) выделены четыре области. В об-

ласти 1 значения величины 𝜂𝑖 > 0.001 для всех слоев сети и, следовательно,

вынужденная синхронизации слоев с задающим слоем отсутствует. Область

2 соответствует режиму частичной синхронизации мастер-структуры в слоях
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сети и характеризуется пороговым значением силы связи 𝛾 ≃ 0.18. В этой

области элементы слоев, находящиеся под воздействием кластеров фазовой

химеры, синхронизуются, то есть условие (6.10) выполняется для элементов

в интервале 𝑗 ∈ [400; 840]. В то же время, элементы, соответствующие ам-

плитудной химере мастер-структуры, остаются несинхронизованными, для них

(𝑗 ∈ [1; 399]∪ [841; 1000]) критерий (6.10) не выполняется. Стоит отметить, что

режим частичной синхронизации не наблюдается для первых шести слоев сети,

которые полностью (в смысле выполнения 6.10)) синхронизуются, начиная с

𝛾 ≃ 0.18 (рисунок 6.16). Вынужденная эффективная синхронизация всех слоев

сети (6.1) с задающей структурой первого слоя реализуется при изменении си-

лы однонаправленной связи в интервале [0.42, 0.8], что соответствует области 3

на диаграмме режимов. В указанной области критерий (6.10) имеет место для

всех элементов 𝑖-го слоя. Из диаграммы режимов также следует, что порого-

вое значение 𝛾 для синхронизации всех элементов слоев растет почти линейно

с номером слоя 𝑖 и, следовательно, ширина области частичной синхронизации

(область 2 на рисунке 6.16) также увеличивается от слоя к слою. Наконец, в

области 4 диаграммы режимов, когда 𝛾 > 0.8, имеет место уход траектории на

бесконечность.

Таким образом, диаграмма режимов (рисунок 6.16) четко отражает раз-

ницу между поведением элементов в областях, соответствующих фазовой и ам-

плитудной химерам в задающем слое. Видно, что воздействие группы элементов

задающего слоя, находящихся в режиме фазовой химеры, при усилении одно-

направленной связи приводит к воспроизведению синхронной фазовой химеры

сначала в нескольких первых слоях, а затем почти сразу же во всех слоях рас-

сматриваемой сети. Амплитудная химера, напротив, распространяется на по-

следующие слои постепенно. Стоит отметить также присутствие на диаграмме

(рисунок 6.16) внутри области 1 маленького изолированного участка области

2, расположенного в окрестности значения 𝛾 ≃ 0.03. Данная область соответ-

ствует динамике элементов второго и третьего слоев сети в случае очень слабой
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межслойной связи. Синхронизация, имеющая место при изменения силы связи

в интервале 𝛾 ∈ [0.02, 0.06] на диаграмме рисунка 6.16, соответствует эффекту

так называемой «первоначальной» синхронизации, который будет описан далее.

6.3.3 Эффект «первоначальной» синхронизации

При проведении численных исследований было замечено, что при введе-

нии очень слабой однонаправленной связи между слоями, наблюдается частич-

ная синхронизация. Однако, этот тип синхронизации отличается от режима ча-

стичной синхронизации, который имеет место в области 2 диаграммы режимов

(рисунок 6.16), когда синхронизуются только кластеры фазовой химеры. При

изменении силы однонаправленной связи в интервале 𝛾 ∈ [0.02, 0.06] вначале во

всех слоях наблюдаются мгновенные пространственные профили, близкие к за-

дающему (𝑖 = 1), но со сдвигом в пространстве, как показано на рисунке 6.17,а.

Далее они выравниваются, и почти во всех слоях сети (в некоторых случаях

за исключением последних) образуются кластеры со сходными мгновенными

состояниями, границы которых близки к границам кластеров в задающем слое.

При этом фазовая химера либо отсутствует полностью, либо только частично

совпадает с фазовой химерой в первом слое. Соответствующая такому случаю

пространственная диаграмма мгновенных состояний элементов слоев сети при-

ведена на рисунке 6.17,б. Примеры мгновенных пространственных профилей

для 3-го и 11-го слоев в данном режиме показаны на рисунке 6.18. Можно ви-

деть, что пространственные структуры в слоях, находящихся под воздействием,

лишь в общих чертах повторяют структуру в задающем слое. Так, например,

на приведенных профилях (рисунок 6.18) отсутствует кластер некогерентности

амплитудной химеры, а кластеры некогерентности фазовой химеры значитель-

но у́же.
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(а) (б)

Рисунок 6.17. Иллюстрация эффекта «первоначальной» синхронизации.

Пространственная диаграмма мгновенных состояний сети (6.1) для двух

различных значений силы межслойной связи 𝛾: (а) 0.023, (б) 0.036.

Параметры сети как для рисунка 6.14

Описанный эффект «первоначальной» синхронизации наблюдается в

очень узком интервале значений параметра 𝛾 ∈ [0.02, 0.06] и при его дальней-

(а) (б)

Рисунок 6.18. Мгновенные пространственные профили состояний элементов

3-го (а) и 11-го (б) слоев сети (6.1) в режиме «первоначальной» синхронизации

при слабой однонаправленной связи 𝛾 = 0.032. Сплошной синей кривой

изображена задающая структура в 1-м слое, черные точки соответствуют

структурам в 3-м (а) и 11-м (б) слоях. Параметры сети как для рисунка 6.14
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шем увеличении резко исчезает. Все слои, кроме задающего, динамика которого

остается неизменной, переходят в режим частичной пространственной когерент-

ности, характеризующейся гладким мгновенным пространственным профилем.

Далее с ростом связи на диаграммах мгновенных состояний вновь становится

заметен эффект вынужденной синхронизации. Сначала синхронизация проис-

ходит в нескольких первых слоях (рисунок 6.14,а), затем во всей сети (рису-

нок 6.14,в). На рисунке 6.19 представлена пространственная диаграмма, иллю-

стрирующая степень синхронизации слоев с задающем слоем и построенная с

использованием среднего квадрата отклонения структуры 𝑖-го слоя, усреднен-

ного по ансамблю и по времени (6.6).

На данной диаграмме можно ясно видеть, как появляется и исчезает эф-

фект «первоначальной» синхронизации в слоях, которому соответствует об-

ласть темно-синего цвета. Наиболее заметно данный эффект проявляется в

первых нескольких слоях сети в интервале изменений значения коэффициента

Рисунок 6.19. Диаграмма, отражающая степень синхронизации слоев сети

(6.1) при изменении силы однонаправленной связи 𝛾 и построенная с

ипользованием характеристики (6.6). Разные цвета соответствуют разным

значениям величины 𝛿𝑖. Параметры сети как для рисунка 6.14
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связи 𝛾 ∈ [0.02, 0.05]. В этой области значение величины 𝛿𝑖 < 0.01, что отвечает

критерию синхронизации (6.6).

Можно предположить, что причина появления и исчезновения «первона-

чальной синхронизации» при слабом взаимодействии слоев определенным обра-

зом связана со сдвигом эффективных значений параметров 𝛼𝑖 . Действительно,

уравнения сети в случае однонаправленной связи можно переписать в виде:

𝑥𝑗𝑖(𝑛 + 1) = [(1 − 𝜎𝑖 − 𝛾𝑖)𝛼𝑖]𝑥𝑗𝑖(𝑛)(1 − 𝑥𝑗𝑖(𝑛)) +
𝜎𝑖

2𝑃𝑖

𝑗+𝑃𝑖∑︁
𝑘=𝑗−𝑃𝑖,𝑘 ̸=𝑗

𝑓𝑘𝑖(𝑛) +

+ 𝛾𝑖[𝑓𝑗𝑖−1(𝑛)], (6.11)

𝑓𝑗𝑖(𝑛) = 𝑓(𝑥𝑗𝑖(𝑛), 𝛼𝑖) = 𝛼𝑖𝑥𝑗𝑖(𝑛)(1 − 𝑥𝑗𝑖(𝑛)).

Можно видеть, что динамика элементов ансамбля управляется эффективным

параметром 𝛼*
𝑖 = 𝛼𝑖(1 − 𝜎𝑖 − 𝛾𝑖), который зависит от коэффициентов как нело-

кальной связи слоев 𝜎𝑖, так и однонаправленной связи 𝛾𝑖.

В исследуемом случае слабой неоднородности сети при малых 𝛾 значения

𝛼*
𝑖 мало отличаются от значения 𝛼1, и элементы всех слоев сети почти иден-

тичны. По этой причине каждый последующий слой частично синхронизуется

уже при слабом воздействии со стороны элементов предыдущего слоя. Этим

объясняется эффект «первоначальной» синхронизации при слабой связи. С ро-

стом 𝛾 эффективные значения 𝛼*
𝑖 остаются близки между собой для второго и

последующих слоев, однако они всё больше отличаются от параметра 𝛼1, опре-

деляющего динамику элементов задающего слоя. Таким образом, с ростом 𝛾,

с одной стороны, возрастает неидентичность задающего слоя и всех остальных

слоев, что препятствует вынужденной синхронизации, а с другой стороны, рас-

тет сила воздействия задающего слоя, что в итоге при однонаправленной связи

должно привести к синхронизации всей сети. Действительно, как уже отмеча-

лось, с ростом 𝛾 «первоначальная» синхронизация разрушается, но затем, при

значительно большей связи, все слои сети постепенно оказываются синхрони-

зованными.
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6.3.4 Влияние степени неоднородности слоев

Теперь рассмотрим как степень и характер неоднородности однонаправ-

ленно связанных слоев сети влияет на эффект вынужденной синхронизации.

Количественная оценка степени синхронизации слоев с задающей структурой

проводится с использованием характеристики (6.9) и условия (6.10). Неодно-

родность или расстройка по параметрам слоев сети определяется согласно вы-

ражениям (6.8).

Неоднородность по параметрам 𝛼𝑖. Сначала исследуем поведение се-

ти (6.1) в случае, когда неоднородность вводится по параметрам 𝛼𝑖, управляю-

щих динамикой индивидуальных элементов 𝑖-го слоя. Для оценки влияния этого

типа неоднородности используется величина, характеризующая относительную

неоднородность слоев по параметру 𝛼, 𝛼′ = ∆𝛼/𝛼1, где 𝛼1 − управляющий па-

раметр в задающем (1-м) слое. Затем, при изменении силы однонаправленной

связи 𝛾 и параметра 𝛼′, определяется число слоев 𝐿 сети, полностью синхрони-

зованных (в смысле выполнения условия (6.10))с задающим слоем. Результаты

расчетов представлены в виде двумерной диаграммы на плоскости параметров

(𝛾, 𝛼′), приведенной на рисунке 6.20,а. Можно видеть, что эффективная пол-

ная синхронизация всех слоев (в смысле выполнения условия (6.10) для всех

элементов 𝑖-го слоя) наблюдается только при очень малой относительной неод-

нородности.

На рисунке 6.20,б,в приведены диаграммы режимов в сети при вариа-

ции коэффициента однонаправленной связи 𝛾, построенные для двух величин

неоднородности ∆𝛼. Вначале, когда ∆𝛼 принимает не очень большие значения

(рисунок 6.20,б), левая граница частичной синхронизации в области фазовой

химеры почти не изменяется (сравним с рисунком 6.16). Для воспроизведения

амплитудной химеры в последующих слоях (а, следовательно, и для эффек-

тивной полной синхронизации слоев) требуется всё более сильная однонаправ-
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(а)

(б) (в)

Рисунок 6.20. (а) Двумерная диаграмма, показывающая цветом максимальное

количество полностью синхронизованных (в смысле (6.10)) слоев 𝐿 в

зависимости от степени неоднородности 𝛼′ = ∆𝛼/𝛼1 и силы связи между

слоями 𝛾. Белым выделена область ухода на бесконечность системы. (б), (в)

Диаграммы режимов в сети (6.1) при вариации параметра 𝛾, полученные при

двух значениях неоднородности: (б) ∆𝛼 = 0.02 (𝛼′ = 0.005263), (в) ∆𝛼 = 0.145

(𝛼′ = 0.038158). Обозначения областей 1–4 соответствуют рисунку 6.16.

Параметры сети: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, ∆𝛾 = ∆𝜎 = 0.001, 𝑔𝑖 = 0 для

всех 𝑖
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ленная связь. Тем не менее, при малой степени неоднородности по параметру

𝛼, достичь вынужденной эффективной синхронизации всех слоев так и не уда-

ется (рисунок 6.20,б). Самые удаленные слои (𝑖 > 16) остаются в режиме ча-

стичной синхронизации в диапазоне изменения силы однонаправленной связи

𝛾 ∈ [0.18, 0.8].

Рост неоднородности ∆𝛼 сильно влияет на синхронизацию слоев в сети.

Так, при ∆𝛼 = 0.145 (рисунок 6.20,в), область частичной синхронизации

(воспроизведение фазовой химеры в области 2 на диаграмме) становится

существенно у́же по сравнению с предыдущим случаем (рисунок 6.20,б). С

удалением от середины сети данная область исчезает, уступая место несин-

хронным режимам (область 1). Исключение составляют только два слоя

(𝑖 = 13 и 𝑖 = 14), для которых частичная синхронизация (область 2) имеет

место в интервале значений межслойной связи 𝛾 ∈ [0.45, 0.78]. Эффективная

полная синхронизация с задающей структурой наблюдается максимум до

7-го слоя сети, в то время как слои 𝑖 > 15 остаются несинхронизованными

во всем интервале значений 𝛾 ∈ [0, 0.78]. Кроме того, все более высокий

уровень однонаправленной связи требуется для достижения вынужденной

синхронизации даже самых первых слоев сети (рисунок 6.20,в).

Неоднородность по параметрам 𝜎𝑖. Предположим теперь идентич-

ность всех элементов сети (𝛼𝑖 = 𝛼1) и введем неоднородность в коэффициенты

нелокальной (внутрислойной) связи 𝜎𝑖 в соответствии с соотношениями (6.8).

Чтобы можно было сравнивать результаты при анализе влияния различных

неоднородностей, также как и в предыдущем случае, будем анализировать ди-

намику сети (6.1) с использованием величины относительной неоднородности

в слоях по параметру 𝜎: 𝜎′ = ∆𝜎/𝜎1, где 𝜎1 − силы нелокальной связи в 1-м,

задающем слое.

На рисунке 6.21,а приведена двумерная диаграмма зависимости числа

слоев, полностью синхронизованных (в смысле выполнения (6.10)) с задающим
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(а)

(б) (в)

Рисунок 6.21. (а) Двумерная диаграмма, показывающая цветом максимальное

количество полностью синхронизованных (в смысле (6.10)) слоев 𝐿 в

зависимости от степени неоднородности 𝜎′ = ∆𝜎/𝜎1 и силы однонаправленной

связи 𝛾. Белым выделена область ухода на бесконечность системы. (б), (в)

Диаграммы режимов в сети (6.1) при вариации параметра 𝛾, полученные при

двух значениях неоднородности: (б) ∆𝜎 = 0.001684 (𝜎′ = 0.005263), (в)

∆𝜎 = 0.012211 (𝛼′ = 0.038158). Обозначения областей 1−4 соответствуют

рисунку 6.16. Параметры сети: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32,

∆𝛼 = ∆𝛾 = 0.001, 𝑔𝑖 = 0 для всех 𝑖



341

слоем, от силы связи между слоями 𝛾 и относительной неоднородности 𝜎′ в тех

же пределах, что и диаграмма на рисунке 6.20,a. Как видно из рисунка 6.21,а,

существует конечная область по параметрам 𝛾 и 𝜎′, в которой имеет место

эффективная полная синхронизация всех 20 слоев сети в смысле выполнения

условия (6.10). Данная область ограничена значением 𝛾 ≈ 0.37 слева и значе-

нием 𝛾 ≈ 0.8 справа, а максимальное значение относительной неоднородности,

при котором наблюдается эффективная полная синхронизация всех слоев, есть

𝜎′
max ≈ 0.02. Данное значение существенно больше, чем в случае наличия неод-

нородности по параметрам 𝛼𝑖, для которого 𝛼′
max ≈ 0.0025 (рисунок 6.20,а). На

рисунке 6.21,б,в представлены диаграммы режимов в сети (6.1) для двух зна-

чений неоднородности ∆𝜎 при вариации силы однонаправленной связи. При

очень слабой неоднородности, ∆𝜎 = 0.001684 (рисунок 6.21,б), расположение

областей синхронных и несинхронных режимов полностью совпадает с диаграм-

мой на рисунке 6.16. Увеличение уровня неоднородности, ∆𝜎 = 0.012211 (рису-

нок 6.21,в), приводит к заметному увеличению области частичной синхрониза-

ции (воспроизведение кластеров фазовой химеры) и уменьшению числа слоев

сети, для которых имеет место эффективная полная синхронизация. Подобный

эффект наблюдался в случае довольно малой расстройки по параметрам 𝛼𝑖 (см.

рисунок 6.20,б).

Сравнивая рисунки 6.20 и 6.21, можно заметить, что неоднородность па-

раметров 𝜎𝑖 слабее влияет на размер и расположение области полной синхро-

низации слоев. Режим эффективной полной синхронизации всех 20 слоев раз-

рушается при значениях ∆𝜎 = 0.00624, для которого значение относительной

неоднородности 𝜎′ = 0.0195. Односительная неоднородность по параметрам 𝛼𝑖,

приводящая к тому же эффекту, существенно меньше и составляет 𝛼′ = 0.0025

(∆𝛼 = 0.0095). Отметим, что абсолютные значения соответствующих разбросов

одного порядка.

Эффекты синхронизации сохраняются и при гораздо более значительных

относительных разбросах 𝜎′, когда в случае неоднородности значений 𝛼𝑖 разру-
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шается синхронизация даже первых слоев. Диаграммы режимов, построенные

для больших значений неоднородности ∆𝜎, приведены на рисунке 6.22. Хоро-

шо видно, во всех случаях область несинхронных режимов (область 1) занимает

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 6.22. Диаграммы режимов в сети (6.1) при вариации силы

однонаправленной связи 𝛾, полученные при различных значениях

неоднородности по параметрам 𝜎𝑖: (а) ∆𝜎 = 0.028 (𝜎′ = 0.0875), (б)

∆𝜎 = 0.044 (𝜎′ = 0.1375), (в) ∆𝜎 = 0.09 (𝜎′ = 0.28125), (г) ∆𝜎 = 0.140

(𝜎′ = 0.4375). Обозначения областей 1−4 соответствуют рисунку 6.16. В

области 5 имеет место синхронизация только в кластере с амплитудной

химерой. Параметры сети: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, ∆𝛼 = ∆𝛾 = 0.001,

𝑔𝑖 = 0 для всех 𝑖
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бо́льшую часть диаграмм и ее размер увеличивается c ростом ∆𝜎, в то время

как область эффективной полной синхронизации (область 3) заметно умень-

шается. Кроме того, интересно отметить, что при больших ∆𝜎 на диаграммах

возникает довольно значительная область 5, в которой имеет место синхрониза-

ция в режиме амплитудной химеры (то есть условие (6.10) выполняется только

для осцилляторов 𝑗 ∈ [1, 399], рисунок 6.12) и отсутствует фазовая химера. Та-

кая ситуация не типична для рассмотренных выше режимов сети. Более того,

начиная с ∆𝜎 = 0.078, область 2, соответствующая синхронизации в режиме

только фазовой химеры, полностью исчезает (рисунок 6.22,в,г), а область 5,

наоборот, увеличивается.

6.3.5 Влияние обратной связи

Выясним влияние обратной связи, то есть влияния верхних слоев на ниж-

ние, в сети (6.1) со слабой неоднородностью слоев. В этом случае, для более

понятного изложения, будем называть однонаправленную связь, характеризу-

ющуюся коэффициентом 𝛾, прямой связью. Оставим прежними все значения

параметров: 𝛼1 = 3.8, 𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, ∆𝛼 = ∆𝛾 = ∆𝜎 = 0.001, но будем

полагать, что 𝑔𝑖 ̸= 0 для 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑀 − 1. Коэффициенты обратной связи за-

даются в соответствии с соотношениями (6.2) и (6.8) с фиксированным малым

разбросом ∆𝑔 = 0.001 относительно значения 𝑔2.

Двупараметрическая диаграмма, представленная на рисунке 6.23,а, де-

монстрирует, как изменяется число слоев 𝐿, синхронизованных с задающим

слоем, при изменении силы прямой 𝛾 и обратной 𝑔2 связи между слоями. Из

рисунка видно, что с увеличением обратной связи не только уменьшается об-

ласть по параметру 𝛾, в которой наблюдается максимально возможное коли-

чество синхронизованных слоев, но и увеличивается область ухода траектории

на бесконечность. Тем не менее, существует некоторый интервал оптимальных
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2

(а)

(б) (в)

Рисунок 6.23. (а) Двумерная диаграмма, показывающая цветом максимальное

количество полностью синхронизованных (в смысле (6.10))слоев 𝐿 в

зависимости от силы прямой 𝛾 и обратной 𝑔2 связи. Белым выделена область

ухода на бесконечность системы. (б), (в) Диаграммы режимов в сети (6.1) при

вариации параметра 𝛾 для двух значений 𝑔2: (б) 0.12, (в) 0.18. Обозначения

областей 1−5 соответствуют рисункам 6.16 и 6.22 . Параметры сети: 𝛼1 = 3.8,

𝜎1 = 0.32, 𝑟1 = 0.32, ∆𝛼 = ∆𝛾 = ∆𝜎 = ∆𝑔 = 0.001

значений коэффициента прямой связи 𝛾, для которых эффективная полная син-

хронизация наблюдается в максимальном числе слоев. Эта область сужается с

ростом силы обратной связи 𝑔2 и ограничена не только в направлении уменьше-
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ния значений 𝛾, но и их увеличения (рисунок 6.23,а). Максимальная величина

силы обратной связи, при которой еще имеет место эффективная полная син-

хронизация всех слоев сети, составляет 𝑔2 ≈ 0.12 при силе однонаправленной

связи 𝛾 ≈ 0.6. Описанный эффект не является очевидным фактом и может

быть связан с влиянием параметра 𝛾 на эффективные значения параметров 𝛼𝑖

во втором и последующих слоях сети (см. систему уравнений (6.11)).

Рассмотрим теперь, как изменится диаграмма режимов в системе с од-

нонаправленной связью, приведенная на рисунке 6.16, с ростом параметра об-

ратной связи 𝑔2. Соответствующие результаты расчетов приведены на рисун-

ке 6.23,б,в для двух различных значений силы обратной связи 𝑔2. На полу-

ченных диаграммах режимов выделены те же области, что и на рисунках 6.16

и 6.22. Диаграмма режимов при слабой обратной связи, приведенная на ри-

сунке 6.23,б, мало отличается от диаграммы, представленной на рисунке 6.16.

Наличие слабой обратной связи приводит только к исчезновению эффекта «пер-

воначальной» синхронизации и некоторому увеличению области 2. Причем эта

область появляется и при больших значениях 𝛾, где порог эффективной полной

синхронизации слоя убывает с номером слоя. С ростом параметра обратной свя-

зи 𝑔2 (рисунок 6.23,в) происходит увеличение области несинхронных режимов

1 и области ухода траектории на бесконечность (область 4). В первых слоях

сети появляется маленькая область 5, соответствующая синхронизации только

кластера с амплитудной химерой. Область эффективной полной синхронизации

3 заметно уменьшается (сравним рисунок 6.23,б и в), а затем ограничивается

только первыми слоями сети. Уже при 𝑔2 > 0.14 эффективная полная синхрони-

зация всех слоев с задающим слоем становится невозможной (рисунок 6.23,а,в).

При 𝑔2 > 0.29 эффективная полная синхронизация не наблюдается даже в пер-

вом слое.

На рисунке 6.24 приведены примеры мгновенных пространственных про-

филей состояний элементов слоев сети в области 5, где синхронизация наблю-

дается только в режиме амплитудной химеры, а кластеры некогерентности фа-
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(а) (б)

Рисунок 6.24. Мгновенные пространственные профили динамики 2-го (𝑖 = 2)

слоя в области 5 для различных значений силы прямой и обратной

межслойной связи: (а) 𝛾 = 0.34, 𝑔2 = 0.12, (б) 𝛾 = 0.42, 𝑔2 = 0.18. Сплошной

голубой линией изображен мгновенный профиль задающей структуры в 1-м

слое, черными точками показан мгновенный профиль структуры в слое 𝑖 = 2.

Параметры сети (6.1) как для рисунка 6.23

зовой химеры в синхронизуемых слоях отсутствуют. Отметим, что область 5

возникает только при наличии сильной неоднородности по параметрам 𝜎𝑖 (ри-

сунок 6.22) и обратной связи (рисунок 6.23).

Достаточно очевидно, что наличие обратной связи между слоями сети

препятствует вынужденной синхронизации, поскольку приводит к взаимной

синхронизации второго и последующих слоев, структуры которых будут одина-

ковы и отличны от структуры в задающем слое. Если взаимная связь велика,

то воздействие со стороны задающего слоя будет стремиться синхронизовать

все остальные слои одновременно, как единое целое. При достаточно большом

количестве слоев, для их вынужденной синхронизации потребуется довольно

сильное воздействие. В рассматриваемой модели на базе логистических отоб-

ражений такое воздействие приводит к уходу траекторий на бесконечность и

наблюдать синхронизацию всех 𝑀 = 20 слоев сети невозможно. Если взаимная
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связь не слишком велика, то воздействие может разрушить режим взаимной

синхронизации в нескольких первых слоях и навязать им состояние, синхрон-

ное со вторым слоем. В этом отношении поведение сети из нескольких слоев

аналогично поведению взаимно связанных автогенераторов, на один из кото-

рых действует внешняя сила (см., например, работу [465]). В то же время, как

показывают результаты проведенных исследований, в случае сильно ассимет-

ричной связи слоев сети, когда обратная связь мала, возможно получить режим

полной (в смысле неравенства (6.10)) вынужденной синхронизации достаточно

большого количества слоев.

6.4 Выводы по шестой главе

Представленные в данной главе численные результаты исследований эф-

фекта вынужденной синхронизации однородной и неоднородной мультиплекс-

ных сетей хаотических осцилляторов в режиме химерного состояния позволяют

сделать следующие основные выводы.

∙ Впервые показано, что результаты анализа синхронизации химерных

структур в двух и трех взаимодействующих слоях, можно обобщить на слу-

чай многослойной структуры. Установлено, что при увеличении силы одно-

направленной связи при слабой расстройке параметров первого (задающе-

го) слоя от параметров остальных слоев, которые являются идентичными,

наблюдается вынужденная синхронизация пространственных структур во

всех слоях. При этом химерная структура, устанавливающаяся в первом

слое, передается от слоя к слою с малыми искажениями, величина которых

определяется величиной расстройки параметров.

∙ Впервые продемонстрирована возможность ретрансляции сложной про-

странственной структуры в многослойной сети в присутствии неоднород-
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ностей во всех слоях по различным параметрам и наличии обратной связи.

При условии малой неоднородности и слабой обратной связи имеет место

эффективная вынужденная близкая к полной синхронизация.

∙ Установлено, что одинаковая по величине неоднородность различных па-

раметров сети по-разному влияет на возможности вынужденной синхро-

низации. Показано, что расстройка значений параметров, управляющих

динамикой индивидуальных элементов, оказывается гораздо разрушитель-

нее для синхронизации, чем аналогичная расстройка по силе нелокальной

связи внутри слоев.

∙ Впервые установлено, что наиболее существенным препятствием для гло-

бальной синхронизации всех слоев сети является наличие обратной ком-

поненты взаимодействия между слоями. В случае сильной взаимной связи

слоев вся сеть становится единой системой, и ее вынужденная синхрони-

зация требует довольно сильного воздействия. Если взаимная связь не так

велика, то возможна вынужденная синхронизация некоторого кластера из

определенного числа слоев сети.

∙ Впервые показано, что эффект вынужденной синхронизации многослой-

ной сети в режиме комбинированной химерной структуры характеризуется

различием в порогах эффективной синхронизации для кластеров некоге-

рентности фазовой и амплитудной химер. Этот эффект существенно за-

висит от характера и степени неоднородности слоев, а также от наличия

обратной связи между слоями.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей диссертационной работе решена важная и принципиально

новая научная задача в области радиофизики и нелинейной динамики, связан-

ная с исследованием механизмов формирования, эволюции и свойств сложных

пространственно-временных структур (химерных и уединенных состояний) в

ансамблях хаотических осцилляторов с нелокальной связью. Выявленные ха-

рактерные особенности химерных структур и эффектов их синхронизации мо-

гут трактоваться как приоритетные результаты. Получены следующие основ-

ные результаты:

1. Детально исследован переход от режима полной хаотической синхрониза-

ции к пространственно-временному хаосу в одномерных ансамблях дис-

кретных и дифференциальных систем с хаотическими аттракторами неги-

перболического типа при условии нелокальной связи. Впервые установле-

но, что данный переход характеризуется возникновением химерных струк-

тур двух типов − фазовой и амлитудной химер, которые впервые рассмат-

риваются в работе.

2. Выявлены и описаны бифуркационные механизмы формирования фазо-

вых и амплитудных химерных структур в ансамблях нелокально связан-

ных хаотических осцилляторов с негиперболическим типом хаотического

аттрактора. Установлено, что бифуркационный переход «когерентность-

некогерентность» является общим для ансамблей нелокально связанных

хаотических систем с удвоениями периода.

3. При изучении перехода «когерентность−некогерентность» впервые приме-

нен корреляционный подход, основанный на расчетах коэффициента вза-

имной корреляции между элементами ансамбля, получена количественная
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оценка статистических характеристик рассматриваемых динамических ре-

жимов, а также проанализированы и выявлены принципиальные различия

в статических свойствах фазовых и амплитудных химерных состояний.

4. Детально исследованы переходы от режима полной хаотической син-

хронизации к режиму пространственно-временного хаоса в ряде ан-

самблей нелокально связанных хаотических осцилляторов с квазиги-

перболическим типом аттрактора индивидуальных осцилляторов. Уста-

новлено, что указанный переход осуществляется, как правило, че-

рез режим уединенных состояний и является типичным при переходе

«когерентность−некогерентность» в ансамблях нелокально связанных хао-

тических систем, индивидуальные элементы которых характеризуются ха-

отическими аттракторами квазигиперболического типа. Уединенные состо-

яния характеризуются временной динамикой, полностью отличной от по-

ведения во времени остальных элементов ансамбля. Установлено, что уеди-

ненные состояния возникают при случайном задании начальных условий

и не формируют устойчивых кластеров некогерентности с определенными

границами в пространстве ансамбля. С уменьшением величины коэффи-

циента нелокальной связи имеет место монотонное возрастание числа ос-

цилляторов в режиме уединенных состояний и при стремлении силы связи

к нулю реализуется режим пространственно-временного хаоса.

5. На примере ансамбля из нелокально связанных систем Лоренца впервые

проведен теоретический и численный анализ влияния свойства гипербо-

личности хаотического аттрактора на возможность реализации режимов

химерных структур. Показано, что при вариации силы связи параметры

индивидуального осциллятора изменяют свои эффективные значения, ко-

торые могут соответствовать как режимам квазигиперболического, так и

негиперболического аттракторов. В результате в первом случае рождение

химерных структур исключено. Если изменения управляющих параметров
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системы вызывают потерю гиперболичности хаотическим аттрактором, то

в ансамбле возможна реализация химерных состояний.

6. Впервые обнаружен и исследован эффект перемежаемости в динамике ос-

цилляторов некогерентного кластера амплитудной химеры, проявляющий-

ся в нерегулярных во времени переключениях режимов колебаний от хао-

тических к периодическим и наоборот. Установлен факт конечности време-

ни жизни амплитудной химеры, которая представляет собой переходный

процесс. По истечении этого времени перемежаемость исчезает и проис-

ходит переход к периодическим колебаниям в режиме фазовой химеры.

Установлено, что фазовая химера представляет собой стационарную (уста-

новившуюся во времени и пространстве) и долгоживущую структуру.

7. Впервые проведен статистический анализ влияния локализованного (толь-

ко на элементы амплитудных химер) и глобального (на все элементы ан-

самбля) аддитивного шумового воздействия на эффект перемежаемости

и время жизни «восстановленных» с помощью шума амплитудных химер.

Впервые установлена возможность управления временем жизни амплитуд-

ной химеры в широких пределах путем внешнего аддитивного шумового

воздействия, как на отдельные осцилляторы, так и на все осцилляторы

ансамбля. Установлено также, что стационарный режим фазовой химеры

устойчив по отношению к шумовому возмущению, постоянно действующе-

му на все элементы ансамбля.

8. Впервые показано, что наличие симметричной связи между двумя ансам-

блями, каждый из которых состоит из различных хаотических отображе-

ний с нелокальной связью и в отсутствие связи демонстрирует принци-

пиально отличные друг от друга пространственно-временные структуры,

может индуцировать возникновение структур и режимов, которые не мо-

гут наблюдаться в данных ансамблях в отсутствие связи между ними. Так,
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в результате введения взаимной диссипативной или инерционной межслой-

ной связи в ансамбле нелокально связанных отображений Эно возможна

реализация режимов уединенных состояний и бегущих волн, а в ансамбле

отображений Лози − режимов фазовой и амплитудной химерных состоя-

ний.

9. Обнаружен и описан новый тип химерной структуры − «химеры уединен-

ных состояний», найденный при моделировании динамики системы двух

связанных ансамблей из хаотических осцилляторов Лози и Эно. Эта химер-

ная структура характеризуется сосуществованием в пространстве ансам-

бля некогерентного кластера (кластеров) осцилляторов в режиме уединен-

ных состояний и когерентного кластера (кластеров) осцилляторов в режи-

ме синхронных колебаний. Показано, что химера уединенных состояний яв-

ляется одной из типичных для ансамблей нелокально связанных осцилля-

торов и может быть реализована не только в системах двух взаимосвязан-

ных ансамблей, но и в изолированных ансамблях отображений Лози, Эно,

отображений Некоркина и в ансамбле осцилляторов ФитцХью−Нагумо.

10. Впервые установлен и описан механизм рождения уединенных состояний

и химерных структур на их основе. Рождение указанных пространственно-

временных структур обусловлено появлением бистабильности в динамике

индивидуальных осцилляторов ансамбля. Показано, что причиной возник-

новения бистабильности является нелокальная связь индивидуальных ос-

цилляторов с конечным числом соседей. В результате каждый из осцил-

ляторов ансамбля находится под воздействием «внешних» сигналов, что

может приводить к рождению бистабильности. Бистабильность характе-

ризуется сосуществованием двух притягивающих областей в пространстве

состояний индивидуальных осцилляторов (условно называемых аттракто-

рами) со своими бассейнами притяжения. Один из аттракторов отвечает

режиму уединенных состояний, другой − когерентной динамике. При слу-
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чайном характере задания начальных условий часть осцилляторов попада-

ет в бассейн притяжения одного аттрактора, а часть − в область притяже-

ния второго, что и приводит к возможности возникновения как уединенных

состояний, так и соответствующих химерных структур.

11. Установлены и исследованы эффекты вынужденной и взаимной синхрони-

зации сложных пространственно-временных структур, включая химерные,

в случае диссипативной и инерционной взаимосвязи между ансамблями

хаотических осцилляторов с нелокальной связью. Показано, что с ростом

коэффициента связи между ансамблями осуществляется переход к син-

хронной динамике, близкой к режиму полной синхронизации, соответству-

ющих осцилляторов ансамбля, которая сохраняется в конечной области

синхронизации в пространстве управляющих параметров системы. Прове-

дена количественная оценка степени синхронности структур с использова-

нием расчетов коэффициента взаимной корреляции и среднеквадратичных

отклонений значений по времени и по ансамблю. Сравнительный анализ

показал, что диссипативный тип связи между ансамблями хаотических ос-

цилляторов в бо́льшей степени способствует реализации эффекта синхро-

низации химерных структур.

12. Проведено сопоставление и установлено качественное соответствие эффек-

та синхронизации пространственно-временных структур с выводами клас-

сической теории синхронизации периодических автоколебаний. Это позво-

ляет рассматривать результаты настоящей работы как обобщение пред-

ставлений о классическом явлении синхронизации периодических автоко-

лебаний на случай синхронизации пространственно-временных структур в

системах связанных ансамблей нелокально взаимодействующих нелиней-

ных осцилляторов.
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13. Проведено обобщение концепции вынужденной синхронизации двух взаи-

мосвязанных ансамблей (слоев) на случай многослойных систем. Показано,

что химерная структура, заданная в первом слое, передается (ретрансли-

руется) от слоя к слою с малыми искажениями, величина которых опре-

деляется величиной расстройки параметров. Эффективная синхронизация

структур во всех слоях многослойного ансамбля осцилляторов реализуется

при достижении величиной параметра однонаправленной связи определен-

ного порогового значения. Показано, что расстройка значений параметров,

управляющих динамикой индивидуальных элементов, оказывается гораздо

разрушительнее для синхронизации, чем аналогичная расстройка по силе

нелокальной связи внутри слоев.

14. Впервые установлено, что наиболее существенным препятствием для гло-

бальной синхронизации всех слоев сети является наличие обратной ком-

поненты взаимодействия между слоями. В случае сильной взаимной связи

слоев вся сеть становится единой системой, и ее вынужденная синхрони-

зация требует довольно сильного воздействия.
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17. E. Schöll, S.H.L. Klapp, P. Hövel, Control of self-organizing nonlinear

systems. Berlin: Springer, 2016.

18. S. Boccaletti, A.N. Pisarchik, C.I. del Genio, A. Amann, Synchronization:

From Coupled Systems to Complex Networks. Cambridge: Cambridge

University Press, 2018.

19. C. Jones, Stability of the travelling wave solution of the FitzHugh-Nagumo

system. Trans. of the American Math. Soc., 1984. Vol. 286. P. 431.

20. I. Waller, R. Kapral, Spatial and temporal structure in systems of coupled

nonlinear oscillators. Phys. Rev. A, 1984. Vol. 30. P. 2047.

21. A.M. Pertsov, E.A. Ermakova, A.V. Panfilov, Rotating spiral waves in a

modified FitzHugh-Nagumo model. Physica D, 1984. Vol. 14. P. 117.

22. G.B. Ermentrout, W.C. Troy, Phase locking in a reaction-diffusion system

with a linear frequency gradient. SIAM J. of Applied Math., 1986. Vol. 39.

P. 623.

23. А.В. Гапонов-Грехов, М.И. Рабинович, Уравнение Гинзбурга-Ландау и

нелинейная динамика неравновесных сред. Изв. вузов. Радиофизика,

1987. Т. 32.



358

24. H. Sakaguchi, S. Shinomoto, Y. Kuramoto, Local and global self-entrainments

in oscillator lattices. Progress of Theor. Physics, 1987. Vol. 77. P. 1005.

25. S.H. Strogatz, R.E. Mirollo, Collective synchronization in lattices of nonlinear

oscillators with randomness. J. of Physics A, 1988. Vol. 21. P. L699.

26. S.H. Strogatz, R.E. Mirollo, Phase-locking and critical phenomena in lattices

of coupled nonlinear oscillators with random intrinsic frequencies. Physica D,

1988. Vol. 31. P. 143.

27. K. Kaneko, Spatiotemporal сhaos in one- and two-dimensional coupled map

lattices. Physica D, 1989. Vol. 37. P. 60.

28. K. Kaneko, Pattern dynamics in spatiotemporal chaos: Pattern selection,

diffusion defects and pattern competition intermittency. Physica D, 1989.

Vol. 34. P. 1.

29. А.П. Кузнецов, С.П. Кузнецов, Критическая динамика решеток связан-

ных отображений у порога хаоса. Изв. вузов. Радиофизика, 1991. Т. 34.

С. 1079.

30. В.В. Астахов, Б.П. Безручко, В.И. Пономаренко, Формирование мульти-

стабильности, классификация изомеров и их эволюция в связанных фей-

генбаумовских системах. Изв. вузов. Радиофизика, 1991. Т. 34. С. 35.

31. M.C. Cross, P.C. Hohenberg, Pattern formation outside of equilibrium .

Reviews of Modern Physics, 1993. Vol. 65. P. 851.

32. V.I. Nekorkin, V.A. Makarov, Spatial chaos in a chain of coupled bistable

oscillators. Phys. Rev. Lett., 1995. Vol. 74. P. 4819.

33. Г.Д. Абарбанель, М.И. Рабинович, A. Селверстон, М.В. Баженов, Р. Ху-

эрта, М.М. Сущик, Л.Л. Рубчинский, Синхронизация в нейронных ансам-

блях. УФН, 1996. Т. 166. C. 363−390.

34. V.I. Nekorkin, V.B. Kazantsev, M.G. Velarde, Mutual synchronization of two

lattices of bistable elements. Phys. Lett. A, 1997. Vol. 236. P. 505.



359

35. V.I. Nekorkin, M.L. Voronin, M.G. Velarde, Clusters in an ensemble of globally

coupled bistable oscillators. Eur. Phys. J. B, 1999. Vol. 9. P. 533.

36. V.N. Belykh, I.V. Belykh, M. Hasler, Hierarchy and stability of

partially synchronous oscillations of diffusively coupled dynamical systems.

Phys. Rev. E, 2000. Vol. 62. P. 6332.
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varying complex networks. Phys. Rev. E, 2015. Vol. 91(2). P. 022817.
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