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UDC 517.5

ON CONSTRUCTION OF RIESZ BASES USING WALSH
TYPE AFFINE SYSTEMS IN THE SPACE L2(0, 1)1

K.H.H. Al-Jourany (Diyala, Iraq; Saratov, Russia)
hadi_hameed@ymail.com

P.A. Terekhin (Saratov, Russia)
terekhinpa@mail.ru

Suppose that the periodic function f ∈ L2(0, 1) satys�ed the condition
1́

0

f(t) dt = 0. For any n ∈ N using the binary representation n =
k−1∑
ν=0

αν2
ν +

+ 2k we set
fn(t) = W αf(t) = Wα0

. . .Wαk−1
f(t). (1)

Besides, we set f0(t) ≡ 1. The system {fn}n≥0 = {W αf}α∈A (A =
=
⋃∞
k=0{0, 1}k) is the a�ne system of Walsh type, where α ∈ A, α =

= (α0, . . . , αk−1) and

W0f(t) = f(2t), W1f(t) = r(t)f(2t).

It is easy to show that the Walsh �Paley system {wn}n≥0 is a�ne system.
We consider the problem: under which conditions on the function f an

a�ne system of Walsh type {fn}n≥0 is a Riesz basis in the space L2(0, 1),
i.e. fn = Aen, n ≥ 0, where A is an invertible and a bounded (together
with A−1) operator in L2(0, 1) and {en}n≥0 is an orthonormal basis.

In our work we indicate a method for constructing Riesz bases. This
method is shown as follow: suppose thatH∞ is the Banach algebra of analytic
functions on the open unit disk, G(H∞) is the group of invertible elements
of the algebra H∞. Note that for u to be belong to G(H∞), it is necessary

1The �rst author was supported by the Republic of Iraq Ministry of Higher Education and Scienti�c
Research. The second author was supported by the Russian Foundation for Basic Research (Grant no.
13-01-00102) and the Russian Ministry of Education and Science (Project no. 1.1520.2014K).
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and su�cient that the function u(z) be analytic on the disk (|z| < 1) and
that the following inequalities be valid:

0 < inf |u(z)|, sup |u(z)| <∞.

Theorem 1. Let {wn}n≥0 be the Walsh system, {rk}k≥0 be the Rade-
macher system and

f =
∞∑
k=0

akrk,
∞∑
k=0

|ak|2 <∞.

If the analytic function

f̂(z) =
∞∑
k=0

akz
k, |z| < 1,

belongs to G(H∞), then the a�ne system of Walsh type {fn}n≥0 is Riesz
bases in L2(0, 1).

UDC 517.518.86

A CLASS OF ANALYTICAL UNIVALENT FUNCTIONS
DEFINED BY AN INTEGRAL OPERATOR1

R.H.B. Almzaiel (Yekaterinburg, Russia)
ra�dh_buti@yahoo.com

Let RV be the class of analytical functions that are univalent in the unit
circle U = {z ∈ C : |z| < 1} and such that their power series expansions
have the form

f(z) = z −
∞∑
n=2

anz
n. (1)

Denote by RV T the subclass of functions f ∈ RV with nonnegative
coe�cients in expansion (1):

f(z) = z −
∞∑
n=2

anz
n, an ≥ 0, n ≥ 2. (2)

For α > −1, on the set of functions f ∈ RV , de�ne the interal operator

F α(z) = (F αf)(z) =
α + 1

zα

zˆ

0

δα−1f(δ) dδ, z ∈ U.

1This work was supported by the Competitiveness Enhancement Program of the Ural Federal
University (Enactment of the Government of the Russian Federation of March 16, 2013 no. 211, agreement
no. 02.A03.21.0006 of August 27, 2013).
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It is not hard to verify the following formula:

(F αf)(z) = z −
∞∑
n=2

(
α + 1

α + n

)
anz

n, z ∈ U.

For
α > −1, λ ≥ 0, β ≥ 0, θ ≥ 0, (3)

denote by RV T (α, β, λ, θ) the set of functions f ∈ RV T satisfying the
condition ∣∣∣∣∣ β

[
z2(F α(z))′′ − θz(F α(z))′ − z

]
1 + λ [z2(F α(z))′′ − θz(F α(z))′ − z]

∣∣∣∣∣ < 1, z ∈ U.

Some other similar classes of functions from RV T were studied by Abudul
Hussein and Buti [1,2], Atshan and Buti [3,4], Goel and Sahi [5], Slivarman
[6], Pashkouleva and Vasilev [7], Kulkarni, Aouf, and Joshi [8], Juneja and
Mogra [9].

The main results of this talk are contained in the following statements,
where we suppose that conditions (3) hold.

Theorem 1. A function f ∈ RV T belongs to the class RV T (α, β, λ, θ)
if and only if

∞∑
n=2

(
α + 1

α + n

)
n(n− 1− θ)(β + λ)an ≤ 1.

As a consequence of this theorem, we can conclude that coe�cients
of expansion (2) of a function f ∈ RV T (α, β, λ, θ) satisfy the following
estimates:

an ≤
1(

α + 1

α + n

)n(n− 1− θ)(β + λ), n ≥ 2.

Theorem 2. For a function f ∈ RV T (α, β, λ, θ), the following estimates
are valid :

r − 1

2

(
α + 1

α + 2

)
(1− θ)(β + λ)

r2 ≤ |f(z)| ≤

≤ r +
1

2

(
α + 1

α + 2

)
(1− θ)(β + λ)

r2, 0 < |z| = r < 1, (4)
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For the function

f(z) = z − 1

2

(
α + 1

α + 2

)
(1− θ)(β + λ)

z2,

both inequalities in (4) turn into equalities.

Theorem 3. Let f1(z) = z and

fn(z) = z − 1(
α + 1

α + n

)
n(n− 1− θ)(β + λ)

zn, n ≥ 2.

A function f belongs to the class RV T (α, β, λ, θ) if and only if this function
can be represented in the form

f(z) =
∞∑
n=1

σnfn(z), |z| < 1,

where σn ≥ 0, n ≥ 1; moreover,
∞∑
n=1

σn = 1.
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1. Hussein H. J.A., Buti R.H. Some geometric properties of a class of univalent

functions with negative coe�cients de�ned by Hadamard product with fractional calculus
I // Int. Math. Forum. 2011. Vol. 6(64). P. 3179�3188.

2. Hussein H. J.A., Buti R.H. A new subclass of starlike univalent functions with
positive coe�cients de�ned by integral operator I // Adv. App. Math. Sci. 2011. Vol. 10(3).
P. 259�266.

3. Atshan W.G., Buti R.H. Some properties of a new subclass of meromorphic
univalent functions with positive coe�cients de�ned by Ruscheweyh derivative I // J.
Al-Qadisiyah Comp. Sci. Math. 2010. Vol. 1(2). P 32�40.

4. Atshan W.G., Buti R.H. Fractional calculus of a class of univalent functions with
negative coe�cients de�ned by Hadamard product with Ra�d-operator // Eur. J. Pure
Appl. Math. 2011. Vol. 4(2). P. 162�173.

5. Goel R.M., Sohi N. S. Multivalent functions with negative coe�cients // Indian J.
Pure Appl. Math. 1981. Vol. 12(7). P. 844�853.

6. Silverman H. Univalent functions with negative coe�cients // Proc. Amer. Math.
Soc. 1975. Vol. 51. P. 109�116.

7. Pashkouleva D. Z., Vasilev K.V. On a class of multivalent functions with negative
coe�cients // Plovdiv University �Paisii Hilend Arski� Bulgaria Scienti�c Works. 2004.
Vol. 34(3). P. 61�67.

8. Kulkarni S. R., Aouf M.K., Joshi S. B. On a subfamily of p-valent functions with
negative coe�cients // Mat. Vesnik. 1994. V. 46 (3�4). P. 71�75.

9. Juneja O. P., Mogra M. L. Radii of convexity for certain classes of univalent analytic
functions // Paci�c J. Math. 1978. Vol. 78(2). P. 359�368.

6



UDC 517.984

ON RECOVERING STURM�LIOUVILLE OPERATORS
WITH FROZEN ARGUMENT 1

S.A. Buterin, S.V. Vasiliev (Saratov, RF)
buterinsa@info.sgu.ru, altrair@mail.ru

1. Introduction. Inverse problems of spectral analysis consist in reco-
vering operators from given their spectral characteristics. The greatest
success in the inverse problem theory has been achieved for the Sturm�
Liouville operator and afterwards for higher-order di�erential operators (see
[1, 2] and references therein). Inverse problems for di�erential operators with
deviating argument and other classes of non-local operators because of their
di�culty were studied insu�ciently. Some aspects of inverse spectral theory
for differential operators with �xed argument were investigated in [3].

Fix k ∈ N and consider the boundary value problem L = L(q(x)):

`y := −y′′ + q(x)y
(π
k

)
= λy, 0 < x < π. (1.1)

y(0) = y(π) = 0. (1.2)

Here λ is the spectral parameter, q(x) is a complex-valued function and
q(x) ∈ L2(0, π). We refer to ` as to the Sturm-Liouville operator with frozen
(�xed) argument. Let {λn}n≥1 be the spectrum of L. Consider the following
inverse problem.

Inverse Problem 1. Given {λn}n≥1, �nd q(x).

We obtain necessary and su�cient conditions for solvability of Inverse
Problem 1 and prove uniqueness of its solution in the class of symmetric
potentials. A constructive procedure for solving the inverse problem is
provided.

2. Characteristic function. Properties of the spectrum. Let
C(x, λ), S(x, λ) be solutions of equation (1.1) under the initial conditions

C
(π
k
, λ
)

= S ′
(π
k
, λ
)

= 1; S
(π
k
, λ
)

= C ′
(π
k
, λ
)

= 0.

Eigenvalues of L coincide with the zeros of its characteristic function

∆(λ) := S(π, λ)C(0, λ)− S(0, λ)C(π, λ).

1This research was supported in part by RFBR (Grants no. 15-01-04864, no. 16-01-00015) and by the

Ministry of Education and Science of RF (Grant no. 1.1436.2014K).
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Lemma 1. Characteristic function of the boundary problem L has the

form

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
+

πˆ

0

W (t)
cos ρt

ρ2
dt, W (t) ∈ L2(0, π). (2.1)

Moreover,

W (t) =
1

2



q
(
π
k − 1

k
+ t
)

+ q
(
π
k − 1

k
− t
)
, x ∈

(
0,
π

k

)
,

q
(
π
k − 1

k
− t
)
− q
(
π
k + 1

k
− t
)
, x ∈

(π
k
,
π(k − 1)

k

)
,

−q
(
π
k + 1

k
− t
)
− q
(
t− πk − 1

k

)
, x ∈

(π(k − 1)

k
, π
)
.

Using the properties of W (t), we arrive at the following assertion.

Lemma 2. The function ∆(λ) has the form

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
+ sin

πρ

k

π k−1
kˆ

0

V (t)
sin ρt

ρ2
dt, V (t) ∈ L2

(
0, π

k − 1

k

)
. (2.2)

Theorem 1. The boundary value problem L has a countable set of

eigenvalues {λn}n≥1 of the form

λn =
(
n+

κn
n

)2

, {κn} ∈ l2. (2.3)

Moreover, a k-th part of eigenvalues degenerate, in the following sense:

λkn = (kn)2, n ∈ N. (2.4)

Lemma 3. The speci�cation of the spectrum {λn}n≥1 uniquely deter-

mines the characteristic function by the formula

∆(λ) = π
∞∏
n=1

λn − λ
n2

. (2.5)

Lemma 4. Let arbitrary complex numbers λn, n ≥ 1, of the form (2.3),

satisfying (2.4), be given. Then the function ∆(λ) determined by (2.5) has

the form (2.2).
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3. Solution of the inverse problem. The following theorem gives
necessary and su�cient conditions for solvability of Inverse Problem1.

Theorem 2. For arbitrary sequence of complex numbers {λn}n≥1 to

be the spectrum for a certain boundary value problem L = L(q(x)) it is

necessary and su�cient to satisfy (2.3), (2.4).

In the class of potentials that are symmetric with respect to the point
x = π/k the following uniqueness theorem is valid.

Theorem 3. Let q(x) = q(2π/k−x), x ∈ (0, π/k), then the speci�cation

of spectrum uniquely determines the potential q(x).

The solution of Inverse Problem 1 in the class of symmetric potentials
can be found by the following algorithm.

Algorithm 1. Let the spectrum {λn}n≥1 be given.
1. Construct ∆(λ) by formula (2.5);
2. Find W (x), x ∈ (0, π) from (2.1) inverting the Fourier transform;
3. Construct q(x), x ∈ (0, 2π/k) using

q(x) =


−W

(
π
k − 1

k
+ x
)
, x ∈

(
0,
π

k

)
,

−W
(
π
k + 1

k
− x
)
, x ∈

(π
k
, 2
π

k

)
;

For ν = 2, k − 2 repeat the following step:

4. If q(x) on (0, νπ/k) is calculated, then �nd q(x) on
(
νπ
k ,

(ν+2)π
k

)
by the

formula

q(x) = q
(
x− 2

π

k

)
− 2W

(
π
k + 1

k
− x
)
. (3.1)

REFERENCES
1. Freiling G., Yurko V.A. Inverse Sturm�Liouville Problems and Their Applications.

N.Y. : NOVA Science Publ., 2001.
2. Yurko V.A. Introduction to the Theory of Inverse Spectral Problems. Moscow :

Fizmatlit, 2007.

3. Albeverio S., Hryniv R.O., Nizhnik L. P. Inverse spectral problems for non-local

Sturm�Liouville operators // Inverse Problems. 2007. Vol. 23, no. 2. P. 523�535.
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UDC 517.98

SUBINVERTIBILITY OF COMPACT-VALUED
SUBLINEAR OPERATORS1

I. V. Orlov, S. I. Smirnova (Simferopol, Russia)
igor_v_orlov@mail.ru

In the problems of modern nonsmooth analysis and nonsmooth
optimization, the multivalued sublinear operators plays, as is known, ever
more important role (see, e.g., [1�5]). In particular, the concepts of the
subdi�erential and the subsmoothness, which were researched in the series
of our works [6�8], are jointly connected to multivalued sublinear operators,
that take convex compact values.

The present work represents an outline of such theory. We describe
the compact-valued sublinear operators by means of the packets of single-
valued so called basic selectors. This makes it possible to introduce
a concept of the multivalued invertibility through the concept of the
corresponding selectors. The construction and the properties of the
invertible multioperators are described explicitly. Special attention is given to
the question on extremal points of selector representation and corresponding
application of Krein �Milman theorem.

1. Preliminaries. Sublinear K-operators
and their simplest properties

De�nition 1. Let F be a real normed space. Denote by FK the convex
cone consisting of all non-empty convex compacts from F , equipped with
element-wise addition, non-negative scalar multiplication and the cone-norm:

‖C‖ = sup
y∈C
‖y‖ (C ⊂ F ).

De�nition 2. Let E and F be the real normed spaces, A : E → FK .
Say that A is a sublinear K-operator if the following properties

(i) A(h+ k) ⊂ Ah+ Ak (subadditivity);
(ii) A(λh) = λ · Ah (λ ≥ 0) (positive homogeneity);

are satis�ed. A cone-norm for the K-operator is introduced in the standard
way:

‖A‖ = sup
‖h‖≤1

‖Ah‖.

Say that the K�operator A is bounded if ‖A‖ <∞. The normed cone of all
bounded K-operators A : E → EK denote by LK(E;F ).

1Ðåçóëüòàòû Îðëîâà È. Â. ïîëó÷åíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò � 14-21-00066, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå).
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For our purposes it is more appropriate to use totally homogeneous
K-operators (A(λh) = λ · Ah (∀λ ∈ R)).

2. Constructing of the packet of basic
selectors for a given K-operator

In what follows, H = {hi}i∈I is some �xed normed Hamel basis in some
real Banach space E.

De�nition 3. Let A ∈ LK(E;F ). Choose an arbitrary element ai ∈ Ahi
for each i ∈ I and set

Ashi = ai (∀ i ∈ I), Ash =
n∑
k=1

λkaik

(
h =

n∑
k=1

λkhik ∈ E

)
.

Let us call the set AK = {As} the packet of basic selectors (or s-represen-
tation) of the sublinear K-operator A.

Note that s-representation depends on the choice of the Hamel basis H
in E. First, explain that all basic selectors are linear continuous operators.

Theorem 1. Let E and F be the real Banach spaces, H be some Hamel
basis in E and A ∈ LK(E;F ). Then for every selector As ∈ AK the following
properties:

As ∈ L(E;F ); ‖A‖ ≤ sup
As∈AK

‖As‖ ≤ C · ‖A‖; (1)

are valid. Here the constant C = C(H) from the right in (1) depends only
on the choice of some Hamel basis H in E.

Remark. It is possible to identify the packet of basic selectors AK =
= {As} and the K-operator AKh = {Ash|As ∈ AK}. Then the estimate (1)
can be rewritten in the form of norm equivalence for the K-operators A
and AK :

‖A‖ ≤ ‖AK‖ ≤ CH · ‖A‖ (∀A ∈ LK(E;F )), (2)

where the constant CH depends only on the choice of Hamel basis H. In
addition,Ah ⊂ AKh (∀h ∈ E) and the correspondenceA 7→ AK is sublinear.
Note that, under such representation, AK ∈ LK(E;F ).

Theorem 2. For every K-operator A ∈ LK(E;F ) its s-representa-
tion AK is a sublinear bounded K-operator, as well.

Theorem 3. For every K-operator AK ∈ LK(E;F ) its packet
of basic selectors AK is a convex compact in L(E;F ).

Finally, if the Banach space E possesses a topological basis then, it is
possible to describe the K-operator AK by means of its values on the basis
in E.

11



Corollary. Let a real Banach space have a topological basis {hn}∞n=1,
A ∈ LK(E;F ). Then, under a suitable choice of Hamel basis in E, the
following equality holds:

(h =
∞∑
n=1

λnhn ∈ E)⇒

(
(AKh =

∞∑
n=1

λn · Ahn

∣∣∣∣∣ distH
)
.

Here we denote by distH the Hausdor� metric in the set of all compacts
from E.

3. K-invertibility of K-operators
De�nition 4. Say that the K-operator A is K-invertible if AK ⊂

⊂ Isom(E;F ). In this case, introduce K-inverse K-operator A−1
K as follows:

A−1
K = co

{
(As)−1|As ∈ AK

} (
A−1
K k =

{
Bσk|Bσ ∈ A−1

K

})
.

The set of the all K-invertible K-operators A : E → FK denote by
IsomK(E;F ).

Consider some properties of the K-invertible K-operators.
Theorem 4. If theK-operator A isK-invertible then A−1

K forms a convex
compact in L(E;F ).

Theorem 5. If the K-operator A is K-invertible then

IEh ∈ [A−1
K · AK ]h (h ∈ E); IFk ∈ [AK · A−1

K ]k (k ∈ F ). (3)

Next, let's explain the structure of the operator that is K-inverse to the
K-composition (see [8]).

Theorem 6. If A ∈ IsomK(E;F ), B ∈ IsomK(F ;G), then

[B · A]−1
K (l) ⊂ [BK · AK ]−1

K (l) ⊂ [A−1
K ·B

−1
K ](l) (∀ l ∈ G).

At last, let's explain the question on the repeated K-invertibility.
Theorem 7. If A ∈ IsomK(E;F ) then A−1

K ∈ IsomK(F ;E), in addition

AKh ⊂ (A−1
K )−1

K · h (∀h ∈ E). (3)

Compactness and convexity of the packets AK and A−1
K lead to the actual

problem of describing the extremal points of these sets.
In what follows, we denote by Extr(C) the set of all extremal points of C;

here C is a convex compact set either from F , or from L(E;F ), E and F
are real Banach spaces, H = {hi}i∈I is some Hamel basis in E. First, let's
obtain a description of Extr(AK).
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Theorem 8. Let A ∈ LK(E;F ), AK = {As} be its s-representation.
Then

(As ∈ Extr(AK))⇔ (∀hi ∈ H : Ashi ∈ Extr(Ahi)). (4)

Now, let's pass to the case of the K-invertible K-operator A ∈
∈ IsomK(E;F ). Thus, AK ∈ IsomK(E;F ), A−1

K ∈ IsomK(F ;E).
Theorem 9. If A ∈ Isom(E;F ) then the following inclusion

(ExtrAK)−1 ⊂ Extr(A−1
K ). (5)

takes place.

Corollary. Under the conditions of Theorem 8 the following inclusions

co (ExtrAK)−1 ⊂ A−1
K ; AK ⊂ co (ExtrA−1

K )−1;

take place.

Now let's consider a question on su�cient condition of K-invertibility,
namely, on K-analog of the known von Neumann theorem.

Theorem 10. Let A ∈ LK(E). If A = I − B, where ‖BK‖ < 1, then A
is K-invertible. Moreover, the following estimate

A−1
K h ⊂ (I +

∞∑
n=1

Bn
K)h (∀h ∈ E). (6)

takes place. Here in (6) the power of the K-operator is meant with respect
to the K-product (see [8]), and the convergence of the power series in (6) is
meant with respect to the cone-norm in LK(E).

By applying the Krein �Milman theorem, now it is easy to obtain
Theorem 11. Let, under the conditions of Theorem 10, the inequality

‖Ae − I‖ ≤ 1− ε

holds for all extremal points Ae ∈ ExtrAK. Then A is K-invertible.
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GEOMETRIC PROPERTIES OF WRIGHT FUNCTION
Jugal K. Prajapat (Rajasthan, INDIA)

jkprajapat@curaj.ac.in

The Wright function is de�ne by

Wλ,µ(z) =
∞∑
n=0

zn

n! Γ(λn+ µ)
, λ > −1, µ ∈ C. (1)

This function was studied in connection with the partitions of the natural
numbers [1]. For λ > −1, the Wright function is an entire function of z
and has been used widely in the asymptotic theory of partitions, Mikusinski
operational calculus, integral transforms and in fractional di�erential
equations [2]. For λ = 1, µ = ν + 1 (ν > −1), the function Wλ,µ can be
represented in terms of the Bessel functions. Also, Wright function generalizes
various functions like Array function, Whittakar function, (Wright-type)
entire auxiliary functions etc.

Let A denote the class of all analytic functions in the open unit disk
D := {z ∈ C : |z| < 1} having the form

f(z) = z +
∞∑
n=2

an z
n, z ∈ D. (2)

We denote by S, the subclass of A which are also univalent in D. A
function f ∈ A is called starlike, denoted by S∗ if tw ∈ f(D) whenever
w ∈ f(D) and t ∈ [0, 1]. A function f ∈ A is called starlike function, if
Re (zf ′(z)/f(z))hm > 0, z ∈ D. Further, we denote by S̃∗(α), 0 < α ≤ 1,
the class of strongly starlike functions of order α, which is de�ned by

S̃∗(α) =

{
f ∈ A :

∣∣∣∣arg(zf ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣ < απ

2
, z ∈ D

}
. (3)

Note that S̃∗(1) ≡ S∗. An analytic function f is called close-to-convex in
D, if complement of f(D) can be written as the union of non-intersecting
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half-lines. An analytic function f is said to be close-to-convex with respect
to a �xed starlike function g, denoted by Cg, if Re (zf ′(z)/g(z)) > 0, z ∈ D.

In this paper, we consider the following normalized form of Wright
function

Wλ,µ(z) = zΓ(µ)Wλ,µ(z) :=
∞∑
n=0

Γ(µ)zn+1

n! Γ(λn+ µ)
, (λ > −1, µ > 0, z ∈ D).

(4)
We note that, the normalized Wright function Wλ,µ belong to the family A.
The function Wλ,µ studied recently by author [3].

The special functions plays an important role in function theory, especially
the hypergeometric function in the solution by L. De-Branges [4] of the
famous Bieberbach conjecture. Several researchers studied classes of analytic
functions involving special functions F ⊂ A, to �nd di�erent conditions such
that the members of F have certain geometric properties such as univalency,
starlikeness or convexity in D. In this presentation, we discuss the following
geometric properties and inequalities of the Wright function Wλ,µ.

Theorem 1. If λ ≥ 1, µ ≥ 1 and Γ(λ + µ) ≥ 2Γ(µ), then Wλ,µ is
close-to-convex with respect to g(z) = z/(1− z).

Theorem 2. For each λ ≥ 1, µ ≥ 1 such that Γ(λ + µ) ≥ 4Γ(µ), the
function Wλ,µ is starlike in D.

Theorem 3. If λ ≥ 1 and µ ≥ 1 +
√

3, then Wλ,µ ∈ S̃∗(α), where

α =
2

π
arc sin

(
η

√
1− η2

4
+
η

2

√
1− η2

)
,

for η = 2(µ+ 1)/µ2.

Theorem 4. For all λ > −1, µ > 0, let Wλ,µ(z) satisfy the inequality

|zWλ,µ(z)| < M(M − |a|)
(M + 1)(M + |a|)

(0 ≤ |a| < M ≤ 1; z ∈ D).

Suppose also φ be the (unique) solution of the initial value problem

φ(n+1)(z)±Wλ,µ(z)φ(n)(z) = Wλ,µ(z), z ∈ D

(n ∈ N∪{0}, φ(0) = 0, φ′(0) = 1, φ(k)(0) = 0 (k = 2, · · · , n−1), φ(n)(0) =
= a), where φ(n) denotes nth derivative with respect to z. Then the inequality
|φ(n)(z)| < M holds.

Theorem 5. For each real λ ≥ 1, µ ≥ 1 such that Γ(λ+ µ) ≥ 2Γ(µ)

Re

(
Wλ,µ(z)

z

)
>

1

2
, z ∈ D.
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ÓÄÊ 517.9

ÎÏÐÅÄÅËßÞÙÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ Â ØÀÐÅ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ1

À. Â. Àáàíèí (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Âëàäèêàâêàç, ÐÔ)
abanin@math.rsu.ru

Ïóñòü BN � åäèíè÷íûé øàð â CN . Ïîëàãàåì B1 =: D � åäèíè÷íûé
êðóã â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ êàæäîãî p ≥ 0 îáðàçóåì áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî

A−p(BN) := {f ∈ H(BN) : ‖f‖p := sup
|z|<1

|f(z)|(1− |z|)p <∞},

ãäå H(BN) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â BN ôóíêöèé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ââåäåííûì ×.Ãîðîâèöåì, Á.Êîðåí-

áëþìîì è Á.Ïèí÷óêîì [1] ïðè N = 1, ïîäìíîæåñòâî S â D íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùèì (sampling) äëÿ A−∞(D), åñëè

TS(f) := lim
ζ∈S,|ζ|→1

ln |f(ζ)|
| ln(1− |ζ|)|

= lim
|z|→1−0

ln |f(z)|
| ln(1− |z|)|

=: T (f) (1)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ A−∞(D). ßñíî, ÷òî ýòî ïîíÿòèå áåç èçìåíåíèé
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé N > 1.

Â ðàáîòå [1] â îñíîâíîì èçó÷àëñÿ âîïðîñ î âçàèìîñâÿçè ìåæäó îïðå-
äåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè äëÿ A−∞(D) è A−p(D). Ïðè ýòîì, S ⊂ D íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì (sampling) äëÿ ïðîñòðàíñòâà A−p(D), åñëè èìååòñÿ
òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî ‖f‖p ≤ C‖f‖p,S äëÿ âñåõ f ∈ A−p(D). Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî åñëè S ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ âñåõ A−p(D), p > 0,
òî îíî áóäåò îïðåäåëÿþùèì è äëÿ A−∞(D). Áûëî òàêæå óñòàíîâëåíî,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-0140415 à).
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÷òî îáðàòíûé ðåçóëüòàò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåñòà íå èìååò. Ïðè÷èíà ýòîãî
ôàêòà îñòàëàñü íåÿñíîé.

Ë.Õ. Õîé è Ï. Òîìàñ [2] èññëåäîâàëè âçàèìîñâÿçü ìåæäó îïðåäåëÿþ-
ùèìè è ñëàáî äîñòàòî÷íûìè äëÿ A−∞(D) ìíîæåñòâàìè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëàáî äîñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà, ââåäåííîå
Ä.Ì. Øíåéäåðîì [3]. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â CN , V =
= (vn)

∞
n=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ (íåïðåðûâíûõ ïî-

ëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé) íà Ω. Îáðàçóåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
VH(Ω) :=

⋃∞
n=1Hvn(Ω), ãäå

Hvn(Ω) :=

{
f ∈ H(Ω) : ‖f‖vn := sup

z∈Ω

|f(z)|
vn(z)

<∞
}
−

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ â Ω ôóíêöèé. Íàäåëèì VH(Ω)
òîïîëîãèåé τ âíóòðåííåãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(Hvn(Ω))∞n=1. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Ω îïðåäåëèì ïîëóíîðìèðîâàííûå
ïðîñòðàíñòâà

Hvn(Ω|S) :=

{
f ∈ VH(Ω) : ‖f‖vn,S := sup

ζ∈S

|f(ζ)|
vn(ζ)

<∞
}
.

Òàê êàê Hvn(Ω) ↪→ Hvn(Ω|S) ⊂ VH(Ω) (↪→ � ñèìâîë íåïðåðûâíîãî
âëîæåíèÿ), òî

⋃∞
n=1Hvn(Ω|S) = Hvn(Ω) è òîïîëîãèÿ τ ìàæîðèðóåò â

VH(Ω) òîïîëîãèþ τS âíóòðåííåãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (Hvn(Ω|S))∞n=1. Â ñëó÷àå, êîãäà τS ñîâïàäàåò ñ τ , S íàçûâàåòñÿ
ñëàáî äîñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì äëÿ VH(Ω).

Â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå îïðåäåëÿþùåå äëÿ ïðîñòðàíñòâà
A−∞(D) ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ñëàáî äîñòàòî÷íûì è ïîñòðî-
åí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî. Âïîñëåäñòâèè â ñòàòüå [4] ýòè ðåçóëüòàòû áûëè òåì æå ìåòîäîì
óñòàíîâëåíû ïðè N > 1.

Õ. Áîíåò è Ï.Äîìàíñêè [5] ââåëè è èññëåäîâàëè (p, q)-îïðåäåëÿþùèå
ìíîæåñòâà è ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷èëè êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííîå ìíîæå-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ A−∞(D).Ýòî îïèñàíèå îêàçàëîñü äîñ-
òàòî÷íî ñëîæíûì ïî ôîðìå è òðóäíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ.

Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ � [1, 2, 4, 5] � îñíîâíîé ìîäåëüþ
äëÿ èëëþñòðàöèè, à â ðÿäå ìåñò è äëÿ îáîñíîâàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ âûñòóïàëè, òàê íàçûâàåìûå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî âðàùå-
íèÿ ìíîæåñòâà (rotate invariant sets), òî åñòü ñåìåéñòâà êîíöåíòðè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé èëè ñôåð ñ öåíòðîì â íà÷àëå. Äëÿ íèõ óäàëîñü óñòàíîâèòü
ïðè N = 1 êðèòåðèè òîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè èëè ñëàáî
äîñòàòî÷íûìè äëÿ A−∞(D). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì â ðÿäå äîêà-
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çàòåëüñòâ èñïîëüçîâàëàñü ñëîæíàÿ òåõíèêà, êîòîðàÿ îïèðàëàñü íà òîí-
êèå îäíîìåðíûå ðåçóëüòàòû, íå èìåþùèå àíàëîãîâ ïðè N > 1. Ýòî ñòàëî
îäíîé èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî ïðè ïîïûòêå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, ïðåäïðèíÿòîé â [4], äàæå äëÿ òàêèõ ïðîñòûõ ïî
ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ ýòî óäàëîñü ñäåëàòü òîëüêî äëÿ òðèâèàëüíîé ÷àñòè
ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé, êîãäà ôàêòè÷åñêè íåò çàâèñèìîñòè îò
ðàçìåðíîñòè N .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
îïðåäåëÿþùèõ äëÿ A−∞(BN) ìíîæåñòâ â ñìûñëå [1]. Îí îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ñëàáî äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ èíäóê-
òèâíûõ ïðåäåëîâ A−p(BN) := indq<pA−q(BN). Íà ýòîì ïóòè óäàåòñÿ ïîë-
íîñòüþ âûÿñíèòü òîïîëîãè÷åñêóþ ïðèðîäó îïðåäåëÿþùèõ äëÿ A−∞(BN)
ìíîæåñòâ. Êàê îêàçàëîñü, ýòî ðîâíî òå ïîäìíîæåñòâà BN , êîòîðûå îá-
ëàäàþò óíèâåðñàëüíîé ñëàáîé äîñòàòî÷íîñòüþ � îíè ñëàáî äîñòàòî÷íû
ñðàçó äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ A−p(BN), p > 0, îäíîâðåìåííî. Ýòî è åñòü òî-
ïîëîãè÷åñêîå îòðàæåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, çàëîæåííîãî â ðà-
áîòå [1] â ïîíÿòèå îïðåäåëÿþùèõ äëÿ A−∞(BN) ìíîæåñòâ. Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ, ïðèìåíåíèå ê íèì òåðìèíà ¾îïðåäåëÿþùèé¿ (¾sampling¿) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íàì íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûì.

Ñ ïîìîùüþ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ñòðóêòóðå îïðåäåëÿþùèõ äëÿ
A−∞(BN) ìíîæåñòâ óñòàíîâëåíî, ÷òî âñÿêîå òàêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â
ñåáå îïðåäåëÿþùóþ äëÿ A−∞(BN) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå èìåþùóþ ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê â BN , è ïîëó÷åíî ðàñïðîñòðàíåíèå íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîò [1] è [5] îá èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ìíîæåñòâ
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïðè ýòîì âûÿñíåíî, ÷òî òàêèå èíâàðèàíòíûå
ìíîæåñòâà ñëèøêîì ãóñòû, ÷òîáû ñ èõ ïîìîùüþ èçó÷àòü òîíêèå õàðàê-
òåðèñòèêè ñëàáî äîñòàòî÷íûõ èëè ýôôåêòèâíûõ ìíîæåñòâ äëÿ ïðîñò-
ðàíñòâ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà. Îêàçàëîñü, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ
íåëüçÿ äàæå ðàçëè÷èòü ñâîéñòâî ñëàáîé äîñòàòî÷íîñòè äëÿ èíäèâèäó-
àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà âèäà A−p(BN) îò òîãî æå ñâîéñòâà äëÿ âñåõ òàêèõ
ïðîñòðàíñòâ îäíîâðåìåííî.
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Ïóñòü D � çàäàííîå âûïóêëîå òåëî èç êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñò-
âà Rp, à ôóíêöèÿ f(x)

� ñòðîãî êâàçèâûïóêëà íà Rp;
� íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Rp è f ′(x) 6= 0p

âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè åå ìèíèìóìà, ãäå îíà ìîæåò áûòü íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîé;

� åå íèæíèå ëåáåãîâû ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíû.
Çàäà÷à î âëîæåíèè â òåëîD ìíîæåñòâàG(x, α) = {y ∈ Rp : f(y−x) ≤

≤ α} ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì α çà ñ÷åò âûáîðà âåêòîðà ñìåùåíèÿ x
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ϕ(x) ≡ min
y∈Ω

f(y − x)→ max
x∈Rp

, (1)

ãäå Ω = Rp\D.
Ê çàäà÷å òàêîãî âèäà ñâîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à ¾öåíòðèðîâàíèÿ

îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè¿ ïðîåêòèðóþùåãî òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñò-
âà [1]. Ïóñòü äàëåå coA, intA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà è âíóòðåííîñòü ìíî-
æåñòâà A, Q(x) = {y ∈ Ω : f(y − x) = ϕ(x)}.

Ñðåäñòâàìè íåãëàäêîãî àíàëèçà [2] äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþ-
ùèõ ôàêòîâ:

1) ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò;
2) ôóíêöèÿ ϕ(x) êâàçèâîãíóòà íà ìíîæåñòâå D + x∗, ãäå x∗ =

= arg min
x∈Rp

f(x) è ϕ(x) ≡ f(x∗) äëÿ x ∈ Ω + x∗;

3) äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ(x)
íà Rp íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

Op ∈ co{f ′(y − x0) : y ∈ Q(x0)};

4) åñëè Op ∈ int co{f ′(y−x0) : y ∈ Q(x0)}, òî òî÷êà x0 � åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1);

5) åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî, òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.
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ÎÖÅÍÊÈ ÁÈËÈÍÅÉÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ
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Ïóñòü Rm � m-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x̄ = (x1, ..., xm)
ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè; Im = {x̄ ∈ Rm; 0 ≤ xj ≤ 2π; j =
= 1, ...,m}.

Ïðîñòðàíñòâîì Ëîðåíöà Lq,θ(Im) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðè-
ìûõ ïî Ëåáåãó 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ

‖f‖q,θ =

{
θ

q

ˆ 2π

0

(ˆ t

0

f ∗(τ)dτ

)θ
tθ(

1
q−1)−1dt

} 1
θ

< +∞,

1 ≤ q < +∞, 1 ≤ θ < +∞,
ãäå f ∗(τ) íå âîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(x̄)| (ñì. [1, ñ. 216]).
Â ñëó÷àå θ = q, Lq,q(Im) = Lq(I

m) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà.
Ïóñòü Vl(f, x̄) êðàòíûå ñðåäíèå Âàëëå �Ïóññåíà ôóíêöèè f ∈ Lp,θ(Im)

è ïîëîæèì

σ0(f, x̄) = V1(f, x̄), σs(f, x̄) = V2s(f, x̄)− V2s−1(f, x̄), s = 1, 2, ...

Ïóñòü 1 < p, θ < ∞, 1 ≤ τ ≤ ∞ è r > 0. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ
Íèêîëüñêîãî �Áåñîâà

Br
p,θ,τ =

{
f ∈ Lp,θ(Im) :

(∑
s∈Z+

2srθ‖σs(f)‖τp,θ
) 1
τ ≤ 1

}
.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Lp,θ(I2m) ðàññìòðèâàåòñÿ íàèëó÷øåå áèëèíåéíîå
ïðèáëèæåíèå ïîðÿäêà M ∈ N (ñì. [2, 3]):

τM(f)p,θ = inf
uj(x̄),vj(ȳ)

‖f(x̄, ȳ)−
M∑
j=1

uj(x̄)vj(ȳ)‖p,θ,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà 5129/ÃÔ4 Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÊ.
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ãäå uj ∈ Lp,θ(Im), vj ∈ Lp,θ(Im). Ïðè M = 0 ñ÷èòàåòñÿ , ÷òî τ0(f)p,θ =
= ‖f‖p,θ.

Åñëè çàäàí êëàññ F ⊂ Lp,θ(I2m), òî ïîëîæèì

τM(F )p,θ = sup
f∈F

τM(f)p,θ.

Îöåíêàì ïîðÿäêà âåëè÷èí τM(F )q â ñëó÷àå êîãäà F êëàññ Ñîáîëåâà W r
p

èëè Íèêîëüñêîãî �Áåñîâà Br
p,θ ïîñâÿùåíû ñòàòüè Â.Í. Òåìëÿêîâà [2, 3],

Ý.Ñ. Áåëèíñêîãî, Ì-Á.À. Áàáàåâà, À.Ñ. Ðîìàíþêà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ θ1, θ2 <∞, 1 ≤ τ ≤ ∞.
1. Åñëè 1 < p ≤ 2 < q <∞, r

m > 2
p, òî

τM(Br
p,θ1,τ

)q,θ2
�M− r

m+ 1
p−

1
2 .

2. Åñëè 1 < p < q ≤ 2, θ1 ≤ θ2,
θ2

q ≤
θ1

p ,
r
m > 2(1

p −
1
q ), òî

τM(Br
p,θ1,τ

)q,θ2
≤ CM− r

m+ 1
p−

1
q .

Â ñëó÷àå q ≥ θ2 îöåíêà òî÷íà ïî ïîðÿäêó.
3. Åñëè 2 < p < q <∞, r > m, òî

τM(Br
p,θ1,τ

)q,θ2
≤ CM− r

m .

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà
Ìàðöèíêåâè÷à �Çèãìóíäà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â ïðîñò-
ðàíñòâå Ëîðåíöà, êîòîðûé äîêàçàë H. Konig [4].

Ïóñòü çàäàí òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

TN̄(x̄) =
∑

|kj |≤Nj ,j=1,...m

ck̄e
i〈k̄,x̄〉

è x̄n̄ = (xn̄1 , ..., x
n̄
m), xnjj =

πnj
2Nj

, nj = 1, ..., 4Nj, j = 1, ...,m.

Ïóñòü Mm =
∏m

j=1 4Nj, {T ∗N̄(j)}Mm

j=1 � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà
÷èñåë |TN̄(x̄n̄)|.

Ëåììà (ñì. [4]). Ïóñòü 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà TN̄ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

‖TN̄‖p,θ �
( m∏
j=1

πnj
2Nj

) 1
p
{Mm∑
j=1

(
T ∗N̄(j)

)θ
j
θ
p−1
} 1

θ

.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå θ1 = p, θ2 = q èç òåîðåìû 1 ñëåäóþò ðåçóëü-
òàòû À.Ñ. Ðîìàíþêà è Â.Ñ. Ðîìàíþêà [5].
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Ïóñòü C2π � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñ íîðìîé ‖f‖ = maxx |f(x)|.

Ïóñòü N ≥ 2 � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, u = uN � âåùåñòâåííîå
÷èñëî è

tk = t
(N)
k = u+

2πk

N
(0 ≤ k ≤ N − 1)

ñèñòåìà óçëîâûõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ln,N(f) = Ln,N(f, x) (0 ≤ n ≤ N/2)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n ñ íàèìåíüøèì êâàäðàòè÷íûì
îòêëîíåíèåì îò f íà ñåòêå ωN = {tk}N−1

k=0 . Äðóãèìè ñëîâàìè

Ln,N(f) = inf
N−1∑
k=0

|f(tk)− Tn(tk)|2

íà ìíîæåñòâå âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Tn ïîðÿäêà n. Â
÷àñòíîñòè, L[N/2],N(f, x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ñîâïàäàþùèé ñ
ôóíêöèåé f(x) â òî÷êàõ ωN . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Ln,N(f, x) ÿâëÿåòñÿ ÷àñ-
òè÷íîé ñóììîé äèñêðåòíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

Ln,N(f, x) =
n∑

ν=−n
c(N)
ν (f)eiνx,
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ãäå

c(N)
ν (f) =

1

N

N−1∑
k=0

f(tk)e
−iνtk.

Äàëåå, ïóñòü

Sn(f, x) =
n∑

k=−n

ck(f)eikx

� ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ïîðÿäêà n ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f , ãäå

ck(f) =
1

2π

πˆ

−π

f(t)eiνtdt.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ â
òî÷êàõ tk = u+ 2kπ/N , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ln,N(f, x) = Sn(f, x) +Rn,N(f, x), (1)

êîãäà 2n < N , ãäå Sn(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå äëÿ ôóíê-
öèè f è

Rn,N(f, x) =
2

π

∞∑
µ=1

πˆ

−π

Dn(x− t) cosµN(u− t)f(t)dt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pm
2π êëàññ íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü m ≥ 3 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è òî÷êè

−π = a0 < a1 < ... < am = π

äåëÿò îòðåçîê [−π, π] íà m îòðåçêîâ ∆i = [ai, ai+1], ïðè÷åì

f(x) = fi(x) = Aix+Bi, x ∈ ∆i.

Çàìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò

fi(ai+1) = fi+1(ai+1), f0(−π) = fm−1(π).

Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ðàçíîñòè

|Ln,N(f, x)− f(x)| (2)

23



íà îòðåçêå [−π, π]. Èç (1)

|Ln,N(f, x)− f(x)| ≤ |Sn(f, x)− f(x)|+ |Rn,N(f, x)|.

Îöåíèì îòäåëüíî |Sn(f, x)−f(x)| è |Rn,N(f, x)|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(ε)

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ε, ïðè÷åì ðàçëè÷íîå â ðàçíûõ
ìåñòàõ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôóíêöèé èç Pm
2π ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè

ïðèáëèæåíèè ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå:

|f(x)− Sn(f, x)| = C(ε)
m

n
, x ∈ [−π, π],

|f(x)− Sn(f, x)| = C(ε)
m

n2
, x ∈

m−1⋃
i=0

[ai + ε, ai+1 − ε], ε > 0.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îñòàòêà Rn,N(f, x), ãäå f ∈ Pm
2π, èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå îöåíêè:

|Rn,N(f, x)| = C(ε)
m

N
, x ∈ [−π, π],

|Rn,N(f, x)| = C(ε)
m

N 2
, x ∈

m−1⋃
i=0

[ai + ε, ai+1 − ε], ε > 0.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ïîëèíîìîâ Ln,N(f, x), ãäå f ∈ Pm
2π, ñïðàâåäëèâû ñëå-

äóþùèå îöåíêè:

|f(x)− Ln,N(f, x)| = C(ε)
m

n
, x ∈ [−π, π],

|f(x)− Ln,N(f, x)| = C(ε)
m

n2
, x ∈

m−1⋃
i=0

[ai + ε, ai+1 − ε], ε > 0.
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ÏóñòüG� îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ ãðàíèöåé Γ, ÿâëÿþùåéñÿ çàìêíóòîé æîðäàíîâîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé.
×åðåç γ1 îáîçíà÷èì èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Γ, èìåþùåå ïîëîæèòåëü-
íóþ ìåðó; γ2 = Γ \ γ1.

Ðàññìîòðèì Q = Qq,r
γ1,γ2

(G), q, r ≥ ∞, � êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñ-
òè G ôóíêöèé f ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H1(G), ÷üè ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

‖f‖Lq(γ1) < +∞, ‖f‖Lr(γ2) ≤ 1.

Îáîçíà÷èì Υ = Υz0,γ1,G ôóíêöèîíàë àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â
òî÷êó z0 ∈ G ñ ÷àñòè ãðàíèöû γ1 �ôóíêöèîíàë, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå
ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f íà γ1 åå çíà÷åíèå â
òî÷êå z0; ò.å. Υ (f |γ1

) = f(z0). Ïóñòü L(N), N > 0, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Lq(γ1) ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé ÷èñëà N.
Íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèîíàëà Υ ìíîæåñòâîì L(N) íà êëàññå
ôóíêöèé Q ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

E(N) = inf {U(T ) : T ∈ L(N)} , (1)

ãäå âåëè÷èíà U(T ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

U(T ) = sup {|f(z0)− Tf | : f ∈ Q} .

Çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è Ñòå÷êèíà ïðèáëèæåíèÿ
íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åííûìè íà êëàññå ýëåìåíòîâ áàíà-
õîâîãî ïðîñòðàíñòâà è âçàèìîñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ; èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Ñòå÷êèíà è åå âçàèìîñâÿçü ñ
ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè ñì. â [1] è ïðèâåä¼ííîé òàì áèáëèîãðàôèè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-02705), à òàêæå ïðè ôèíàíñîâîé ïîä-

äåðæêå Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ÓðÔÓ (ïîñòàíîâëåíèå � 211 Ïðàâèòåëüñòâà

Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006).
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Â ñëó÷àå q = r = ∞ ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [2]; äëÿ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáëàñòè G ñì. òàêæå [3, 4].

Òåîðåìà 1. Äëÿ âåëè÷èíû (1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(N) = Cβαα/βN−α/β,

â êîòîðîì α = α(z0, γ1, G) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà γ1 îòíîñèòåëüíî îá-

ëàñòè G â òî÷êå z0, β = 1−α, à âåëè÷èíà C çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

C = α−α/qβ−β/rε1/q(γ1)ε
1/r(γ2),

ε(γk) = exp


ˆ

γk

P (z0, ζ) lnP (z0, ζ) ds

 ,

P � ÿäðî Ïóàññîíà îáëàñòè G (ïëîòíîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû).

Ôóíêöèîíàë íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

T0f =

ˆ

γ1

P (z0, ζ)
f0(z0)

f0(ζ)
f(ζ) ds,

â êîòîðîì f0 � ôóíêöèÿ Ñåã¼ ñ ìîäóëåì ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

|f0(ζ)| =

{
C1/βα1/β−1/qN 1/β P 1/q(z0, ζ), ζ ∈ γ1,

β−1/r P 1/r(z0, ζ), ζ ∈ γ2.
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ÓÄÊ 511.14

ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÛÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÅ ×ÈÑËÀ (ÀÊ× )
1. ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÅ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÓËÅÉ
Â.Ä. Àëåêñàíäðîâ

Äîíáàññêàÿ íàöèîíàëüíàÿ àêàäåìèÿ ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû
avd-crystal@mail.ru

Ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë R = a + bi, ìîäóëü êîòîðûõ [R] = a + b íåïîñðåäñò-

âåííî ðàâåí ñóììå ÷èñåë a, b ñ àðãóìåíòîì ψ = Arg tg
√

b
a .

Êëàññè÷åñêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, àëüòåðíàòèâíûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà, ìîäóëü, àðãóìåíò, ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ñâîéñòâà
ìîäóëåé.

Êàê èçâåñòíî [1] êîìïëåêñíûå ÷èñëà Z = x + yi (íàçîâåì èõ êëàññè-
÷åñêèìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè � ÊÊ× ) èçîáðàæàþòñÿ â âèäå âåêòîðà
~r, ìîäóëü êîòîðîãî r =

√
x2 + y2, à àðãóìåíò φ = Arg tg y

x .
Àëüòåðíàòèâíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì ÀÊ× [2] íàçûâàåòñÿ âûðàæå-

íèå R = a + bi, ãäå a è b � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i =
√
−1 �

ìíèìàÿ åäèíèöà. Â âåêòîðíîé ôîðìå ~R = ~a+~bi.
Àëüòåðíàòèâíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî R = a+ bi èçîáðàæàåòñÿ â ïëîñ-

êîñòè îòðåçêîì ïðÿìîé OM ñ ïðîåêöèÿìè x è Y íà ñîîòâåòñòâóþùèå
îñè, ëèáî âåêòîðîì ~R =

−−→
OM ïîä óãëîì ψ îòíîñèòåëüíî îñè x (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Äëèíà îòðåçêà OM íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÀÊ× [R], ðàâíûì ñóììå
äëèí a è b

[R] = |a+ b|.
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Îòðåçîê |OC| = a ñâÿçàí ñ äåñòâèòåëüíîé îñüþ x a = c cosψ (èç
∆ OCA), à îòðåçîê |CM | = b ñâÿçàí ñ ìíèìîé îñüþ Y (yi) b = y sinψ
(èç ∆ CMA).

Ìîäóëü àëüòåðíàòèâíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âûðàæåí ÷åðåç êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè [ ]. Òàêîå îáîçíà÷åíèå îòíåñåíî ëèøü ê ìíèìîé ÷àñòè
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (ñ÷èòàÿ i =

√
( − 1) çíàêîì), íàïîäîáèå ìîäóëÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòíåñåííîãî ëèøü äëÿ ÷èñëà −1, ò.å. | ± a| = a,
| ± b| = b.

Âåùåñòâåííûé ìîäóëü îò ìîäóëÿ ìíèìîãî ÷èñëà∣∣[±ai]∣∣ = | ± a| = a,
∣∣[±bi]∣∣ = | ± b| = b.

Òîãäà âåùåñòâåííûé ìîäóëü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë R = a ± bi áóäåò
èìåòü âèä∣∣[R]

∣∣ =
∣∣[a] + [bi]

∣∣ = |a+ b| = a+ b,
∣∣[R]

∣∣ =
∣∣[a] + [−bi]

∣∣ = |a− b| = a− b.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ R = a+bi [R] = a+b, à äëÿ R = a−bi [R] = a−b.
Óãîë ψ, îáðàçîâàííûé âåêòîðîì

−−→
OM ñ îñüþ Ox, íàçûâàåòñÿ àðãóìåí-

òîì ÀÊ× è îáîçíà÷àåòñÿ ψ = Arg [R]; îí îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, à
ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π:

Arg R = arg R + 2kπ (k = 0, ±1, ±2, ...),

ãäå arg R åñòü ãëàâíîå çíà÷åíèå Arg R, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè

−π < arg R ≤ π.

Óãîë ψ ñâÿçàí ñ ÷èñëàìè a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y sinψ

x cosψ
=
b

a
.

Òàê êàê y
x = tgψ, òî ïîëó÷àåì tgψ =

√
b
a , ψ = arctg

√
b
a ,

cosψ =

√
a

[R]
=

√
a

a+ b
, ψ = arccos

√
a

a+ b
,

sinψ =

√
b

[R]
=

√
b

a+ b
, ψ = arcsin

√
b

a+ b
.

Îòêóäà ÷èñëà a è b ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç àðãóìåíò:

a = [R] cos2 ψ, b = [R] sin2 ψ.
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Ïðîàíàëèçèðóåì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÀÊ× ïðè âðàùå-
íèè âåêòîðà ~R. Ïðèíÿâ äëèíó âåêòîðà ~R çà íåèçìåííóþ âåëè÷èíó è âðà-
ùàÿ åãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëó÷èì êðóã, êîòîðûé ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà ÷åòûðå êâàäðàíòà è âîñåìü ñåêòîðîâ (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2

Ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ~R â òîì èëè èíîì ñåêòîðå çàâèñèò îò ñîîò-
íîøåíèÿ ÷èñåë a è b. Íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðà ~R2 a > b, ñëåäîâàòåëüíî,
îí ðàñïîëîæåí â ïåðâîì ñåêòîðå, à ïðè a < b âåêòîð ~R3 íàõîäèòñÿ âî
âòîðîì ñåêòîðå è ò.ä. (ðèñ. 2).

Åñëè ïîñòðîèòü â êàæäîì êâàäðàíòå ïðÿìîóãîëüíèêè â âèäå, ïîêà-
çàííîì íà ðèñ. 1 ñ ïåðïåíäèêóëÿðàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ~R
ïðè óñëîâèè [R] = |a| + |b|, ïîëó÷èì ñõåìó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 2. Â ðå-
çóëüòàòå âðàùåíèÿ âåêòîðà ~R âåêòîðû ~a è ~b íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ òàê,
÷òî îáùàÿ èõ ñóììà ïî ìîäóëþ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïðè [R] = |a+ b| è
|a| = |b| âåêòîð ~R äëèíîé a+ b íàõîäèòñÿ íà îñè ñèììåòðèè I ïîä óãëîì
45◦. Ïðè [R] = |a− b| è |a| = |b| èìååì òî÷êó [R] = 0 íà ñåðåäèíå îòðåçêà
[R] íà îñè ñèììåòðèè II. Ïðè âðàùåíèè âåêòîðà ~R = ~a + ~bi â ïåðâîì
êâàäðàíòå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè |~a| óìåíüøàåòñÿ, à |~b| óâåëè÷èâàåòñÿ.
Âî âòîðîì êâàäðàíòå íàîáîðîò, âåëè÷èíà |~a| óâåëè÷èâàåòñÿ, à âåëè÷èíà
|~b| óìåíüøàåòñÿ. Â êàæäîì êâàäðàíòå êîíöû âåêòîðîâ ~a è ~b îïèñûâàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè îòíîñèòåëüíî îñåé x è Y . Ïðè äàëüíåéøåì âðà-
ùåíèè âåêòîðà ~R ïîäîáíûå èçìåíåíèÿ ñ âåêòîðàìè ~a è ~b áóäóò íîñèòü
öèêëè÷åñêèé õàðàêòåð.
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Ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ÀÊ×, ïåðå÷èñ-
ëåííûìè â íà÷àëå ñòàòüè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ êðèâûõ, îïè-
ñûâàåìûõ êîíöàìè âåêòîðîâ ~a è ~b ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä

y =

√
R

2
3x

4
3 − x2, (1)

x =

√
R

2
3y

4
3 − y2. (2)

Ìåòîäîì êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè ïî ôîðìóëàì (1) è (2) ïðè R =

= 5 ñì ïîñòðîåíû ôèãóðû, îáðàçóåìûå âðàùåíèåì âåêòîðîâ ~a è~b. Âåêòîð
~a îïèñûâàåò ¾âîñüìåðêè¿ âäîëü îñè x, à âåêòîð ~b � âäîëü îñè Y (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Àíàëèçèðóÿ âèä ¾âîñüìåðîê¿ íà ðèñ. 3, íàõîäèì èõ ñõîäñòâî ñ ëåì-
íèñêàòîé Áåðíóëëè ñ îñÿìè ñèììåòðèè Y , x è óçëîîáðàçíîé ïîâÿçêîé
(ëåìíèñêîì) â òî÷êå O. Èçìåíåíèå æå ïîëîæåíèÿ êîíöà âåêòîðà ~R îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè y =

√
R2 − x2.

Íà îñíîâàíèè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâà-
íèå ñâîéñòâ ÀÊ× ïðè èõ ðåøåíèè, ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì, îòëè÷íûì
îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ â âåðñèè ÊÊ×.

Òåìà, çàòðîíóòàÿ â äàííîì ñîîáùåíèè, èìååò ñâîå ïðîäîëæåíèå â âèäå
ñòàòåé, ãîòîâûõ ê îïóáëèêîâàíèþ:

� ¾Ñâîéñòâà àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë¿,
� ¾Âûðàæåíèå àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÷åðåç ãèïåðáîëè-

÷åñêèå ôóíêöèè¿,
� ¾Èçîáðàæåíèå àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ïðîñòðàíñò-

âå¿,
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� ¾Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè, îïòèêè è êðèñòàëëîãðàôèè¿.
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Âñþäó íèæå X � äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, B(x, r) � çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñà r, B̊(x, r) � îò-
êðûòûé øàð.

Íèæå ìû ñëåäóåì îïðåäåëåíèÿì, äàííûì â îáçîðå [1].
Ïóñòü k(τ), 0 6 τ 6 1, � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â ëèíåéíîì íîðìè-

ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Êðèâàÿ k(·) ìîíîòîííàÿ, åñëè f(k(τ)) ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïî τ äëÿ ëþáîãî f ∈ extS∗ (ãäå extS∗ �
ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê åäèíè÷íîé ñôåðû S∗ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà).

Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî ëèíåéíî
ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè èç M ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé
ìîíîòîííîé êðèâîé (äóãîé) k(·) ⊂ M . Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî âñåãäà ýêñòðåìàëüíî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî (ò.å. åãî ïåðåñå-
÷åíèå ñ ëþáûì ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðïîëîñ, ïîðîæäàåìûõ ýêñòðåìàëüíû-
ìè ôóíêöèîíàëàìè åäèíè÷íîé ñôåðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà) ìî-
íîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. ×àñòíûì ñëó÷àåì áðóñà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûé
øàð.

Ïóñòü ∅ 6= M ⊂ X, x0 ∈ X, PM � îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè
íà M . Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM âíåøíå ðàäèàëüíî íåïðåðûâíà ñíè-
çó (ORL-íåïðåðûâíà) â òî÷êå x0 åñëè äëÿ ëþáîãî v0 ∈ PMx0 è ëþáî-
ãî îòêðûòîãî open ìíîæåñòâà W òàêîãî, ÷òî PMx0 ∩W 6= ∅, ñóùåñò-
âóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî PMx0 ∩ W 6= ∅ äëÿ êàæäîãî
x ∈ U ∩ {v0 + λ(x0 − v0) | λ > 1} (ñì. [2]). Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM
ORL-íåïðåðûâíà, åñëè îïåðàòîð PM ORL-íåïðåðûâåí â êàæäîé òî÷êå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295).
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ïðîñòðàíñòâà X. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ìåòðè÷åñêàÿ ïðî-
åêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ORL-íåïðåðûâíîé. Îäíàêî îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ìîæåò
íàðóøàòüñÿ.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ LG-ìíîæåñòâîì (èëè ãëîáàëü-
íûì ìèíèìèçàòîðîì), åñëè äëÿ ëþáîãî x /∈M êàæäûé ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì ôóíêöèè Φx(y) = ‖y − x‖, y ∈ M , ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì; èíûìè
ñëîâàìè, èç òîãî, ÷òî y ∈ PM∩B(y,ε)x ñëåäóåò, ÷òî y ∈ PMx.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ∅ 6= M ⊂ X òî÷êà x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PMx 6= ∅ (íàçûâàåìàÿ òî÷êîé
ñâåòèìîñòè) òàêàÿ, ÷òî

y ∈ PM
(
(1− λ)y + λx

)
äëÿ âñåõ λ > 0 (1)

(íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç òî÷êè y èñõîäèò ¾ñîëíå÷-
íûé¿ ëó÷, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x, äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî y ÿâëÿåòñÿ
áëèæàéøåé èç M).

Òî÷êà x ∈ X \ M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè
PMx 6= ∅ è óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ PMx. Åñëè
æå äëÿ x ∈ X \M óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ PMx,
òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ïðîòîñîëíå÷íîñòè (ïðè ýòîì,
â îòëè÷èå îò òî÷êè ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, áëèæàéøàÿ òî÷êà y ê x íå
îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü).

Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñîëíöåì (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãèì
ñîëíöåì), åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \ M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñîëíå÷-
íîñòè (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè) äëÿ M . Çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì, åñëè êàæäàÿ òî÷-
êà x ∈ X \ M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ïðîòîñîëíå÷íîñòè. Âûïóêëîå
ìíîæåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì (âûïóêëîå ìíîæåñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ � ñòðîãèì ñîëíöåì).

Ñîëíöå (â îòëè÷èå îò ñòðîãîãî ñîëíöà; ñì. òåîðåìó A) íå îáÿçàíî áûòü
LG-ìíîæåñòâîì äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâî K̊(y, x) =
⋃
r>0 B̊

(
−ry+(r+1)x, (r+1)‖x−y‖

)
, ñîñòîÿùåå

èç ãîìîòåòè÷íûõ ðàçäóòèé øàðà B̊(x, ‖x−y‖) îòíîñèòåëüíî òî÷êè y, íà-
çûâàåòñÿ îïîðíûì êîíóñîì K̊(y, x) ê øàðó B(x, ‖x−y‖) â åãî ãðàíè÷íîé
òî÷êå y.

Òî÷êà y0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ëóííîé òî÷êîé [2], åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈
∈ P−1

M y0 è K̊(v0, x) ∩M 6= ∅ ñëåäóåò, ÷òî y0 ∈ K̊(y0, x) ∩M . Çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëóíîé [2, 3], åñëè âñå åãî òî÷êè ëóííûå. LG-ìíî-
æåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëóíîé.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ (MS )-ïðîñòðàíñòâîì [2, 3], åñëè â X
ëþáàÿ ëóíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì (ìíîæåñòâîì Êîëìîãîðîâà).
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Êëàññ (MS ) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïîëèýäðàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñò-
ðàíñòâà, ïðîñòðàíñòâà C(Q) (Q � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî), C0(Q) (Q � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî) è
ïðîñòðàíñòâà òèïà `1(Γ).

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [1].
Òåîðåìà A. Ïóñòü ∅ 6= M ⊂ X çàìêíóòî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) M � ñòðîãîå ïðîòîñîëíöå;
2) ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM ORL-íåïðåðûâíà;
3) M � LG-ìíîæåñòâî;
4) M � ëóíà.

Òîãäà êàæäîå èç ïåðâûõ òðåõ óñëîâèé âëå÷åò ïîñëåäóþùåå. Â (MS)-
ïðîñòðàíñòâàõ âñå ÷åòûðå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èìïëèêàöèè 2)⇒3), 3)⇒4) òåî-
ðåìû À íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè èìïëèêàöèè
1)⇒2) îñòàåòñÿ îòêðûòûì íà÷èíàÿ ñ 1972 ã.

Ìû ïîêàçûâàåì îáðàòèìîñòü èìïëèêàöèè 1)⇒2) òåîðåìû À ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ìîíîòîííîé ëèíåéíî ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà.

Òåîðåìà 1. Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ORL-íåïðå-
ðûâíîé (â ÷àñòíîñòè, ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåê-
öèåé â êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ B-ñòÿãèâàå-
ìûì ñòðîãèì ñîëíöåì.
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ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå) âàæíî, ÷òîáû îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ êîíóñà, ò. å.
÷òîáû ñóùåñòâîâàëè óíèâåðñàëüíûå äëÿ Ω ÷èñëà α ∈ (0; 1) è H ∈ (0;∞]
òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ Ω ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ V (l(p), H) ñ
âåðøèíîé â òî÷êå p, ðàñòâîðà απ, âûñîòîéH, îñüþ ñèììåòðèè l(p) ëåæàë
â Ω [1].

Â [2] áûëè îïðåäåëåíû α-äîñòèæèìûå îáëàñòè, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
îíè ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè ñ óñëîâèåì êîíóñà, ïðè ýòîì l(p) = −p.

Îïðåäåëåíèå 1. [2] Îáëàñòü Ω ⊂ Rn, 0 ∈ Ω, íàçûâàåòñÿ α�äîñòè-
æèìîé (îòíîñèòåëüíî 0), α ∈ [0; 1), åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ ∂Ω
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r = r(p) > 0, ÷òî êîíóñ

K+(p, α, r) =

{
x ∈ B n[p, r] :

(
x− p, p

‖p‖

)
≥ ‖x− p‖ cos

απ

2

}
⊂ Rn\Ω.

Îá α-äîñòèæèìûõ îáëàñòÿõ ñìîòðè òàêæå [3].
Ýòè îáëàñòè â ïëîñêîì ñëó÷àå (n = 2) âïåðâûå ââåëè J. Stankiewicz

[4�5], D. A. Brannan è W. E. Kirwan [6].
Òàê, íàïðèìåð, â [4�5] J. Stankiewicz ðàññìàòðèâàë êëàññ S1−α, ñî-

ñòîÿùèé èç (1 − α)�çâåçäîîáðàçíûõ, α ∈ [0; 1], àíàëèòè÷åñêèõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå B = {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé âèäà f(z) = a1z +
+a2z

2 + . . . , a1 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∣∣∣ arg
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ < (1− α)π

2
∀z ∈ B,

è ïîêàçàë, ÷òî îáëàñòü Ω 6= C � α-äîñòèæèìà ⇐⇒ Ω = f(B), ãäå f �
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà S1−α.

Â [2] P. Liczberski è Â. Ñòàðêîâ îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà êëàññ
áèãîëîìîðôíûõ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì åâêëèäîâîì øàðå BN , N ≥ 1,
ôóíêöèé f : BN −→ CN , òàêèõ, ÷òî f(0) = 0 è

Re {z∗(Df(z))−1f(z)} ≥ ‖z∗(Df(z))−1‖ · ‖f(z)‖ · sin απ
2
∀z ∈ BN ,

è äîêàçàëè, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå BN íà α-äîñòèæè-
ìóþ îáëàñòü, îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè (íàñëåäóþò α-äîñ-
òèæèìîñòü), ò. å. åñëè r ∈ (0; 1), òî êàæäàÿ îáëàñòü f(rBN) � α-äîñ-
òèæèìà, α ∈ (0; 1).

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé f : C→ C, f(0) = 0,
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ â B, ñâîéñòâî âûïóêëîñòè èëè çâåçäîîáðàç-
íîñòè f(B) íå íàñëåäóåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, âûäåëÿþò è ðàññìàòðèâà-
þò ïîäêëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè
(ñì. [7]).
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Äàëåå äàäèì îïðåäåëåíèå p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì., íàïðèìåð [8]). Ôóíêöèÿ f ∈ C2p(B), p ∈ N, íà-
çûâàåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ∆pf = 0 â B, ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Èçâåñòíî, ÷òî p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ â B ôóíê-
öèÿ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Φ(z) =

p∑
k=1

|z|2(k−1)Fp−k+1(z), (1)

ãäå ôóíêöèè Fp−k+1 = hp−k+1 + gp−k+1, k = 1, . . . , p, ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèìè, hp−k+1 è gp−k+1 àíàëèòè÷åñêèìè â B.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè-
÷åñêîé. Â ýòîì êëàññå p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì ïîäêëàññ
ôóíêöèé, íàñëåäóþùèõ α-äîñòèæèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ,
Φ(0) = 0, JΦ(z) > 0, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå α-äîñòèæèìîé, α ∈ [0, 1), åñëè
äëÿ êàæäîãî r ∈ (0, 1) Φ îòîáðàæàåò Br = {z ∈ C : |z| ≤ r} íà α-
äîñòèæèìóþ îáëàñòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ ÿâëÿåòñÿ p�ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â B âè-
äà (1), Φ(0) = 0, è JΦ(z) > 0 â B. Òîãäà Φ � âïîëíå α-äîñòèæèìà,
α ∈ [0, 1) ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî z ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

p∑
k=1

|z|2(k−1)Re {z(h′p−k+1Φ− g′p−k+1Φ)} ≥ sin
απ

2
· |Φ| · L1/2,

ãäå

L = Re 2

{
z

p∑
k=1

|z|2k−2(h′p−k+1 − g′p−k+1)

}
+

+Im 2

{
z

p∑
k=1

|z|2k−2(h′p−k+1 + g′p−k+1)

}
.

Êàê ñëåäñòâèå, îòñþäà ïîëó÷àåì êðèòåðèé ïîëíîé α-äîñòèæèìîñòè
äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ (p = 2), ãàðìîíè÷åñêèõ (p = 1), è àíàëèòè÷åñ-

êèõ (p = 1, g = 0)
(
óñëîâèå

∣∣∣arg
(
zΦ′(z)
Φ(z)

)∣∣∣ ≤ π
2 (1 − α), ñì. [4�6]

)
â B

ôóíêöèé, à òàêæå êðèòåðèé ïîëíîé çâåçäîîáðàçíîñòè (ñëó÷àé α = 0) äëÿ
p-ãàðìîíè÷åñêèõ, ãàðìîíè÷åñêèõ (p = 1) [2], è àíàëèòè÷åñêèõ (p = 1,

g = 0)
(
õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå çâåçäîîáðàçíîñòè Re

{
zΦ′(z)
Φ(z)

}
≥ 0

)
â B ôóíêöèé.
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Â.Â. Àðåñòîâ, Ì.Â. Äåéêàëîâà, (Åêàòåðèíáóðã, ÐÔ)
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Áóäåò îáñóæäàòüñÿ òî÷íîå íåðàâåíñòâî Íèêîëüñêîãî ìåæäó ðàâíî-
ìåðíîé íîðìîé è íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Lα,βq , 1 ≤ q < ∞, ñ âåñîì ßêîáè
(1 − t)α(1 + t)β àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå. Äëÿ îáîñíîâà-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåí îáîáùåííûé ñäâèã, ïîðîæäåííûé âåñîì ßêî-
áè. Èçó÷åíî ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íîðìà îïåðàòîðà ñäâèãà.

Äëÿ óëüòðàñôåðè÷åñêîãî âåñà òàêèå èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâëåíû â
ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðîâ [1].
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� 02.A03.21.0006 îò 27.08.2013)
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ÌÅÒÎÄ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÔÀÍÀ Â ÒÅÐÌÈÍÀÕ ÂÐÅÌÅÍÈ

ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÏÅÐÅÕÎÄÀ
Ð. Â. Àðóòþíÿí (Ðåóòîâ, Ì.Î., ÐÔ)

rob57@mail.ru

Çàäà÷à Ñòåôàíà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:ρ [c+ rmδ (u− uf)]
∂u

∂t
= div (λgradu) + f (M, t) ,M ∈ V, t > 0,

λ∂u∂n + ku = q, M ∈ S, t > 0; u (M, 0) = u0 (M) , |u| < const,M ∈ V,
(1)

ãäå îáëàñòü V ⊆ Em(V̄ \V = ∂V )ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé S = ∂V ,
∂V = ∂V̄ . u � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, uf � òåìïåðàòóðà, à Sf � ïîâåðõíîñòü
ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ∂(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè ρ, c, λ, f, rpl, k òà-
êîâûå, ÷òî ñóùåñòâóþò êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) u(M, t) è çà-
äà÷è (1) ïðè rpl = 0 − H(M, t), íàïðèìåð, åñëè ρ, c, λ, f, rpl, k ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû, f ∈ L2(V ), q ∈ L2(S), u0(M) ∈ C1(V ) [1�4]. Ïóñòü
G(M,N, t) � ôóíêöèÿ Ãðèíà (1) ïðè rpl = 0 ; òîãäà tf(M) � íàèìåíü-
øèé êîðåíü óðàâíåíèÿ u(M, tf(M) + 0) = uf + 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ˆ

V

ρ (N) r (N)G (M,N, tf (M)− tf (N)) dVN = H (M, tf (M))− uf , (2)

M ∈ V̄ .
Ñóùåñòâîâàíèå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ (2) ñëåäóåò èç åãî âû-

âîäà.
Óòâåðæäåíèå 1 (åäèíñòâåííîñòü). Ïóñòü z(M) � êóñî÷íî-íåïðå-

ðûâíîå ðåøåíèå (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

1. ∀ M ∈ V0 ⊂ V, z (M) < θ;

2. âåêòîð ~n0 =
grad z (M)

| grad z (M)|
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì âíåøíåé åäèíè÷íîé

íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω = {M ∈ V |z (M) < t } , t < θ,

òîãäà z(M) = tf(M), ∀M ∈ Vf(θ).
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×èñëåííîå ðåøåíèå (2). Ðàçîáüåì V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåí-
òû Vj(j = 1, . . . , N). Â ïðåäåëàõ Vj : tf(M) ≈ tj = const, ρ (M) rpl (M) ≈
≈ ρpljrj, H (M, t) ≈ Hj(t). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
th = (t1, . . . , tN) : Mi � óçåë êîëëîêàöèè. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ th ïîêàçûâàåòñÿ êàê è äëÿ tf(M) . Ñõîäèìîñòü
th ê tf(M) îöåíèâàåòñÿ íèæå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåçàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

ðàçáèåíèÿ h ÷èñëà γ > 0, θ > 0, k > 0, k = k(θ, γ),

∑
j ∈vθ


θ̂

tj

dτ

|uj (τ)− uf |γ
+

θ̂

tf (Mj)

dτ

|u (Mj, τ)− uf |γ

 |Vj| < K,

ãäå vθ ⊆ V h, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

max
i∈vθ
{ti, tf (Mi)} < θ,

òîãäà

lim
h→0

(
th − P htf lp(vθ)

)
= 0, p ≥ 1.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòòàèâàíèÿ
ïëîñêîãî ñëîÿ ãðóíòà ïðè ïîìîùè èãëû ñî ñïèðàëüþ íàêàëà. Ðåøåíèå
ïðè rpl = 0:

H (M, t) =

=

ˆ

E2

u0 (N)G0 (M,N, t) dVN +

t̂

0

ˆ

E2

P0δ (xN , yN)

ρc
G0 (M,N, t− τ) dVNdτ,

ãäå

G0(M,N, t) =

exp

(
−

(xM − xN)2 + (yM − yN)2

4at

)
4πat

,

a = λ/(ρc) , δ(xN , yN) � äåëüòà-ôóíêöèÿ, P0 � ïàðàìåòð íàãðåâà.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Ðåøåíèå íàõîäèëîñü ïðè øàãå 10 ñì,

P0 = 100 Âò/ì, u0 = −5oC. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èçìå-
íÿåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì ñ óâåëè÷åíèåì îáëàñòè
òàÿíèÿ. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû îáëàñòè òàÿíèÿ, âû÷èñëåííûå ÷èñëåííûì
ìåòîäîì (ìíîæåñòâî óçëîâ êîëëîêàöèé) è ïðè ïîìîùè òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(îêðóæíîñòè).

38



à á

×èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ñòåôàíà:
à �188 òî÷åê; á � 540 òî÷åê

Òàáëèöà

Êîëè÷åñòâî òî÷åê ×èñëåííîå ðåøåíèå Òî÷íîå ðåøåíèå Ïîãðåøíîñòü, %

188 23417.90 24266.80 3.5

240 29967.62 30903.88 3.0

540 6886078.64 6989668.75 1.5

Ãðàäèåíò ðåøåíèÿ, òðåáóåìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàå-
ìûõ, âû÷èñëÿëñÿ ïðè ïîìîùè êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ïî
ñåòî÷íîé îáëàñòè òàÿíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Âûâîä. Ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôà-
íà, îñíîâàííûé íà ðåäóêöèè èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîìó
íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Îñî-
áåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè âðåìåíè ôàçîâîãî
ïåðåõîäà â êà÷åñòâå îñíîâíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Äàííàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðèåìîì, ïîçâîëÿþùèì
çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ìåòîä ðåøåíèÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóêòóðà òèïà îäíîìåðíîãî ¾ðåøåòà¿. Äëèíà îò-
âåðñòèé (äûðîê) ðàâíà 1, à íåïðîíèöàåìîé ÷àñòè � 2. Ñêâîçü ðåøåòî
ïðîñåèâàåòñÿ ïîòîê îäíîìåðíûõ ÷àñòèö (ïàëîê) ñëó÷àéíûõ ðàçìåðîâ z
ñ ïëîòíîñòüþ p(z), z ∈ (0, 2] . Èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàçìåðîâ äûðîê è ïàëîê íà âûõîäå èç ¾ðåøåòà¿ C(x, t) è ψ(z, t) ,
äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé:

∂

∂t
(x, t) = −q (x)C (x, t) +

1ˆ

x

P (y − x)C (y, t) dy, ∀ x ∈ (0, 1) ∀ t > 0;

∂C0

∂t
(t) =

1ˆ

0

C (y, t)

2ˆ

y

z − y
3

p (z) dz dy, ∀ t > 0,

C(x, 0) = δ(x− 1 + 0), ∀ x ∈ (0, 1];

C0(0) = 0; P (w) =
2

3

2ˆ

2w

p (z) dz, 0 ≤ w ≤ 1;

q (x)=
2

3

 xˆ

0

z

2
P (z) dz+

2xˆ

x

2z − x
2

P (z) dz +

2ˆ

2x

z + x

2
P (z) dz

, ∀ x ∈ (0, 1);

C0(t) � âåðîÿòíîñòü íóëü-äûðêè, C (x, t) = C1 (x, t)+δ (x− 1 + 0) e−q(1)t;

∂C1

∂t
= −q (x)C1 +

1ˆ

x

P (y − x)C1 (y, t) dy + P (1− x) e−q(1)t, t > 0,

C1(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1];

φ (z, t) = p (z)

1ˆ

z/2

R (y, z)C (y, t) dy, ∀ z ∈ [0, 2), t > 0,

R (y, z) = (2y − z)/3, z/2 ≤ y ≤ min(z, 1);

R (y, z) = y/3, min(z, 1) < y ≤ 1.
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Ïîäñòàíîâêà C1 (x, t) = A (x, t) e−q(1)t ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

∂A

∂t
= −Q (x)A+

1ˆ

x

P (y − x)A (y, t) dy + P (1− x) ,

A(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1],

Q (x) = q (1)− q (x) .

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(z) íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [0, 2], òî ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, åäèí-

ñòâåííî, ïðè÷åì C0 (t) ∈ C∞ (0,∞),
∂kC

∂tk
(x, t) ∈ C1 (0, 1), ∀ t > 0,

k = 0, 1, ...
Ñâîéñòâî 2. Èìåþò ìåñòî îöåíêè ñíèçó

C1 (x, t) ≥ P (1− x)
e−q(x)t − e−q(1)t

q (1)− q (x)
≥ P (1− x)

e−q(1)t − e−qmaxt

qmax − q (1)
,

∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0, qmax = ‖q‖C(0,1)

Ñâîéñòâî 3. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

C1 (x, t) ≤ (3/2)3/4

3
√
π

t1/4

(1− x)3/2
e
−qmint+2

√√√√2

3
(1−x)t

, ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

qmin = min
[0,1]

q (x) .

Ñâîéñòâî 4. Óñëîâèå íîðìèðîâêè

0 (t) +

1ˆ

0

C1 (x, t) dx = 1, ∀ t ≥ 0.

Íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ (0, T ) , ãäå T > 0 � âåëè÷èíà ïîðÿäêà ïî-
ñòîÿííîé âðåìåíè ïðîöåññà, îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ÌÊÐ. Ñõåìà 1-ãî ïî-
ðÿäêà:

Bj+1
i −Bj

i

τ
= −aiBj

i +
i∑

k=1

Pi−kB
j
kh+Rj

i , i = 1, M ;

Bj
0 = P0tje

−q0tj ; ai = q (1− zi) ; Pi = P (zi), zi = ih; Rj
i = Pie

−q0tj ;
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C1 (zi, tj) = Bj
m−i (1 + o (1)) , τ, h→ 0, i = 0,M ; h =

1

M
;

tj = jτ ; j = 0, J ; J =

[
T

τ

]
.

Óñòîé÷èâîñòü ñõåìû:∥∥∥B(1)
h −B

(2)
h

∥∥∥
h
≤ γ

∥∥∥R(1)
h −R

(2)
h

∥∥∥
h
,

γ =
eωT − 1

ω
, ω = ‖P‖C(0, 1) − qmin, ‖Bh‖h = max

Ω

∣∣∣Bj
i

∣∣∣ ,
Ω =

{
(i, j) : i = 0,M ; j = 0, J

}
,∣∣∣C1 (zi, tj)−Bj

m−i

∣∣∣ ≤ f4τ + f5h, ∀ (i, j) ∈ Ω.

Òåñòîâàÿ çàäà÷à ïðè q(x) =
1 + (1− x)

6
, P (x) =

2

3
, íà ðèñ. 1

ïàðàìåòðû ñõåìû h = 0.025, τ = 0.5, a1 (x, t) = Ah (x, t) /‖Ah‖h,
a2 (x, t) = A (x, t) ‖Ah‖, íà ðèñ. 2 ïàðàìåòðû ñõåìû h = 0.025, τ = 0.3,
a3 (x, t) = Ah (x, t) /‖Ah‖h.

Ðèñ. 1. Òî÷íîå ðåøåíèå Ðèñ. 2. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ðàçìåðîâ ÷àñòèö

Çäåñü 1 � t = 10; 2 � t = 30; 3 � t = 60.
Ïðåèìóùåñòâî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèè íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû ÿâ-
ëÿþòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè.
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Ðÿä
∞∑
i=1

xi â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ áåçóñëîâíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî âûáîðà çíàêîâ εi = ±1, i = 1, 2, . . . , ðÿä
∞∑
i=1

εixi

ñõîäèòñÿ â X. Áîëåå ñëàáûì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ñõîäèìîñòè ïðè ïî÷òè
êàæäîì âûáîðå çíàêîâ (εi)

∞
i=1 ∈ {1,−1}N (îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ

ñ÷èòàþùèõ ìåð íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå {1,−1}). Â ýòîì ñëó÷àå ãî-

âîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

xi ñëó÷àéíî áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ.

Áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (xi, x
∗
i ), ãäå xi ∈ X, x∗i ∈ X∗, íàçûâàåò-

ñÿ ñèñòåìîé ñëó÷àéíîé áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè (èëè RUC ñèñòåìîé)
â X, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x èç çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè [xi]

ðÿä
∞∑
i=1

x∗i (x)xi ñëó÷àéíî áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ, èëè, òî æå ñàìîå, ðÿä

∞∑
i=1

x∗i (x)ri(t)xi ñõîäèòñÿ â X äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1]. Çäåñü ri � ôóíêöèè

Ðàäåìàõåðà, ò.å. ri(t) = sign(sin 2iπt), i ∈ N, t ∈ [0, 1]. Ïîñëåäíåå óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K > 0, äëÿ êîòîðîé

1ˆ

0

∥∥∥ n∑
i=1

ciri(t)xi

∥∥∥
X
dt ≤ K

∥∥∥ n∑
i=1

cixi

∥∥∥
X
,

ãäå n = 1, 2, . . . è âåùåñòâåííûå ÷èñëà c1, c2, . . . , cn ïðîèçâîëüíû [1, ñëåä-
ñòâèå 1.1].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ RUC ñèñ-
òåì (èëè RUC áàçèñîâ) â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðåñíîé è äàëåêî íå òðèâèàëüíîé. Ïðèâåäåì ëèøü äâà ôàêòà: êëàññè-
÷åñêàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ (óñëîâíûì) RUC-áàçèñîì
â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1] äëÿ 2 < p < ∞, íî íå äëÿ 1 < p < 2 [1, çàìå÷à-
íèå V]; ïðîñòðàíñòâî L1[0, 1] íå èìååò ôóíäàìåíòàëüíîé RUC ñèñòåìû
[1, ñëåäñòâèå 2.2].

Â ëåêöèè áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíè-
åì è ïîâåäåíèåì RUC-áàçèñîâ â ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå
ïðîñòðàíñòâàõ ×åçàðî. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò îáñóæäàòüñÿ ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå íåäàâíî àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ G. Curbera è Ê.Å. Òèõîìèðîâûì.
Ïðèâåäåì îäèí èç íèõ (ñì. [2]), ãäå ÷åðåç Exp Lα, α > 0, îáîçíà÷àåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîñòðîåííîå ïî ôóíêöèè Îðëè÷à, ýêâèâàëåíòíîé
ôóíêöèè exp(tα)− 1, à ÷åðåç (Exp Lα)0 � çàìûêàíèå L∞ â Exp Lα.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî
íà [0, 1], α > 0, β = 2α/(α + 2). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fi} òàêàÿ, ÷òî

sup
i=1,2,...

‖fi‖Exp Lα <∞

è ∥∥∥ ∞∑
i=1

cifi

∥∥∥
L2
≥ c‖(ci)‖`2 äëÿ âñåõ (ci) ∈ `2,

ÿâëÿåòñÿ RUC ñèñòåìîé â X;
2) âñÿêàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {fi} òàêàÿ, ÷òî

sup
i=1,2,...

‖fi‖Exp Lα <∞,

ÿâëÿåòñÿ RUC ñèñòåìîé â X;
3) èìåþò ìåñòî íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ (Exp Lβ)0 ⊂ X ⊂ L2.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Billard P., Kwapi�en S., Pe lczy�nski A., Samuel Ch. Biorthogonal systems of random
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ÎÁ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖÀÕ, ÈÑÏÎËÜÇÓÅÌÛÕ ÏÐÈ
ÐÅØÅÍÈÈ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÒÅÎÐÈÈ ÏÅÐÅÍÎÑÀ Â

ÑÈÑÒÅÌÀÕ, ÌÎÄÅËÈÐÓÅÌÛÕ ÃÐÀÔÎÌ
Þ.Â. Àôàíàñåíêîâà, Þ.À. Ãëàäûøåâ (Êàëóãà, ÐÔ)

dvoryanchikova_y@mail.ru

Îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà òðåõ îñíîâíûõ ìàòðèö P,R,K, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè
êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà, â ñèñòåìàõ ìîäåëèðóåìûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ãðàôîì. Íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç äîñòàòî÷íî òîíêèõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ñòåðæíåé. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü ïðîöåññ ïåðåíîñà â êàæäîì ñòåðæíå îäíîìåðíûì. Â äàëüíåé-
øåì, èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðàôîâ áóäåì íàçûâàòü ñòåðæåíü
- ðåáðîì, à òî÷êè êîíòàêòà � âåðøèíàìè. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî óðàâíåíèå
äëÿ ïîòåíöèàëà Φ(x) ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà çàäàíî íà êàæäîì
ðåáðå ãðàôà è ïðèâåäåíî ê âèäó [1]

α2
d

dx
(α1

dΦ

dx
)−m2Φ = D2D1Φ−m2Φ = 0,

ãäå α2, α1 � íåïðåðûâíûå, ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè íà äàííîì ðåáðå,
îïðåäåëÿþùèå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåáðà. Êîíñòàíòà
m ó÷èòûâàåò íàëè÷èå âíåøíåãî îáìåíà ïî äëèíå ðåáðà ïåðåíîñèìîé âå-
ëè÷èíû ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå è ïðèíÿòà çà íîëü. Åñëè
m->0, òî âíåøíèé îáìåí èñêëþ÷àåòñÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íîìåð ðåá-
ðà ñòàâèòñÿ â âåðõó â ñêîáêàõ, íàïðèìåð Φ(i). Èñïîëüçóÿ àïïàðàò îáîá-
ùåííûõ ñòåïåíåé Áåðñà [2] ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðåáðà ñ
êîîðäèíàòàìè x1, x2

Φ(x)|x1
= Φ1,Φ(x)|x2

= Φ2,

çàïèøåì

Φ(x) = Φ1
shmX(x, x2)

shmX(x1, x2)
+ Φ2

shmX(x, x1)

shmX(x2, x1)
.

Åñëè îïðåäåëèòü ïîòîê J êàê

J = −D1Φ, (1)

45



òî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ Φ1, Φ2 è ïîòîêîâ J1, J2 â êîíå÷íûõ òî÷êàõ ðåáðà
x1, x2 ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

Ji =
∑

PikJk.

Ýëåìåíòû pij ìàòðèöû P , êîòîðóþ íàçîâåì ìàòðèöåé ïîòîêîâ, îïðåäåëå-
íû êàê

p11 = −m chmX(x1, x2)

shmX(x1, x2)
, p12 = − m

shmX(x1, x2)
,

p21 = − m

shmX(x1, x2)
, p22 = −m chmX(x2, x1)

shmX(x2, x1)
,

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè äâóõ ðåáåð ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2)

è (x2, x3) â îäèí îòðåçîê ìàòðèöà ðåáðà (x1, x3) îïðåäåëåíà êàê

P
(3)
11 = P

(1)
11 +

1

∆
P

(1)
12 P

(1)
21 , P

(3)
12 = − 1

∆
P

(1)
12 P

(2)
12 ,

P
(3)
21 =

1

∆
P

(1)
21 P

(2)
21 , P

(3)
22 = P

(2)
22 −

1

∆
P

(2)
21 P

(2)
12 , (2)

ãäå ∆ = P
(2)
11 − P

(1)
22 .

Îáîçíà÷èì ýòó îïåðàöèþ ∗

P1(1, 2) ∗ P2(2, 3) = P3(1, 3),

Îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé, ìîæ-
íî âûñêàçàòü ðÿä óòâåðæäåíèé. Îïåðàöèÿ íåêîììóòàòèâíà, íî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óìíîæåíèè áîëåå äâóõ
ìàòðèö. Ïðè ïîñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé ïîðîæ-
äàþùåé ïàðû α1, α2,m íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîãî ýëåìåíòà, íî åäèíè÷íûé
ýëåìåíò óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü

E =

(
∝ − ∝
∝ − ∝

)
.

Ìàòðèöà P äëÿ ðåáðà áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèé ðåøåíèé
êðàåâûõõ çàäà÷ íà ãðàôå [3], â òîì ÷èñëå ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ òðåòüåãî
òèïà.

Ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëà çàïèøåì

Φ = −J1
chmX(x, x2)

m shmX̃(x1, x2)
− J2

chmX(x, x1)

m shmX̃(x2, x1)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1) äëÿ ïîòîêà âûðàæå-
íèå

J = J1
shmX̃(x, x2)

m shmX̃(x1, x2)
+ J2

shmX̃(x, x1)

m shmX̃(x2, x1)
.

Ìàòðèöà R îïðåäåëÿåò ñâÿçü ïîòåíöèàëîâ Φ1, Φ2 è ïîòîêîâ J1, J2 íà
êîíöàõ ñòåðæíÿ

Φi =
2∑

k=1

rikJk, i = 1, 2.

Íàçîâåì åå ìàòðèöåé ïîòåíöèàëîâ.
Äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû R èìååì

r11 = − chmX(1, 2)

m shmX̃(1, 2)
, r12 = − 1

m shmX̃(2, 1)
,

r21 = − 1

m shmX̃(1, 2)
, r22 = − chmX(2, 1)

m shmX̃(2, 1)
.

Åñëè âíåøíåãî îáìåíà íåòm− > 0, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïîíÿòèþ îáû÷-
íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷òåì Φ1, è Φ2 ïðè óñëîâèè J1 = J2 = J

Φ2 − Φ1 = (r21 + r22 − r11 − r12)J.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ ìàòðèöû P äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ñîåäèíåíèÿ äâóõ ðåáåð ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö R(1), R(2)

äâóõ îòðåçêîâ (x1, x2), (x2, x3)

R(3)(x1, x3) = R(2)(x3, x2) ∗R(1)(x2, x1)

ïî ïðàâèëàì

r
(3)
11 = r

(1)
11 −

1

∆
r

(1)
12 r

(1)
21 , r

(3)
12 =

1

∆
r

(1)
12 r

(2)
12 ,

r
(3)
21 = − 1

∆
r

(1)
21 r

(2)
21 , r

(3)
22 = r

(2)
22 +

1

∆
r

(2)
21 r

(2)
12 , (3)

ãäå ∆ = r
(2)
11 − r

(1)
22 .

Ëåãêî óâèäåòü ïî÷òè ïîëíîå ñõîäñòâî îïðåäåëåíèé (2) è (3). Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà R îáðàòíà P [3], äàæå
ïðè íåîäíîðîäíûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ.
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Ââåäåíèå ìàòðèöûK ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, êîãäà çàäàíû
Φ(x1), J(x1) è äëÿ Φ(x), J(x) íàéäåì{

Φ(x) = Φ1 chmX(x, x1)− J1
1
m shmX(x, x1),

J(x) = −Φ1m shmX̃(x, x1) + J1 chmX̃(x, x1).

Ýòîò ðåçóëüòàò â ìàòðè÷íîé ôîðìå

V (1)(x, x1) = K(x, x1)V
(0)(x1)

çàïèøåì, åñëè ââåäåì âåêòîð-ñòîëáöû V (1)(x, x1), V (0)(x1) è ìàòðèöó
K(x, x1):

V (1)(x, x1) =

(
Φ

J

)
, K =

(
chmX − 1

m shmX

−m shmX̃ chmX̃

)
, V (0)(x1) =

(
Φ(x1)

J(x1)

)
.

Óäîáíûì ñâîéñòâîì ìàòðèöû K ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè èäåàëü-
íîì êîíòàêòå ìàòðèöû K äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðåáåð íà-
õîäèòñÿ ïî îáû÷íîìó çàêîíó ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

K(3)(x3, x1) = K(2)(x3, x2)K
(1)(x2, x1).

Ïîýòîìó ýòà ìàòðèöà óäîáíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðåíîñà â ìíîãî-
ñëîéíîé ñðåäå. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöàK ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé P ïðîñòûìè
ñîîòíîøåíèÿìè

p11 = −k11

k12
, p12 =

1

k12
, p21 = k21 −

k11k22

k12
, p22 = −k22

k12
.

Ïðèëîæåíèÿ ìàòðèöû K äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ çàòðóäíåíî
íåîïðåäåëåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè íà ãðàôå.
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ÓÄÊ 517.955.8

ÎÁÐÀÒÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Áàáè÷ Ï.Â. (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÐÔ),
Ëåâåíøòàì Â.Á. (Ðîñòîâ-íà-Äîíó; Âëàäèêàâêàç, ÐÔ)

vleven@math.rsu.ru

Ïóñòü En, n ≥ 2 � n-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x =
= (x1, ..., xn), xi ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â íåì. Ñèìâîëîì K îáî-
çíà÷èì êóá {x ∈ En : 0 < xi < π, i = 1, n}, à ñèìâîëîì S � åãî ãðàíèöó.
Ïóñòü Π � îòêðûòûé (n + 1)-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä {(x, t) : x ∈ K,
0 < t < 1}. Ñèìâîëîì Γ îáîçíà÷èì ÷àñòü åãî ãðàíèöû (ïàðàáîëè÷åñêóþ
ãðàíèöó), ñîñòîÿùóþ èç íèæíåãî îñíîâàíèÿ Π ∩ {t = 0} è áîêîâîé ÷à-
ñòè ãðàíèöû S × [0, 1]. Ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì ω:

∂u

∂t
= ∆u+ f(x)r(t, ωt), ω � 1, (1)

u|Γ = 0, (2)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn),∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ò. å. ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f(x) è r(t, τ), îïðåäåëåííûõ è íåïðåðûâíûõ
ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâàõ x ∈ K è (t, τ) ∈ T = [0, 1] × [0,∞) ñäå-
ëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ôóíêöèÿ r(t, τ) � 2π-ïåðèîäè÷íà ïî τ ;
ïðåäñòàâèì åå â âèäå r(t, τ) = r0(t) + r1(t, τ), ãäå r1(t, τ) èìååò íóëåâîå
ñðåäíåå ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì r0 ∈ C0([0, 1]), r1 ∈ C2,0(T ),

f ∈ C3n+α(K), α ∈ (0, 1],

f(x)|x∈S = (∆k)f(x)
∣∣
x∈S =

∂2kf(x)

∂x2k
i

∣∣∣∣
xi=0,π

= 0, k = 1, 2, i = 1, n.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíê-
öèþ r(t, τ) òàê, ÷òî â òî÷êå x = x(0), ãäå f(x(0)) 6= 0, ðåøåíèå uω(x, t, r)
ïðèíèìàåò âèä

uω(x(0), t, r) = φ0(t) + ω−1φ1(t, ωt) + νω(t),

ãäå ôóíêöèè φ0 ∈ C1([0, 1]), φ1 ∈ C2,1(T ), νω ∈ C1([0, 1]), à òàê æå

φ0|t=0 = φ1|t=0 = νω|t=0 = 0,
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‖νω‖C[0,1] = O(ω−2),

∥∥∥∥ ddtνω
∥∥∥∥
C[0,1]

= O(ω−1), ω →∞.

Òåîðåìà 1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íå ñîäåðæàùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà,
ðàíåå èññëåäîâàíà â ðàáîòå [1].
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ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ Ï. ÆÀÌÝ
ÄËß ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛÕ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ1

Í.Â. Áàéäàêîâà (Åêàòåðèíáóðã, ÐÔ)
baidakova@imm.uran.ru

Ïóñòü ∆ ÿâëÿåòñÿ n-ñèìïëåêñîì; Wm+1M � ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà ∆, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïî-
ðÿäêà m+1 âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷åì âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m+1 îãðà-
íè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîéM ; f ∈ Wm+1M ; Pm � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
m ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, èíòåðïîëèðóþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f
â ðàâíîìåðíûõ óçëàõ ñèìïëåêñà; H � äèàìåòð ñèìïëåêñà. Ïóñòü

θ = min
En⊂EN

max
ξ∈Rn

min
es∈En

θs

ãäå θs, 0 ≤ θs ≤ π/2, � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ξ è ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
âåêòîðó es, En = {es}ns=1 � ìíîæåñòâî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,
EN � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ âäîëü ñòîðîí ñèìïëåê-
ñà ∆.

Â 1976 ã. Ï. Æàìý áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥∥Dk
ξ1...ξk

(f − Pm)
∥∥ ≤ CM

Hm+1−k

cosk θ
, k = 0, ...,m, (1)

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò f è ∆, Dk
ξ1...ξk

�
ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k ïî íàïðàâëåíèÿì ïðîèçâîëüíûõ åäèíè÷íûõ âåê-
òîðîâ ξ1, . . . , ξk. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00496à).
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ñèìïëåêñà, ýêâèâàëåíòíàÿ cos θ è áîëåå ïðîñòàÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ.

Ïóñòü a0, a1, . . . , an � âåðøèíû ñèìïëåêñà ∆, ïðè÷åì C1(n)H ≤
≤ |a0a1| ≤ C2(n)H äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí C1(n) è
C2(n), êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò n; ∆k � k-ñèìïëåêñ ñ âåðøè-
íàìè a0, a1, . . . , ak (k = 2, . . . , n). ×åðåç sin βk îáîçíà÷èì íàèáîëüøèé
èç ñèíóñîâ óãëîâ ìåæäó ðåáðàìè akas (s = 0, . . . , k − 1) è ïëîñêîñòüþ
ðàçìåðíîñòè k − 1, â êîòîðîé ëåæèò ñèìïëåêñ ∆k−1. Ïîëîæèì

sin β = min
k=2,...,n

sin βk.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû C̃1(n)

è C̃2(n), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

C̃1(n) cos θ ≤ sin β ≤ C̃2(n) cos θ.

Â äîêëàäå òàêæå îáñóæäàþòñÿ ñëó÷àè íåóëó÷øàåìîñòè îöåíîê (1).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛÀ
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ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÉ
ÑÓÁÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀË ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ
È.Â. Áàðàí (Ñèìôåðîïîëü, ÐÔ)

matemain@mail.ru

Ñóáäèôôåðåíöèàëû, êàê âàæíåéøèé èíñòðóìåíò íåãëàäêîãî àíàëè-
çà, äîñòàòî÷íî äàâíî ïîëó÷èëè ïðèçíàíèå â ìàòåìàòèêå. Íåêîòîðîå âðå-
ìÿ íàçàä È.Â. Îðëîâûì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïàêòíîãî ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà, îñíîâàíîãî íà ïîíÿòèè K-ïðåäåëà ñèñòåìû ìíîæåñòâ ðàç-
íîñòíûõ îòíîøåíèé (ñì. [1�4]). Äàííàÿ òåîðèÿ íàøëà ñåðüåçíûå ïðèëî-
æåíèÿ â òåîðèè âåêòîðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [4] è â âàðèàöèîííîì èñ÷èñ-
ëåíèè [3].

Â ðàáîòå [1] íà îñíîâå ïîíÿòèÿ êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà ïî-
ñòðîåíî ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, âïëîòü äî ôîðìóëû Òåéëîðà.
Ðàçðàáîòàí àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ îäíîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ âàðèàöè-
îííûõ çàäà÷ ñ ñóáãëàäêèì èíòåãðàíòîì. Ñåé÷àñ àêòèâíî âåäóòñÿ äàëü-
íåéøèå èññëåäîâàíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îáîáùåíèÿ òåîðèè êîì-
ïàêòíûõ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ íà ñèììåòðè÷åñêèõ ñëó÷àé. Çàìåíÿÿ â
îïðåäåëåíèè êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà îáû÷íîå ðàçíîñòíîå îòíî-
øåíèå íà ñèììåòðè÷åñêîå, ìû ââîäèì ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêîãî êîì-
ïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà (KS-ñóáäèôôåðåíöèàëà).

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ñèììåòðè÷åñêèì KS-ñóáäèôôåðåíöèàëîì
n-ãî ïîðÿäêà f â òî÷êå x K-ïðåäåë:

∂
[n]
K f(x) = K − lim

δ→0
co
{ 1

(2h)n

n∑
k=0

(−1)kCk
nf
(
x+ (n− 2k)h

)∣∣∣0 < h < δ
}
.

Êàê èçâåñòíî, ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü
â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå è èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ðÿ-
äîâ Ôóðüå. Íàìè ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ðèìàíà �
Øâàðöà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà îò îáû÷íîé
âòîðîé ñèììåòðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ñóììû äâàæäû ïðîèíòåãðèðî-
âàííîãî ðÿäà Ôóðüå êî âòîðîìó ñèììåòðè÷åñêîìó êîìïàêòíîìó ñóáäèô-
ôåðåíöèàëó.

Â íàøåé ðàáîòå [2] ïîñòðîåíà ðàçâèòàÿ òåîðèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëîâ Ôðåøå è ñèììåòðè÷åñêèõ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ Ôðåøå
ïåðâîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ, âêëþ÷àþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó î ñðåä-
íåì è ôîðìóëó Òåéëîðà. Òàêæå ðàññìîòðåíà òåîðèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ
K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå îïèñàíèå âûñøèõ ñèììåòðè÷åñêèõ K-ñóá-
äèôôåðåíöèàëîâ îò ôóíêöèîíàëîâ.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìîòðåíî ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèì-
ìåòðè÷åñêîé K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè � ñèììåòðè÷åñêàÿ ñóáãëàä-
êîñòü. Ñ åãî ïîìîùüþ ìû èññëåäóåì íà K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü îñ-
íîâíîé âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë ñ íåãëàäêèì èíòåãðàíòîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Λ : E ⊃ U(x) → LSK(E;F ), ãäå E,F � âå-
ùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, LSK(E;F ) � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè-
÷åííûõ ñèììåòðè÷åñêèõK�îïåðàòîðîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Λ ñóáíåïðå-
ðûâíî â òî÷êå x ∈ E (îáîçíà÷åíèå Λ ∈ Csub(x)), åñëè äëÿ Λx ∈ LSK(E;F ):

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ < δ)⇒ (Λ(x+ h) � Λx + Y (h), ãäå ‖Y (h)‖ < ε).

Ïîñòðîåííûé àïïàðàò KS-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðèìå-
íÿåòñÿ ê îöåíêå ïåðâîé K-âàðèàöèè îäíîìåðíîãî âàðèàöèîííîãî ôóíê-
öèîíàëà. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñëåäóþùåãî âèäà:

∂
[′]
KΦ(y)h ⊂

[ bˆ

a

(
∂[′]f

∂y
(x, y, y′)h+

∂[′]f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;
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bˆ

a

(
∂[′]f

∂y
(x, y, y′)h+

∂[′]f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

]
.

Â ðàáîòå È.Â. Îðëîâà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îäíîìåðíûé âàðèàöèîí-
íûé ôóíêöèîíàë ñ C1-ñóáãëàäêèì èíòåãðàíòîì ñèëüíî K-ñóáäèôôåðåí-
öèðóåì â C1[a; b], à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà åãî ïåðâîéK-âàðèàöèè. Íàøà
öåëü � îáîáùèòü ýòó îöåíêó íà ñëó÷àé s-ñóáãëàäêèõ èíòåãðàíòîâ è ïî-
ëó÷èòü îöåíêó KS-ñóáäèôôåðåíöèàëà. Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷åñêàÿ îöåíêà
îêàçûâàåòñÿ áîëåå òî÷íîé.

Óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ïîñòðîåííûé àïïàðàò
ê îöåíêå âòîðîãî KS-ñóáäèôôåðåíöèàëà âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà ñ
íåãëàäêèì (KS-ñóáäèôôåðåíöèðóåìûì) èíòåãðàíòîì. Ïîëó÷åíà íå òîëü-
êî îöåíêà â îáùåì ñëó÷àå

∂
[′′]
K Φ(y)(h)2 ⊂

[ bˆ

a

(
∂[′′]f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂[′]

∂z

(
∂f

∂y

)
(x, y, y′)hh′

)
dx;

bˆ

a

(
∂[′′]f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂[′]

∂z

(
∂f

∂y

)
(x, y, y′)hh′

)
dx

]
+

+

[ bˆ

a

(
∂[′]

∂y

(
∂f

∂z

)
(x, y, y′)hh′ +

∂[′′]f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx;

bˆ

a

(
∂[′]

∂y

(
∂f

∂z

)
(x, y, y′)hh′ +

∂[′′]f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx

]
,

íî è ïîäðîáíî èññëåäîâàíû âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè êîìïîçèöèè â èíòå-
ãðàíòå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ íåãëàäêèì.

Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñóáãëàäêîñòè ïåðâîãî è âûñøå-
ãî ïîðÿäêîâ ïîçâîëèëî â ïðèëîæåíèÿõ ñâîäèòü ñèòóàöèþ ê íèæíèì è
âåðõíèì ñèììåòðè÷åñêèì ïðîèçâîäíûì. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìå-
ðà, ïðèâîäèòñÿ ñëó÷àé èíòåãðàíòà, îáðàçîâàííîãî êîìïîçèöèåé ãëàäêîé
ôóíêöèè è ìîäóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé ïîçâîëÿåò íå âûõîäèòü çà
ðàìêè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñêîëüêó âûñøèå ïðîèçâîäíûå è ñóá-
äèôôåðåíöèàëû íå îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíûì ïóòåì. Ñ ýòîé òî÷êè çðå-
íèÿ, ñèììåòðè÷åñêèé K-àíàëèç îêàçûâàåòñÿ ïðîùå íåñèììåòðè÷åñêîãî.
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Ïîëó÷åííàÿ òåîðèÿ äàåò âîçìîæíûå ïåðñïåêòèâû ïðèìåíåíèÿ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. À èìåííî, ïî-
ñëå íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ íåñèììåòðè÷åñêèõ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëîâ, ìû ïðèìåíÿåì ñèììåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ñ öåëüþ êëàññè-
ôèêàöèè ýêñòðåìóìîâ (àñèììåòðèÿ, ýêñöåññ).
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Î ÊËÀÑÑÀÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎËÍÎÉ È ÍÅÏÎËÍÎÉ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Λ-ÂÀÐÈÀÖÈÈ1

À.Í. Áàõâàëîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
an-bakh@yandex.ru

Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë Λ =
= {λn}∞n=1 äîïóñòèìîé, åñëè îíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìîíîòîííà
(õîòÿ áû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0), à ðÿä èç (λn)

−1 ðàñõîäèò-
ñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è ôóíêöèè m
ïåðåìåííûõ f(x) åå Λ-âàðèàöèåé V

xj1 ,...,xjk
Λ (f,∆) ïî íåïóñòîìó íàáîðó ïå-

ðåìåííûõ (xj1, . . . , xjk) íà ïðîìåæóòêå ∆ = ∆1 × · · · × ∆m íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

sup
xli∈∆li

sup
{Ijini}

∑
n1,...,nk

|f(Ij1n1
× · · · × Ijknk, xl1, . . . , xlm−k)|

λj1 . . . λjk
,

ãäå f(Ij1n1
×· · ·×Ijknk, xl1, . . . , xlm−k) åñòü ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü f íà k-ìåðíîì

ïðîìåæóòêå Ij1n1
× · · · × Ijknk êàê ôóíêöèè îò xj1, . . . , xjk ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ xl1 ∈ ∆l1,. . . , xlm−k ∈ ∆lm−k , à
âíóòðåííèé ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî ñèñòåìàì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ {Ijini} íà ∆ji.

Ñóììà òàêèõ âàðèàöèé ïî âñåì íåïóñòûì íàáîðàì ïåðåìåííûõ íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîé Λ-âàðèàöèåé, à êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îíà êîíå÷íà,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00350).
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îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ΛBV (∆). Åñëè æå ïðè ýòîì ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì ΛN = {λn}∞n=N+1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞, òî
òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî Λ-âàðèàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äî-
ïóñòèìîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü H = {n}∞n=1, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âàðèàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé.

Êëàññû ôóíêöèé òðåõ è áîëåå ïåðåìåííûõ, èìåþùèå îãðàíè÷åííóþ
ïîëíóþ Λ-âàðèàöèþ, áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû À.È. Ñàáëèíûì [1]. Â
ðàáîòå àâòîðà [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ôóíê-
öèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó CHV (Tm) ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî ãàðìî-
íè÷åñêîé âàðèàöèè (T = [−π, π]), òî åå ðÿä Ôóðüå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ê íåé ïî Ïðèíãñõåéìó, à äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà HBV (Tm), m ≥ 3, ýòî
íåâåðíî.

Ó. Ãîãèíàâà è À. Ñààêÿí â ñåðèè ðàáîò èçó÷àëè êëàññû ôóíêöèé îãðà-
íè÷åííîé ÷àñòè÷íîé Λ-âàðèàöèè PΛBV (Tm), ò. å. òàêèå êëàññû, â êîòî-
ðûõ íà ôóíêöèþ íàêëàäûâàåòñÿ ëèøü óñëîâèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè Λ-âàðèàöèè ïî (êàæäîé) îäíîé ïåðåìåííîé êàê ôóíêöèè îñòàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ. Èìè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î âëîæåíèè òàêèõ êëàññîâ
â êëàññ CHV (Tm), ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà Ôóðüå ïî Ïðèíãñõåéìó.

Â ÷àñòíîñòè, èìè [3] áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïóñòü äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λn}∞n=1 òà-
êîâà, ÷òî

λn
n
↓ 0 ïðè n→∞, à

∞∑
n=1

λn lnm−2(n+ 1)

n2
<∞.

Òîãäà êëàññ PΛBV (Tm) âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ CHV (Tm).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìè â ýòîé æå ðàáîòå áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî δ > 0

λn
n

= O

(
λ[nδ]

[nδ]

)
ïðè n→∞, à

∞∑
n=1

λn lnm−2(n+ 1)

n2
=∞,

òî êëàññ PΛBV (Tm) íå âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ CHV (Tm).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè Λ = {n lna(n + 1)}, òî âëîæåíèå èìååò ìåñòî ïðè

a < 1−m è íå èìååò ìåñòà ïðè a ≥ 1−m.
Ïóñòü k ∈ {1, . . . ,m}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PkΛBV (Tm) êëàññ òåõ ôóíê-

öèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íû âñå âàðèàöèè ïî íå áîëåå ÷åì k ïåðåìåííûì.
Â ÷àñòíîñòè, P1ΛBV (Tm) = PΛBV (Tm), à PmΛBV (Tm) = ΛBV (Tm).

Íàìè óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïðè k = 1 ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðåçóëüòàòó Ãîãèíàâû è Ñààêÿíà:
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü k ∈ {2, . . . ,m−1}, à äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ = {λn}∞n=1 òàêîâà, ÷òî

λn
n
↓ 0 è

∞∑
n=1

(λn)
k lnm−k−1(n+ 1)

nk+1
<∞.

Òîãäà êëàññ PkΛBV (Tm) âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ CHV (Tm).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Λ = {n lna(n+ 1)}, òî âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî ïðè
a < 1− m

k . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ñòðîèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð. Ïóñòü k ∈ {2, . . . ,m − 1}. Åñëè Λ = {n lna(n + 1)}, ãäå

a > 1− m
k , òî êëàññ PkΛBV (Tm) íå âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ HBV (Tm).
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ËÈÏØÈÖÅÂÛ ÂÛÁÎÐÊÈ
ÈÇ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ØÒÅÉÍÅÐÀ1

Á.Á. Áåäíîâ, Ê.Â. ×åñíîêîâà (Ìîñêâà, ÐÔ)
noriiii@inbox.ru, kchesnokova@gmail.com

Ïóñòü â äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íàáîðà {x1, . . . , xn}, n > 3, ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà

st(x1, . . . , xn) =

{
s ∈ X :

n∑
k=1

‖xk − s‖ = inf
x∈X

n∑
k=1

‖xk − x‖

}

íåïóñòî (íàïðèìåð, X êîíå÷íîìåðíî èëè ðåôëåêñèâíî).
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå stn ïðîñòðàíñòâà X × · · · × X (n ðàç) ñ

íîðìîé ‖(x1, . . . , xn)‖n =
n∑
i=1

‖xi‖, ñîïîñòàâëÿþùåå íàáîðó {x1, . . . , xn}

ìíîæåñòâî st(x1, . . . , xn). J.-P. Kahane ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè X îòîáðàæåíèå stn ëèïøèöåâî ïðè n = 3, à ïðè n = 2k + 1,
k > 2, � íå ëèïøèöåâî [1].

Ãèïåðïëîñêîñòü L íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ê åäèíè÷íîìó øàðó B(X)
ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x0 åäèíè÷íîé ñôåðû S(X), åñëè x0 ∈ L è

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 14-01-00510, � 15-01-08335).
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L∩B(X) ⊂ S(X). Òî÷êà x0 ∈ S(X) íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé òî÷êîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü L ê øàðó B(X) â x0, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî L ∩B(X) = {x0}. Òî÷êà x0 ∈ S(X) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ãëàä-
êîñòè øàðà B(X), åñëè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
ê øàðó B(X) â òî÷êå x0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
îáëàäàåò äîñòèæèìîé òî÷êîé ãëàäêîñòè, åñëè åäèíè÷íûé øàð B(X)
èìååò òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî äîñòèæèìîé òî÷êîé è òî÷êîé
ãëàäêîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
dimX ≥ 2, è ñôåðà S(X) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó äîñòèæèìóþ òî÷êó
ãëàäêîñòè. Òîãäà îòîáðàæåíèå stn íå èìååò ëèïøèöåâîé âûáîðêè íè
äëÿ êàêîãî ÷¼òíîãî n ≥ 4.

Òåîðåìà 2. Åñëè åäèíè÷íûé øàð B(X) êîíå÷íîìåðíîãî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà X íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîãîãðàííèêîì, òî îòîáðà-
æåíèå stn íå èìååò ëèïøèöåâîé âûáîðêè íè äëÿ êàêîãî ÷¼òíîãî n ≥ 4.

Ïî-âèäèìîìó, â ñëó÷àå, êîãäà B(X) åñòü êîíå÷íûé ìíîãîãðàííèê,
ëèïøèöåâà âûáîðêà èç îòîáðàæåíèÿ stn ñóùåñòâóåò äëÿ âñÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî n, íî äîêàçàòü ýòî ïîêà íå óäà¼òñÿ.

Òåîðåìà 3.Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëûì ñîïðÿæ¼í-
íûì X∗, dimX ≥ 2 (â ÷àñòíîñòè, X ìîæåò áûòü êîíå÷íîìåðíûì
ñòðîãî âûïóêëûì ãëàäêèì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì). Òîãäà äëÿ âñÿ-
êîãî íå÷¼òíîãî n ≥ 5 (îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå stn íå ÿâëÿåòñÿ ëèï-
øèöåâûì.

Óñëîâèÿ íà ïðîñòðàíñòâî X â ýòèõ òåîðåìàõ ñóùåñòâåííû: íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå L1 äëÿ âñÿ-
êîãî n > 3 ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâà âûáîðêà èç îòîáðàæåíèÿ stn. Òàêæå
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå C[Q] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà õàóñäîðôîâîì êîìïàêòå Q îòîáðàæåíèå stn îïðåäå-
ëåíî [2] è îáëàäàåò ëèïøèöåâîé âûáîðêîé â ñëó÷àå n = 3 [3] è n = 4.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Kahane J.-P. Best approximation in L1(T ) // Bull. Amer. Math. Soc. 1974. Vol. 80.

� 5. P. 788�804.
2. Áåäíîâ Á.Á., Áîðîäèí Ï.À. Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ðåàëèçóþùèå ìèíèìàëü-

íûå çàïîëíåíèÿ // Ìàòåì. ñá. 2014. Ò. 205, âûï. 4. Ñ. 3�19.

3. Áåäíîâ Á.Á. Î òî÷êàõ Øòåéíåðà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé //
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÔÓÐÜÅ
ÏÎ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÕÀÀÐÀ

ÄËß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 1

Å. Ñ. Áåëêèíà (Ïåòðîçàâîäñê, ÐÔ)
elena.belkina@gmail.com

Þ. Â. Ìàëûõèí (Ìîñêâà, ÐÔ)
jura05@yandex.ru

Ïîëîæèì ∆k,i =
(
i−1
2k
, i

2k

)
; ÷åðåç ∆+

k,i è ∆−k,i îáîçíà÷èì ëåâóþ è ïðàâóþ
ïîëîâèíû èíòåðâàëà ∆k,i, ñîîòâåòñòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ëîêàëèçîâàííîé ñèñòåìû Õààðà íà [0, 1]2 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1): χ0(x, y) ≡ 1 íà [0, 1]2; äëÿ k = 0, 1, 2, . . .

ïà÷êà íîìåð k ñîñòîèò èç ôóíêöèé

χ
(1)
k,i,j(x, y) =


2k, x ∈ ∆+

k,i, y ∈ ∆k,j,

−2k, x ∈ ∆−k,i, y ∈ ∆k,j,

0, (x, y) /∈ ∆k,i ×∆k,j,

χ
(2)
k,i,j(x, y) = χ

(1)
k,j,i(y, x),

χ
(3)
k,i,j(x, y) = 2−kχ

(1)
k,i,j(x, y)χ

(2)
k,i,j(x, y).

Ïðè ýòîì i, j = 1, 2, . . . , 2k. Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ôóíêöèè äîîïðåäåëÿ-
þòñÿ íóæíûì îáðàçîì. Ïàðàìåòð t ∈ {1, 2, 3} íàçîâ¼ì òèïîì ôóíêöèè.

Ðèñ. 1. Ëîêàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà Õààðà

1Ðàáîòà Þ. Â. Ìàëûõèíà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00332).
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Êàæäîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò åå êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå �Õààðà:

c
(t)
k,i,j(f) =

1ˆ

0

1ˆ

0

f(x, y)χ
(t)
k,i,j(x, y) dxdy.

Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Õààðà èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]),
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] ëèáî

lim
k→∞

23k/2 max
i
|ck,i(f)| > 0,

ëèáî f ≡ const. Â ñëó÷àå ñèñòåìû {χ(t)
k,i,j} Ï.Â. Ãëåáîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ

f ∈ C[0, 1]2 ëèáî
lim
k→∞

4k max
i,j,t
|c(t)
k,i,j(f)| > 0,

ëèáî f ≡ const. Òî÷íåå, îí äîêàçàë, ÷òî èç óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
1-ãî òèïà ñî ñêîðîñòüþ o(4−k) ñëåäóåò, ÷òî f íå çàâèñèò îò x (è òîãäà ýòè
êîýôôèöèåíòû íóëåâûå). Èòàê, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1]2 èìååò
ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

• åñëè f(x, y) = g(x) + h(y), òî âñ¼ ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå
Õààðà:

c
(1)
k,i,j(f) = 2−k/2ck,i(g), c

(2)
k,i,j(f) = 2−k/2ck,j(h), c

(3)
k,i,j(f) = 0;

• åñëè ôóíêöèÿ íå ïðåäñòàâèìà â âèäå f(x, y) = g(x) + h(y), òî:

lim
k→∞

4k max
i,j
|c(t)
k,i,j| > 0, t = 1, 2.

Òåì ñàìûì, ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé áû-
ëî îïèñàíî, çà èñêëþ÷åíèåì êîýôôèöèåíòîâ òðåòüåãî òèïà äëÿ
f(x, y) 6= g(x) + h(y). Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé. Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè
f ∈ C2[0, 1]2 íàéä¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ∂2f

∂x∂y 6= 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êî-

ýôôèöèåíòû òðåòüåãî òèïà íå ìîãóò óáûâàòü ñî ñêîðîñòüþ o(8−k). Äëÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé êîýôôèöèåíòû óáûâàþò íå áûñòðåå ÷åì 4−k.
Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Cóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ∗ íà [0, 1]2, íå ïðåä-

ñòàâèìàÿ â âèäå g(x) + h(y), äëÿ êîòîðîé c
(3)
k,i,j(f

∗) = 0 ïðè âñåõ k, i, j.

Ôóíêöèÿ f ∗ èìååò ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ f ∗

Îïèøåì êðàòêî ïîñòðîåíèå ýòîé ôóíêöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâî C◦ ⊂ C[0, 1]2 ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿùèõ ñâîéñòâàì (i) f(0, 0) =

= f(1, 1) = 1, f(0, 1) = f(1, 0) = 0 è (ii) f ëèíåéíà íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà
[0, 1]2. Ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå �ñàìîïîäîáèÿ� T : C◦ → C◦: çíà÷åíèå Tf
íà êâàäðàòå [0, 1

2 ]× [1
2 , 1] ïîëó÷àåòñÿ èç f íà [0, 1]2 äåëåíèåì ïîïîëàì, òî

åñòü Tf(x, y) = 1
2f(2x, 2y − 1); òàê æå äëÿ [1

2 , 1] × [0, 1
2 ]; íà îñòàâøèõñÿ

äâóõ êâàäðàòàõ îïðåäåëåíèå Tf àíàëîãè÷íîå, íî íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ-
íîå. Íåïðåðûâíàÿ ¾ñêëåéêà¿ çíà÷åíèé íà ðàçíûõ êâàäðàòàõ äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷¼ò ñâîéñòâ (i) è (ii). Îòîáðàæåíèå T îêàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì è â
êà÷åñòâå f ∗ áåð¼òñÿ åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Êàøèí Á. Ñ., Ñààêÿí À. À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû. Èçä. 2-å, äîï. Ì. : Èçä-âî

ÀÔÖ, 1999. 560 c.
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ÓÄÊ 517.984

ÎÐÃÐÀÔÛ Ñ ÊÎÍÒÓÐÀÌÈ È ÊÌÀ
ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ1

Ã.Ñ. Áåðäíèêîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
evrointelligent@gmail.com

Ïóñòü (Gn, +̇) � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Âèëåíêèíà, ýëåìåíòà-
ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x = (. . . , 0n−1, xn, xn+1, . . . ), xj = 0, p− 1,

ãäå p � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ +̇ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ p, ò.å. x+̇y = (xj+̇yj)(xj+yj mod p).
Ïóñòü

Gn = {x ∈ G : x = (. . . , 0n−1, xn, Xn+1, . . . )}, n ∈ Z

îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, G⊥n � ñîâîêóïíîñòü àííóëÿòîðîâ.
Íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà âîçìîæíî ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé êðàò-

íîìàñøòàáíûé àíàëèç. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ, êîòîðàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò ðàâåíñòâó ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1), ãäå A � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ,
à ôóíêöèÿm0(χ) íàçûâàåòñÿ ìàñêîé. Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû ñòóïåí÷à-
òûå ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è íàéäåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ñòðîèòü òàêèå ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè íà ëîêàëüíûõ ïîëÿõ ïîëîæè-
òåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïî îñîáûì îáðàçîì ïîñòðîåííîìó ãðàôó. Àä-
äèòèâíàÿ ãðóïïà òàêèõ ïîëåé ïðè s = 1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Âèëåíêèíà.
Òàêèì îáðàçîì íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè
íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà, ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôè-
íèòíîé è ñòóïåí÷àòîé.

Äàííîå èññëåäîâàíèå ðåøàåò ïîäîáíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèé ñî ñêîëü
óãîäíî ìàëûìè ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òà-
êèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé ñ íåêîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì.

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå ê êîðíþ äåðåâî T ñ êîðíåì ðàâíûì 0.
Îñòàëüíûå âåðøèíû ïóñòü ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî p − 1, ïðè÷åì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ â äåðåâå ðîâíî îäèí ðàç.
Òàêîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðè N = 1 N -âàëèäíîãî äåðå-
âà, îïðåäåëåííîãî â ðàáîòå [2]. Íàéäåì â äåðåâå ïóòü Th äëèíû h ≥ 0,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102-a).
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1) îí íå ñîäåðæèò êîðåíü;
2) îí ñîäåðæèò ëèñò;
3) còåïåíü çàõîäà âñåõ âåðøèí, âõîäÿùèõ â ïóòü (êðîìå ëèñòà) ðàâ-

íà 1.
Ïóòåì T0 áóäåì ñ÷èòàòü ëèñòüÿ.
Èìåÿ òàêîé ïóòü, ñîåäèíèì ïîñëåäíþþ âåðøèíó ïóòè ñî âõîäÿùèì â

ýòîò ïóòü ëèñòîì. Î÷åâèäíî, ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ, ñîäåð-
æàùèé êîíòóð, èëè ïåòëþ, åñëè h = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îïèñàííûé âûøå.
Òîãäà ïî ýòîìó ãðàôó ìîæíî ïîñòðîèòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ ϕ̂
ñ íåêîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå ôóíêöèè ϕ, ïîðîæäàþùåé îðòîãîíàëüíûé êðàòíîìàñøòàáíûé
àíàëèç íà ãðóïïå Âèëåíêèíà, ïðè÷åì supp ϕ ⊂ G1 è ïðîìåæóòêè åå
ïîñòîÿíñòâà ñêîëü óãîäíî ìàëû.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè ïî ãðàôó àíàëîãè÷åí îïèñàí-
íîìó â ðàáîòå [2].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Berdnikov G., Kruss Iu., Lukomskii S. On orthogonal systems of shifts of scaling

function on local �elds of positive characteristic. http://arxiv.org/abs/1503.08600.

2. Lukomskii S. F., Berdnikov G. S. N-Valid trees in wavelet theory on Vilenkin

groups // Int. J. Wavelets Multiresolut Inf. Process. 2015. Vol. 13, � 5. 23 p. DOI:

10.1142/S021969131550037X.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÍÀÂÈÃÀÖÈÈ ÏÎ ÃÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËßÌ1

Â.È. Áåðäûøåâ, Â.Á. Êîñòîóñîâ (Åêàòåðèíáóðã, ÐÔ)
bvi@imm.uran.ru, vkost@imm.uran.ru

Â ïðîáëåìå íàâèãàöèè àâòîíîìíîãî äâèæóùåãîñÿ â X = Rn (n = 2, 3)
àïïàðàòà ïî ãåîôèçè÷åñêèì ïîëÿì (ã.ô.ï.) àêòóàëüíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
òðàåêòîðèé, ó÷èòûâàþùèõ âèçóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ãåîôèçè÷åñêîãî
ïîëÿ è ðàñïîëîæåíèå íàáëþäàòåëåé f , âðàæäåáíûõ èëè äðóæåñòâåííûõ
ïî îòíîøåíèþ ê äâèæóùåìóñÿ îáúåêòó. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ã.ô.ï. ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå çàìêíóòîãî òåëåñíîãî ìíîæåñòâà G ⊂ X, X\G ñâÿçíî,
ïðåïÿòñòâóþùåãî âèäèìîñòè è äâèæåíèþ. Äâèæåíèå îáúåêòà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ âíóòðè ¾êîðèäîðà¿ Y, Y ∩ G = ∅, ÿâëÿþùåãîñÿ îêðåñòíîñòüþ
çàðàíåå ðàññ÷èòàííîé òðàåêòîðèè

T 0 = {t = t(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, t(0) = t∗, t(1) = t∗}, T 0 ∩G = ∅,
1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-11-00702).
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ñîåäèíÿþùåé íà÷àëüíóþ t∗ è êîíå÷íóþ òî÷êè t∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ñî-
âîêóïíîñòü òðàåêòîðèé T , T ⊂ Y , ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè t∗ è t∗. Ïóñòü
s(t) � ìíîæåñòâî òî÷åê èç X\G, íåâèäèìûõ èç òî÷êè t. Åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàáëþäàòåëè ðàñïîëàãàþòñÿ âáëèçè òåíåâîãî ìíîæå-
ñòâà s(t).

Â äîêëàäå, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
íà G ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ïîèñêà òðàåêòîðèè T̂ ∈ T òàêîé, ÷òî

max
T ∈T

min
t∈T

ρ(t, s(t)) = min
t∈T̂

ρ(t, s(t)),

à òàêæå, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà T çàäà÷ó

max
T

ˆ

T

ρ(t, s(t)) dt.

Äëÿ ïîëèýäðàëüíûõG è Y îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ
îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ìè // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2015. Ò. 21, � 1. Ñ. 46�55.

2. Áåðäûøåâ Â.È., Êîñòîóñîâ Â.Á. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è ìîäåëè íàâèãàöèè

ïî ãåîôèçè÷åñêèì ïîëÿì. Åêàòåðèíáóðã : ÓðÎ ÐÀÍ. 2007. 270 ñ.

ÓÄÊ 517.518.47

Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÊÐÀÒÍÛÕ ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÈÇ L2 ÏÎ ÍÅÊÎÒÎÐÛÌ ÏÎÄÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒßÌ1

È.Ë. Áëîøàíñêèé, Ä.À. Ãðàôîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
ig.bloshn@gmail.com, grafov.den@yandex.ru

Ïóñòü Sn(x; f), n ∈ ZN1 , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
∈ L1(TN), TN = [−π, π)N , N ≥ 2. Ïóñòü íîìåð n = (n1, . . . , nN) ÷àñòè÷-
íîé ñóììû Sn(x; f) èìååò k êîìïîíåíò, 1 ≤ k ≤ N−2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{n(s)}, n(s) ∈ Z1

1, ò.å. n
(1) = 1 è n(s+1)

n(s) ≥ q > 1, s = 1, 2, . . . .
Ï.Ø¼ëèíûì [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ëàêóíàðíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {n(λ1)
1 }, n

(λ1)
1 ∈ Z1

1, λ1 = 1, 2, . . . , è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ Lp(T2), p > 1, S

n
(λ1)
1 , n2

(x; f) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.) íà T2.

Ì.Êîæèìà [2] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàâ, ÷òî åñëè f ∈ Lp(TN),

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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p > 1, N ≥ 3, è {n(λj)
j }, n

(λj)
j ∈ Z1

1, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , N − 1, �
ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî

lim
λ1, ..., λN−1, nN→∞

S
n

(λ1)
1 ,...,n

(λN−1)

N−1 , nN
(x; f) = f(x) ï.â. íà TN .

Êàê çàìåòèë Ì.Êîæèìà (ñì. [2, òåîðåìà 2]), èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ
×.Ôåôôåðìàíà èç [3], ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå ðå-
çóëüòàò íå ìîæåò áûòü óñèëåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñ = (n3, n4, . . . , nN) ∈ ZN−2

0 (â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðà ñ ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(TN), òàêàÿ, ÷òî

lim
n1, n2, ñ→∞

|Sn1, n2, ñ(x; f)| = +∞ ï.â. íà TN .

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî, êàê òîëüêî ìû îñòàâëÿåì äâå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà n = (n1, . . . , nN) ∈ ZN1 � íîìåðà Sn(x; f) � ¾ñâîáîä-
íûìè¿ (â ÷àñòíîñòè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè íèêàêèõ ëàêóíàðíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), êëàññ ôóíêöèé C(TN), N ≥ 3, óæå íå ÿâëÿåòñÿ
¾êëàññîì ñõîäèìîñòè ï.â.¿ óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî
íàéòè òàêèå óñëîâèÿ íà ¾íåëàêóíàðíûå¿ êîìïîíåíòû âåêòîðà n (â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x; f)), ÷òî äàæå êëàññû
Lp(TN), p > 1, ïðè N ≥ 3 îñòàþòñÿ êëàññàìè ñõîäèìîñòè ï.â. (óêàçàííûõ
ðàçëîæåíèé) è â ñëó÷àå, êîãäà íåëàêóíàðíûõ êîìïîíåíò áîëüøå îäíîé,
à äëÿ íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Lp(TN) âñå íåëàêóíàðíûå êîìïîíåíòû
ìîãóò áûòü äàæå ¾ñâîáîäíûìè¿.

Ïóñòü M = {1, . . . , N} è s ∈ M . Îáîçíà÷èì: Js = {j1, ..., js},
jq < jl ïðè q < l, � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M , è ïóñòü
λ = λ[Jk] = (λj1, . . . , λjk) ∈ Zk1, js ∈ Jk, s = 1, . . . , k. Ñèìâîëîì
n(λ) = n(λ)[Jk] = (n1, . . . , nN) ∈ ZN1 áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé N -ìåðíûé
âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû nj ñ íîìåðàìè j ∈ Jk ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
n

(λj)
j → ∞ ïðè λj → ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì âèäà
Sn(λ)[Jk](x; f) áóäåì íàçûâàòü ¾Jk-ëàêóíàðíûìè¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
÷àñòè÷íûõ ñóìì êðàòíîãî ðÿäà Ôóðüå.

Â ðàáîòå [4] äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ Lp(TN), p > 1,N ≥ 3, ìû äîêàçà-
ëè ñõîäèìîñòü ï.â. íà TN Jk-ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì, 1 ≤ k ≤ N − 2, â ñëó÷àå, êîãäà N − k íåëàêóíàðíûõ êîìïîíåíò
nj, j ∈M \ Jk, âåêòîðà n(λ)[Jk] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ c1 ≤ nj/nm ≤ c2,
j,m ∈ M \ Jk, c1, c2 = const (ò.å. ïî íåëàêóíàðíûì êîìïîíåíòàì èìååò
ìåñòî ñóììèðóåìîñòü ïî ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíèêîâ).

Âîçíèê, åñòåñòâåííî, âîïðîñ î ïîèñêå êëàññîâ ôóíêöèé, êîòîðûå áû
îáåñïå÷èâàëè ñõîäèìîñòü Jk-ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
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ñóìì ïðè 1 ≤ k ≤ N − 2, íî íåëàêóíàðíûå êîìïîíåíòû nj ñ íîìåðàìè
j ∈ M \ Jk âåêòîðà n(λ)[Jk] áûëè áû ëèáî ¾áîëåå ñâîáîäíûìè¿, ÷åì â
ðàáîòå [4], ëèáî âîîáùå ¾ñâîáîäíûìè¿.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü JN−2 � ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà èç M , N ≥ 3.
Åñëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cm(f) ôóíêöèè f ∈ L2(TN) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

+∞∑
m1=−∞

· · ·
+∞∑

mN=−∞
|cm(f)|2 log2

[
min

i, j∈M\JN−2

(|mi|, |mj|) + 2
]
< +∞,

òî
lim

λj→∞, j∈JN−2,

nj→∞, j∈M\JN−2

Sn(λ)[JN−2](x; f) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà TN .

Çàìå÷àíèå. Èç ðåçóëüòàòà Å.Ì. Íèêèøèíà [5, òåîðåìà 4] ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ÷òî log2

[
min

i, j∈M\JN−2

(|mi|, |mj|) + 2
]
â òåîðåìå 1 íåëüçÿ çàìåíèòü íà

γ(mi,mj) log2
[

min
i, j∈M\JN−2

(|mi|, |mj|) + 2
]
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

γ(mi,mj)→ 0 ïðè mi,mj →∞, i, j ∈M \ JN−2.
Ïóñòü ω(δ) � íåêîòîðûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Ôèêñèðóåì ïðîèç-

âîëüíóþ âûáîðêó JN−2, JN−2 ⊂M , è ïîëîæèì:

Ĥω(TN) = Ĥω,JN−2(TN) =

{
f ∈ C(TN) :

ω∗(δ, f) = sup
xj, yj∈T1, j∈M,∑

i∈M\JN−2

(xi−yi)2<δ2

|f(x̃)− f(ỹ)| = O(ω(δ))

}
,

ãäå x̃ = (x1, . . . , xN), ỹ = (y1, . . . , yN), N ≥ 3, ïðè÷åì yi = xi ïðè i ∈
∈ JN−2.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âûáîðêè JN−2 èç M , è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ Ĥω0(TN), N ≥ 3, ãäå ω0(δ) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ

+∞ˆ

2

ln t

t

[
ω0(

1

t
)
]2

dt < +∞,

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λj→∞, j∈JN−2,

nj→∞, j∈M\JN−2

Sn(λ)[JN−2](x; f) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà TN .
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ÓÄÊ 517.51

Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ1

Ä.È. Áîéöîâ, Ñ.Ï. Ñèäîðîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
dmitriy.boytsov@gmail.com, sidorovsp@info.sgu.ru

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðîâ {Kn}n≥1 ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó â ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé áûëè íàéäåíû Ï.Ï. Êîðîâêèíûì [1, 2]. Êîëè÷åñò-
âåííûå ðåçóëüòàòû îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè Knf ê f áûëè ïîëó-
÷åíû â ðàáîòå [3]. Ðàçâèâàÿ èäåè è ðåçóëüòàòû ðàáîò [4�6], â íàñòîÿùåé
ñòàòüå ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïå-
ðàòîðîâ.

Ïóñòü X åñòü êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî R, RX åñòü ïðîñòðàíñòâî
âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X. Ïóñòü B åñòü
ïîäìíîæåñòâî RX , A åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî C(X), A ⊂ B. Ïóñòü L : B →
→ RX åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, òàêîé, ÷òî L(A) ⊂ C(X).

Ïóñòü P = {f ∈ B : Lf ≥ 0} åñòü êîíóñ â A. Ïóñòü U = span {ui}i∈I
åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ U , òàêîé, ÷òî Lu(t) = 1 äëÿ âñåõ t ∈ X;

2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v ∈ U , òàêîé, ÷òî Lv(t) = t äëÿ âñåõ t ∈ X;

3) ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè {ai}i∈I , îïðåäåëåííûå íà X, òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ t, x ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Lgx(t) ≥ cLhx(t), Lgx(x) =
= 0, ãäå gx :=

∑
i∈I ai(x)ui, c åñòü ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò x è t, è hx óäîâëåòâîðÿåò Lhx(t) = (t− x)2.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00140).
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Òåîðåìà. Ïóñòü {Kn}n≥1, Kn : A → B, åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ Kn(P ) ⊂ P äëÿ âñåõ n ≥ 1.
Òîãäà äëÿ âñÿêîé f ∈ A è ëþáîãî n = 1, 2, . . . áóäåò

|(Lf − L(Knf))(x)| ≤ |Lf(x)| · |(L(Knu)− Lu)(x)|+
+δ−1

n |(L(Knv)− Lv)(x)|ω1(Lf, δn) + |L(Knu)(x) + γ2
n(x)δ−2

n | · ω2(Lf, δn),

ãäå γ2
n(x) = c−1L(Kngx)(x).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R ÿâëÿåòñÿ k-âûïóêëîé, k > 1, íà
[0, 1], åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ k + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê t0, . . . , tk
èç [0, 1], èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

[t0, . . . , tk]f > 0,

ãäå [t0, . . . , tk]f îçíà÷àåò ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f ïî
óçëàì 0 6 t0 < t1 < . . . < tk 6 1. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 0-âûïóêëîé, åñëè
f(t0) > 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t0 ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì Ck[0, 1], k > 0, ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷-
íûõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
[0, 1]. Ïóñòü Dk áóäåò îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà k, ò.å.

Dkf(x) = dkf(x)
dxk

. Îáîçíà÷èì ∆k êîíóñ âñåõ k-âûïóêëûõ ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà X = [0, 1]. Îáîçíà÷èì ei(x) = xi, i = 1, 2, . . ..

Ñëåäñòâèå (ñì. [4, 8]). Ïóñòü Ln : Ck[0, 1] → Ck[0, 1], n > 1, åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ òàêèõ, ÷òî Ln(∆

k) ⊂ ∆k.
Òîãäà äëÿ âñÿêîé f ∈ Ck(X) è äëÿ ëþáûõ x ∈ (0, 1), δn > 0, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|Dkf(x)−DkLnf(x)| ≤ 1

k!
|Dkf(x)||Dkek(x)−DkLnek(x)|+

+δ−1
n

∣∣∣∣DkLn

(
1

(k + 1)!
ek+1 −

1

k!
xek

)
(x)

∣∣∣∣ω1(D
kf, δn)+

+

(
1

k!
DkLnek(x) + δ−2

n β2
n(x)

)
ω2(D

kf, δn), (1)

ãäå

β2
n(x) =

1

2
DkLn

(
2

(k + 2)!
ek+2 −

2

(k + 1)!
xek+1 +

1

k!
x2ek

)
(x).

Ïðè k = 0 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò [7].
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ÒÎÍÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÈÇ ÊËÀÑÑÎÂ ÕÀÉËÀØÀ�ÑÎÁÎËÅÂÀ Mp

α ÏÐÈ p > 0.
ÒÎ×ÊÈ ËÅÁÅÃÀ

Ñ. À. Áîíäàðåâ, Â. Ã. Êðîòîâ (Ìèíñê, Áåëàðóñü)
bondarevSA@bsu.by, krotov@bsu.by

Ïóñòü (X, d, µ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d è ðåãóëÿð-
íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Øàðû, ïîðîæäåííûå ìåòðèêîé d, îáîçíà÷àåì
òàê:

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ ñ
ïîêàçàòåëåì γ > 0: äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé aµ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ(B(x,R)) ≤ aµ

(
R

r

)γ
µ(B(x, r)), x ∈ X, 0 < r ≤ R.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Lp(X) îáîçíà÷èì ÷åðåç Dα[f ] êëàññ âñåõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé g, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, µ(E) = 0, ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤
[
d(x, y)

]α
[g(x) + g(y)], x, y ∈ X \ E.

Ýëåìåíòû Dα[f ] íàçûâàþòñÿ α-ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè f .
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Êëàññû Õàéëàøà �Ñîáîëåâà Mp
α(X), p, α > 0, ââîäÿòñÿ òàê

Mp
α(X) = {f ∈ Lp(X) : Dα[f ] ∩ Lp(X) 6= ∅},

îíè íîðìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖W p
α(X) = ‖f‖Lp(X) + inf

{
‖g‖Lp(X) : g ∈ Dα[f ] ∩ Lp(X)

}
.

(ïðè 0 < p < 1 âûðàæåíèå ýòî � ëèøü êâàçèíîðìà).
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

fB =

 

B

f dµ =
1

µ(B)

ˆ

B

f dµ (1)

äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ∈ L1
loc(X) ïî øàðó B ⊂ X.

Ìû èçó÷àåì ìàññèâíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèé
èç Mp

α(X). Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [1�3], à òàêæå áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ).

Îáû÷íî òî÷êàìè Ëåáåãà íàçûâàþò òàêèå òî÷êè x, â êîòîðûõ èíòå-
ãðàëüíûå ñðåäíèå (1) ïî øàðàì B = B(x, r) ñõîäÿòñÿ ïðè r → +0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñóììèðóå-
ìûìè, â îáùåì ñëó÷àå. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî îáîáùèòü ïîíÿòèå òî÷êè
Ëåáåãà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ.

Äëÿ ëþáûõ p > 0, øàðà B ⊂ X è ôóíêöèè f ∈ Lp(B) ñóùåñòâóåò
÷èñëî I(p)

B f , äëÿ êîòîðîãî
 

B

|f(y)− I(p)
B f |p dµ(y) = inf

I∈R

 

B

|f(y)− I|p dµ(y).

Ïðè 0 < p ≤ 1 ÷èñëî I(p)
B f ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â ýòîì

ñëó÷àå ôèêñèðóåì ëþáîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé I(p)
B f . Ýòè ÷èñëà áóäóò

èãðàòü ðîëü èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ íåñóììè-
ðóåìà.

Êëàññû Mp
α ñòàíäàðòíî ïîðîæäàþò åìêîñòè

Capα,p(E) = inf{‖f‖p
Mp
α

: f ∈Mp
α(X), f ≥ 1 â îêðåñòíîñòè E ⊂ X}.

Èñïîëüçóåì ýòè åìêîñòè äëÿ îöåíêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ (0, 1], 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Capα,p(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî
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x ∈ X \ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r)f = f ∗(x). (2)

Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − f ∗(x)|q dµ = 0,
1

q
=

1

p
− α

γ
. (3)

Çàìå÷àíèå 1. Â äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ X \ E ìû
ìîæåì óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå: 1) åñëè 0 < θ ≤ q, òî î÷åâèäíî

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − I(θ)
B(x,r)f |

θ dµ = 0,

2) åñëè 0 < θ ≤ q, òî

lim
r→+0

I
(θ)
B(x,r)f = f ∗(x),

3) åñëè p ≥ γ
γ+α (òîãäà q ≥ 1), òî

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − fB(x,r)|q dµ = 0,

â ÷àñòíîñòè,
lim
r→+0

fB(x,r) = f ∗(x).

Â íåäàâíåì ïðåïðèíòå [4] ðàññìàòðèâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäå-
ëåíèþ òî÷åê Ëåáåãà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ δ-
ìåäèàí (0 < δ ≤ 1/2)

mδ
f(E) = inf{a ∈ R : µ({x ∈ E : f(x) > a}) < δµ(E)}.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [4], îòíîñÿùèéñÿ ê êëàññàì Mp
α(X), ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü α ∈ (0, 1], 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Capα,p(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî

x ∈ X \ E è ëþáîãî 0 < δ ≤ 1/2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

mδ
f(B(x, r)) = f ∗(x). (4)
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Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà

|mδ
f(B)− I(p)

B f | ≤

1

δ

 

B

|f − I(p)
B f |p dµ

1/p

. (5)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñïîñîá îöåíêè äîïîëíåíèÿ êî ìíîæåñòâó,
íà êîòîðîì âûïîëíåíî (2). Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâà-
åìûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ âìåñòèìîñòåé è ìåð Õàóñäîðôà (ñì., íàïðè-
ìåð, [5, 6]).

Ïóñòü çàäàíà (èçìåðÿþùàÿ) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ h : (0, 1] →
→ (0, 1], h(+0) = 0. Ââåäåì êëàññè÷åñêèå âìåñòèìîñòü

Hh
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

h(ri) : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}
è ìåðó Õàóñäîðôà

Hh(E) = lim
R→+0

Hh
R(E).

ìíîæåñòâà E ⊂ X (â ñëó÷àå h(t) = ts ïèøåì Hs(E) âìåñòî H ts(E)).
Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dimH(E) = inf{s : Hs(E) = 0}.

Êðîìå òîãî, ìîäèôèöèðîâàííîé R-âìåñòèìîñòüþ Õàóñäîðôà êîðàç-
ìåðíîñòè h äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ X íàçûâàåòñÿ

Hh
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

µ(B(xi, ri))

h(ri)
: E ⊂

∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}

(òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çäåñü è îïðåäåëåíèè êëàññè÷åñêîé Hh
R áåðåòñÿ ïî

âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà E ñ÷åòíûìè ñåìåéñòâàìè øàðîâ),
à âåëè÷èíà

Hh(E) = lim
R→+0

Hh
R(E)

íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìåðîé Õàóñäîðôà êîðàçìåðíîñòè h.
Îòìåòèì, ÷òî âìåñòèìîñòü è ìåðà Õàóñäîðôà (ìîäèôèöèðîâàííûå èëè
êëàññè÷åñêèå) èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû íóëåâûõ ìíîæåñòâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåðÿþùèå ôóíêöèè h âèäà

h(t) =

(
tα

ϕ(t)

)p
, (6)
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ãäå ϕ : (0, 1]→ (0, 1] � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(+0) = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α è f ∈Mp
α(X). Ïóñòü òàêæå

çàäàíà òàêàÿ èçìåðÿþùàÿ ôóíêöèÿ (6), ÷òî

∞∑
i=0

ϕ(2−i) <∞. (7)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Hh(E) = 0 è äëÿ

ëþáîãî x ∈ X \ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë (2) è âûïîëíåíî (3).

Çàìå÷àíèå 1 ê òåîðåìå 1 ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ òåîðåìû 2.
Èç òåîðåìû 2 è íåðàâåíñòâà (5) âûâîäèòñÿ ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåäèàí mδ
f(B(x, r)) íà ìåñòå íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå-

íèé I(p)
B(x,r)f .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α, f ∈Mp
α(X) è h � èçìåðÿ-

þùàÿ ôóíêöèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (7). Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Hh(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî x ∈ X \ E è

ëþáîãî 0 < δ ≤ 1/2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë (4) è âûïîëíåíî (3).

Ýòî óòâåðæäåíèå áåç ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ α ∈ (0, 1] è p ∈ (0, 1) áûëî
äîêàçàíî â [6].

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî dimH(E) ≤ γ − αp è äëÿ

ëþáîãî x ∈ X \ E è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (4) è âûïîëíåíî (3).

Íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ν, îïðåäåëåííóþ íà σ�àëãåáðå áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ èçX, áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé ìåðîé, åñëè îíà ìîíîòîííà
è ñóáàääèòèâíà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé aν. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Ek ⊂ X âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

ν

( ∞⋃
k=1

Ek

)
≤ aν

∞∑
k=1

ν(Ek).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíû 0 < β < α, 0 < p < γ/α è âíåøíÿÿ

ìåðà ν, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν(B) ≤ cνr
−(α−β)p
B µ(B) äëÿ âñåõ øàðîâ B ⊂ X, rB ≤ 1. (8)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈Mp
α(X) ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñò-

âî E ⊂ X, ÷òî ν(E) = 0 è äëÿ âñåõ x ∈ X \ E

lim
r→+0

r−β[f ∗(x)− I(p)
B(x,r)f ] = 0
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è

lim
r→+0

r−β[mδ
f(B(x, r))− f ∗(x)] = 0, 0 < δ ≤ 1/2.

Êðîìå òîãî, ïðè x ∈ X \ E

lim
r→+0

r−β

  

B(x,r)

|f − f ∗(x)|q dµ


1/q

= 0 ãäå
1

q
=

1

p
− α

γ
.

Ïðèìåðàìè âíåøíèõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (8), ìîãóò ñëó-

æèòü åìêîñòü Capα−β,p, ìîäèôèöèðîâàííàÿ âìåñòèìîñòü Õàóñäîðôà Hh
R

êîðàçìåðíîñòè h(t) = t(α−β)p. Êëàññè÷åñêàÿ âìåñòèìîñòü Õàóñäîð-

ôà Hγ−(α−β)p
R òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, íî ëèøü ëîêàëüíî.

Â ñëó÷àå p ≥ γ
γ+α â òåîðåìå 3 äëÿ x ∈ E ìîæíî óòâåðæäàòü òàêæå

lim
r→+0

r−β

  

B(x,r)

f dµ− f ∗(x)

 = 0.

è

lim
r→+0

r−β[I
(θ)
B(x,r)f − f

∗(x)] = 0, 0 < θ ≤ q.

Äëÿ p > 1, êëàññè÷åñêîé ìåðû Õàóñäîðôà è ñðåäíèõ fB óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 3 äîêàçàíî â [7].
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ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÌÀÒÐÈ×ÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß
Ñ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ ÒÈÏÀ ÁÅÑÑÅËß1

Í.Ï. Áîíäàðåíêî (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
BondarenkoNP@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå ñ îñîáåííîñòüþ òèïà Áåññåëÿ íà îäíîì èç êîíöîâ èíòåðâàëà:

`(Y ) := −Y ′′ +
( ω
x2

+Q(x)
)
Y = λY, x ∈ (0, T ). (1)

Çäåñü Y = [yk(x)]mk=1 � âåêòîð-ôóíêöèÿ, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,
Q(x) è ω � m×m ìàòðèöû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà ω äèàãîíàëüíàÿ:

ω = diag{ω1, ω2, . . . , ωm}, ωq ∈ R, q = 1,m.

Â ñëó÷àå åñëè ω � ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, åå ìîæíî ïðèâåñòè ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó ïðè ïîìîùè óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ωq = ν2

q − 1
4 , ν1 ≥ ν2 ≥ · · · ≥ νm > 0, νq /∈ N, q = 1,m, è

ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ x1−2ν1Q(x) èíòåãðèðóåìà íà (0, T ).
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1) ñ íåêîòîðûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ îñîáåííîñòüÿìè òèïà Áåññåëÿ â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (m = 1) èçó-
÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 2]. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññå-
ÿíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ ñ îñîáåííîñòüþ íà ïîëóîñè.

Â äàííîì ðàáîòå ïîñòðîåíû äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1): ðåøåíèÿ òèïà Áåññåëÿ ñ èçâåñòíûì ïîâåäåíèåì ïðè x→ 0
è ðåøåíèÿ òèïà Áèðõãîôà ñ èçâåñòíîé àñèìïòîòèêîé ïðè ρ → ∞. Óñòà-
íîâëåíà âçàèìîñâÿçü ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé, èãðàþùàÿ
êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çà-
äà÷à, ñîñòîÿùàÿ â âîññòàíîâëåíèè ìàòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà Q(x) è êîýô-
ôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ìàòðèöå Âåéëÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (ïîäðîáíîñòè ñì. â [4]). Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàçâèòèè èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé
(ñì. [5]).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è
ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 15-01-04864, � 16-01-00015).
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÑÓÌÌÀÌÈ ÑÄÂÈÃÎÂ
ÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ1

Ï.À. Áîðîäèí (Ìîñêâà)
pborodin@inbox.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùåãî
òèïà.

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, è 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f èç
äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Lp(T) èìååò ðÿä Ôóðüå

∑
n∈Z

cne
int ñ óñ-

ëîâèÿìè
1) c0 = 0, cn 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z \ {0};
2)
∑
n∈Z
|n||cn|2 < ∞ ïðè 1 ≤ p ≤ 2 èëè

∑
n∈Z
|n||cn|q < ∞ ïðè p ≥ 2

(1/p+ 1/q = 1).
Òîãäà ñóììû ñäâèãîâ

N∑
k=1

f(t+ ak), ak ∈ R, N = 1, 2, . . . , (1)

ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå L0
p(T) =

{
g ∈ Lp(T) :

´
T g(t) dt = 0

}
.

Óñëîâèå 2) â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ çàìåíèòü íà |cn| = O(1/n) (n→∞):
äëÿ ðàçíîñòè èíäèêàòîðîâ

f(t) = I[−π,−α] − I[α,π)

ñóììû ñäâèãîâ (1) ïðèíèìàþò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ è íå ïëîòíû
â L0

p(T).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08335).
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ÓÄÊ 517.983

Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â. Ì. Áðóê (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
vladislavbruk@mail.ru

Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, [a, b] � îòðå-
çîê, [a, b] ⊂ R. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ∆→p(∆), îïðåäåëåííóþ íà áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ∆ ⊂ [a, b] è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H. Ôóíêöèÿ p íà-
çûâàåòñÿ îïåðàòîðíîé ìåðîé íà [a, b] (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 324]), åñëè p
ðàâíà íóëþ íà ïóñòîì ìíîæåñòâå è äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áîðå-

ëåâñêèõ ìíîæåñòâ ∆n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p

( ∞⋃
n=1

∆n

)
=

∞∑
n=1

p(∆n)

ñî ñëàáî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì. Äàëåå âñÿêóþ ìåðó p, îïðåäåëåííóþ íà
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ∆ ⊂ [a, b] (âêëþ÷àÿ ¾îáû÷íóþ¿ ìåðó Ëåáå-
ãà µ, äëÿ êîòîðîé µ[α, β) = β − α), ïðîäîëæàåì íà íåêîòîðûé îòðåçîê
[a0, b0]⊃(a0, b0)⊃ [a, b], ïîëàãàÿ p(∆)=0 äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
∆⊂ [a0, b0]\[a, b].

×åðåçV∆(p) îáîçíà÷èìV∆(p) = ρ(∆) = sup
∑
j

‖p(∆j)‖, ãäå sup ðàñ-

ïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîíå÷íûå ñóììû íåïåðåñåêàþùèõñÿ áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ ∆j ⊂ ∆. ×èñëî V∆(p) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ìåðû p íà áîðåëåâ-
ñêîì ìíîæåñòâå ∆.

Ïóñòü ìåðà p èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [a, b]. Òîãäà äëÿ ρ-
ïî÷òè âñåõ ξ ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ξ → Ψ(ξ)
ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H,
‖Ψ(ξ)‖= 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ [a, b] ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî p(∆) =

´
∆

Ψ(ξ)dρ. Ôóíêöèÿ Ψ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ρ-ìåðû è ýòîò èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îáû÷íîé íîðìû îïåðàòîðîâ ([1, ñ. 325]).

Ôóíêöèÿ h ñî çíà÷åíèÿìè â H èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå p íà ∆, åñëè
ñóùåñòâóåò èíòåãðàë (â ñìûñëå Áîõíåðà)

´
∆

Ψ(t)h(t)dρ =
´
∆

(dp)h(t). Äàëåå

ñèìâîëîì
t́

t0

îáîçíà÷àåì
´

[t0,t)

, åñëè t0<t; −
´

[t,t0)

, åñëè t0>t; è 0, åñëè t0 = t.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ h èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå p íà (a0, b0). Òî-

ãäà ôóíêöèÿ y(t)=
t́

t0

(dp)h(s) íåïðåðûâíà ñëåâà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ïóñòü

[l1, l2] ⊂ [a0, b0]. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ,
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îãðàíè÷åííûõ íà [l1, l2], íåïðåðûâíûõ ñëåâà (â ñèëüíîì ñìûñëå) íà (l1, l2]
è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â H. Îïðåäåëèì íîðìó ðàâåíñòâîì ‖u‖[l1,l2] =

= sup
t∈[l1,l2]

‖u(t)‖. Ïîëó÷åííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì C̃[l1, l2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìåðà p èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [a, b].

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C̃[a0, b0] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ

y(t) =

tˆ

t0

(dp)y(s) + g(t), a0 6 t0 6 b0, a0 6 t 6 b0, (1)

ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó C̃[τ, b0], ãäå τ < t0 è τ äîñòàòî÷íî áëèç-
êî ê t0.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â òåîðåìå 1 t0 = a0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñò-
âåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïðèíàäëåæàùåå C̃[a0, b0].

Ïðèìåð. Ïóñòü H = C. Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [0, 2] ìåðó p, çàäàí-
íóþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé p̂(t), ðàâíîé íóëþ ïðè t 6 1 è −1 ïðè t > 1.

Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y =
t́

2

y dp, êðîìå ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî

ðàâíîé íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ w(t), ðàâíàÿ 1, åñëè t 6 1, è íóëþ, åñëè

t > 1. Äàëåå, ôóíêöèÿ y = 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y = 1+
t́

2

y dp

ïðè 1 < t 6 2. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå íå ïðîäîëæàåòñÿ âëåâî çà òî÷êó 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðåøåíèå ïðîäîëæåíî êàêèì-ëèáî îáðàçîì çà òî÷-

êó 1. Òîãäà y(1) = −
2́

1

y dp. Îòñþäà y(1) = 1 +
1́

2

y dp = 1 + y(1), ÷òî
íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

yk(t) = xk +

tˆ

a0

(dpk)yk(s) +

tˆ

a0

fk(s) ds, k = 0, 1, 2, ... , (2)

ãäå xk ∈ H, fk ∈ L1(H; a, b) è fk îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå îòðåçêà [a, b]. Ñ
êàæäûì óðàâíåíèåì (2) ñâÿæåì îïåðàòîð Lk ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿD(Lk) îïåðàòîðà Lk ñîñòîèò èç ôóíêöèé yk ∈ C̃[a0, b0],
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò xk ∈ H è òàêàÿ ôóíêöèÿ fk ∈
∈ L1(H; a, b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (2). Íà D(Lk) îïåðàòîð Lk äåéñòâóåò ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå Lkyk = fk. Òàêèì îáðàçîì, Lk ⊂ C̃[a0, b0] × L1(H; a, b).
Îïåðàòîð Lk çàìêíóò.
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Ê êàæäîìó óðàâíåíèþ (2) ïðèñîåäèíèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Γkyk = ck, k = 0, 1, 2, ... , (3)

ãäå Γk : C̃[a0, b0]→ B � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ; ck ∈ B;
B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; k = 0, 1, 2, ... .

Ñóæåíèå îïåðàòîðà Lk íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé y ∈ D(Lk), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ Γky = 0, îáîçíà÷èì LΓk , à ñóæåíèå îïåðàòîðà Γk íà
kerLk îáîçíà÷èì Γ̃k.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð Γ̃0 âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò
kerL0 íà B è ‖Γn − Γ0‖→ 0, V[a0,b0](pn − p0)→ 0 ïðè n→∞. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò, íåïðåðûâíû è âñþäó îïðåäåëåíû îïåðàòîðû L−1
Γ0

è L−1
Γn

(ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {L−1
Γn
} ñõîäèòñÿ ê L−1

Γ0
â

ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ê f0 â L1(H; a, b) è â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {cn} ñõîäèòñÿ ê c0 â B. Òîãäà ïðè k = 0 è ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ k çàäà÷à (2), (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è
‖yk(t)− y0(t)‖→0 ïðè k→∞ ðàâíîìåðíî ïî t.

Ïóñòü îïåðàòîðíûå ìåðû pk (k = 0, 1, 2, ...) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû,
ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè t → pk(t) (t ∈ [a, b]) ñî çíà÷åíèÿìè â
ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H, ÷òî ‖pk‖ ∈ L1(a, b)
è pk(∆) =

´
∆ pk(t)dt äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ [a, b].

Òîãäà óðàâíåíèÿ (2) ïåðåõîäÿò â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ y′k(t) =
= pk(t)yk(t) + fk(t). Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñõî-
äèìîñòü ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì.
áèáëèîãðàôèþ â [2], ãäå ïîëó÷åíû íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû).
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ÖÅÏÍÛÕ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ
À.Ï. Áóëàíîâ (Îáíèíñê, ÐÔ)

Ðàññìîòðèì äâå öåïíûå ýêñïîíåíòû

Lb(z) = z ·B(z), (1)
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La(w) = w · A(w). (2)

Öåïíàÿ ýêñïîíåíòà (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé:

B(z) = eb1z·B1(z), B1(z) = eb2z·B2(z), ..., Bk−1(z) = ebkz·Bk(z), ...

Çäåñü ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå B(z) = 〈ez; b1, b2, ...〉 . Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ýêñïîíåíòà (2), ãäå A(w) = 〈ew; a1, a2, ...〉 .

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé {bn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ bn 6= 0, n = 0, 1, 2, ..., lim

n→∞
|bn| = b <∞. Öåïíûå ýêñïîíåíòû (1) è (2)

ìîãóò áûòü âçàèìíî îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîêàçàòåëåé {an}∞n=1, îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé (5), ïðèâå-
äåííîé íèæå (ñì. òàêæå [1, ñ. 69]).

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà

w = z · 〈ez;−b,−b, ...〉 (3)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòàðíîé
ôóíêöèè

z = w · ebw = w · 〈ew; b, 0, 0, ...〉 . (4)

Èç îïðåäåëåíèÿ (3) ìû âèäèì b1 = b2; òîãäà, âêëþ÷àÿ íåðàâåíñòâî
b1 6= b2, ìû ïðèõîäèì ê îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ôóíêöèè
Ëàìáåðòà (3). È òîãäà âìåñòî èñõîäíîé ôóíêöèè (4), ãäå îáîçíà÷èì b =
= a1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íóþ öåïíóþ ýêñïîíåíòó

z = w · 〈ew; a1, ..., al, 0, 0, ...〉 ,

ãäå ak 6= 0, k = 1, 2, ..., l, èëè áåñêîíå÷íóþ z = w · 〈ew; a1, a2, ...〉 .
Ýòî îáîáùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó ïåðâîíà÷àëüíîé

ôóíêöèåé Ëàìáåðòà (4) è ãèïåðôóíêöèÿìè Ëàìáåðòà (Lambert's W
function), êîòîðûå ââåë È.Í. Ãàëèäàêèñ â 2004 ãîäó.W -ôóíêöèè Ëàìáåð-
òà èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,
âîçíèêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, â ãðàâèòàöèîííîé ìåõàíèêå (ñì. [2�4]).

Çäåñü çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííîé ôóíêöèè w =
= Lb(z) = z ·B(z) íàéòè îáðàòíóþ ê íåé ôóíêöèþ z = La(w) = w ·A(w),
àíàëèòè÷åñêóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè w = 0 (èëè íàîáîðîò: ïî çàäàííîé
ôóíêöèè z = La(w) íàéòè îáðàòíóþ ê íåé ôóíêöèþ w = Lb(z)), ò. å. ïî
çàäàííûì ïîêàçàòåëÿì b1, b2, . . . íàéòè ïîêàçàòåëè a1, a2, . . ..

Ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûå òðè ïîêàçàòåëÿ

a1 = −b1, a2 = b2 − b1, a3 =
1

b2 − b1
· (b2

1 − 2b1b2 + b2b3).
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Ïîêàçàòåëè a4, a5, . . . , an îïðåäåëÿþòñÿ ïî óïîìÿíóòîé ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëå

an =
−1

a1a2 · · · an−1
·
{ ∑

k1+k2+...+kn−1=n

kk2
1 k

k3
2 · · · k

kn−1

n−2

k1!k2! · · · kn−1!
×

×
[
(−(n+ 1))k1−1bk1

1 b
k2
2 b

k3
3 · · · b

kn−1

n−1 + ak1
1 a

k2
2 · · · a

kn−1

n−1

]
+

+b1b2 · · · bn−1bn

}
. (5)

Â ðàáîòå [5] â ðàçâåðíóòîì âèäå ïðåäñòàâëåíû äâå ôîðìóëû äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ¾îáðàòíîãî¿ ïîêàçàòåëÿ a4 ïîñðåäñòâîì b1, b2, b3, b4 è ïîêàçàòåëÿ
a5 ïîñðåäñòâîì b1, b2, b3, b4, b5 è a1, a2, a3, a4.

Öåïíàÿ ýêñïîíåíòà (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé è åå ñòåïåííîé ðÿä (ñì. [9] è [10])

B(z) =
∞∑
n=0

B(n)(0)

n!
· zn =

∞∑
n=0

H(n)(b1, b2, . . . , bn)

n!
· zn, (6)

ãäå

H(n)(b1, b2, . . . , bn) =
∑

k1+k2+...+kn=n

n!

k1! · k2! · . . . · kn!
· ×

×bk1
1 · (b2 · k1)

k2 · (b3 · k2)
k3 · . . . · (bn · kn−1)

kn, (7)

ñõîäèòñÿ â êðóãå K =
{
z : |z| < 1

be

}
. Â ýòîì æå êðóãå ñõîäèòñÿ è ñòå-

ïåííîé ðÿä

w = z ·B(z) = w(0) +
w′(0)

1!
· z +

w′′(0)

2!
· z2 + · · · =

= B(0) · z +
B′(0)

1!
· z2 +

B′′(0)

2!
· z3 + · · · (8)

Ïðèâåäåì â ðàçâåðíóòîì âèäå ôîðìû òèïà H(k)(a) 1-é, 2-é, 3-é è 4-é
ñòåïåíè îò ïîêàçàòåëåé a2, a3, a4 è a5, âçÿòûõ èç îïðåäåëåíèÿ (7).

H(1)(a2) = a2, H
(2)(a2, a3) = 2a2a3 + a2

2, (9)

H(3)(a2, a3, a4) = 6a2a3a4 + 3a2a
2
3 + 6a2

2a3 + a3
2, (10)

H(4)(a2, a3, a4, a5) = 24a2a3a4a5 + 12a2a3a
2
4 + 24a2a

2
3a4 + 4a2a

3
3+

+24a2
2a3a4 + 24a2

2a
2
3 + 12a3

2a3 + a4
2 (11)
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Àíàëîãè÷íî èìååì òàêèå æå ôîðìû îò ïîêàçàòåëåé b2, b3, b4, b5.
Åñëè ðàçâåðíóòü ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5), òî íàïèøåì

ñëàãàåìûå â êîëè÷åñòâå 2n− 1. Â ðàáîòå [6] ïðåäñòàâëåíà â ðàçâåðíóòîì
âèäå ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ a6 ïîñðåäñòâîì b1, . . . , b6 è a1, . . . , a5. Â
ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû â ôèãóðíîé ñêîáêå èìååì 63 ñëàãàåìûõ. Åñ-
ëè æå â òåõ ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ ìíîæèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ak, çàìåíèòü
êàæäûé ìíîæèòåëü ak åãî âûðàæåíèåì, âû÷èñëåííîì ïî äàííîé ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëå (5) ïîñðåäñòâîì b1, b2, . . . , bk, òî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ
âî ìíîãî ðàç óâåëè÷èòñÿ, íî ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ ïîäîáíûå.

Ïîýòîìó åñòü ñìûñë âûÿâëÿòü èíâàðèàíòû. Â ðàáîòàõ [7] è [8] íàìå÷å-
íû äâà ïóòè ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî óìåíüøàþò
êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â èñõîäíîì óðàâíåíèè:

0 = z(n+1)(0)|a − z(n+1)(0)|b = (n+ 1)H(n)(a1, a2, ..., an)−

−H(n)(−(n+ 1) · b1, b2, ..., bn). (12)

Â ðàáîòå [9] (ñì. íà ñ. 60 ëåììó 7) äîêàçàíà ôîðìóëà, ïî êîòî-
ðîé ìîæíî ôîðìó ïîðÿäêà n è ñòåïåíè n H(n)(ar+1, ar+2, ..., ar+n) ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû, ñëàãàåìûå êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôîðìàìè ñòåïå-
íè n, íî ïîðÿäîê ôîðìû â êàæäîì ñëàãàåìîì ñòðîãî ìåíüøå n. Ïðè
ýòîì çàìåòèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû â êàæäîì ñëàãàåìîì íå áóäóò ñîäåð-
æàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïîêàçàòåëü ar+1. Â óðàâíåíèè (12) ôîðìû
H(n)(a1, a2, ..., an) H

(n)(−(n+ 1)b1, b2, b3, ..., bn) n−ãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâèì
ïîñðåäñòâîì ôîðì, ïîðÿäîê êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå n. Òîãäà âìåñòî èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) (ïîäåëèâ ÷àñòè íà (n + 1)a1) ìû èìååì ðàâíî-
ñèëüíîå óðàâíåíèå:

z(n+1)(0)

(n+ 1)a1

∣∣∣∣
a

− z(n+1)(0)

(n+ 1)a1

∣∣∣∣
b

= 0 =

=
[
nH(n−1)(a2, a3, . . . , an)− nH(n−1)(b2, b3, . . . , bn

]
+

+

[(
n

2

)
a1H

(n−2)(2a2, a3, . . . , an−1)−

−
(
n

2

)
(n+ 1)a1H

(n−2)(2b2, b3, . . . , bn−1)

]
+ . . .

+

[(
n

n− 1

)
an−2

1 H(1)((n− 1)a2)−

−
(

n

n− 1

)
(n+1)n−2an−2

1 H(1)((n−1)b2)

]
+
[
an−1

1 − (n+ 1)n−1an−1
1

]
. (14)
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Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) ìû îáíàðóæèâàåì ¾ðàâíîâåñíóþ¿
ïàðó òèïà φ(a)− φ(b), òî ïåðåìåùàÿ ñëàãàåìîå −φ(b) â ëåâóþ ÷àñòü, ãäå
ïîêà åùå ñòîèò íîëü, ìû òåì ñàìûì ñòðîèì èíâàðèàíò n-ãî ïîðÿäêà.
Âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü â ïåðâûõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñ-
íîé ïàðîé. Ðàçíîñòè âî âòîðûõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ è ïîñëåäóþùèõ íå
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè è ïîäëåæàò ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ èíâàðèàíòîâ (ñì. íèæå ñïèñîê (15)) íà
ñîâîêóïíîñòè íà÷àëüíûõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êàê íåïî-
ñðåäñòâåííî, òàê è â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå ìîãóò îêà-
çàòüñÿ èíâàðèàíòàìè:

∆0 = ∆0(a) = a2
1 = b2

1 = ∆0(b),

∆1 = ∆1(a) = 2a2 − a1 = 2b2 − b1 = ∆1(b),

∆2 = ∆2(a) = a2 · a3 − a2
2 = b2 · b3 − b2

2 = ∆2(b),

κ1 = a2
2 − 2a1a2 + a2a3 = b2

2 − 2b1b2 + b2b3,

κ2 = a2(a2 − a1) = a2b2 = b2(b2 − b1),

κ3 = 2a2a3 − 2a1a2 + a2
1 = 2b2b3 − 2b1b2 + b2

1,

κ3 = 12κ1 − 8∆0 = 12a2a3 − 24a1a2 + 12a2
2 + 8a2

1 =

= 12b2b3 − 24b1b2 + 12b2
2 + 8b2

1. (15)

Â ðàáîòå [8] (ñì. òàì ôîðìóëó (29)) äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Íà ñîâîêóïíîñòè ïîêàçàòåëåé îáðàòíûõ ôóíêöèé w =

= z ·B(z) è z = w · A(z) ôîðìû òðåòüåé ñòåïåíè

∆3 = ∆3(a) = H(3)(a2, a3, a4)−a1κ3 = H(3)(b2, b3, b4)−b1κ3 = ∆3(b) (16)

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòîì 4-ãî ïîðÿäêà.
Òåïåðü, äîáàâëÿÿ ê ñïèñêó (15) èíâàðèàíò ∆3 è åù¼ èíâàðèàíò κ4

κ4 = −10∆3 − 30∆2∆1 − 45∆1κ2 +
35

2
∆1∆0. (17)

ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 2. Íà ñîâîêóïíîñòè ïîêàçàòåëåé âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíê-

öèé w = z ·B(z) è z = w · A(z) ôîðìû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

∆4 = ∆4(a) = H(4)(a2, a3, a4, a5)− a1κ4 =

= H(4)(b2, b3, b4, b5)− b1κ4 = ∆4(b) (18)

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòîì 5-ãî ïîðÿäêà.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

∂u(x, t)

∂t
= B

∂u(x, t)

∂x
+Q(x)u(x, t), (1)

u1(0, t) = u2(0, t), u1(1, t) = u2(1, t), (2)

u(x, 0) = ϕ(x), (3)
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ãäå x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞), u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T , ϕ(x) =

= (ϕ1(x), ϕ2(x))T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), uj(x, t) è ϕj(x) ñêàëÿð-

íûå ôóíêöèè, B = diag(1,−1), Q(x) =

(
0 −q2(x)

q1(x) 0

)
, qj(x) ∈ C[0, 1],

âñå ôóíêöèè êîìïëåêñíîçíà÷íûå.
Çàäà÷ó èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå. Ìåòîä Ôóðüå ïðèìå-

íÿëñÿ äàæå äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì À. È. Âàãàáîâûì [1], íî â [1] ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà Q(x) áûëà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Çäåñü æå äëÿ Q(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Âîçíèêàþùèå
çäåñü òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çà-
äà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó Äèðàêà ñ íåïðåðûâíûì ïîòåíöèàëîì.

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñ íåäèôôå-
ðåíöèðóåìûì ïîòåíöèàëîì ïðèíàäëåæàò Ï. Äæàêîâó, Á.Ñ. Ìèòÿãèíó
(ñì. [2]). Â äàëüíåéøåì áëèçêèå ïî òåìàòèêå èññëåäîâàíèÿ äëÿ òàêèõ
ñèñòåì ïðîâîäèëèñü â [3�5]. Â [6, 7] À.Ï. Õðîìîâûì ïðåäëîæåí ñðàâ-
íèòåëüíî ïðîñòîé ñïîñîá èçó÷åíèÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñ íåãëàäêèì ïîòåí-
öèàëîì, áàçèðóþùèéñÿ íà îïåðàòîðàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòîò æå ïðèåì
èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îïåðàòîð:

(Ly)(x) = By′(x) +Q(x)y(x), y1(0) = y2(0), y1(1) = y2(1),

ãäå y(x) = (y1(x), y2(x))T . Îïåðàòîð L åñòü îïåðàòîð Äèðàêà ñ óñëîâèÿìè
Äèðèõëå.

Â [6, 7] äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî
áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå ñ àñèìïòîòèêîé

λn = πni+ βn, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

à äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé yn(x) = (yn1(x), yn2(x))T èìåþò ìåñòî àñèìï-
òîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

ynj(x) = epjπnix (1 + βnx) +
x́

0

b(x, τ)eπniτdτ +
x́

0

b(x, τ)e−πniτdτ+

+βn
x́

0

b(x, τ)eπniτdτ + βn
x́

0

b(x, τ)e−πniτdτ +O(β2
n), j = 1, 2,

ãäå n = ±n0,±(n0 + 1), . . ., p1 = 1, p2 = −1, è îöåíêà O(. . .) ðàâíîìåðíà
ïî x ∈ [0, 1].

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç βn îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå ÷èñëà òàêèå,
÷òî

∑
|βn|2 <∞, è βn íå çàâèñÿò îò ϕ(x), ÷åðåç αn òàêèå ÷èñëà, êîòîðûå

çàâèñÿò îò ϕ(x), íî ïðè ýòîì
∑
|αn|2 < c‖ϕ‖2. Íîðìà ‖·‖ ýòî ëèáî íîðìà
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â L2[0, 1], ëèáî â ïðîñòðàíñòâå L2
2[0, 1] âåêòîð-ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè 2.

×åðåç b(x, t) îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî
êîíå÷íîãî íàáîðà.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé zn(x) = (zn1(x), zn2(x))T îïåðàòîðà L∗ èìå-
þò ìåñòî òå æå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, íî ñ äðóãèìè βn è b(x, t).

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïî ìåòîäó Ôóðüå çàïèøåì â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 (Rλϕ)(x)eλtdλ, (4)

ãäå r > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî è ôèêñèðîâàíî, Rλ = (L− λE)−1 � ðå-
çîëüâåíòà îïåðàòîðà L (E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð), γn =

{
λ| |λ− λ0

n| = δ
}
, λ0

n = πni, δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî,
÷òîáû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn ïîïàäàëè ïî îäíîìó âíóòðü γn.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

− 1

2πi

ˆ

γn

(Rλϕ)eλtdλ = vn(x, t),

ãäå vn(x, t) =
(ϕ, zn)

(yn, zn)
yn(x)eλnt, (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2

2[0, 1]

(ýòî æå îáîçíà÷åíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â L2[0, 1]).

Ëåììà 1. Èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

vnj(x, t) = αn

[
epjπnix +

xˆ

0

b(x, τ)eπniτdτ+

+

xˆ

0

b(x, τ)e−πniτdτ
]
eπnit +O(αnβn),

ãäå vn(x, t) = (vn1(x, t), vn2(x, t))
T , (x, t) ∈ QT = [0, 1]× [−T, T ] (T > 0

ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî), îöåíêà O(·) ðàâíîìåðíà ïî (x, t) ∈ QT .

Ëåììà 2. Ðÿäû
∑
|n|≥n0

αn
x́

0

b(x, τ)eπni(±τ+t)dτ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå QT = [0, 1]× [−T, T ] ïðè ëþáîì T > 0, è äëÿ
èõ ñóìì F±(x, t) èìåþò ìåñòî îöåíêè:

max
QT
|F±(x, t)| ≤ cT ‖ϕ‖ ,

ãäå cT > 0 è çàâèñèò òîëüêî îò T .
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Òåîðåìà 1. Åñëè ϕ(x) ∈ DL2 (DL2 îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî-
ðà L2), òî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (4) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â QT , åãî ñóì-
ìà u(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-
ñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3).

Òåîðåìà 2. Åñëè ϕ(x) ∈ L2
2[0, 1], òî ðÿä u(x, t) ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞), ïðè÷åì u(x, 0) =
= ϕ(x) ïî÷òè âñþäó íà [0, 1]. Äàëåå, åñëè ϕh(x) ∈ DL2 ñõîäèòñÿ ê ϕ(x)
â L2

2[0, 1] ïðè h→ 0, òî uh(x, t) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) ïî íîðìå L2
2[QT ] ïðè

ëþáîì T > 0, ãäå uh(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì uh(x, 0) = ϕh(x).
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0. Èñòîðèÿ. Èñòîðè÷åñêè òåîðèÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ïîÿâèëàñü íà ñâåò â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé íåñêîëüêèõ ìàòåìà-
òèêîâ, ÿ èõ ïåðå÷èñëþ, ýòî íå äîëãî: Ñ. Ã. Ìèõëèí, A. Calderon, A. Zyg-
mund, R.T. Seeley, À.Ñ. Äûíèí (A. Dynin). Êîãäà â ðàáîòå J. Kohn,
L. Nirenberg ïîÿâèëñÿ ñàì òåðìèí �ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð�, òåîðèÿ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, óæå áûëà; èõ çàñëóãà ñîñòîÿëà â
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ñóùåñòâåííîì ðàñøèðåíèè êëàññà îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ. Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîé ìîäåëè ôèãóðè-
ðîâàë îïåðàòîð âèäà

u(x) 7−→
ˆ

Rm

K(·, x− y)u(y)dy, x ∈ Rm, (1)

ãäå ÿäðî K ìîæíî òðàêòîâàòü â äîñòàòî÷íî øèðîêîì ñìûñëå, äîïóñêàÿ
äàæå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Êëàññ òàêèõ îïåðàòîðîâ ñîäåðæèò îáû÷íûå
ñâåðòêè, ìíîãîìåðíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû Êàëüäåðîíà �Çèãìóíäà,
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ôîð-
ìóëå (1) ñîäåðæèòñÿ �ñêðûòûé ïàðàìåòð�, îáîçíà÷åííûé òî÷êîé; åñëè
âìåñòî òî÷êè íàïèñàòü x, òî â êëàññ îïåðàòîðîâ (1) óæå ïîïàäóò è îïå-
ðàòîðû ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. Ïðèíöèïû. Ïîñêîëüêó ïîñòðîèòü îáðàòíûé äëÿ îïåðàòîðà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (íàéòè àíàëèòè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ) � ïðàêòè÷åñêè áåçíàäåæíàÿ çàäà÷à, íà÷àëèñü
ïîïûòêè ñâåäåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ê áîëåå ïðèâû÷íîé, à èìåííî, ê îïåðà-
òîðàì (óðàâíåíèÿì) òèïà Ôðåäãîëüìà, äëÿ êîòîðûõ óæå èìåëàñü êàêàÿ-
òî òåîðèÿ. Ê ýòîìó âðåìåíè óæå áûëà ïðîäâèíóòàÿ òåîðèÿ îäíîìåðíûõ
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âñåëÿëî íà-
äåæäó ïîëó÷èòü ÷òî-òî ïîõîæåå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Èññëåäîâàíèå
êîììóòàòîðà îïåðàòîðîâ òèïà (1) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè-
âåëî ê âûâîäó, ÷òî êîììóòàòîð êîìïàêòåí, â âèä îïåðàòîðà (1) � ýòî
ïî ñóòè ñâåðòêà � ê öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå. Êîíå÷íî, ðàçâèòèå òåîðèè øëî íå òàê ãëàäêî, êàê çäåñü îïèñûâà-
åòñÿ, ÿ äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàþ íåêîòîðûå ôðàãìåíòû. Ôóíêöèÿ

σ(·, ξ) =

ˆ

Rm

e−ix·ξK(·, x) dx

ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñèìâîëà îïåðàòîðà (1). Ðàçáèåíèå åäèíèöû è ââåäå-
íèå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïîç-
âîëÿåò ïåðåíåñòè îïåðàòîðû è ñèìâîëû íà ìíîãîîáðàçèÿ. Îïåðàòîð íà-
çûâàþò ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè åãî ñèìâîë íå èìååò âåùåñòâåííûõ íóëåé.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñèìâîëû è îïåðàòîðû � ýòî ïî÷òè îäíî è òî æå, åñëè â
îïåðàòîðàõ ïðåíåáðåãàòü âïîëíå íåïðåðûâíûì ñëàãàåìûì.

2. Àëãåáðà è òåîðåìà Àòüè �Çèíãåðà. Òåîðåìà Ãåëüôàíäà �
Íàéìàðêà óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà èçî-
ìîðôíà àëãåáðå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå åå ìàêñèìàëü-
íûõ èäåàëîâ. Ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, ïîñòðîåííîå äëÿ ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, � ýòî â èçâåñòíîì ñìûñëå êîíêðåòèçàöèÿ
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ýòîé ãëóáîêîé òåîðåìû. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà èíäåêñà îïåðàòîðà è
óïîìÿíóòûå àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ òåîðåìû
Àòüè �Çèíãåðà, âûðàæàþùóþ èíäåêñ îïåðàòîðà â òîïîëîãè÷åñêèõ òåð-
ìèíàõ. Ýòî íàñòîëüêî îøåëîìèëî ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð, ÷òî, íàâåðíîå,
åùå ïîëòîðà äåñÿòèëåòèÿ ñïóñòÿ ýòà òåîðåìà óòî÷íÿëàñü, îáîáùàëàñü,
ðàçâèâàëàñü, ïðèìåíÿëàñü è ò. ä. Ïðàâäà, ìíå, íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð
íåÿñíî, ÷òî æå äàåò èññëåäîâàòåëþ äîïîëíèòåëüíî çíàíèå êîíêðåòíîé
âåëè÷èíû èíäåêñà îïåðàòîðà.

3. Àíàëèç è ëîêàëüíûé ïðèíöèï. Ëîêàëüíûé ïðèíöèï â îïåðà-
òîðíîé ôîðìå áûë ïðîâîçãëàøåí (èëè èçîáðåòåí?) È.Á. Ñèìîíåíêî è
óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå (êîíå÷íî, ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî â íåÿâíîé ôîðìå
ëîêàëüíûé ïðèíöèï ôèãóðèðîâàë â ðàáîòàõ Þ. Øàóäåðà, è ñïåöèàëèñòû
ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçû-
âàþò åãî ïðèíöèïîì çàìîðàæèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ): äëÿ òîãî, ÷òîáû
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð áûë îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åãî ëîêàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè áûëè îáðàòè-
ìû. Êîíå÷íî, ïðèñóòñòâóþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, íî ìíå õîòåëîñü
ïåðåäàòü ñóòü ïðèíöèïà. Òàê, â ÷àñòíîñòè, âñå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ñ ãëàäêèìè ñèìâîëàìè, äåéñòâóþùèå â øêàëå ñîáîëåâñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, ïîïàäàþò ïîä äåéñòâèå ýòîãî ïðèíöèïà. Íàïðèìåð, (1) �
ýòî ëîêàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà
ãëàäêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (áåç êðàÿ). Ïîÿâëåíèå äàæå ãëàäêî-
ãî êðàÿ ñåðüåçíî îñëîæíÿåò ñèòóàöèþ.

4. Ãëàäêàÿ ãðàíèöà è ñíîâà àëãåáðà. Ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ìîäåëü-
íûé îïåðàòîð (ëîêàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü) äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãëàäêèì
êðàåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëàäêîñòè êðàÿ � ýòî îïåðàòîð âèäà

u(x) 7−→
ˆ

Rm+

K(·, x− y)u(y)dy, x ∈ Rm
+ , (2)

ãäå Rm
+ � ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ Rm : x = (x1, · · · , xm), xm > 0} . Äëÿ

îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà òèïà (2) óæå è ýëëèïòè÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî � íà
ãðàíèöå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîÿâëåíèå ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé � òàêî-
âà ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ. Óñëîâèå Øàïèðî �Ëîïàòèíñêîãî ïîçâî-
ëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîëà è âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Óðàâ-
íåíèå ñ îïåðàòîðîì (2) ìîæåò îêàçàòüñÿ è ïåðåîïðåäåëåííûì, è â ýòîì
ñëó÷àå èìååò ñìûñë ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ â âèäå èíòå-
ãðàëîâ òèïà ïîòåíöèàëà. L. Boutet de Monvel ïîñòðîèë àëãåáðó êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñàâ
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åå (2× 2)-ìàòðèöàìè, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîäåðæàëè âñå óïîìÿíóòûå òè-
ïû îïåðàòîðîâ. Òåîðåìà îá èíäåêñå êðàåâîé çàäà÷è áûëà, ãðóáî ãîâîðÿ,
ñâåäåíà ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ Àòüè �Çèíãåðà.

5. Íåãëàäêàÿ ãðàíèöà è ãåîìåòðèÿ. Ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò
ñîäåðæàòü òî÷êè, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ äèôôåîìîðôíû êîíóñó, ìíîãî-
ìåðíîìó ðåáðó è ò. ä., íî...÷òî òàêîå, íàïðèìåð, êîíóñ? Ñ ëåãêîé ðóêè
Â.À. Êîíäðàòüåâà, íàïðèìåð, êîíóñ â R3 âèäà Ca

+ = {x ∈ R3 : x3 >

> a(x2
1 + x2

2)
1/2, a > 0} ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ïîëóîñè (0,+∞) íà êðóã ñ öåíòðîì â 0 ðàäèóñà a, çàòåì ïðèìåíèòü
îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü êðàåâóþ
çàäà÷ó â îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è ïàðàìåòðîì. Ïîõîæå, ïðè òàêîì
ïîäõîäå ðå÷ü èäåò óæå íå î êîíóñå, à î öèëèíäðå ñ ñîâñåì äðóãîé ãåîìåò-
ðèåé.

6. Ñíîâà àíàëèç. Äëÿ ðàáîòû ñ ëîêàëüíûì îïåðàòîðîì

u(x) 7−→
ˆ

Ca+

K(·, x− y)u(y)dy, x ∈ Ca
+, (3)

àâòîð ïðåäëàãàåò íå ðàñùåïëÿòü êîíóñ íà ñîìíèòåëüíûå ïðîñòåéøèå ñîñ-
òàâëÿþùèå, à ðàáîòàòü ñ íèì êàê ñ öåëîñòíîé îñîáåííîñòüþ, ïîëàãàÿ åå
åñòåñòâåííûì ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì ïîëóïðÿìîé. Òåõíè÷åñêèå ñðåä-
ñòâà: ÿäðà Ñ. Áîõíåðà äëÿ ðàäèàëüíûõ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé íàä êîíó-
ñàìè, òåîðèÿ Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â òàêèõ îáëà-
ñòÿõ, òåîðèÿ Ì.È. Âèøèêà è Ã.È. Ýñêèíà (êàê ýòàëîí) êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ñ ãëàäêèì êðàåì ïëþñ íåìíîãî òðóäà è òåðïåíèÿ. Ðàáîòû [1�5] � ýòî
ïîïûòêè àâòîðà ðàçîáðàòüñÿ ñ îáðàòèìîñòüþ îïåðàòîðà (3) â êîíòåêñòå
îáùåé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ íåãëàäêèì êðàåì.

7. Âîëíîâàÿ ôàêòîðèçàöèÿ. Íàëè÷èå âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè â
îñîáîé òî÷êå ãðàíèöû � ýòî ïîñòóëàò. Àâòîð âûÿñíÿë, ÷òî êëàññ ñèìâî-
ëîâ, äîïóñêàþùèõ âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ, äîñòàòî÷íî øèðîê, è äàæå
ñòðîèë êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ ñèìâîëîâ. Îäíàêî àëãîðèòìà ïîñòðî-
åíèÿ òàêîé ôàêòîðèçàöèè ïîêà íåò, â îòëè÷èå îò òåîðèè Âèøèêà �Ýñêèíà
(òàì ïðåêðàñíî ðàáîòàåò àïïàðàò êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà
è îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé). Ýòî â íåêîòîðîé
ñòåïåíè çàòðóäíÿåò ïðîäâèæåíèå òåîðèè, îäíàêî âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû íàñòîëüêî ïðîñòû è èçÿùíû, ÷òî íåâîëüíî âåðèòñÿ â òî, ÷òî óäàñòñÿ
íàéòè ïîëíîå îïèñàíèå êëàññà ñèìâîëîâ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, äî-
ïóñêàþùèõ âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ.

Äàæå áîçîí Õèããñà íàøëè...
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ÎÁ s�×ÈÑËÀÕ ÄÂÓÕÂÅÑÎÂÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈß1

À.À. Âàñèëüåâà (Ìîñêâà, ÐÔ)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Ïóñòü u = (uj)
∞
j=1, w = (wj)

∞
j=1, 1 < p ≤ q <∞. Îïðåäåëèì îïåðàòîð

Su,w : lp → lq ïî ôîðìóëå (Su,wf)j = wj
j∑
i=1

uifi, f = (fj)
∞
j=1.

Ïóñòü uj = j−αu(log(j + 1))−λu, wj = j−αw(log(j + 1))−λw , αw > 1
q ,

αu + αw = 1
p′ + 1

q , λ := λu + λw > 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn(Su,w : lp → lq), an(Su,w : lp → lq) è cn(Su,w : lp →

→ lq) ñîîòâåòñòâåííî êîëìîãîðîâñêèå, àïïðîêñèìàòèâíûå è ãåëüôàíäîâ-
ñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà Su,w (ñì. [1]). Ïðè îöåíêå êîëìîãîðîâñêèõ ÷èñåë
áóäåì îáîçíà÷àòü ϑn = dn è q̂ = q, ïðè îöåíêå àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë
áóäåì îáîçíà÷àòü ϑn = an è q̂ = min{q, p′}, ïðè îöåíîê ãåëüôàíäîâñêèõ
÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü ϑn = cn è q̂ = p′.

Ïîëîæèì λpq = 0 ïðè p = q èëè q̂ ≤ 2, λpq = min

{
1,

1/p− 1/q

1/2− 1/q̂

}
ïðè

p < q, q̂ > 2.
Òåîðåìà 1. Åñëè λ > 1

q + 1
p′ , òî

ϑn(Su,w : lp → lq) � n−
1
q−

1
p′−λpq(

1
2−

1
q̂)(log n)−λ+ 1

q+ 1
p′ .

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00022).
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Åñëè
λpq
q̂ < λ < 1

q + 1
p′ , òî

ϑn(Su,w : lp → lq) � n−λ−λpq(
1
2−

1
q̂).

Åñëè 0 < λ <
λpq
q̂ , òî

ϑn(Su,w : lp → lq) � n−λq̂/2.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ ÒÈÏÀ ËÈÓÂÈËËß
ÄËß ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ∆u+ uq 6 0 ÍÀ ÊÂÀÇÈÌÎÄÅËÜÍÛÕ
ËÈÏØÅÖÅÂÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ1

Ñ.Ñ. Âèõàðåâ (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
vhr1987@mail.ru

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó îòñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

∆u+ uq 6 0, q > 1 (1)

íà, òàê íàçûâàåìûõ, êâàçèìîäåëüíûõ Ëèïøåöåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îïè-
øåì èõ ïîäðîáíåå.

Ðàññìîòðèì Ëèïøåöåâî ìíîãîîáðàçèå M , èçîìåòðè÷íîå ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ R+× S1× · · · × Sk (ãäå R+ = (0,+∞), à Si � êîìïàêòíûå
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ) ñ ìåòðèêîé:

ds2 = dr2 + g2
1(r)dθ2

1 + ...+ g2
k(r)dθ

2
k.

Çäåñü gi � ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ïî Ëèïøèöó è ïîëîæè-
òåëüíûå íà R+ ôóíêöèè. Ïóñòü òàêæå ni = dimSi.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (1) íà âíåøíåé îáëàñòèM , à èìåííî íà ìíî-
æåñòâå Ωe = {x = (r, θ1, ..., θk) ∈M : r > 1}. Ïîä ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà
(1) ïîíèìàåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ïî Ëèïøèöó ôóíêöèÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-02479-ð_ïîâîëæüå_à).
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u òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Ω̃ ⊂⊂ Ωe è äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëü-
íîé ôóíêöèè φ(x) ∈ C1

0(Ω̃) âûïîëíåíîˆ

Ω̃

∇u · ∇φ dx >
ˆ

Ω̃

uq φ dx,

ãäå ∇u � ãðàäèåíò, ñîñòàâëåíííûé èç ñëàáûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u.
Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü ìíîãîîáðàçèåM òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim sup
ρ→∞

ρ
2
q−1

(´
ρ

ρ/2
G(r)dr´

2ρ

ρ/4
G(r)dr

) 1
q−1

∞̂

2ρ

ds

G(s)
= +∞,

ãäå G(r) = gn1
1 (r) · ... · gnkk (r).

Òîãäà ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (1) íà Ωe åñòü
òîæäåñòâåííûé íîëü.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÑÄÂÈÃÎÂ Â ÏÎËÅ p-ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ ×ÈÑÅË1

À. Ì. Âîäîëàçîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
vam21@yandex.ru

Ïóñòü Qp ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ëþáîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x 6= 0
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

x = pγ
∞∑
k=0

xkp
k ,

ãäå xk ∈ {0, 1, . . . , p − 1} è x0 6= 0, γ ∈ Z. Äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x íà-

çûâàåòñÿ {x}p = pγ
−γ−1∑
k=0

xkp
k, ìíîæåñòâî H0 ñîñòîèò èç ÷èñòî äðîáíûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ( ïðîåêò � 13-01-00102).
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÷èñåë x = {x}p. Ìíîæåñòâî Bγ(a) = {x ∈ Qp |‖x − a‖p ≤ pγ} ÿâëÿåòñÿ
p-àäè÷åñêèì øàðîì. Îáîçíà÷èì D−N(M), ãäå N,M ∈ N, ìíîæåñòâî ëî-
êàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèòüñÿ â BN(0) è
ÿâëÿþùèõñÿ pM � ïåðèîäè÷åñêèìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàøòàáíîãî àíàëèçà íà Qp [1] îäíèì èç âàæ-
íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ϕ ñäâèãè, êîòîðîé íà ýëå-
ìåíòû èç H0 îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(Qp). Ïðè p = 2 è M = 1,
ýòîò âîïðîñ áûë èçó÷åí â [2]. Ìû èçó÷àåì ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ òàêèõ
ôóíêöèé ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ p.

Òåîðåìà. Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå èëè ïðè p = 2 è M ≥ 2,
òî ìíîæåñòâî ϕ ∈ D−N(M), ñäâèãè êîòîðûõ íà ýëåìåíòû èç H0

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(Qp) ñîäåðæàò íå ìåíåå
pN+M − 4(pN−1 − 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå
D−N(M)

Íàìè ïîëó÷åí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé è ñïîñîáû îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ñäâèãîâ ýòèõ ôóíêöèé.
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ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÅÐÒÊÈ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÈÇ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ËÎÐÅÍÖÀ È ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÐßÄÎÂ

ÈÇ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÔÓÐÜÅ�ÂÈËÅÍÊÈÍÀ1

Ñ.Ñ. Âîëîñèâåö, Ì.À. Êóçíåöîâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
VolosivetsSS@mail.ru, ma�ka2@bk.ru

Ïóñòü {pn}∞n=1 ⊂ N, 2 ≤ pn ≤ N . Ïî îïðåäåëåíèþ m0 = 1,
mn = pnmn−1, n ∈ N, òîãäà êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå âèäà

x =
∞∑
n=1

xn/mn, xn ∈ Z+ ∩ [0, pn). Ðàçëîæåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì, åñëè

äëÿ x = k/ml, k, l ∈ Z+, 0 < k < ml, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì xn 6= 0. Êàæäîå k ∈ Z+ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â

âèäå k =
∞∑
i=1

kimi−1, ki ∈ Z+ ∩ [0, pi). Äëÿ x ∈ [0, 1) è k ∈ Z+ ïîëîæèì

1Ðàáîòà Ñ.Ñ. Âîëîñèâöà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíî-
áðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014Ê).
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ïî îïðåäåëåíèþ χk(x) = exp

(
2πi

∞∑
j=1

xjkj/mj

)
. Ñèñòåìà {χn(x)}∞n=0 ÿâ-

ëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé íà [0, 1) è ïîëíîé â L1[0, 1). Ïîäðîáíåé îá åå
ñâîéñòâàõ ñì. [1, �1.5]. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòå-
ìå äëÿ f ∈ L1[0, 1) ôîðìóëîé f̂(n) =

´ 1

0 f(x)χn(x)dx, n ∈ Z+. Äëÿ

f, g ∈ L1[0, 1) îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêà f ∗ g(x) =
´ 1

0 f(x	 t)g(t) dt, ãäå 	 �
îáîáùåííîå âû÷èòàíèå, îïðåäåëÿåìîå {pn}∞n=1 (ñì. [1, �1.5]).

Äëÿ èçìåðèìîé íà [0, 1) ôóíêöèè f ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ λf(y) è íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó f ∗: λf(y) = |{x ∈ [0, 1) :
|f(x)| > y}|, f ∗(t) = inf{y : λf(y) ≤ t}. Åñëè 0 < p, q <∞ è

‖f‖∗p,q :=

(ˆ 1

0

[f ∗(t)]qtq/p−1 dt

)1/q

<∞,

òî f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Lp,q[0, 1) (ñì. [2]). Ïóñòü n ∈ N,
Pn = {f ∈ L1[0, 1) : f̂(k) = 0, k ≥ n}. Òîãäà En(f)p,q = inf{‖f − tn‖∗p,q :
tn ∈ Pn}. Ïðè p = q âåðíî, ÷òî Lp,p[0, 1) = Lp[0, 1) è ìû ïèøåì En(f)p
âìåñòî En(f)p,p è ‖ · ‖p âìåñòî ‖ · ‖p,p. ×åðåç C∗[0, 1) îáîçíà÷èì çàìû-
êàíèå ìíîæåñòâà ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå {χn(x)}∞n=0 ïî íîðìå ‖f‖∞ =
= sup

x∈[0,1)

|f(x)|.

Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü 1 < p1, p2 < 2, 1 ≤ q1 ≤ p′1, 1 ≤ q2 ≤ p′2,
1/r = 1/p1 + 1/p2 − 1, 1/s = 1/q1 + 1/q2 (ò.å. 1/s ≥ 1− 1/r). Åñëè f ∈
∈ Lp1,q1[0, 1), g ∈ Lp2,q2[0, 1), òî h = f ∗g ∈ Lr,s[0, 1) è âåðíû íåðàâåíñòâà( ∞∑

k=1

ks/r
′−1|ĥ(k)|s

)1/s

≤ C‖f‖∗p1,q1
‖g‖∗p2,q2

,

( ∞∑
k=n

ks/r
′−1|ĥ(k)|s

)1/s

≤ CEn(f)p1,q1
En(g)p2,q2

, n ∈ N.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè 1 ≤ q1, q2 < ∞, åñëè {f̂(n)}∞n=1,

{ĝ(n)}∞n=1 êâàçèìîíîòîííû è {nf̂(n)}∞n=1, {nĝ(n)}∞n=1 âîçðàñòàþò.
2) Ïóñòü 1 < p1, p2 < 2, 1/r = 1/p1 + 1/p2 − 1. Åñëè f ∈ Lp1[0, 1),

g ∈ Lp2[0, 1), òî h = f ∗ g ∈ Lr[0, 1) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà( ∞∑
k=0

|ĥ(k)|r′
)1/r′

≤ ‖f‖p1
‖g‖p2

,

( ∞∑
k=n

|ĥ(k)|r′
)1/r′

≤ En(f)p1
En(g)p2

,

ãäå n ∈ N.
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Â òåîðåìàõ 2 è 3 îáñóæäàåòñÿ òî÷íîñòü óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2. 1) Ïóñòü 1 < p1, p2 < 2, 1/r = 1/p1 + 1/p2 − 1, 1 ≤

≤ q1, q2 < ∞, 1/s = 1/q1 + 1/q2. Åñëè θ < s, òî ñóùåñòâóåò f0 ∈
∈ Lp1,q1[0, 1), g0 ∈ Lp2,q2[0, 1) òàêèå, ÷òî h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lr,θ[0, 1) è ðÿä
∞∑
k=1

kθ/r
′−1(ĥ0(k))θ ðàñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü 1 < p1, p2 < 2, 1/r = 1/p1+1/p2−1. Åñëè θ > r è γ < r′, òî
íàéäóòñÿ f0 ∈ Lp1[0, 1), g0 ∈ Lp2[0, 1), òàêèå ÷òî h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lθ[0, 1)

è ðÿä
∞∑
k=1

|ĥ0(k)|γ ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 < p1, p2 < 2, 1/r = 1/p1 + 1/p2 − 1. Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νn}∞n=1 è {νn}∞n=1 óáûâàþò ê íóëþ è äëÿ íèõ âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ

∞∑
k=n

νp1

k k
−1 � νp1

n , n ∈ N;
∞∑
k=n

µp2

k k
−1 � νp2

n , n ∈ N;

è, êðîìå òîãî, νn ≤ Cν2n, µn ≤ Cµ2n, n ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè f0 ∈ Lp1[0, 1), g0 ∈ Lp2[0, 1), òàêèå ÷òî En(f0)p1

� νn, En(g0)p2
� µn,

n ∈ N è äëÿ h0 = f0 ∗ g0 ∈ Lr[0, 1) âåðíî

(
∞∑
k=n

(ĥ0(k))r
′
)1/r′ � νnµn.

Òåîðåìà 4. 1) Ïóñòü 2 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞, f, g ∈ Lp,q[0, 1),

h = f ∗ g. Òîãäà
∞∑
k=n

|ĥ(k)| ≤ CEn(f)p,qEn(f)p,q.

2) Ïóñòü {νn}∞n=1, {µn}∞n=1 � óáûâàþùèå ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, òàêèå ÷òî

∞∑
k=n

νkk
−1 � νn,

∞∑
k=n

µkk
−1 � µn, n ∈ N,

è νk ≤ Cν2k, µk ≤ Cµ2k, k ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò f0 ∈ C∗[0, 1), g0 ∈
∈ C∗[0, 1), òàêèå ÷òî En(f0)∞ � νn, En(g0)∞ � µn, n ∈ N, è äëÿ h0 =

= f0 ∗ g0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∞∑
k=n

|ĥ(k)| � νnµn, n ∈ N.

Òåîðåìà 4 îáîáùàåò ðåçóëüòàò Í.À. Èëüÿñîâà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ [3].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÑÒÜ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ È ÔÓÍÊÖÈÈ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ p-ÂÀÐÈÀÖÈÈ1

Ñ.Ñ. Âîëîñèâåö, À.À. Òþëåíåâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
VolosivetsSS@mail.ru, anantuleneva@mail.ru

Ïóñòü 1 < p < ∞, f(x) � èçìåðèìàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, 2π-ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ξ = {x0 < x1 < ... < xn = x0 + 2π} � ðàçáèåíèå
ïåðèîäà. Ââåäåì p-âàðèàöèîííóþ ñóììó

κp
ξ (f) =

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

è ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè ω1−1/p(f, δ) = sup{κp
ξ (f) : λ(ξ) := maxi(xi −

xi−1) ≤ δ} è, äëÿ k ∈ N, k ≥ 2, ωk−1/p(f, δ) = sup{ω1−1/p(∆
k−1
h f(x), |h|) :

|h| ≤ δ}, ãäå ∆k
h(x) =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
f(x+ ih), k ∈ N, åñòü k-ÿ ðàçíîñòü f ñ

øàãîì h. Ïðîñòðàíñòâî Vp ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé p-âàðèàöèè ñ êîíå÷íîé
íîðìîé ‖f‖Vp = max(‖f‖∞, Vp(f)) è ïðîñòðàíñòâî Cp ⊂ Vp ôóíêöèé ñî
ñâîéñòâîì lim

δ→0
ω1−1/p(f, δ) = 0 ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè (ñì. [1]). Åñëè Tn �

ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n, òî n-å
íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â Vp ââîäèòñÿ ðàâåíñòâîì En(f)Vp := inf

tn∈Tn
‖f −

− tn‖Vp, n ∈ Z+. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå En(f)p
â ïðîñòðàíñòâàõ Lp2π. Áóäåì ïèñàòü {an}∞n=1 ∈ GM , åñëè äëÿ âñåõ n ∈ N

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
2n−1∑
i=n

|ai − ai+1| ≤ Can (ñì. [2]).

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn}∞n=1 áóäåì

ïèñàòü {ϕn}∞n=1 ∈ B, åñëè
∞∑
i=n

i−1ϕi = O(ϕn), n ∈ N, è {ϕn} ∈ Bα, α > 0,

åñëè
n∑
i=1

iα−1ϕi = O(nαϕn), n ∈ N. Åñëè ϕn ≤ Cϕ2n äëÿ âñåõ n ∈ N, òî

ãîâîðèì, ÷òî {ϕn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ ({ϕn}∞n=1 ∈ ∆2).

1Ðàáîòà Ñ.Ñ. Âîëîñèâöà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíî-
áðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014Ê).

96



Òåîðåìà 1. Ïóñòü {ak}∞k=1 ∈ GM è ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Òîãäà ôóíê-

öèÿ f(x) =
∞∑
n=1

an cosnx ïðèíàäëåæèò Cp, 1 < p <∞, è ïðè ýòîì

C2

∞∑
j=2n

aj ≤ En(f)Vp ≤ C1

(
nan +

∞∑
i=n

ai

)
, n ∈ N.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {ai}∞i=1 ∈ GM è ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, k ∈ N. Òîãäà

f(x) =
∞∑
i=1

ai cos ix ïðèíàäëåæèò Cp è ïðè n ∈ N âåðíû íåðàâåíñòâà

ωk−1/p(f, 1/n) ≤ C1

n−k+1/p

(
n∑

m=1

apmm
kp+p−2

)1/p

+
∞∑
m=n

am

 ,

ωk−1/p(f, 1/n) ≥ C2

n−k+1/p

(
n∑

m=1

apmm
kp+p−2

)1/p

+
∞∑
m=n

am

 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 < p < ∞ è ïîëîæèòåëüíàÿ óáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì {ϕn}∞n=1 ∈ ∆2 è

{n1/pϕn}∞n=1 ∈ B. Åñëè {an}∞n=1 ∈ GM , ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an è f(x) =

=
∞∑
i=1

ai cos ix, òî ñëåäóþùèå ïÿòü óòâåðæäåíèé ðàâíîñèëüíû:

En(f)p = O(ϕn), n ∈ N,

∞∑
k=n

apkk
p−2 = O(ϕpn), n ∈ N,

an = O(n1/p−1ϕn), n ∈ N,
∞∑
k=n

ak = O(n1/pϕn), n ∈ N,

En(f)Vp = O(n1/pϕn), n ∈ N.
Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3, òî ñëåäóþùèå

ïÿòü óòâåðæäåíèé ðàâíîñèëüíû:

En(f)p � ϕn, n ∈ N,
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∞∑
k=n

apkk
p−2 � ϕpn, n ∈ N,

an � n1/p−1ϕn, n ∈ N,
∞∑
k=n

ak � n1/pϕn, n ∈ N,

En(f)Vp � n1/pϕn, n ∈ N.

Òåîðåìû 3 è 4 îáîáùàþò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû À.À. Êîíþøêîâà [3].
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

ÀÔÔÈÍÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

È.Þ. Âûãîä÷èêîâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
VigodchikovaIY@info.sgu.ru, irinavigod@yandex.ru

1. Ââåäåíèå. Â àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ðÿäîâ âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè,
êîãäà óðîâåíü îäíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà (îáëàäàþùåãî äîìèíàíòíûì
ïðèçíàêîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêàçàòåëÿ) ïðåâûøàåò
óðîâåíü äðóãîãî â êàæäûé ìîìåíò íàáëþäåíèÿ (ïîêàçàòåëè ÷èñëåííî-
ñòè ãîðîäñêîãî è ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ, îïòîâàÿ è ðîçíè÷íàÿ öåíà òîâà-
ðà, îáú¼ì ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ â îäíîé êâàðòèðå è âî âñ¼ì äîìå è ïðî÷.).
Âîçíèêàåò âîïðîñ îá îöåíêå äèíàìèêè ðàçâèòèÿ äîìèíàíòíîãî ïðèçíàêà.
Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ è ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ àíàëèçà
ïîäîáíûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò èíñòðóìåíò, ñâîäÿùèéñÿ ê ìîäåëè àïïðîêñè-
ìàöèè äâóçíà÷íîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà, ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷åé íåãëàä-
êîãî àíàëèçà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî, îáîçíà÷àþùåå ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà pn(A, t) = a0 +
+ a1t+ . . .+ ant

n ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 13-01-00175, � 16-06-00582).
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Çàäàíà äèñêðåòíàÿ ñåòêà èç N + 1 óïîðÿäî÷åííûõ çíà÷åíèé íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé, T = {t0 < . . . < tN}, N ≥ n + 1, â óçëàõ êîòîðîé
îïðåäåëåíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, Ψ(·), îáðàçîì êîòîðîãî â êàæ-
äîì óçëå ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ïàðà çíà÷åíèé Ψ(tk) = {y1,k; y2,k}, ñîäåðæàùàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó óçëó ñåòêè óðîâåíü êàæäîãî èç äâóõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ðÿäîâ ñîïîñòàâèìûõ âåëè÷èí y2,k è y1,k, òàê, ÷òî y2,k ≥ y1,k,
k = 0, N . Ïîëîæèì y2 (tk) = y2,k, y1 (tk) = y1,k, k = 0, N . Îáîçíà÷èì
c (A, t) = (pn (A, t)− y1 (t)) (pn (A, t)− y2 (t)), t ∈ T .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

C (A) = max
t∈T
|c (A, t)| −→ min

A∈Rn+1
. (1)

Ôóíêöèÿ c (·, t) ÿâëÿåòñÿ àôôèííî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïðè êàæ-
äîì t, ïîýòîìó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1) âîâñå íå îáÿçàíû áûòü âûïóê-
ëîé. Çàäà÷à (1) ïîçâîëÿåò îòûñêàòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì, â êàæäîì
óçëå äèñêðåòíîé ñåòêè ïðèáëèæàþùèéñÿ ê îäíîìó èç çíà÷åíèé ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, è òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â ôîðìå àëãåáðà-
è÷åñêîãî ïîëèíîìà äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ñèñòåìû èç äâóõ êîìïîíåíò
ñ äîìèíàíòíûì ïðèçíàêîì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè (1), îöåíêàìè y+

k è
y−k óðîâíåé y2,k è y1,k äâóçíà÷íîãî ðÿäà â êàæäîì óçëå äèñêðåòíîé ñåò-
êè T ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, y+

k = max {pn (A, tk) , yk − pn (A, tk)} è
y−k = min {pn (A, tk) , yk − pn (A, tk)}, ãäå yk = y1,k + y2,k, k = 0, N , A �
ðåøåíèå çàäà÷è (1).

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Â [1] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (1). Â [2] ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå àíà-
ëîãà àëüòåðíàíñíîãî ÿâëåíèÿ â ôîðìóëèðîâêå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1) è óñòàíîâëåí ôàêò êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé.
Ðàññìîòðèì àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ îòûñêàòü âñå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ïîëîæèì C∗ = minA∈Rn+1 C (A). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñåòêè T âèäà σ =

{
tj0 < · · · < tjn+1

}
⊂ T ,

íàçûâàåìûõ áàçèñàìè. Ïóñòü ξ è ξ̂ � äâîè÷íûå íàáîðû èç ýëåìåíòîâ −1
è 1 äëèíû n+2 è ξ 6= −ξ̂. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ îáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì Ξ. Ïóñòü U =

{
A∗∗ = (A,C (A)) ∈ Rn+2 : C (A) = C∗

}
. Ñíà÷àëà

ïîëîæèì U = ∅.
Øàã 1. Áåð¼ì ïðîèçâîëüíî áàçèñ σ ∈ Σ . Ïåðåõîäèì ê øàãó 2.
Øàã 2. Áåð¼ì ïðîèçâîëüíî íàáîð ξ = (ξ0, · · · , ξn+1) ∈ Ξ è ïåðåõîäèì

ê øàãó 3.
Øàã 3. Ðåøàåì îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò (a0, · · · , an) âåêòîðà A è

íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû h ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

pn (A, tjk) (pn (A, tjk)− y1,jk − y2,jk) + y1,jky2,jk = (−1)ξkh,
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k = 0, · · · , n+ 1.

Ïåðåõîäèì ê øàãó 4.
Øàã 4. Äëÿ êàæäîãî ïîëó÷åííîãî íà øàãå 3 ðåøåíèÿ, åñëè òîëüêî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî C (A) = |h|, òî âêëþ÷àåì A∗∗ = (A,C (A)) âî
ìíîæåñòâî U . Ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

Øàã 5.Áåð¼ì íîâûé íàáîð ξ = (ξ0, · · · , ξn+1) ∈ Ξ è ïåðåõîäèì ê
øàãó 3. Åñëè âñå òàêèå íàáîðû äëÿ òåêóùåãî áàçèñà èñ÷åðïàíû, áåð¼ì
íîâûé áàçèñ σ ∈ Σ è ïåðåõîäèì ê øàãó 2. Åñëè âñå áàçèñû èñ÷åðïà-
íû, çàâåðøàåì àëãîðèòì. Ìíîæåñòâî U � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, êàæ-
äûé ýëåìåíò êîòîðîãî ñîäåðæèò n+ 2 êîìïîíåíòû, ïåðâûå n+ 1 êîìïî-
íåíòû � êîîðäèíàòû ðåøåíèé çàäà÷è (1), à ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà îäèíàêîâà è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì öå-
ëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1). Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ{
A ∈ Rn+1 : (A,C (A)) ∈ U

}
.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ðåçóëüòàò àíàëèçà óñèëåíèÿ âëèÿ-
íèÿ ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ Ðîññèè 2005-2012 ãã. â äîëåâîì ðàñïðåäåëåíèè
¾÷èñëåííîñòü ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ � ÷èñëåííîñòü ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ¿.

à á

Îöåíêè äîëåâîé ñòðóêòóðû íàñåëåíèÿ ïî ìîäåëè (1)

Ïîëó÷åíî äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ êàê ñ
òî÷êè çðåíèÿ óñèëåíèÿ äîëè ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ (à), òàê è ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñíèæåíèÿ äîëè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ (á ). Ïðîèëëþñòðèðîâàíî ñî-
ïîñòàâëåíèå ñ îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ). Â [3�4] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè, ñìåæíûå ñ (1) ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîì çíà÷åíèÿ öå-
ëåâûõ ôóíêöèé èñëåäóåìûõ çàäà÷ ìèíèìàëüíû.

100



ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Âûãîä÷èêîâà È.Þ. Î ñðåäíåãåîìåòðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñåãìåíòíîé ôóíê-

öèè àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ :
èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2007. Âûï. 9. Ñ. 11�15.

2. Âûãîä÷èêîâà È.Þ. Î çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ äâóçíà÷íîé ôóíêöèè àëãåáðàè÷å-
ñêèì ïîëèíîìîì // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò.
óí-òà, 2013. Âûï. 16. Ñ. 18�22.

3. Äåìüÿíîâ Â.Ô., Ìàëîç¼ìîâ Â.Í. Ââåäåíèå â ìèíèìàêñ. Ì. : Íàóêà, 1972. 368 c.

4. Âûãîä÷èêîâà È.Þ. Àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ìíîæåñòâåííîé ìî-

äåëè ðåãðåññèè ïî ìèíèìàêñíîìó êðèòåðèþ // Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà. 2015. Ò. 10,

� 4(58). Ñ 105�116.

ÓÄÊ 517.984

Î ÊÂÀÄÐÀÒÀÕ ÂÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ
ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÏÎËß Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

ÍÀ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÏÐÈ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ ÏÎ ÁÀÇÈÑÓ1

Ì.Ð. Ãàáäóëëèí (Ìîñêâà, ÐÔ)
Gabdullin.Mikhail@yandex.ru

Ïóñòü Fq � ïîëå èç q = pr ýëåìåíòîâ, {a1, . . . , ar} � áàçèñ Fq íàä Fp.
Äëÿ ìíîæåñòâà D ⊂ Fp ÷åðåç WD áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ Fq, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó
{a1, . . . , ar} ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ êâàäðàòîâ ïîëÿ Fq. Ïîëîæèì Q0 = Q ∪ {0}. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî p ≥ 3, òàê êàê â ñëó÷àå p = 2 ìû èìååì Fq = Q0.

Â íåäàâíåé ðàáîòå C.Dartyge, C.Mauduit, A.S�arkozy [1] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî åñëè ìíîæåñòâî D äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âî ìíîæåñòâå WD èìåþòñÿ
êâàäðàòû.

Òåîðåìà A. Ïóñòü D ⊂ Fp, 2 ≤ |D| ≤ p − 1. Òîãäà ïðè |D| ≥
≥ (

√
5−1)p
2 (1 + op(1)) èìååì |WD ∩Q0| ≥ 1.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî D ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, â
ýòîé æå ðàáîòå áûë ïîëó÷åí àíàëîã ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà B. Ïóñòü D = {0, . . . , t− 1}, ãäå 2 ≤ t ≤ p− 1. Òîãäà ïðè
t� √p log p èìååì |WD ∩Q0| ≥ 1.

Àâòîðó óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, óñèëèâàþùèå
òåîðåìó A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 2r − 1 ≤ p1/2, δ =
(√

p(2r − 1)
)2−r

. Òîãäà ïðè

|D| ≥ (1 + δ)(2r − 1)p1/2 ñïðàâåäëèâî |WD ∩Q| ≥ 1.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-11-00702).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü r ≥ 9, C(r) = exp
(

2 log r+4
r

)
= 1 + o(1), r → ∞.

Òîãäà ïðè |D| ≥ C(r)p
1
2 exp

(
log p+4 log log p

2r

)
ñïðàâåäëèâî |WD ∩Q| ≥ 1.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè r � log p, òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âî ìíîæå-
ñòâåWD åñòü êâàäðàòû óæå ïðè |D| � p1/2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè r � log p

log log p ,
áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äàåò òåîðåìà 2, à èíà÷å � òåîðåìà 1.

Ïðè ìàëûõ r òåîðåìó B òàêæå ìîæíî óñèëèòü, ïîëüçóÿñü ñëåäóþùèì
ðåçóëüòàòîì Ñ.Â. Êîíÿãèíà [2].

Òåîðåìà C. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4], χ � íåòðèâèàëüíûé ìóëüòèïëè-
êàòèâíûé õàðàêòåð â Fq, Ni, Hi � öåëûå ÷èñëà, p1/4+ε ≤ Hi ≤ p,
i = 1, . . . , r, è

B =

{
r∑
i=1

xiai : Ni + 1 ≤ xi ≤ Ni +Hi, i = 1, . . . , r

}
.

Òîãäà ∣∣∣∣∣∑
x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣� rO(1)

ε
p−ε

2/2|B|.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû B

ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ p1/4+ε, ãäå ε = C
(√

log r
log p + log log p

(log p)1/2(log log p+log r)1/2

)
ñ

íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé C > 0.
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ÐßÄÛ ÔÓÐÜÅ ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ÌÅÉÊÑÍÅÐÀ,
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÌ ÏÎ ÑÎÁÎËÅÂÓ
Ð.Ì. Ãàäæèìèðçàåâ (Ìàõà÷êàëà, ÐÔ)

ramis3004@gmail.com

Ïóñòü 1 ≤ r � öåëîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2,ρ(Ωr) ïðîñòðàíñòâî äèñêðåò-
íûõ ôóíêöèé g(x), çàäàííûõ íà Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .} è òàêèõ,
÷òî

∑
Ω0
g2(x)ρ(x) < ∞, ãäå ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q) = qxΓ(x+α+1)

Γ(x+1) . ×åðåç
Mα

k (x) îáîçíà÷èì ïîëèíîì Ìåéêñíåðà ïîðÿäêà k ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé
ôîðìóëû Ðîäðèãà

Mα
k (x) =

q−k

k!ρ(x)
∆k{ρ(x)x[k]}
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk(x)}∞k=0, â
êîòîðîé

ϕk(x) =
(x+ r)[k]

k!
, 0 ≤ k ≤ r − 1, (1)

ϕk(x) = akM
−r
k (x+ r), r ≤ k, (2)

ãäå b[k] = b(b− 1)...(b− k+ 1), ak = q
k+r

2

(1−q)r , îáðàçóþò ïîëíóþ â l2,ρ(Ωr) îð-
òîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òèïà
Ñîáîëåâà

〈f, g〉 =
r−1∑
k=0

∆kf(−r)∆kg(−r) + (1− q)
∑
t∈Ωr

∆rf(t)∆rg(t)qt. (3)

Òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ðÿäû Ôóðüå �Ñîáîëåâà ïî ýòîé ñèñòåìå ÿâëÿþò-
ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñìåøàííûõ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà Mα

k (x),
ââåäåííûõ È.È. Øàðàïóäèíîâûì (ñì. [1, 2]). Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ïî-
ëèíîìîâ Ìåéêñíåðà {Mα

k (x)}∞k=0 îðòîãîíàëüíà íà Ω0 = {0, 1, . . .} ñ âåñîì
ρ(x), ò. å.∑

x∈Ω0

ρ(x)Mα
k (x)Mα

l (x) = δk,lh
α
k (q), 0 < q < 1, α > −1,

ãäå

hαk (q) = (1− q)α+1
∑
x∈Ω0

ρ(x) {Mα
k (x)}2 =

(
k + α

k

)
q−kΓ(α + 1). (4)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû mα
k (x) = mα

k (x, q) = {hαk (q)}−1/2Mα
k (x)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ â l2,ρ(Ω0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Êðîìå òîãî, ââåäåí íîâûé ñïåöèàëüíûé ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-

ðà Mα
k (x) ñ α > −1, êîòîðûé â ñëó÷àå α = r ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñò-

âóþùèì ñìåøàííûì ðÿäîì ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà M 0
k (x) è ðÿäîì

Ôóðüå �Ñîáîëåâà ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà M−r
k (x). Íàïîìíèì îïðåäå-

ëåíèå ñìåøàííîãî ðÿäà ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà. Äëÿ r ≥ 1, ðàññìîò-
ðèì äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Èç òîãî, ÷òî d(x) ∈ l2,ρ(Ωr),
î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ∆rd̄(x) = ∆rd(x−r) ïðèíàäëåæèò ïðîñò-
ðàíñòâó l2,ρ(Ω0), ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå �
Ìåéêñíåðà ýòîé ôóíêöèè

dαr,k =
∑
t∈Ω0

∆rd̄(t)mα
k (t)ρ(t),
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è ðàññìîòðåòü ðÿä ïðè α = 0

d(x) =
r−1∑
ν=0

∆νd(−r)(x+ r)[ν]

ν!
+ (x+ r)[r]

∞∑
k=0

d0
r,k

(k + 1)r

M r
k(x, q)

{h0
k(q)}1/2

. (5)

Ýòî è åñòü ñìåøàííûé ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà.

Ñïåöèàëüíûå ðÿäû ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà. Ïóñòü 1 ≤ r,
d(x) îïðåäåëåíà íà Ωr,

Pr−1(x) = Pr−1(d, x) =
r−1∑
ν=0

∆νd(−r)(x+ r)[ν]

ν!
,

dr(x) =
d(x)− Pr−1(x)

(x+ r)[r]
(6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè dr(x), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (6) ñó-
ùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

d̂αr,k =
∑
t∈Ω0

dr(t)ρ(t)mα
k (t) =

∑
t∈Ω0

d(t)− Pr−1(t)

(t+ r)[r]
ρ(t)mα

k (t).

Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ðÿä Ôóðüå �Ìåéêñíåðà ôóíêöèè dr(x)

dr(x) ∼
∞∑
k=0

d̂αr,km
α
k (x) (7)

Åñëè ðÿä (7) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè dr(x), òî ñ ó÷åòîì (6)

d(x) = Pr−1(x) + (x+ r)[r]
∞∑
k=0

d̂αr,km
α
k (x) (8)

Ýòî è åñòü ñïåöèàëüíûé ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà. Åñëè α = r, òî
ðÿä (8) ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì (5).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè ϕk(x) (k = 0, 1, . . .), îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâà-
ìè (1) è (2), îáðàçóþò ïîëíóþ â l2,ρ(Ωr) îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3).

Ïóñòü d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîé ôóíê-
öèè

d̂k = 〈d, ϕk〉 = ∆kd(−r), 0 ≤ k ≤ r − 1,
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d̂k = 〈d, ϕk〉 = ak(1− q)
∑
t∈Ωr

qt∆rd(t)∆rM−r
k (t+ r), k ≥ r

è åå ðÿä Ôóðüå

d(x) ∼
∞∑
k=0

d̂kϕk(x) =
r−1∑
k=0

∆kd(−r)(x+ r)k

k!
+
∞∑
k=r

d̂kakM
−r
k (x+ r).

Ïîñëåäíèé ðÿä ñîâïàäàåò ñî ñìåøàííûì ðÿäîì ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-
ðà M 0

k (x).
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÎÐÒÎÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÏÎ×ÒÈ ÂÑÞÄÓ1

Â.Â. Ãàëàòåíêî, Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé
(Ìîñêâà, ÐÔ)

vgalat@imscs.msu.ru, lukashenko@mail.ru, info@rector.msu.ru

Ïîíÿòèå îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ áûëî ââåäåíî â 1999 ãîäó â [1, 2], ïîäðîáíàÿ ïóáëèêàöèÿ [3] âûøëà
â 2001 ãîäó. Îáîáùåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî
öåïî÷êå ñèñòåì è îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè äàíû â [4, 5]. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îðòîðåêóð-
ñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü {ek}∞k=1 � ñèñòåìà íîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H (íàä ïîëåì R èëè C).

Îïðåäåëåíèå 1. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå (ÎÐÐ) ýëåìåíòà f ∈
∈ H ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ {ek}∞k=1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1) ïîëîæèì r0 = f ;
2) åñëè çàäàí îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, è ýëåìåíò en,

òî ïîëàãàåì
f̂n = (rn−1, en), rn = rn−1 − f̂nen. (1)

Íàçîâåì ïîëó÷åííûå ÷èñëà f̂k îðòîðåêóðñèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå {ek}∞k=1, à ðÿä σ(f) =
∞∑
k=1

f̂kek íàçîâåì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 14-01-00417 è ÍØ�7461.2016.1.
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îðòîðåêóðñèâíûì ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå {ek}, åãî ÷à-
ñòè÷íàÿ ñóììà Sn(f) =

n∑
k=1

f̂kek. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî rn(f) = f − Sn(f) è

äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé {ek} îðòîðåêóðñèâíûå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå, à îðòîðå-
êóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå � îáû÷íûì ðÿäîì Ôóðüå. Èç (1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
Ïèôàãîðà

‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + |f̂n|2. (2)

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî

f = r0 =
n∑
k=1

f̂kek + rn è ‖f‖2 = ‖r0‖2 =
n∑
k=1

∣∣∣f̂k∣∣∣2 + ‖rn‖2. (3)

Èç (3) ñëåäóþò îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ‖f − Sn(f)‖2 ≡
≡ ‖rn‖2 = ‖f‖2 −

∑
k6n

∣∣∣f̂k∣∣∣2, àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ‖f‖2 >
∑
k

∣∣∣f̂k∣∣∣2 è
óòâåðæäåíèå, ÷òî f =

∑
k

f̂kek òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ‖f‖2 =
∑
k

∣∣∣f̂k∣∣∣2, ïðè÷åì â ñëó÷àå âûïîëíå-

íèÿ àíàëîãà ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ‖f − Sn(f)‖2 = ‖rn(f)‖2 =
∑
k>n

∣∣∣f̂k∣∣∣2.
Â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ èçâåñòíà òåîðåìà Ìåíüøîâà �Ðàäåìà-

õåðà (ñì. [6, 7] èëè [8, ñ. 332, 532]), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè

ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ðÿäà îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé σ =
∞∑
k=1

akϕk(x)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|ak|2 log2
2(k + 1).

Ä. Å. Ìåíüøîâûì â [6] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðèâåäåííîì óñëî-
âèè log2

2(k+ 1) íåëüçÿ çàìåíèòü íà ëþáóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü o

(
log2

2(k + 1)
)
� ðàñòóùóþ ìåäëåííåå log2

2(k + 1). Äîêàçûâàþùèå
ýòîò ôàêò òåîðåìû ðÿäà àâòîðîâ ñì. â [8, ãë. 9, � 1].

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëîãè÷íîì óñëîâèè íà êîýôôèöèåíòû îðòî-
ðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, ãàðàíòèðóþùèå èõ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(Ω), 0 < µΩ < ∞, ñåïà-
ðàáåëüíî, à λk � òàêàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî âñå λk > 1 è

∞∑
k=1

1

λk
=∞, (4)
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òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(Ω), ‖f(x)‖ > 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ íîð-
ìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1, ÷òî îðòîðåêóð-
ñèâíûé ðÿä f(x) ïî ñèñòåìå {ek(x)}∞k=1 íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñò-
ðàíñòâà, íå ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ïî÷òè âñþäó íà Ω è ïðè ýòîì

∞∑
k=1

|f̂k|2 · λk <∞.

Òåîðåìà 2. Åñëè {ek(x)}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(Ω), íîðìû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè
sup
k
‖ek(x)‖ = C <∞, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk > 1 òà-

êîâà, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

1

λk
= Λ <∞, (1)

à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak óäîâëåòâîðÿåò óëîâèþ
∞∑
k=1

|ak|2 · λk = L <∞,

òî ðÿä
∞∑
k=1

akek(x) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω è∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

|akek(x)|

∥∥∥∥∥ 6 C
√
LΛ.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ (4) è (5) òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè òåîðå-
ìû äîïîëíÿþò äðóã äðóãà è íå ìîãóò áûòü óñèëåíû áåç äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé.

Ðÿä èç òåîðåìû 1 íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà, à íàèáîëüøèé
èíòåðåñ âûçûâàþò ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðÿäû. Â ýòîì
ñëó÷àå òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü óñèëåíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1 ⊂ L2(Ω) ñõîäèòñÿ
ê f è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

k
∣∣∣f̂k∣∣∣2 <∞,

òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

f̂kek(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω

è ∥∥∥∥∥sup
K

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

f̂kek(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

2

6
∞∑
k=1

k
∣∣∣f̂k∣∣∣2 .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk = k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4), íî äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå îðòîðåêóðñèâíîãî ðÿäà Ôóðüå
ýëåìåíòà f ê f âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

Îáîáùåíèåì îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ââåäåííûå â [5] îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C, äàëåå ïîä
ïîäïðîñòðàíñòâîì H ïîíèìàåòñÿ çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà f ∈ H
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk}∞k=1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1) ïîëîæèì r0 = f ;
2) åñëè çàäàí îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, òî ïîëàãàåì, ÷òî

f̃n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ îñòàòêà rn−1 íà Hn, à îñòàòîê rn = rn−1 −
− f̃n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ rn−1 íà H⊥n � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
Hn â H.

Èòàê, f̃k � ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ f ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk},
ðÿä σ(f) =

∑
k

f̃k � ðåêóðñèâíûé ðÿä ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå ïîäïðî-

ñòðàíñòâ {Hk}, ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðåêóðñèâíîãî ðÿäà σ(f) ñ íîìåðîì n

ñ÷èòàåì ñóììó Sn(f) =
n∑
k=1

f̃n = f − rN(f).

Â ñèëó ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ êàæäîãî n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Ïèôàãîðà

‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + |f̃n|2. (5)

Èç (5) ñëåäóþò îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ‖f − Sn(f)‖2 ≡
≡ ‖rn‖2 = ‖f‖2 −

∑
k6n

∥∥∥f̃k∥∥∥2

, àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ‖f‖2 >
∑
k

∣∣∣f̃k∣∣∣2
è óòâåðæäåíèå, ÷òî f =

∑
k

f̂kek òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ‖f‖2 =
∑
k

∣∣∣f̃k∣∣∣2, ïðè÷åì â ñëó÷àå âûïîëíå-

íèÿ àíàëîãà ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ‖f − Sn(f)‖2 = ‖rn(f)‖2 =
∑
k>n

∣∣∣f̃k∣∣∣2.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ çàäàåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, òî ÎÐÐ ïî ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ ÎÐÐ ïî çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ÎÐÐ ïî ñèñòåìå
ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Óòâåðæäåíèå. Åñëè σ(f) =
∑
n
f̃k(x) � ÎÐÐ ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) ïî

ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk > 1
òàêîâà, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

1

λk
= Λ <∞,

è ∞∑
k=1

‖f̃k(x)‖2 · λk = L <∞,

òî ðÿä
∞∑
k=1

f̃k(x) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω è

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

∣∣∣f̃k(x)
∣∣∣∥∥∥∥∥ 6

√
LΛ.

Òàê êàê ÎÐÐ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå îäíî-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò ñ ÎÐÐ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ, òî òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò îêîí÷àòåëüíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Çäåñü òàêæå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÎÐÐ ôóíêöèè f ∈
∈ L2(Ω) ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê f ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 4. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ñèñ-
òåìå ïîäïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê f è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

k
∥∥∥f̃k∥∥∥2

<∞,

òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

f̃k(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω

è ∥∥∥∥∥sup
K

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

f̃k(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

2

6
∞∑
k=1

k
∥∥∥f̃k∥∥∥2

.
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ÓÄÊ 517.57

ÔÓÍÊÖÈÈ Â Cn Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÌ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ1

Å. Ã. Ãàíåíêîâà (Ïåòðîçàâîäñê, ÐÔ)
g_ek@inbox.ru

ÏóñòüD1, . . . , Dn � îáëàñòè â C, D = D1×· · ·×Dn, z0 = (z0
1, . . . , z

0
n) ∈

∈ ∂D � äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, ò. å. ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Γ ⊂ D ñ
êîíöîì â òî÷êå z0. Ïóñòü f � îïðåäåëåííàÿ â D ôóíêöèÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ C ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f
â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γa ⊂ D ñ êîíöîì z0, ÷òî

lim
γa3z→z0

f(z) = a.

Ìíîæåñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî) ôóíêöèè f â òî÷êå z0 îáîçíà÷àåòñÿ As(f, z0).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîäðîáíî èçó÷àëèñü äëÿ öåëûõ è ìå-
ðîìîðôíûõ â C ôóíêöèé. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ íåïîñòîÿííîé
öåëîé ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â
ñìûñëå Ñóñëèíà è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîñòü (ñì. [1, 2]). Áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ñòàòåé ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ ôóíêöèé, èìåþùèõ çàäàí-
íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî. W. Gross [3] ïîñòðîèë öåëóþ ôóíêöèþ,
ìíîæåñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ C. M. Heins
[4] ïîêàçàë, ÷òî êàæäîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷-
íîñòü, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîé öåëîé ôóíê-
öèè. Â [5] è [6] òåîðåìû W. Gross'à è M. Heins'à ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè. Â

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00510a)).
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äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî îáîáùåíèå ïðèìåðîâ W. Gross'à è M. Heins'à
íà ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â ïîëèêðóãîâûõ îáëàñòÿõ èç Cn.

Îáëàñòü G ⊂ C èìååò èçîëèðîâàííûé ãðàíè÷íûé ôðàãìåíò (ñì. [7]),
åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

(I) ñóùåñòâóþò êîíòèíóóì K ⊂ ∂G è îòêðûòîå ìíîæåñòâî U, òàêèå,
÷òî K ⊂ U è (∂G \K) ∩ U = ∅.

(II) ñóùåñòâóþò ïðîñòàÿ êðèâàÿ Γ ⊂ ∂G ñ ðàçëè÷íûìè êîíöàìè
ξ, η è îòêðûòûé êðóã B, òàêèå, ÷òî ξ, η ∈ ∂B, Γ \ {ξ, η} ⊂ B è
(∂G \ Γ) ∩B = ∅.

(III) ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà a ìíîæåñòâà ∂G.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 1 ≤ k ≤ n.
Ïóñòü D = D1 × · · · × Dn, ãäå Di, 1 ≤ i ≤ n, i 6= k, � ïðîèçâîëü-
íûå ïëîñêèå îáëàñòè, Dk ⊂ C � îáëàñòü ñ èçîëèðîâàííûì ãðàíè÷íûì
ôðàãìåíòîì F. Ïóñòü z0 = (z0

1, . . . , z
0
n) ∈ ∂D; z0

i , i 6= k, � èëè òî÷êà
îáëàñòè Di, èëè äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòè Di; zk ∈ F.
Åñëè F � ôðàãìåíò òèïà (I), òî áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî z0

k � äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòè Dk è z0
k ÿâëÿåòñÿ

íîñèòåëåì íåêîòîðîãî ïðîñòîãî êîíöà îáëàñòè Dk. Ïóñòü A � àíàëè-
òè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò
àíàëàèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé As(f, z0) = A.

Òîò ôàêò, ÷òî z0
k ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ïðîñòîãî êîíöà îáëàñòè Dk (Dk

ìîæåò áûòü ìíîãîñâÿçíîé), çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî z0
k � íîñèòåëü ïðîñòîãî

êîíöà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ⊃ Dk, ∂G = F.

Â äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ
â ìíîãîìåðíîì è îäíîìåðíîì ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ.
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÂÎËÍ
ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
À.Â. Ãîëîâöîâ, Â.Ñ. Ìîêåé÷åâ (Êàçàíü, ÐÔ)

Golovtsov@mail.ru, Valery.Mokeychev@kpfu.ru

Â [1,2] äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè∑

|α|≤2

CαU
(α) = 0, U (α) = (∂/∂t)α1(∂/∂x)α2(∂/∂y)α3(∂/∂z)α4U

èñïîëüçóþòñÿ äàííûå àìïëèòóä ýëåìåíòàðíûõ âîëí ϕ(t)ψ(x, y, z),
ψ1(x)v1(t, y, z), ψ2(y)v2(t, x, z), ψ3(z)v3(t, x, y). Ýòî îêàçàëîñü âîçìîæ-
íûì â ñëó÷àå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ t, (x, y, z); x, (t, y, z); y, (t, x, z);
z, (t, x, y). Â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåäëàãàåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå âîëíû U = V (b1t+ b2x+ b3y+ b4z) ≡ V (ξ).
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1) îêàæåòñÿ

B2V
(2)(ξ) +B1V

(1)(ξ) +B0V (ξ) = 0. (1)

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû Cα è âåêòîð b = (b1, b2, b3, b4) ïîñòîÿííû. Òîãäà
B2 =

∑
|α|=2

Cα · bα, B1 =
∑
|α|=1

Cα · bα, B0 = C0. Ïîñëå îáîçíà÷åíèé

a1 =
B1

B2
, a2 =

B0

B2
óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

V (2)(ξ) + a1V
(1)(ξ) + a0V (ξ) = 0, (2)

è â í¼ì íå èçâåñòíû ÷èñëà a1, a2. ×òîáû èõ íàéòè ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñ
óñëîâèÿìè

V (ξ0 + jT ) = Aj, j = 0, 1, 2, 3, (3)

ãäå T > 0 ôèêñèðîâàíî è Aj èçâåñòíû. Â [1, 2] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2), (3), è â ñëó÷àå
ðàçðåøèìîñòè âû÷èñëåíû V (ξ) è íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû a1, a2. Â
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ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé∑
|α|=1

Cα · bα = a1

∑
|α|=2

Cα · bα, C0 = a2

∑
|α|=2

Cα · bα. (4)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íå èçâåñòíû òîëüêî äâà
êîýôôèöèåíòà, òî èõ ìîæíî âû÷èñëèòü èç (4). Â ñëó÷àå áîëüøåãî
êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
âîëíû Vk(ξk) = V (bk,1t+ bk,2x+ bk,3y + bk,4z) è äàííûå

Vk(ξ0 + jT ) = Ak,j, j = 0, 1, 2, 3. (5)

Â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ Vk(ξ) è ñîîòâåòñòâóþùèå a1,k,
a2,k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé∑

|α|=1

Cα · bα(k) = a1,k

∑
|α|=2

Cα · bα(k), C0 = a2,k

∑
|α|=2

Cα · bα(k). (6)

Òàê êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ âñåãäà ìîæíî
ñ÷èòàòü 1, òî (6) ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Âûáðàâ b(k) = (bk,1, bk,2, bk,3, bk,4) òàê, ÷òîáû ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, îäíîçíà÷íî âû÷èñëèì íåèçâåñòíûå Cα.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 14 � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ èçó÷åí ïîëíîñòüþ.

Åñëè ôóíêöèè aj,k çàâèñÿò òîëüêî îò ξ è Ò-ïåðèîäè÷åñêèå, òî â ñëó-
÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ Vk(ξ) íå óäàñòñÿ òî÷íî âû÷èñëèòü íè Vk(ξ), íè aj,k, à
òåì áîëåå Cα. ×òîáû âû÷èñëèòü èõ ïðèáëèæ¼ííî, íàðÿäó ñ äàííûìè (5),
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

Vk(ξr) = Xk,r,1, Vk(ξr + T ) = Ck,r,2, ξr ∈ (0, T ), r = 1, . . . , N. (7)

Ïðè ýòîì äàííûå (5), (7) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåíèåì ê Vk(ξ) íà îòðåç-
êå [0, T ]. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ b(k) ñîõðàíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (4). Óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ Vk(ξ) èäåíòè÷íû òåì, êîòîðûå âûïèñàíû â [1, 2] ïðè ïî-
ñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòàõ â (2), îíè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äàííûìè (5)
è óñëîâèÿìè Ò-ïåðèîäè÷íîñòè aj,k. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (7) âû÷èñëÿþòñÿ
Vk(ξr + qT ) ïðè q = ±1,±2, . . . , òî åñòü, ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿþòñÿ âîë-
íû â R4.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ãîëîâöîâ À.Â. Íàõîæäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ñîáñòâåííûõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ïî

ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé // Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå.
Êàçàíü, 2011. Âûï. 27. Ñ. 122�131.
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2. Ãîëîâöîâ À.Â., Ìîêåé÷åâ Â.Ñ. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííîé âîëíû

ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé â çàäàííîé òî÷êå å¼ àìïëèòóä // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ,

2014. Ò. 50, � 5. C. 636�645.
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâè-
ÿìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, îãðàíè÷åííîì
õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ. Èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìáè-
íàöèåé çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè è èíòåãðàëà îò
íåãî.

Â ïðÿìîóãîëüíèêå D = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} ðàññìàòðè-
âàåòñÿ óðàâíåíèå

ux,y + A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = f(x, y). (1)

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) u(x, y) ∈ C2(D) ∩ C1(D̄), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, 0) + l(x)

bˆ

0

u(x, y)dy = ϕ(x), (2)

u(0, y) + µ(y)

aˆ

0

u(x, y)dx = ψ(y), (3)

ãäå l(x), ϕ(x), µ(y) ∈ C1(D̄) � çàäàííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ:

ϕ(0)− l(0)

bˆ

0

u(0, y)dy = ψ(0)− µ(0)

aˆ

0

u(x, 0)dx.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äîêàçàíà òåðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñò-
âåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîä-
íîé çàäà÷è è çàäà÷è Ãóðñà äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ, åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå:

l(x) 6= −
1

b
, µ(y) 6= −

1

a
, l(0) 6= 0,
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1 + aµ(0) +
µ(0)

l(0)

aˆ

0

l(x)− l(0)

1 + bl(0)
dx 6= 0.

Çàäà÷à Ãóðñà ýêâèâàëåíòà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ ñî ñæèìàþùèì
îïåðàòîðîì.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ðåøå-
íèÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Af(x) =

θ(x)ˆ

0

A(θ(x), t)f(t) dt,

ãäå θ(x) = 1
2 − x ïðè x ∈ [0, 1

2 ] è θ(x) = 3
2 − x ïðè x ∈ (1

2 , 1]. Ôóíêöèÿ
A(x, t) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: A(x, t) = 0 ïðè t > x è A(x, x − 0) ≡ 1.
Êðîìå òîãî, ïîëîæèâ Ã(x, t) = A(θ(x), t) ïðè t ≤ θ(x), Ã(x, t) = 0 ïðè
t > θ(x) è îáîçíà÷èâ

Bij(x, t) = Ã
(i− 1

2
+ x,

j − 1

2
+ t
)
, i, j = 1, 2, x, t ∈

[
0,

1

2

]
,

òðåáóåì, ÷òîáû
∂k+l

∂xk∂tl
Bij(x, t) (k + l ≤ 2)

áûëè íåïðåðûâíû âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ëèíèè t+ x = 1
2 è

∂

∂x
Bij(x, t)

∣∣∣
t= 1

2−x±0
,

∂

∂x
Bij(x, γ), γ = 0,

1

2

áûëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
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Ôóíêöèÿ g (λ, r) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) g (λ, r) íåïðåðûâíà ïî λ â êðóãå |λ| ≤ r è àíàëèòè÷íà ïî λ â êðóãå

|λ| < r ïðè ëþáîì r > 0;
2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî |g (λ, r)| ≤ C ïðè âñåõ

r > 0 è |λ| ≤ r;
3) g (λ, r)→ 1 ïðè r →∞ è ôèêñèðîâàííîì λ;
4)

g
(
rei ϕ, r

)
= O

(∣∣∣ϕ± π

2

∣∣∣γ) , γ ≥ 1.

×åðåç Rλ = (E − λA)−1A îáîçíà÷èì ðåçîëüâåòó Ôðåäãîëüìà. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü A−1 ñóùåñòâóåò è f (x) ∈ C
[
0, 1

2

]
∩ V

[
0, 1

2

]
ïðè

x ∈
[
0, 1

2

]
, f (x) ∈ C

[
1
2 , 1
]
∩ V

[
1
2 , 1
]

ïðè x ∈
[

1
2 , 1
]
, f
(

1
2 − 0

)
= f(0) −

− f(1) = 0. Òîãäà

lim
r→∞

 2∑
k=1

max
k−1

2 ≤x≤
k
2

∣∣∣∣∣∣∣f (x) +
1

2πi

ˆ

|λ|=r

g (λ, r)Rλf(x) dλ

∣∣∣∣∣∣∣
 = 0.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ãîëóáü À.Â., Õðîìîâ À.Ï. Òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåí-

íûì ôóíêöèÿì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ èíâîëþöèåé, äîïóñêàþùåé ðàçðûâû //
Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåì. Ìåõ. Èíôîðì. 2007. Ò. 7, âûï. 2, ÷. 1. Ñ. 5�10.

ÓÄÊ 517.97:517.956.2

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ1

Â.Þ. Ãîí÷àðîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
fulu.happy@gmail.com

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ýëëèïòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ [1, 2]. Ìíîæåñòâî òàêèõ çàäà÷ ÷àñòî âîçíèêàåò â îïòèìàëüíîì ïðî-
åêòèðîâàíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñøè-
ðèòü áåçðåçîíàíñíûé èíòåðâàë ÷àñòîò íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè, äîñòàòî÷-
íî ìàêñèìèçèðîâàòü åå ôóíäàìåíòàëüíóþ ÷àñòîòó èëè ðàçíèöó ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîñåäíèìè ÷àñòîòàìè. Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàþò
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00827).
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èëè åå ýëåìåíòà âêëþ÷àåò îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷à-
ñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé íàèìåíüøåãî âåñà. ×àñòîòû
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñî-
îòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å. Òàêèì îáðàçîì, â îïòè-
ìàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé ñóùåñòâóåò êëàññ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ.

Èññëåäîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ñåðüåçíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îáóñëàâëèâàåòñÿ
íåëèíåéíîñòüþ îïòèìèçèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ è îòñóòñòâèåì ãëàäêîé
çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rd, d ∈ N. Äàëåå, ïóñòü G � íåïó-
ñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rr, r ∈ N. Ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ áó-
äóò ïîëåçíûìè â äàëüíåéøåì. Ïóñòü D � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé
(x, ξ) 7→ f(x, ξ) : Ω×G → R òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. (x, ξ) 7→ f(x, ξ) îãðàíè÷åíî äëÿ ï. â. (x, ξ) ∈ Ω× G;

2. f(·, ξ) èçìåðèìî äëÿ âñåõ ξ ∈ G;

3. f(x, ·) : G → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî äëÿ ï. â. x ∈ Ω;

4. ∂f
∂ξi

(·, ·) : Ω× G → R îãðàíè÷åíî ï. â. â Ω× G, i = 1, . . . , r.

Ïóñòü D+ ñóòü ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f ∈ D òàêèõ, ÷òî îòîáðà-
æåíèå

f(x, ·) : G → R (1)

âûïóêëî äëÿ ï. â. x ∈ Ω. Äàëåå, îïðåäåëèì

D− = {f : −f ∈ D+} , D0 = D+ ∩ D−.

Êðîìå òîãî, ÷åðåç D̊+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f ∈ D
òàêèõ, ÷òî îòîáðàæåíèå (1) ñòðîãî âûïóêëî äëÿ ï. â. x ∈ Ω.

Ïóñòü m < s, à V è W � çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ
Hs(Ω) è Hm(Ω) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì C∞0 (Ω̄) ⊂ V ⊂ W . Êðîìå òîãî,
äîïóñòèì, ÷òî ñâîéñòâà Ω îáóñëàâëèâàþò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà V â W . Äàëåå, ïóñòü U ⊂ [L∞(Ω)]r ñóòü íåïóñòîå âûïóêëîå
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ñëàáî ñî çâåçäîé êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî îòîáðàæàþò
Ω â G.

Äëÿ u ∈ U ðàññìîòðèì áèëèíåéíûå ôîðìû Au : V × V → R è Bu :
W ×W → R, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Au(y, z) =
∑
|α|,|β|≤s

ˆ

Ω

aαβ (x, u(x)) ∂αy(x) ∂βz(x) dx,

Bu(y, z) =
∑

|α|,|β|≤m

ˆ

Ω

bαβ (x, u(x)) ∂αy(x) ∂βz(x) dx,

ãäå aαβ, bαβ ∈ D. Î÷åâèäíî, ôîðìû Au(·, ·) è Bu(·, ·) íåïðåðûâíû. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñèììåòðè÷íûìè è êîýðöèòèâíû-
ìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò u.

Äëÿ u ∈ U ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Au(y, z) = λBu(y, z), z ∈ V.

Ïóñòü λk[u] � k�îå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ èçëî-
æåííûì âûøå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îï-
òèìèçàöèè: íàéòè ýëåìåíò v̂ ∈ U òàêîé, ÷òî

λk[v̂] = sup
u∈U

λk[u]. (2)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Åñëè

aαα ∈ D−, |α| ≤ s, aαβ ∈ D0, α 6= β, |α| , |β| ≤ s,

bαα ∈ D+, |α| ≤ m, bαβ ∈ D0, α 6= β, |α| , |β| ≤ m,
(3)

òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå v̂ çàäà÷è (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), è äëÿ íåêîòîðîãî ðå-
øåíèÿ v̂ çàäà÷è (2) ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λk[v̂] ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïóñòü ŷk îáîçíà÷àåò k�ûé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λk[v̂]. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
íàáîð ìóëüòèíäåêñîâ Γ, ÷òî

−aγγ ∈ D̊+ ∨ bγγ ∈ D̊+, ∂γ ŷk 6= 0 ï. â. â Ω, γ ∈ Γ,

òî çàäà÷à (2) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîâîëüíî áëèçêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëè-
âî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå è äëÿ ñëó÷àÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Â [3] ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïðîâîäÿòñÿ äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÍÅÍÓËÅÂÎÉ ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ

È ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ1

À.Ï. Ãóðåâè÷, Â.Ï. Êóðäþìîâ, À.Ï. Õðîìîâ

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ,α1, α2, β1, β2 �êîìïëåêñíîçíà÷íûå
÷èñëà è ψ(x) ∈ C1[0, 1] êîìïëåêñíîçíà÷íà, ïðè÷åì

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (4)

Â [1], èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå è ïðèåì
À.Í. Êðûëîâà [2] îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîäîáíûõ ðÿäàì
Ôóðüå, ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0 (5)

ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ϕ(x). Òåïåðü ñõîæèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåò-
ñÿ â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3). Ïðåäñòàâëÿÿ ψ(x) â âèäå

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (6)

ãäå ψ1(x) ∈ C1[0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = ψ′1(0) = ψ′1(1) = 0 è ψ2(x) ∈
∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (DL � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ly = −y′′+
+ q(x)y, y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0, ïðè÷åì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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y ∈ C2[0, 1]), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ïî ìåòîäó Ôóðüå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (7)

ãäå u0(x, t) = − 1
2πi

(´
γ0

+
∑
n≥n0

´
γn

)
(Rλψ1)

sin ρt
ρ dλ, u1(x, t) = − 1

2πi

(´
γ0

+

+
∑
n≥n0

´
γn

)
(Rλψ1 − R0

λψ1)
sin ρt
ρ dλ, u2(x, t) = − 1

2πi

(´
γ0

+
∑
n≥n0

´
γn

)
1

λ−µ0
×

×(Rλg) sin ρt
ρ dλ, Rλ=(L−λE)−1, R0

λ=(L0−λE)−1, L0 åñòü L ïðè q(x) ≡ 0
è α1 = α2 = β1 = β2 = 0, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëü-
íûé ïàðàìåòð; γn � êîíòóð â λ-ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ
ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòû-
ìè ïðè n ≥ n0 è óäîâëåòâîðÿþò àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì: λn = ρ2

n

(λ = ρ2, Reρ ≥ 0), ρn = nπ + O( 1
n); γ0-êîíòóð, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γn ïðè n ≥ n0,
µ0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå âíå êîíòóðîâ γ0 è γn ïðè
n ≥ n0, g = (L− µ0E)ψ2.

Ëåììà 1.Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+tˆ

x−t

ψ̃1(τ)dτ,

ãäå ψ̃1(x) = ψ1(x) ïðè x ∈ [0, 1], ψ̃1(x) � ÷åòíàÿ, ψ̃1(x + 2) = ψ̃1(x) è

ψ̃1(x) ∈ C1(−∞,∞).
Ëåììà 2.Ðÿäû u1(x, t) è u2(x, t) äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöè-

ðîâàíèå äâàæäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).
Íà îñíîâàíèè ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 1.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (7) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (1)�(3) ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (4) íà ψ(x).
2. Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), (3) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u′x(0, t) + βu′x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0, (8)

ãäå q(x) � òàêàÿ æå, êàê è â ï. 1, α, α1, β, β1 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ψ(x) ∈ C1[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ψ′(0) + βψ′(1) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = αψ(0) + ψ(1) = 0, (9)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷ó (1), (3), (8) èçó÷àåì ïðè óñëîâèè 1 + αβ 6= 0, êîòîðîå íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùåé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïî ìåòîäó Ôóðüå. Ñëó÷àé íà÷àëüíûõ óñëîâèé (5)
âìåñòî (3) ðàññìîòðåí â [3]. Äëÿ çàäà÷è (1), (3), (8) ñîõðàíÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå (6) äëÿ ôóíêöèè ψ(x), íî òåïåðü ψ2(x) ∈ DL � îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàòîðà

Ly=−y′′+ q(x)y, y′(0)+βy′(1)+α1y(0) + β1y(1)=αy(0)+y(1)=0, (10)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îáðàçóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: λn =
= ρ2

n è λ
′
n = ρ′2n (λ = ρ2, Re ρ ≥ 0) è èìåþò àñèìïòîòèêó: ρn = 2nπ+ ζ1 +

+εn, ρ′n = 2nπ+ζ2+ε′n, ãäå ζ1,2 = −i ln(d±
√
d2 − 1), d = −(α+β)/1+αβ,

εn = o(1), ε′n = o(1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn ïðè n ≥ n0 îáúåäèíåíèå ïðè îòîáðàæåíèè λ = ρ2

îáðàçîâ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé {ρ || ρ + 2nπ + ζj |= δ}
(j = 1, 2), åñëè ζ1 6= ζ2 èëè îäèí òàêîé êîíòóð, åñëè ζ1 = ζ2 è δ > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî; n0 òàêîâî ÷òî ïðè n ≥ n0 âíóòðè êàæäîãî γn íàõîäÿòñÿ
λn è λ′n (êîòîðûå ìîãóò è ñîâïàäàòü).

Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (3), (8) ñîõðàíÿåòñÿ ôîðìó-
ëà (7), íî òåïåðü L � îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (10), à L0 ñîâïàäàåò ñ
L ïðè q(x) ≡ 0 è α1 = β1 = 0. Ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå è ëåììû 1 è 2, íî â
ëåììå 1 ôóíêöèÿ ψ̃1(x) òåïåðü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: ψ̃1(x) = ψ1(x)

ïðè x ∈ [0, 1], ψ̃1(−x) = 1
1+αβ

[
(1− αβ)ψ̃(x)− 2βψ̃(1− x)

]
, ψ̃1(1 + x) =

= 1
1+αβ

[
−2αψ̃1(x) + (αβ − 1)ψ̃1(1− x)

]
è ψ̃(x) ∈ C1(−∞,∞).

Òåîðåìà 2.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (7) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (1), (3), (8) ïðè óñëîâèÿõ (9) íà ψ(x).

Àíàëîãè÷íî (äàæå ïðîùå) ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà ïî-
ëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(0, t) = u(1, t) = 0 ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ψ(x): ψ(x) ∈
∈ C1[0, 1], ψ(0) = ψ(1) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à âìåñòå ñ çàäà÷àìè èç ïóíêòîâ 1 è 2 èñ÷åðïû-
âàþò âåñü êëàññ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (3), äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è â ìåòîäå Ôóðüå èìååò ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ q(x) è
ψ(x) âåùåñòâåííûõ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è óñëîâèÿìè
u(0, t) = u(1, t) = 0 ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ψ(x) ïîëó÷åíî
â [4].
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÀÔÔÈÍÍÎÉ
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÃÈÏÅÐ�ÁÅÍÒ�ÔÓÍÊÖÈÉ

Ì.Ê. Äàòèåâ, A.Â. Èâàíîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
mkdat05@rambler.ru

Â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò
áóëåâû ôóíêöèè. Ãèïåð-áåíò-ôóíêöèè (ÃÁÔ) � ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ
áóëåâûõ ôóíêöèé, âïåðâûå îïèñàííûé â ðàáîòå [1]. Äàííûé êëàññ ôóíê-
öèé îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êëàññ
ãèïåð-áåíò-ôóíêöèé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðî-
åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ ïîëåé, ÷àñòî âîçíè-
êàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: íàéòè ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå íåêîòîðîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîì ïîëå, â îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå ôóíê-
öèé � êëàññå ïðèáëèæåíèé [2].

Ìíîãèìè àâòîðàìè èçó÷àëñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè â êëàññå àôôèííûõ ôóíêöèé. Êàê
èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè îò
n ïåðåìåííûõ ñî çíà÷åíèÿìè åå ëó÷øåé àôôèííîé àïïðîêñèìàöèè íå
ìåíüøå âåëè÷èíû 1

2 + 2−
n
2−1 [2]. Ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà îáðà-

ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, áûëè íàçâàíû ¾áåíò-ôóíêöèÿìè¿ [3].
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, âîç-

ìîæíî ðàññìîòðåíèå èõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä ïîëåì GF(2n). Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé àïïàðàò [4]. Â ðàáîòå [5] äëÿ îäíîãî
èç òàêèõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ïðèâåäåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå â áàçèñå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2)¿. Â òîì
æå èññëåäîâàíèè [5] èçó÷àëñÿ êëàññ, òàê íàçûâàåìûõ, ñîáñòâåííûõ ìîíî-
ìèàëüíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ïðèâåäåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè â áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2), äâîéñòâåííîì ê íåêîòîðîìó ïîëèíîìèàëüíîìó
áàçèñó. Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîì êëàññå äëÿ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåí-
íûõ ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè íå âûøå n

2 − 1 ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íîå ïðè-
áëèæåíèå, ÷åì â êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé [5]. Â ðàáîòå [1] Éîçåôîì è
Ãîíãîì ïîñòðîåí òàêîé êëàññ îòîáðàæåíèé èç ïîëÿ GF(2n) â ïîëå GF(2),
êîòîðûé íàèõóäøèì îáðàçîì ïðèáëèæàåòñÿ êàê ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè,
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òàê è ñîáñòâåííûìè ìîíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïî-
ëó÷èëè íàçâàíèå ¾ãèïåð-áåíò-ôóíêöèè¿ [1, 5].

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü Fn � ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé èç ïîëÿ GF(2n) â ïîëå GF(2). Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè F ∈ Fn ãèïåð-áåíò-ôóíêöèåé, íåîáõîäèìî íàéòè êîýô-
ôèöèåíòû ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà, ò. å. ïîñ÷è-
òàòü ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà ôóíêöèé âèäà trn1(axδ), ãäå a ∈ Q,
(δ, 2n − 1) = 1 . Äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî íàõîæäåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ ëþáîãî δ :
(δ, 2n − 1) = 1 áûë ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 1.

1. Äëÿ çàäàííîãî δ : (δ, 2n − 1) = 1 íàéòè ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî
àëãîðèòìà Åâêëèäà ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå σ : σ · δ ≡ 1(mod2n − 1).

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fσ(x) = F (xσ).
3. Ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàéòè êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè Fσ(x).
4. Òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè ñâÿ-

çàíû èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ñ êîýôôèöèåíòàìè Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ
ôóíêöèè, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ ôóíêöèè F .

Íàéäåííûå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 1 êîýôôèöèåíòû áóäóò ðàâíû ñî-
îòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòàì ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �
Àäàìàðà äëÿ ôóíêöèè F ∈ Fn.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî äëÿ âñåõ δ : (δ, 2n−1) = 1 ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âñå áóäóò ðàâíû 2

n
2 , òîãäà ôóíêöèÿ F ∈ Fn ÿâëÿ-

åòñÿ ãèïåð-áåíò-ôóíêöèåé.
Ðîòõàóñîì áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà

ôóíêöèÿ ϕ îò n = 6 ïåðåìåííûõ degϕ = 3, ÿâëÿþùàÿñÿ áåíò-ôóíêöèåé,
ýêâèâàëåíòíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåííûõ àôôèííûõ çàìåí ïåðåìåí-
íûõ è äîáàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ àôôèííûõ ôóíêöèé îäíîé èç ñëåäóþ-
ùèõ òðåõ ôóíêöèé [3]:

f1 = x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6, (1)

f2 = x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x2 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x5, (2)

f3 = x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6⊕
⊕x3x4 ⊕ x3x5 ⊕ x3x6 ⊕ x4x5 ⊕ x4x6, (3)

Àâòîðàìè ðàáîòû èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ, áåíò-ôóíêöèÿì êàêîãî èç
ýòèõ êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ áåíò-ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùèåñÿ ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà áûë
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ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òîëüêî â òðåòüåì êëàññå ñóùå-
ñòâóþò áåíò-ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå â íåêîòîðîì áàçèñå ãèïåð-áåíò-
ôóíêöèÿì.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëî äîêàçàíî óòâåðæäå-
íèå, êîòîðîå îïèñûâàåò íîâûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà Fn,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè, â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäî-
áðàííûõ áàçèñàõ.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ϕ(x0, x1, . . . , xn−1) � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïå-
ðåìåííûõ. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå QP áàçèñ −→ε = (ε0, . . . , εn−1)

� äâîéñòâåííûé áàçèñó
−→
θ = (1, θ, θ2, . . . , θn−1), ãäå θ � ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ïîëÿ Q, à áàçèñ
−→
ε∗ = (ε∗0, . . . , ε

∗
n−1) � äâîéñòâåííûé áàçèñó

−→
θd = (1, θd, θ2d, . . . , θ(n−1)d), ãäå d = 2k(k ≥ 1). Ïóñòü ϕ(x0, x1, . . . , xn−1)

ñîîòâåòñòâóåò â áàçèñå −→ε îòîáðàæåíèþ F (x), à â áàçèñå
−→
ε∗ îòîáðàæåíèþ

F ∗(x). Òîãäà F (x) � ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F ∗(x) ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿ.
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ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

È ÈÕ ÎÁÎÁÙÅÍÈÉ
À.Á. Äèêìåí (Ñòàìáóë, Òóðöèÿ),
À.Ë. Ëóêàøîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)

LukashovAL@info.sgu.ru

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìíî-
ãèõ êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Â.Ñ. Âèäåíñêèì áûë ïîñòðîåí îáøèðíûé
êëàññ îáëàäàþùèõ õîðîøèìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòî-
ðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñ ôèêñè-
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ðîâàííûìè ïîëþñàìè. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ îáîáùà-
þò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà. Èì
æå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåõ æå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ìîæ-
íî ïîñòðîèòü òàêæå èõ q-àíàëîãè (îïåðàòîðû Ëóïàñà, òî÷íåå, èõ ìîäè-
ôèêàöèè). Íàìè áûëî îòìå÷åíî [1], ÷òî èñïîëüçîâàíèå q-ïðîèçâîäíûõ
(âìåñòî îáû÷íûõ) ïîçâîëÿåò èçó÷àòü è àïïðîêèìàòèâíûå ñâîéñòâà îïå-
ðàòîðîâ Ëóïàñà. Êðîìå òîãî, ýòèìè æå ìåòîäàìè ïîñòðîåíû îáëàäàþùèå
õîðîøèìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè îáîáùåíèÿ îïåðàòîðîâ Áàñ-
êàêîâà, âêëþ÷àþùèå èõ èçâåñòíûå q-àíàëîãè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÏÓÀÍÊÀÐÅ
ÍÀ ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈßÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ1

Ð.Ï. Äîêó÷àåâ (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
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Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì, îñíîâàííîì íà ãðàäèåíòíîì ñïóñêå äëÿ ôóíêöèîíàëà ïëîùà-
äè, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äàííîãî ñïîñîáà. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà îïèðàåòñÿ íà àíàëîã
íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå íà òðèàíãóëÿöèÿõ, à èìåííî íà êîíñòàíòó â íåðà-
âåíñòâå.

Â äàííîé ðàáîòå ìû çàéìåìñÿ âîïðîñîì íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû â àíà-
ëîãå íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå äëÿ òðèàíãóëÿöèé íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ äëÿ äàëüíåéøåãî âîçìîæíîãî îòûñêèâàíèÿ êîíñòàíòû íåðàâåíñòâà
äëÿ òðèàíãóëÿöèè îáùåãî âèäà.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω1 = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)},
ãäå a = x0 < x1 < ... < xn = b � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b], à ψ(x)

è φ(x) � íåêîòîðûå ëèïøèöåâû ôóíêöèè, çàäàííûå íà îòðåçêå [a; b],
ò. å. |ψ(xi+1)−ψ(xi)

xi+1−xi | ≤ L1 è |φ(xi+1)−φ(xi)
xi+1−xi | ≤ L2, (L1, L2) − const. Ïîëîæèì

fτ(x) = τψ(x) + (1 − τ)φ(x) è ðàçîáüåì îòðåçîê [0;1] òî÷êàìè 0 = τ0 <

< τ1 < ... < τm = 1. Ðàññìîòðèì ñåòêó â äàííîé îáëàñòè, çàäàâàåìóþ
ñèñòåìîé òî÷åê Aij(xi, yj) = (xi, fτj(xi)), i = 0, n, j = 0,m.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 08-01-00375).
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Ðàçáèâàÿ îäíîé èç äèàãîíàëåé âñå òðàïåöèè AijAi+1jAij+1Ai+1j+1, ãäå
i = 0, n− 1, j = 0,m− 1, ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè. Òîãäà ïóñòü
uij-çíà÷åíèå â òî÷êå Aij, ïðè÷åì íåîáÿçàòåëüíî íóëåâîå.

Òåîðåìà 1. Òîãäà â îáëàñòè Ω1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=0

m∑
l=0

u2
kl ≤ C

(
n∑
k=0

m−1∑
α=0

(
a2
kα + b2

kα

)
+

n∑
k=0

m−1∑
α=0

(
uβ+1j − uβj
xβ+1 − xβ

)2
)
,

ãäå

C = max
(

max (ψ(xj)− φ(xj))
2 ; (b− a)2 max

(
2; 2

2
max (L1, L2) + 1

))
,

aij, bij � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè â òðåóãîëüíè-

êå Tij.

Äîïóñòèì îáëàñòü Ω2 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò ñëåäóþùèé âèä
Ω2 = {(r, φ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ φ ≤ β}. Ïóñòü a = r0 < r1 < ... <

< rn = b, α = φ0 < φ1 < ... < φm = β è ïóñòü âî âñåõ òî÷êàõ Aij =

= Aij (ri;φj) çàäàíî íåêîòîðîå çíà÷åíèå uij, ïðè÷åì u0j = unj = ui0 =

= uim = 0. Òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îäíîé
èç äèàãîíàëåé âî âñåõ òðàïåöèÿõ AijAi+1jAij+1Ai+1j+1.

Òåîðåìà 2. Òîãäà â îáëàñòè Ω2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=0

m∑
l=0

u2
kl ≤ C

m∑
j=0

n∑
k=1

(
a2
kj + b2

kj

)
,

ãäå C = (b− a)2, aij, bij � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíê-

öèè â òðåóãîëüíèêå Tij.
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ØÀÐÎÌ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÐÀÄÈÓÑÀ1
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Ïóñòü D � çàäàííîå âûïóêëîå òåëî èç Rp, à n(x) � íåêîòîðàÿ íîðìà
íà Rp. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

φ(x, r) ≡ h(D, Bn(x, r))→ min
x∈Rp

. (1)

Çäåñü Bn(x, r) = {y ∈ Rp : n(x − y) 6 r} � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
òî÷êå x,

h(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

n(a− b), sup
b∈B

inf
a∈A

n(a− b)}

� ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, èíäóöèðîâàííîå
íîðìîé n(·).

Çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷ ïî
øàðîâûì îöåíêàì âûïóêëûõ òåë. À èìåííî, ñâîèìè ðåøåíèÿìè îíà ñïî-
ñîáíà âûðàæàòü ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà â çàâè-
ñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r ≥ 0. Íàïðèìåð, çàäà÷ î âïèñàííîì è
îïèñàííîì øàðàõ, î ðàâíîìåðíîé îöåíêå âûïóêëîãî êîìïàêòà D øàðîì,
î ìèíèìàëüíîé (ïî òîëùèíå) øàðîâîé îáîëî÷êå ãðàíèöû ýòîãî êîìïàêòà
è äð. [1, 2].

Ïóñòü äàëåå Dε íåêîòîðîå âûïóêëîå òåëî, à Bnδ � ñèììåòðè÷íîå îò-
íîñèòåëüíî 0p âûïóêëîå òåëî, òàêèå ÷òî

h(D, Dε) 6 ε, ε > 0,

1

1 + δ
Bn(0p, 1) ⊂ Bnδ ⊂ 1

1− δ
Bn(0p, 1), δ ∈ (0, 1).

Òî åñòü Dε è Bnδ � íåêîòîðûå àïïðîêñèìàöèè òåëà D è åäèíè÷íîãî
øàðà èñïîëüçóåìîé íîðìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

nδ(x) = inf{α :
x

α
∈ Bnδ}

� ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà Bnδ, ãäå

Bnδ(x, r) = {y ∈ Rp : nδ(x− y) 6 r}.
1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò

� 1.1520.2014K).

127



Íàðÿäó ñ ¾òî÷íîé¿ çàäà÷åé (1) äàëåå ðàññìàòðèâàåì è ¾ïðèáëèæåí-
íóþ¿ çàäà÷ó

φε,δ(x, r) ≡ hδ(Dε, Bn
δ(x, r))→ min

x∈Rp
, (2)

ãäå hδ(·, ·) � ìåòðèêà Õàóñäîðôà, èíäóöèðîâàííàÿ íîðìîé nδ(·).
Ïóñòü äàëåå îáîçíà÷åíèÿ

f(r) = min
x∈Rp

φ(x, r), C(r) = {y ∈ Rp : φ(y, r) = f(r)},

fε,δ(r) = min
x∈Rp

φε,δ(x, r), Cε,δ(r) = {y ∈ Rp : φε,δ(y, r) = fε,δ(r)}

âûðàæàþò ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñòàâèòñÿ âîïðîñ, èìååò ëè ìåñòî ñõîäèìîñòü

fε,δ(r)→ f(r),

h(C(r), Cε,δ(r))→ 0,

ïðè ε ↓ 0, δ ↓ 0?
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ r > 0, ε > 0, δ ∈ [0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

|fε,δ(r)− f(r)| 6 (1 + 2δ)ε+
δ(1 + δ)

1− δ
(d+ 2ε),

ãäå d = max
x,y∈D

n(x− y) � äèàìåòð òåëà D â íîðìå n(·).
Òåîðåìà 2.Èìååò ìåñòî

ρ(Cε,δ(r), C(r))→ 0, åñëè ε ↓ 0, δ ↓ 0,

ãäå ρ(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

n(a− b) � óêëîíåíèå ìíîæåñòâà A îò B.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàì èçâåñòíû ðåøåíèÿ çàäà÷ î âíåøíåé è
âíóòðåííåé îöåíêàõ:

R(x,D) = max
y∈D

n(x− y)→ min
x∈Rp

, (3)

ρ(x,D) = min
Ω
n(x− y)→ max

x∈D
, Ω = Rp \D, (4)

P (x,D) = ρ(x,D)− ρ(x,Ω).

Ââåäåì äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ îáîçíà÷åíèÿ

R∗ = min
x∈Rp

R(x,D), CR = {y ∈ Rp : R(y,D) = R∗},

ρ∗ = max
x∈D

ρ(x,Ω), Cρ = {y ∈ D : ρ(y,Ω) = ρ∗}.
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Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå èçâåñòíûìè âåëè÷èíû:

R± = max
x∈Cρ

(min)R(x,D), P± = max
x∈CR

(min)P (x,D),

r±R = (R∗ − P∓)/2, r±P = (R± + ρ∗)/2,

0 ≤ r−R ≤ r+
R ≤ r−P ≤ r+

P <∞.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (3) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ,
íàïðèìåð, ñòðîãîé êâàçèâûïóêëîñòüþ íîðìû n(·)), òî CR = {xR}, r−R =
= r+

R ≡ rR.
Îïðåäåëåíèå. Íîðìà n(·) íàçûâàåòñÿ λ-ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé, åñëè

åå åäèíè÷íûé øàð ÿâëÿåòñÿ λ-ñèëüíî âûïóêëûì, ò. å. (ñì. [3]) ïðåäñòàâèì
â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ åâêëèäîâûõ øàðîâ ðàäèóñà λ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

γ(ε, δ) = 2[(1 + 2δ)ε+
δ(1 + δ)

1− δ
(d+ 2ε)],

r+
R(ε, δ), r−P (ε, δ) � àíàëîãè âåëè÷èí r+

R è r−P äëÿ ¾ïðèáëèæåííîé¿ çàäà-
÷è (2).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü CR ∩ Cρ = ∅, íîðìà n(·) ÿâëÿåòñÿ λn-ñèëüíî
êâàçèâûïóêëîé è ε > 0, δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëû, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
rR < r−P (ε, δ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ r ∈ [0, rR], xε,δ(r) ∈ Cε,δ(r) âûïîëíÿåòñÿ

||xε,δ(r)− xR|| 6
√

2C1λn(R∗ + γ(ε, δ))γ(ε, δ),

ãäå êîíñòàíòà C1 òàêîâà, ÷òî ||x|| 6 C1n(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rp.
Åñëè çàäà÷à (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ, íà-

ïðèìåð, ñòðîãîé âûïóêëîñòüþ òåëà D), òî Cρ = {xρ} è r−P = r+
P ≡ rP .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü CR∩Cρ = ∅, òåëî D ÿâëÿåòñÿ λD-ñèëüíî âûïóê-
ëûì, à ε > 0, δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëû, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü r+

R(ε, δ) < rP .
Òîãäà äëÿ ëþáûõ r > rP , xε,δ(r) ∈ Cε,δ(r) âûïîëíÿåòñÿ

||xε,δ(r)− xρ|| 6
√

2C1λDγ(ε, δ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

aR(r) = min
v∈∂R(x,D)

x:R(x,D)=f(r)+r

||v||, aP (r) = min
v∈∂P (x,D)

x:P (x,D)=f(r)−r

||v||,

a(r) = min {aR(r), aP (r)}, λ = λD + d · λn.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü CR ∩ Cρ = ∅, D ÿâëÿåòñÿ λD-ñèëüíî âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì, à n(·) � λn-ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé íîðìîé. Òîãäà ïðè âñåõ
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äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è δ > 0, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü rR < r−P (ε, δ) è
r+
R(ε, δ) < rP äëÿ ëþáûõ r ∈ (rR, rP )∩(r+

R(ε, δ), r−P (ε, δ)) è xε,δ(r) ∈ Cε,δ(r)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||xε,δ(r)− x(r)|| 6

√
γ(ε, δ)

a(r)

(
2λ+

γ(ε, δ)

a(r)

)
Òåîðåìà 6. Ïóñòü D ÿâëÿåòñÿ λD ñèëüíî âûïóêëûì òåëîì, n(·)-λn

ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé íîðìîé è τ ∈ (0, (rP − rR)/2). Òîãäà ïðè ε > 0 è
δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûõ, ÷òîáû

r+
R(ε, δ) 6 rR + τ, r−P (ε, δ) > rP − τ

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

sup
xε,δ∈Cε,δ(r)

sup
r∈[rR+τ,rP−τ ]

||xε,δ − x(r)|| 6

√
γ(ε, δ)

b(τ)

(
2λ+

γ(ε, δ)

b(τ)

)
,

ãäå

b(τ) =

√
min {R(x(rR + τ), D)−R∗, P (x(rP − τ), D) + ρ∗}

2C1λ
.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü D ÿâëÿåòñÿ λD-ñèëüíî âûïóêëûì òåëîì, à n(·) �
λn-ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé íîðìîé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ r ∈ (rR, rP ) è
xε,δ(r) ∈ Cε,δ(r) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

||xε,δ(r)− x(r)|| 6M(γ(ε, δ))
1
3 (1 + o(1)),

ãäå o(1) → 0, ïðè ε ↓ 0 è δ ↓ 0, à M > 0 è çàâèñèò òîëüêî îò λ =
= λD + dλn è C1.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Áîííåçåí Ò., Ôåíõåëü Â. Òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë. Ì. : Ôàçèñ, 2002.
2. Äóäîâ Ñ.È. Ñèñòåìàòèçàöèÿ çàäà÷ ïî øàðîâûì îöåíêàì âûïóêëîãî êîìïàê-

òà // Ìàòåì. ñá. 2015. Ò. 206, � 9. C. 99�120.

3.Ïîëîâèíêèí Å.Ñ., Áàëàøîâ Ì.Â. Ýëåìåíòû âûïóêëîãî è ñèëüíî âûïóêëîãî

àíàëèçà. Ì. : Ôèçìàòëèò, 2004.
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ÓÄÊ 517.52

ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ
ÕÀÐÄÈ�ËÈÒÒËÜÂÓÄÀ1

Ì. È. Äüÿ÷åíêî (Ìîñêâà, ÐÔ),
Å. Ä. Íóðñóëòàíîâ (Àñòàíà, ÐÊ)

dyach@mail.ru

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ L(T ) è

a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

� åå ðÿä Ôóðüå.
Õîðîøî èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Õàðäè �Ëèòòëüâóäà (ñì. [1,

c. 181], çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì òîëüêî ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû, êîòîðàÿ
è áóäåò îáñóæäàòüñÿ).

Òåîðåìà À. Ïóñòü 1 < p ≤ 2 è ôóíêöèÿ f(x) ∈ Lp(T ). Òîãäà äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Jp ≡

(
|a0|p +

∞∑
k=1

(k + 1)p−2(|ak|p + |bk|p)

) 1
p

≤ C(p)‖f‖p, (1)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(p) > 0 çàâèñèò ëèøü îò p.

Õîðîøî èçâåñòíî, òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî (1) íåïîñðåäñòâåííî íå ìî-
æåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà p > 2. Òåì íå ìåíåå, Å.Ä. Íóðñóëòàíîâûì
[2] áûëî óñòàíîâëåíî òàêîå îáîáùåíèå òåîðåìû À.

Òåîðåìà Á. Ïóñòü 1 < p < ∞ è ôóíêöèÿ f(x) ∈ Lp(T ). Ïóñòü,

òàêæå,

āk(f) =
1

k + 1

k∑
l=0

al(f) è b̄k(f) =
1

k + 1

k∑
l=1

bl(f)

ïðè k = 1, 2, ...

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(
|a0|p +

∞∑
k=1

(k + 1)p−2(|āk|p + |b̄k|
p
)

) 1
p

≤ C(p)‖f‖p, (2)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(p) > 0 çàâèñèò ëèøü îò p.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-01236) è ÌÎÍ ÐÊ

4080/ÃÔ4.
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Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòîÿííàÿ C(p)→∞ ïðè p→∞.
Íàì óäàëîñü âûÿñíèòü, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü îòäåëüíî êîñèíóñ-

êîýôôèöèåíòû è íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü ñïîñîá óñðåäíåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ, òî ìîæíî óòî÷íèòü îöåíêó (2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

a′k(f) =
1

k + 1

k∑
l=0

al(f)

(
1− l

k + 1

)
è

b′k(f) =
1

k + 1

k∑
l=1

bl(f)

(
1− l

k + 1

)
ïðè k = 1, 2, ...

Ìû äàäèì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p <∞ è ôóíêöèÿ f(x) ∈ Lp(T ). Òîãäà( ∞∑

k=0

(k + 1)p−2|a′k(f)|p
) 1

p

≤ C‖f‖p, (2)

ãäå C > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A(f) = (a′0(f), 2a′1(f), . . . , (k + 1)a′k(f), . . . ),

äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñ-
ëàõ, ãäå ìåðà ν({k}) = 1

(k+1)
2 . Åñëè f(x) ∈ L2(T ), òî

‖A(f)‖2
2 =

∞∑
k=0

((k + 1)a′k(f))
2 1

(k + 1)2 =

=
∞∑
k=0

1

(k + 1)2

(
k∑
l=0

al(f)

(
1− l

k + 1

))2

≤

≤
∞∑
k=0

1

(k + 1)2

(
k∑
l=0

|al(f)|

)2

≤

≤
∞∑
k=0

1

(k + 1)2

(
k∑
l=0

(l + 1)
1
3 |al(f)| 1

(l + 1)
1
3

)2

≤
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≤
∞∑
k=0

1

(k + 1)2

k∑
l=0

(l + 1)
2
3 |al(f)|2

k∑
l=0

1

(l + 1)
2
3

≤

≤ C
∞∑
k=0

1

(k + 1)
5
3

k∑
l=0

(l + 1)
2
3 |al(f)|2 =

= C
∞∑
l=0

(l + 1)
2
3 |al(f)|2

∞∑
k=l

1

(k + 1)
5
3

≤ C1

∞∑
l=0

|al(f)|2 ≤ C1‖f‖2
2,

ãäå C, C1 � àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè æå f(x) ∈ L∞(T ), òî

‖A(f)‖∞ = sup
k≥0
|(k + 1)a′k(f)| = sup

k≥0

∣∣∣∣∣
k∑
l=0

al(f)

(
1− l

k + 1

)∣∣∣∣∣ =

= sup
k≥0
|σk(f ; 0)| = sup

k≥0

1

π

∣∣∣∣∣∣
ˆ

T

f(x)Kk(x)d x

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞.
Òîãäà, ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå Ðèññà, äëÿ âñåõ p ∈ [2,∞) èìååì

C‖f‖pp ≥ ‖A(f)‖pp =
∞∑
k=0

(k + 1)p−2|a′k(f)|p,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ (íå çàâèñèò îò p).
Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðèññà äëÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè,

ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå æå íåðàâåíñòâî ïðè p ∈ [2,∞) äëÿ b′k(f), íî òàì
C áóäåò óæå çàâèñåòü îò p (è ýòî ïî-ñóùåñòâó).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Çèãìóíä À. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû : â 2 ò. Ò. 2. Ì. : Ìèð, 1965. 539 c.

2. Íóðñóëòàíîâ Å.Ä. Ñåòåâûå ïðîñòðàíñòâà è íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè �Ëèòòëü-

âóäà // Ìàòåì. ñá. 1998. Ò. 189, � 3. C. 83�102.
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ÓÄÊ 517.984

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ
Ñ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ ÒÈÏÀ ÄÅËÜÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ
Â ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß1

Ë.Ñ. Åôðåìîâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
liubov.efremova@gmail.com

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x) (1)

íà îòðåçêå x ∈ [0, 1].
Äàäèì êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ â ñëó-

÷àå ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïóñòü q(x) = u′(x), u(x) ∈ V , ãäå V �
êëàññ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, à ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü (q, ϕ) = −(u, ϕ′) äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ϕ(x) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà (0, 1).
Ââåäåì êâàçèïðîèçâîäíóþ y[1](x) = y′(x) − u(x)y(x) è ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèå (1) â âèäå

−(y[1](x))′ − u(x)y[1](x)− u2(x)y(x) = λy(x), (2)

ãäå x ∈ [0, 1].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u(0) = 0. Äîáàâèì äâå ïàðû êðàåâûõ óñëîâèé

y(0) = y(1) = 0, (3)

y[1](0) = y(1) = 0. (4)

Ïóñòü (λn)n>1, (µn)n>0 - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (2), (3)
è (2), (4) ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîòåíöèàë q(x) ñëåäóþùåãî
âèäà

q(x) = q1(x) +
m∑
j=1

hjδ(x− aj), (5)

ãäå q1(x) ∈ AC[0, 1].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è
ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 14-01-31042, � 15-01-04864, � 16-01-00015).
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Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè q(x) ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îá-
ðàòíûõ çàäà÷ äàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè íà âñåì îòðåçêå. Áû-
ëî çàìå÷åíî: èñïîëüçóÿ àïðèîðíûå äàííûå îá îñîáåííîñòÿõ ïîòåíöèà-
ëà, ìîæíî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü åãî âîññòàíîâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, öå-
ëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðåäîñòàâëåíèå ïðîöåäóð âîññòàíîâëåíèÿ
îñîáåííîñòåé è ñàìîãî ïîòåíöèàëà âèäà (5). Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ðå-
çóëüòàòû äëÿ ïîòåíöèàëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà [1, 2].

Èç (5) ïîëó÷àåì: u(x) = u1(x)+
∑
aj<x

hj, ãäå u1(x) =
x́

0

q1(x)dx. Îïðåäå-

ëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn)n>1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ2n =
√
λn, n > 1;

ξ2n+1 =
√
µn, n > 0. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ (ξn)n>1 èìåþò

ñëåäóþùèé âèä [3, 4]:

ξn =
πn

2
+ (−1)n

1ˆ

0

u(x) sin(πnx)dx+O(n−2), n→∞

.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

pN(x) =
2π

NβN

2N∑
n=N+1

wn,Ncnne
iπnx, (6)

ãäå cn = (−1)n(ξn − πn
2 ), n > 1, wn,N � íåêîòîðàÿ îêîííàÿ ôóíêöèÿ,

βN = 1
N

2N∑
n=N+1

wn,N � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü pN(x) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (6), ãäå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü wn,N óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. 1
N

2N∑
n=N

wn,N · eiπnx → 0 ðàâíîìåðíî íà [−1, 1] \ (−δ, δ) äëÿ ëþáîãî

δ > 0;
2. C1 < |βN | < C2, ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû.
Òîãäà lim

N→∞
pN(aj) = hj; lim

N→∞
pN(x) = 0, x 6= aj, ãäå ñõîäèìîñòü

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé íà ëþáîì ìíîæåñòâå âèäà [0 + ε, 1− ε]\
m⋃
j=1

(aj−

− ε, aj + ε), ε > 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî a1 ∈ [A1, B1] , ... ,
am ∈ [Am, Bm], ãäå Ak, Bk � íåêîòîðûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
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íåðàâåíñòâàì 0 < A1 < B1 < A2 < B2 < ... < Am < Bm < 1. Äëÿ
âñåõ δ > 0 ñóùåñòâóåò N(δ) = Nδ òàêîå, ÷òî: åñëè N > Nδ è x

∗ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè |pN(x)| íà [Aj, Bj], òî
x∗ ∈ (aj − δ, aj + δ).

Àëãîðèòì 1. Ïóñòü äàíû (λn)n>1, (µn)n>0, [A1, B1], ..., [Am, Bm].
Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü aj, hj, j = 1, ...,m.

1. Îïðåäåëÿåì (ξn)n>1: ξ2n =
√
λn, n > 1; ξ2n+1 =

√
µn, n > 0.

2. Íàõîäèì cn = (−1)n(ξn − πn
2 ), n > 1.

3. Êîíñòðóèðóåì ôóíêöèþ pN(x) ïî ôîðìóëå (6).
4. Íà êàæäîì îòðåçêå [Aj, Bj] ïðèáëèæåííî íàõîäèì aj, j = 1, ...,m

êàê ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè |pN(x)| íà ýòîì îòðåçêå.
5. Íàõîäèì hj, j = 1, ...,m êàê hj = pN(aj).

Àëãîðèòì 2. Ïóñòü äàíû aj, hj, j = 1, ...,m. Òðåáóåòñÿ âîññòàíî-
âèòü ïîòåíöèàë.

1. Íàõîäèì ôóíêöèþ Âåéëÿ èññëåäóåìîé êðàåâîé çàäà÷è:

M(λ) = −

∞∏
n=1

λn−λ
n2

∞∏
n=0

µn−λ
(n+ 1

2 )2

2. Âîññòàíàâëèâàåì q1(x), ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå (ñì. [5]) ñ âåðøèíàìè {0, a1, ..., am, 1} è óñëîâèÿìè
ñêëåéêè íà âíóòðåííèõ âåðøèíàõ:

y(aj − 0) = y(aj + 0),

y′(aj − 0) = y′(aj + 0)− hj · y(aj + 0),

ãäå j = 1, ...,m.
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Ïóñòü Γ � ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç çàìêíóòîé êðèâîé r0

äëèíû T è ëó÷à r1, èñõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé òî÷êè v1 ∈ r0. Ôóíêöèþ y íà
ãðàôå Γ áóäåì òðàêòîâàòü êàê ïàðó ôóíêöèé (y0(x), x ∈ [0, T ], y1(x), x ∈
∈ [0,∞)).

Íà öèêëå r0 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

`0y0 ≡ −y′′0 + q0(x)y0 = λy0 = ρ2y0, (1)

ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ q0 òàêîâà, ÷òî:

T/2ˆ

0

(
q0(x)− ν0

x2

)
x1−2Reνdx <∞,

T̂

T/2

(
q0(x)− ν0

(x− T )2

)
(T − x)1−2Reνdx <∞,

ν0 = ν2 − 1/4, Reν > 1/2.
Íà ëó÷å r1 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

`0y1 ≡ −y′′1 + q1(x)y1 = λy1 = ρ2y1, (2)

ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ q1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

1ˆ

0

(
q1(x)− ν0

x2

)
x1−2Reνdx+

∞̂

1

x
(
q1(x)− ν0

x2

)
dx <∞.

×åðåç S0j(x, λ), j = 1, 2 îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-
òâîðÿþùèå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ï. 2 [1] ñ γ = 0, ÷åðåç STj(x, λ),
j = 1, 2 îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå àíàëîãè÷íî, íî ñ γ = T . Äëÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò 1.1436.2014Ê) è ÐÔÔÈ
(ïðîåêòû � 15-01-04864, � 16-01-00015).
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óðàâíåíèÿ (2) àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ðåøåíèÿ Sj(x, λ), j = 1, 2 (â ñî-
îòâåòñòâóþùåì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè ïîëàãàåì γ = 0). Èçâåñòíî [1],
÷òî äëÿ ôóíêöèé Sj(x, λ), Sγj(x, λ), γ ∈ {0, T} ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
àñèìïòîòèêè:

Sj(x, λ) = βjρ
−µj (exp(−iρx)[1]0 + exp(−iπµj) exp(iρx)[1]0) ,

Sγj(x, λ) = βγjρ
−µj (exp(−iρ(x− γ))[1]γ+

exp(iπµjsign(γ − x)) exp(iρ(x− γ))[1]γ) , ρ→∞, Imρ ≥ 0,

ãäå ÷èñëà βj, βγj çàâèñÿò òîëüêî îò ν, [1]γ := 1 +O
(
(ρ(x− γ))−1

)
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûå ôîðìû:

U1(y) := σ〈y, S2〉, U01(y) := σ0〈y, S02〉,

U2(y) := σ1〈y, S2〉+ σ2〈S1, y〉, U02(y) := σ01〈y, S02〉+ σ02〈S01, y〉,
UT1(y) := 〈y, ST2〉, UT2(y) := 〈ST1, y〉,

ãäå σσ0σ2σ02 6= 0.
Îïðåäåëèì ðåøåíèå òèïà Âåéëÿ ψ(ρ) = (ψ0(x, ρ), ψ1(x, ρ)), Imρ > 0

êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ψ1(x, ρ) = exp (−iρx) (1 + o(1)), x→∞;
2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñêëåéêè:

U1(ψ1) = U01(ψ0) = UT1(ψ0), U2(ψ1) + U02(ψ0) + UT2(ψ0) = 0.

Óñëîâèå G0. ψ1(x, ρ) íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå âèäà {ρ :
Imρ ≥ 0, 0 < |ρ| ≤ δ}, δ > 0 è îãðàíè÷åíà ïðè ρ→ 0.

Óñëîâèå G1. Âñå ïîëþñû ψ1(x, ρ) � ïðîñòûå. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî ρ0 6= 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

ρ→ρ0,Imρ>0
ψ1(x, ρ).

Óñëîâèå R. σ02σ1βT1β2 + σ0σ12βT2β1 6= 0.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ G1 äëÿ âåùåñòâåííûõ ρ 6= 0 ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

ψ1(x, ρ) = exp(−iρx) + r(ρ) exp(iρx) + o(1), x→∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè ψ1(x, ρ). Ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ G1 ïðè ρ0 ∈ Z ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

resρ=ρ0
ψ1(x, ρ) = exp(iρ0x)(α(ρ0) + o(1)), x→∞.

Äàííûìè ðàññåÿíèÿ íàçîâåì íàáîð

J = {r(ρ), ρ ∈ R; Z, α(ρ), ρ ∈ Z} .
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Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé
(1), (2), ÷èñëî ν0 ñ÷èòàåì çàäàííûì.

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé G0, G1 è óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè
ñêëåéêè R çàäàíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ J îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîýôôè-
öèåíò q1(x), x > 0 óðàâíåíèÿ (2).
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ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñðåäíåíèè äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ïðàâîé ÷àñòüþ,
èìåþùèõ âèä

z′(τ) ∈ F
(τ
ε
, z(τ − h(ε)), z′(τ − h(ε)), ε

)
.

Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî, â îòëè÷èå
îò îäíîçíà÷íîãî ñëó÷àÿ èç [1], â íàñòîÿùåì ïðèíöèïå óñðåäíåíèÿ íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ îòëè÷èÿ îò íóëÿ íåêîòîðîãî
ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Äàííûé âàðèàíò
ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â
ðàáîòå Ì.È. Êàìåíñêîãî è Æ.-Ô. Êóøåðîíà [2], ãäå äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ïóñòü Kv(E) � íàáîð âñåõ íåïó-
ñòûõ êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E;
R+ = {t ∈ R : t > 0}; BE = BE(0, 1); CT (Rn) � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x : R → Rn; LpT (Rn) � ïðîñòðàíñ-
òâî T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x : R → Rn, ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ
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1 < p < ∞ íà [0, T ]; ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ deg(Φ, ∂U) � öåëî÷èñëåííàÿ
õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà êàæäîìó ïîëóíåïðå-
ðûâíîìó ñâåðõó (k, χ)-óïëîòíÿþùåìó ìíîãîçíà÷íîìó âåêòîðíîìó ïîëþ
Φ = I − F [3, ñ. 52], SΓ � ìíîæåñòâî ñåëåêòîðîâ {f ∈ E2 : f(τ) ∈ Γ(τ)}
äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : E1 → E2. Èíòåãðàë îò ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Àóìàíà [4].

Ïóñòü F : R1×Rn×Rn× [0, 1]→ Kv(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

À1) Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé.
A2) F (τ, ·, v, ·) : Rn×[0, 1]→ Kv(Rn) � ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âñåõ

ïåðåìåííûõ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïî âòîðîé è ÷åòâåðòîé ïåðåìåííûì,
åñëè âòîðàÿ è òðåòüÿ ëåæàò â îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

A3) F (τ, u, ·, ε) � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ìåòðèêå Õàó-
ñäîðôà h â Kv(Rn) ñ êîíñòàíòîé 0 < k < 1 ïî òðåòüåé ïåðåìåííîé.

A4) Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ Rn, v ∈ Rn è ε ∈ [0, 1] äëÿ
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè F (·, u, v, ε) : R1 → Rn ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå
ñåëåêòîðû.

À5) Äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû M > 0 èç íåðàâåíñòâà ‖u‖Rn ≤M ñëåäóåò
âûïîëíåíèå îöåíêè ‖F (τ, u, 0, ε)‖Rn ≤ ΦM ïðè âñåõ τ ∈ R1, u ∈ Rn

òàêèõ, ÷òî ‖u‖Rn ≤ M , è ε ∈ [0, 1], ãäå ΦM � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ M .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá εT -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ âêëþ÷åíèÿ

z′(τ) ∈ F
(τ
ε
, z(τ − h(ε)), z′(τ − h(ε)), ε

)
, (1)

ãäå F : R1×CεT (Rn)×LpεT (Rn)× [0, 1]→ Kv(LpεT (Rn)), h : [0, 1]→ R1
+ �

ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå è F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A1)− A5).
Â (1) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = τ

ε è x(t) = z(εt), â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âêëþ÷åíèÿ:

x′(t) ∈ εF
(
t, x
(
t− h(ε)

ε

)
,
1

ε
x′
(
t− h(ε)

ε

)
, ε
)
. (2)

Ââåäåì îïåðàòîð

Fε

(
ξ,

1

ε
ψ
)

=
{
f ∈ LpT (Rn) :

f(t)
ï.â.
∈ F

(
t, ξ
(
t− h(ε)

ε

)
,
1

ε
ψ
(
t− h(ε)

ε

)
, ε
)}
,
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ãäå t ∈ R1, ξ ∈ CT (Rn), ψ ∈ LpT (Rn), ε ∈ [0, 1], h : [0, 1] → R1
+ �

ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Fε :

CT (Rn)× LpT (Rn)→ LpT (Rn) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

B1) Fε

(
·, 1
εψ
)
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé ïðè êàæ-

äîì ôèêñèðîâàííîì ε ∈ [0, 1] è ψ ∈ LpT (Rn).

B2) Fε

(
ξ, ·
)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 0 < k < 1

ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.
Òîãäà ñîîòíîøåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x′(t)
ï.â.
∈ εFε(x,

1

ε
x′)(t). (3)

Ïîëîæèì I0(ν) = 1
T

T́

0

F (s, ν, 0, 0)ds, ν ∈ Rn. Ââåäåì îïåðàòîð

H0,ε(x) = x(0) + εI0(x(0)).

B3) Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ν∗ ∈ Rn è íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ îêðåñò-
íîñòü U ⊂ Rn òàêàÿ, ÷òî

0 ∈ H0,ε(ν
∗), ν∗ ∈ U è deg(−H0,ε, U) 6= 0.

Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèì M̃ = sup{‖F (t, ν, 0, 0)‖Rn, t ∈ R1, ν ∈ ∂U}, è

M = {ψ ∈ LpT (Rn) : ‖ψ(t)‖Rn ≤ M̃
1−k max

{
1; 2

T

}
,
T́

0

ψ(s)ds = 0}. Î÷åâèä-

íî, M̃ ≤ ΦM . Òàêæå îïðåäåëèì îïåðàòîð

F0(ξ, ψ) = {f ∈ LpT (Rn) : f(t)
ï.â.
∈ F (t, ξ(t), ψ(t), 0)},

ãäå t ∈ R1, ξ(t) ≡ ξ, ξ ∈ ∂U, ψ ∈ LpT (Rn). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîãî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå Z : ∂U → Rn, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z(ξ) =
{
z ∈ Rn, z =

T̂

0

f
(ξ,ψ)
0 (s)ds : f

(ξ,ψ)
0 ∈ SF0(ξ,ψ), ψ ∈M

}
.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1) − B3) è äëÿ âñåõ x ∈ ∂U
âåðíî ñîîòíîøåíèå 0 /∈ coZ(x). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ ε ∈ (0, ε0) âêëþ÷åíèå (3) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî T -ïåðèîäè-

÷åñêîå ðåøåíèå xε òàêîå, ÷òî xε(t) ∈ U è ‖x′ε‖LpT → 0 ïðè ε→ 0.
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ÓÄÊ 517.984

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÐÎÒÎÐÀ
Â ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

Ã. Ã. Èñëàìîâ (Èæåâñê, ÐÔ)
ggislamov@gmail.com

Ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ðîòîðà èìåþò ãëóáîêèé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ âñåì ðàçâèòèåì ìåõàíèêè ñïëîøíîé
ñðåäû. Ðàññìîòðåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ðîòîðà â îáùåé ñèñòåìå
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ. Â [1] ïî-
êàçàíî, ÷òî â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ âåêòîðíîå ïîëå â êîíêðåòíîé
òî÷êå òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçëîæèòü êàê ïî âåêòîðàì ëî-
êàëüíîãî ðåïåðà ñèñòåìû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, òàê è ïî âåêòîðàì
ñîïóòñòâóþùåãî ðåïåðà, ïîñòðîåííîãî èç âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåê-
òîðîâ ëîêàëüíîãî ðåïåðà. Ñîïóòñòâóþùèé ðåïåð êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò áèîðòîãîíàëåí ëîêàëüíîìó â êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êå è ýòî
ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ìàòðèöàM(ξ), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ïåðåõîäà îò ëî-
êàëüíîãî ðåïåðà ê ñîïóòñòâóþùåìó ðåïåðó ðàâíà ìàòðèöå Ãðàììà ñîïóò-
ñòâóþùåãî ðåïåðà, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé ìàòðèöåé ìàòðèöû Ãðàììà
ëîêàëüíîãî ðåïåðà. Çäåñü òðîéêà ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) îáðàçóåò êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû êîíöà ðàäèóñ�âåêòîðà òåêóùåé òî÷êè (ñì. [1]). Â ôîðìóëàõ
äëÿ ðîòîðà èñïîëüçóþòñÿ êîîðäèíàòû {G1, G2, G3} âåêòîðíîãî ïîëÿ F â
ñîïóòñòâóþùåì ðåïåðå, à ñàì ðîòîð ðàçëîæåí ïî âåêòîðàì ëîêàëüíîãî
ðåïåðà. Ïîýòîìó ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ðîòîðà â îáùåé êðèâîëèíåé-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âè-
äå λM(ξ)G(ξ) = rot G(ξ), ãäå ñïðàâà ñòîèò ñòîëáåö êîîðäèíàò ðîòîðà,
êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
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êîîðäèíàò ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò (G1, G2, G3). Â ñèëó
ñèììåòðèè ìàòðèöû ïåðåõîäà M(ξ) êîîðäèíàòû {F1, F2, F3} âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ F â ëîêàëüíîì ðåïåðå ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì íà íå¼ ñïðàâà
ñòðîêè âû÷èñëåííûõ êîîðäèíàò: {G1, G2, G3}M(ξ).

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáåñ-
ïå÷èâàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ëàïòåâ Ã.Ô. Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975. 160 c.

ÓÄÊ 517.929

Î g-ÔÐÅÉÌÎÂÎÑÒÈ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÏÐÈ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÌÀÒÐÈÖÅ

Ì.È. Èñìàéëîâ (Áàêó, Àçåðáàéäæàí)
miqdadismailov1@rambler.ru

Ïóñòü H è Kj, j ∈ N , � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç L(H,Ki)

îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâó-
þùèõ èç H â Ki. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà {Λj}j∈N , Λj ∈ L(H,Kj), íàçû-
âàåòñÿ g-ôðåéìîì â H [2], åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå A > 0 è B > 0

òàêèå, ÷òî

A ‖f‖2 ≤
∞∑
j=1

‖Λjf‖2 ≤ B ‖f‖2 , ∀ f ∈ H.

×èñëà A è B íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèöàìè
g-ôðåéìà {Λj}j∈N .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [1], èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ íà
áåñêîíå÷íóþ îïåðàòîð ìàòðèöó U = (Uij), Uij ∈ L(Kj, Ki), ïðè êîòîðûõ
îïðåäåëåíû îïåðàòîðû Γi : H → Ki ïî ôîðìóëå

Γi(f) =
∞∑
j=1

Uij(Λj(f)), f ∈ H, (1)

è ñèñòåìà {Γi}i∈N ÿâëÿåòñÿ g-ôðåéìîì â H.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà {Λj}j∈N îáðàçóåò g-ôðåéì â Z ñ ãðà-

íèöàìè A è B, îïåðàòîðû Uij ∈ L(Kj, Ki) òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî

‖Uij(f)‖ ≥ aij ‖f‖, alj ≥ 0, ∀f ∈ H, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

b = sup
k

∞∑
j=1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

U ∗ikUij

∥∥∥∥∥ < +∞;
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a = inf
k

 ∞∑
i=1

a2
lk −

∑
j 6=k

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

U ∗ikUij

∥∥∥∥∥
 > 0.

Òîãäà ïî ðàâåíñòâó (1) îïðåäåëåíû îïåðàòîðû Γi ∈ L(H,Ki) è {Γi}i∈N
ÿâëÿåòñÿ g-ôðåéìîì â Z ñ ãðàíèöàìè aA è bB.

ÓÄÊ 517.98

ÎÏÅÐÀÒÎÐ, ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÉ
Ê ÎÏÅÐÀÒÎÐÓ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß
Ñ ÊÐÀÅÂÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÎÁÙÅÃÎ ÂÈÄÀ

Ñ.Í. Êàáàíîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
kabano�@hotmail.com

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå è ëèíåéíóþ êðàåâóþ
ôîðìó âèäà

ly ≡ iy′(x), 0 < x <∞, (1)

F (y) ≡ y(0) +

∞̂

0

y′(t)h(t) dt = 0. (2)

Îáîçíà÷èì D0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(x), îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâà-
ëå [0,∞) è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) y(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì êîíå÷íîì ïîäèíòåðâàëå èí-
òåðâàëà [0,∞);

2) y(x), y′(x) ∈ L2[0,∞).
Îáîçíà÷èì D � ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(x) ∈ D0, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ (2). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåùåñòâîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ h(t) ∈
∈ L2[0,∞) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òàê ÷òî lim

t→0
h(t) = h(0) 6= 1.

Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò h′(t) ∈ L2[0,∞). Îáîçíà÷èì
÷åðåç L îïåðàòîð âèäà Ly = ly äëÿ âñåõ y(x) ∈ D.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ h′(t) ∈ L2[0,∞) êðàåâîå óñëîâèå (2) ñâîäèòñÿ
ê êðàåâîìó óñëîâèþ, ðàññìîòðåííîìó â [1, 2] â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîñëå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â (2) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà áóäåò y(x), à íå y′(x).
Èìåííî íàëè÷èå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðîèçâîäíîé â óñëîâèè (2) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñëîæíîñòü ïðè ïîïûòêå ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê
îïåðàòîðó L. Äàííîå èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû [3, 4].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðàòîð âèäà

Mz(x) = l(z(x) + αh(x)), z(0) = γ,

ãäå α = z(0)/(1− h(0)), γ � íåêîòîðîå ÷èñëî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà M áóäóò ôóíê-
öèè z(x) òàêèå, ÷òî z(x) + αh(x) ∈ D0 è òàêèå, ÷òî z(0) = γ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. L∗ = M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

(f, g) =

∞̂

0

f(x)g(x) dx.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî èìååì

(ly, z) =

∞̂

0

iy′(x)z(x) dx = −iy(0)z(0)−
∞̂

0

y(x) · iz′(x) dx.

Òàê êàê

−
∞̂

0

y(x) · iz′(x) dx =

∞̂

0

y(x)lz(x) dx = (y, lz),

òî ïîëó÷àåì
(ly, z) = −iy(0)z(0) + (y, lz).

Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) èìååì

y(0) = −
∞̂

0

y′(t)h(t) dt.

Ïîýòîìó

(ly, z) = iz(0) ·
∞̂

0

y′(t)h(t) dt+ (y, lz).

Ñ ó÷åòîì íàøèõ îáîçíà÷åíèé ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî â âèäå

(ly, z − z(0)h) = (y, lz).

Îáîçíà÷àÿ z(x) − z(0)h(x) = w(x), ïîëó÷àåì z(x) = w(x) + z(0)h(x).
Ïîýòîìó

(ly, w) = (y, l(w + z(0)h)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè h(0) 6= 1 ñïðàâåäëèâî

z(0) =
w(0)

1− h(0)
.
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Òàêèì îáðàçîì,

(ly, w) =

(
y, l

(
w +

w(0)

1− h(0)
h

))
.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ w → z, ïðèõîäèì ê çàïèñè

(ly, z) = (y, l(z + αh)).

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî L∗ ⊆M .
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî. Â ñàìîì äåëå,

(y,Mz) = −i
∞̂

0

y(x)(z(x) + αh(x))′ dx =

= −i[y(x)(z(x) + αh(x))]
∣∣∣∞
0

+ i

∞̂

0

y′(x)(z(x) + αh(x)) dx =

= iy(0)(z(0) + αh(0)) + i

∞̂

0

y′(x)z(x) dx+ iα

∞̂

0

y′(x)h(x) dx =

= iα

y(0) +

∞̂

0

y′(x)h(x) dx

+

∞̂

0

ly(x)z(x) dx = (ly, z).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî z(0)+αh(0) = α è òî, ÷òî y(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îïåðàòîðà L∗ òàê æå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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íåñàìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïîëóîñè //
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ÓÄÊ 517.53/.55

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ Â ÇÀÌÊÍÓÒÎÉ
ÔÎÐÌÅ ÍÅÊÎÒÎÐÎÃÎ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ë.Â. Êàðòàøåâà, Ò.Í. Ðàä÷åíêî (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÐÔ)

kartasheva@mail.ru

Ïóñòü L � ïðîñòîé ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, äåëÿùèé ïëîñêîñòü
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íà âíóòðåííþþ îáëàñòü D+ è âíåøíþþ D−,
è ïóñòü t0 ∈ L.

Ïîä ρ(t) = (t− t0)α, 0 < α < 1 áóäåì ïîíèìàòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
àíàëèòè÷åñêîé â D+ ôóíêöèè

(z − t0)α = |z − t0|αeαi arg |t−t0|.

Â êëàññå ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé Hλ(L) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

Aϕ ≡ a(t)ϕ(t) + b(t)(Sϕ)(t) + c(t)(Tϕ)(t) = f(t),

ãäå T = S − Sρ,

(Sϕ)(t) =
1

πi

ˆ

L

ϕ(τ)

τ − t
dτ, (Spϕ)(t) =

ρ(t)

πi

ˆ

L

ϕ(τ)

ρ(τ)(τ − t)
dτ.

Ðàíåå äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð T íèëüïîòåíòíûé, à îïåðàòîðû S è Sρ
êîììóòèðóþò ñ òî÷íîñòüþ äî îïåðàòîðà T . Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî îïåðà-
òîð A : Hλ(L)→ Hλ(L) íåòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a(t)±b(t) 6= 0
íà L, è ÷òî ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Aϕ = f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî
îòíîøåíèþ ê ñîþçíîìó óðàâíåíèþ

A′ψ ≡ a(t)ψ(t)− (Sρbψ)(t) + (Tcψ)(t) = 0

â Hλ(L).
Ïðè a(t) ± b(t) 6= 0 íà L óðàâíåíèå Aϕ = f ðåøàåòñÿ â çàìêíóòîé

ôîðìå â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ðà-
âåíñòâó:

c(t)

χ+(t)(a(t) + b(t))
=

`+

t− z
.

Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Aϕ = f , êîãäà

ind
a− b
a+ b

> 0, < 0, = 0.
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Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Aϕ = f ,
êîòîðûå óäàåòñÿ çàïèñàòü â âèäå óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè f(t) ê ðåøå-
íèÿì îäíîðîäíîãî ñîþçíîãî óðàâíåíèÿ.

ÓÄÊ 517.5

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À Î ÑÊÀ×ÊÅ ÍÀ ÊÎÍÒÓÐÅ
Ñ ÏÐÎÒßÆÅÍÍÛÌÈ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÌÈ

Á.À. Êàö (Êàçàíü, ÐÔ), Ñ. Ð. Ìèðîíîâà (Êàçàíü, ÐÔ),
À.Þ. Ïîãîäèíà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)

katsboris877@gmail.com, srmironova@yandex.ru,
apogodina@yandex.ru

Ïóñòü Γ åñòü îáðàç îòêðûòîãî èíòåðâàëà (0, 1) ïðè åãî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè φ : (0, 1) → C. Îáîçíà÷èì
Γε0 := φ((0, ε)), Γε1 := φ((1 − ε, 1)), Γε := φ([ε, 1 − ε]), ãäå 0 < ε < 1.
Åñëè ìíîæåñòâà ∆0 :=

⋂
ε>0

Γε0 è ∆1 :=
⋂
ε>0

Γε1 ñîñòîÿò èç îäíîé òî÷êè êàæ-

äîå, ïðè÷åì ýòè òî÷êè íå ñîâïàäàþò è íå ëåæàò íà Γ, òî Γ åñòü ïðîñòàÿ
æîðäàíîâà äóãà. Åñëè æå â ýòèõ ìíîæåñòâàõ áîëåå îäíîé òî÷êè, òî áó-
äåì íàçûâàòü Γ êîíòóðîì ñ ïðîòÿæåííûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü êîíòóð Γ = {x + i sin(x−1(1 − x)−1) : 0 < x < 1}. Çäåñü
∆j = {j + iy : −1 ≤ y ≤ 1}, j = 0, 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Γ = Γ
⋃

∆0

⋃
∆1 íå ñîäåðæèò áåñêî-

íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Íàçîâåì êîíòóð Γ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûì, åñëè
ïðè ëþáîì ε ∈ (0, 1) ñïðÿìëÿåìà äóãà Γε.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå àâòîðàìè â [3], ãäå
ìíîæåñòâî ∆ ïðåäïîëàãàëîñü ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì, à êðèâàÿ Γ ñãó-
ùàëàñü ê íåé çèãçàãîîáðàçíî. Çäåñü ìû èññëåäóåì áîëåå îáùóþ ñèòóà-
öèþ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâà Γ, ∆0 è ∆1 ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòóð Γ íàïðàâëåí îò ∆0 ê ∆1. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ∆ := ∆0

⋃
∆1 ñîñòîÿëî èç êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ñïðÿìëÿåìûõ äóã è óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ ∆ ⊂ {z : υ(z) = 0},
ãäå υ(z) åñòü çàäàííàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ ñ íåïðå-
ðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàêàÿ ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå v(z)k(z) íåïðåðûâíî íà ∆0,1; òàêîé êîíòóð ìû áóäåì íàçûâàòü
v-äîïóñòèìûì. Çäåñü

k(z) :=
1

2πi
ln
z − z1

z − z0

ïðè ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ zj ∈ ∆j, j = 0, 1, a îäíîçíà÷íàÿ âåòâü k(z)
â C \ Γ̄ îïðåäåëåíà óñëîâèåì k(∞) = 0.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè Kj
ν(z) := k(z)distν−1(z,Γεj), èíòåãðè-

ðóåìûå âáëèçè ∆j, j = 0, 1 ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ε.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hν(Γ) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

íà Γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ν. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî êëàññà ïðîäîëæèìà ïî íåïðåðûâíîñòè
äî îïðåäåëåííîé íà Γ̄ ôóíêöèè êëàññà Hν(Γ̄). Íèæå ìû ñîõðàíÿåì çà
ïðîäîëæåííîé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèåé åå ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå.

Áóäåì èñêàòü ãîëîìîðôíóþ â C \ Γ̄ ôóíêöèþ Φ(z), èìåþùóþ â òî÷-
êàõ t ∈ Γ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

Φ+(t)− Φ−(t) = g(t), t ∈ Γ. (1)

Ïóñòü íà êîìïàêòå A çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ Hν(A). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç fw(z) åå ïðîäîëæåíèå Óèòíè (ñì., íàïð., [1]) íà âñþ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü. Ôóíêöèÿ fw(z) ñîâïàäàåò ñ f(t) íà A, íåïðåðûâíà íà âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿåò òàì óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ òåì æå
ïîêàçàòåëåì ν. Êðîìå òîãî, â C \ Γ̄ îíà èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ
ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì |∇fw(z)| ≤ Cdistν−1(z, A), ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò z.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fw(z) èìååò êîìïàêòíûé
íîñèòåëü, ñîäåðæàùèé A âíóòðè ñåáÿ.

Ìû ïðîäîëæèì ïî Óèòíè g ñ Γ̄ â C è ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå
ϕ(z) = gw(z)k(z). Îíî èìååò íà Γ ñêà÷îê g(t), íî íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðô-
íûì. Â [2] òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ êâàçè-ðåøåíèÿìè çàäà÷è î ñêà÷êå.
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå, íàçûâàåìîå ðåãóëÿðèçàöèåé êâàçè-ðåøåíèÿ:

ϕ→ Φ := ϕ− T ∂ϕ
∂z̄
, ãäå Tf :=

1

2πi

¨

C

f(ζ)dζdζ̄

ζ − z
. (2)

Òåîðåìà. Ïóñòü Γ åñòü ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûé v-äîïóñòèìûé êîí-
òóð, ìíîæåñòâà Γ, ∆0 è ∆1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, g = vg0,
g0 ∈ Hν(Γ) è ν > 1

2. Åñëè ôóíêöèè v(z)Kj
ν(z) è k(z) èíòåãðèðóåìû

âáëèçè ∆j, j = 0, 1, â ñòåïåíè p > 2 ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî çàäà÷à
(1) ðàçðåøèìà â êëàññå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ∆ è èñ÷åçàþùèõ â
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, ïðè÷åì åå ðåøåíèå Φ â ýòîì êëàññå åäèí-
ñòâåííî è ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ (2).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Ì.: Ìèð, 1973.
2. Kats B.A. The Riemann boundary value problem on non-recti�able curves and

related questions // Complex Variables and Elliptic Equations. 2014. Vol. 59, � 8.
P. 1053�1069.

3. Êàö Á.À., Ìèðîíîâà Ñ. Ð., Ïîãîäèíà À.Þ. Çàäà÷à î ñêà÷êå íà êîíòóðå ñ ïðå-
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ÓÄÊ 517.94

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÈÑÅË
ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËß Â L2(R+) Ñ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ

ÓÑËÎÂÈÅÌ y(0) cosα + y′(0) sinα = 0.1

À.È. Êîçêî (Ìîñêâà, ÐÔ)
prozerpi@yahoo.co.uk

Èññëåäóåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà Lq â ïðîñòðàíñòâå L2(R+), çàäàâàåìî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì −y′′ + q(x)y è ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì y(0) cosα + y′(0) sinα = 0. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðû Lq äëÿ
ïîòåíöèàëîâ èç êëàññà Q, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîÿò èç ôóíê-
öèé q ∈ C[0,+∞)

⋂
C2(0,+∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

q′′(x) ≥ 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x ≥ x0 è ln q(x)/ ln2 x ↑ +∞, x → +∞.
Äëÿ ôóíêöèè êëàññàQ, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî x(ln q)′ → +∞ è ñëåäî-
âàòåëüíî âñå ïîòåíöèàëû q ∈ Q ðàñòóò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ëþáîé
ñòåïåíè x (ñì., íàïðèìåð [1]).

Ââèäó áûñòðîãî ðîñòà q(x) ïðè x → +∞ îïåðàòîð Lq èìååò íà R+

äèñêðåòíûé ñïåêòð, ýëåìåíòû êîòîðîãî {λn}∞n=1 áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïîëî-
æåííûìè â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Íàéòè óñëîâèå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn

òàêîå, ÷òî ðÿä
+∞∑
k=1

λsnn áóäåò ñõîäÿùèìñÿ.

Äàííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëå-
äîâ îïåðàòîðàØòóðìà-Ëèóâèëëÿ, êîòîðàÿ èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ,
êàê â L2(R+) íàïðèìåð [2, 3], òàê è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ
îòðåçêà [0, π] â L2[0;π]. Ïðîöèòèðóåì [4]. Òàì æå èìååòñÿ áîëüøîé ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ïî ýòîìó âîïðîñó.

Ïðèâåä¼ì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü q ∈ Q è ln q(x) ∼ xa, x → +∞, äëÿ íåêîòîðî-

ãî a ≥ 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî m ∈ Z+, âûïîëíÿåòñÿ îöåí-

êà

sn ≥ −µ0 −
µ1(a) · δm

lnn
− µ0

 m∑
k=2

1

lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k−ðàç

n

 ,

äëÿ âñåõ n ∈ N íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ≥ N0, ãäå δm = 0 ïðè m = 0 è
δm = 1 ïðè îñòàëüíûõ m, µ0 = 1

2, µ1(a) = 1+a
2a . Òîãäà ðÿä ñîñòàâëåííûé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00022).
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èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
+∞∑
n=1

(λn)
sn ðàñõîäèòñÿ.

2. Åñëè ñóùåñòâóåò θ > 1 è m ∈ Z+ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ≥ N0 âûïîëíÿåòñÿ

sn ≤ −µ0∆m0 −
µ1(a) · δm ·∆m1

lnn
−

− µ0

 m∑
k=2

∆mk

lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k−ðàç

n

 ,

ãäå δm, µ0, µ1(a) îïðåäåëåíû âûøå è

∆mk =

{
θ, m = k,

1, èíà÷å.

Òîãäà ðÿä ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
+∞∑
n=1

(λn)
sn ñõîäèòñÿ.

Â ñëó÷àå m = 2 óñëîâèå, âûïèñàííîå â òåîðåìå 1 íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {sn}+∞
n=1 äëÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

+∞∑
n=1

(λn)
sn áóäåò

sn ≥ −µ0 −
µ1(a)

lnn
− µ0

lnn · ln lnn
,

à óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà

sn ≤ −µ0 −
µ1(a)

lnn
− µ0 · θ

lnn · ln lnn
,

ïðè íåêîòîðîì θ > 1.
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ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß1

Â.Â. Êîðíåâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
KornevVV@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u′′tt(x, t) = u′′xx(x, t)− q(x)u(x, t) + f(x, t), 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ R, (1)

u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0, (2)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1] è f(x, t), f ′t(x, t) ∈ C([0, 1] × R). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå

f(0, 0) = f(1, 0) = 0. (3)

Çàäà÷à (1)�(2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â [1].
Ñîãëàñíî [1] ïðè ñäåëàíííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðÿä, ïîñòðîåííûé ïî ìå-
òîäó Ôóðüå äëÿ çàäà÷è (1)�(2), ñõîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ ýòîé
çàäà÷è.

Òðàäèöèîííî ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà Ôóðüå äëÿ çàäà÷è (1)�(2) ââî-
äÿò â îòëè÷èå îò (3) äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

f(0, t) = f(1, t) = 0, t ∈ R, (4)

ïðè÷åì â [2] óòâåðæäàåòñÿ , ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2). Ñëåäóþùèé ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (4) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó

u′′tt(x, t) = u′′xx(x, t)− t, (5)

u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ R.
Ââåäåì ôóíêöèþ

v(x, t) =
1

8
x(x+ t)(x+ 3t) + g

(1

2
(x− t)

)
− g
(
− 1

2
(x+ t)

)
,

ãäå g(x) = 1
2x

2(1− x) ïðè 0 ≤ x ≤ 1 è ïðîäîëæåíà íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü
ïî ïðàâèëó

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014K).
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g(x+ 1)− g(x) = −1

2
x(1 + 3x), x ∈ R. (6)

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè g(x) è åå ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êàõ x = 0 è x = 1 ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (6) èìååì, ÷òî g(x) ∈ C2(R). Íåïîñðåäñòâåííûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

v′′tt(x, t) = v′′xx(x, t)− t, v(0, t) = v(1, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ R, (7)

Äàëåå îïðåäåëèì ôóíêöèè

ϕ(x) = v(x, 0), ψ(x) = v′t(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ϕ(x) ∈ C2[0, 1] è ψ(x) ∈ C1[0, 1]. Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøå-
íèé (7) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0. (8)

Òåïåðü ïðîäîëæèì ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ñ [0, 1] íà [−1, 0] íå÷åòíûì îá-
ðàçîì, à çàòåì � íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 2. Ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (8) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ(x) ∈ C2(R), ψ(x) ∈
∈ C1(R) è âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

ϕ(−x) = −ϕ(x), ϕ(1− x) = −ϕ(1 + x),

ψ(−x) = −ψ(x), ψ(1− x) = −ψ(1 + x), x ∈ R.
Èç ýòèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

w(x, t) =
1

2

(
ϕ(x+ t) + ϕ(x− t) +

x+tˆ

x−t

ψ(τ) dτ
)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

w′′tt(x, t) = w′′xx(x, t), w(0, t) = w(1, t) = 0,

w(x, 0) = ϕ(x), w′t(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ R. (9)

Èç ñîîòíîøåíèé (7) è (9) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, t) = v(x, t)− w(x, t)

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (5).
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ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÌÅÆÄÓ ÍÎÐÌÀÌÈ ÔÓÍÊÖÈÈ
È ÅÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ 1

À.Ñ. Êî÷óðîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
kochurov@mech.math.msu.su

Êîëìîãîðîâñêèìè íåðàâåíñòâàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ (èëè íåðàâåíñò-
âàìè Ëàíäàó �Êîëìîãîðîâà) íà ïðÿìîé èëè ïîëóïðÿìîé íàçûâàþò íåðà-
âåíñòâà

‖x(k)(·)‖Lq(T ) 6 K · ‖x(·)‖αLp(T )‖x(n)(·)‖βLr(T ), x(·) ∈ Wn
p,r(T ),

â êîòîðûõ T � ýòî R èëè R−, n, k ∈ Z+, k < n, Wn
p,r(T ) � ôóíêöèè x(·)

èç Lp(T ), îáëàäàþùèå ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé
x(n−1)(·) ïîðÿäêà (n− 1) íà T è ïðîèçâîäíîé x(n)(·) ïîðÿäêà n, ëåæàùåé
â ïðîñòðàíñòâå Lr(T ), α, β � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå 1.
Íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ êîíñòàíòà K > 0 â ýòîì íåðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è(ˆ

T

|x(k)|q dt
)1/q

→ sup

ˆ

T

|x|p dt 6 1,

ˆ

T

|x(n)|r dt 6 1, (1)

ïî âñåì ôóíêöèÿì x(·) ∈ Wn
p,r(T ). Îíà íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Êîëìî-

ãîðîâà (èëè êîíñòàíòîé Ëàíäàó �Êîëìîãîðîâà). Ïåðâàÿ çàäà÷à òàêîãî
âèäà, êîãäà p = q = r = ∞, n = 2, k = 1, áûëà ðåøåíà Ëàíäàó (1913)
äëÿ ïîëóïðÿìîé [1] è Àäàìàðîì (1914) äëÿ ïðÿìîé. Â 1937 ã. Êîëìîãî-
ðîâ [2] îáîáùèë ðåçóëüòàò Àäàìàðà è íàø¼ë òî÷íîå çíà÷åíèå â (1) äëÿ
p = q = r = ∞, T = R ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ n, k. Ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè ðåøåíèå (1) â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíî, åãî óäà¼òñÿ
ïîëó÷èòü ëèøü ïðè îïðåäåë¼ííûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p, q, r,
T , n è k. Òàêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k è n áûëè íàéäåíû Õàðäè �
Ëèòòëüâóäîì �Ïîëèà, Ñòåéíîì, Òàéêîâûì, Ëþáè÷åì �Êóïöîâûì, Ãàáó-
øèíûì è äð. Êðîìå òîãî èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ðåøåíèÿ íàéäåíû
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n (â îñíîâíîì n = 2) äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà-
÷åíèé îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ p, q, r, T è k. Èçâåñòíûå òî÷íûå êîíñòàíòû
K è ñïîñîáû èõ íàõîæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â [4�11]. Òî÷íûå ðåøåíèÿ â (1)
èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [8]), îíè ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå â çàäà÷å î íàèëó÷øåì
ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [12].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 13-01-00642, � 14-01-00744).
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Â 1941 ãîäó Íàäåì ([3], ñì. òàêæå [10]) áûëî íàéäåíî ðåøåíèå (1)
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ p, q > 0, r > 1 è T = R, n = 1, k = 0. Ïóñòü
p, q ∈ (0,∞), r ∈ (1,∞) a, η, σ > 0 è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1/q 6 1/p.
Íà ïîëóïðÿìîé R− ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

−
ˆ

R−

|x|q dt→ inf

ˆ

R−

|x|p dt = ηp,

ˆ

R−

|ẋ|r dt = σr (2)

(
ẋ(·) � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t ôóíêöèè x(·)

)
è çàäà÷ó

−
ˆ

R−

|x|q dt→ inf

ˆ

R−

|x|p dt = ηp,

ˆ

R−

|ẋ|r dt = σr, x(0) = a. (3)

Ïóñòü

a0 = (1− s0)
s0−1 σ1−s0ηs0, s0 = (1 + r′/p)−1, 1/r + 1/r′ = 1,

a ≤ a0. Òîãäà èç ñèñòåìû ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

 zp
(
Bzp − zq

A(r − 1)

)−1/r

dz = ηp,

 B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

(Bzp − zq
A(r − 1)

)1−1/r

dz = σr,

ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ A,B > 0, τ ∈ {−1,+1}. Â ýòîì
ñëó÷àå îáîçíà÷èì

J = J (a, η, σ) = −

 B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

 zq
(
Bzp − zq

A(r − 1)

)−1/r

dz.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p < q < ∞, r ∈ (1,∞), a, η, σ > 0, a ≤ a0.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3) ðàâíî J (a, η, σ). Åñëè æå a > a0, òî â çàäà-
÷å (3) íåò äîïóñòèìûõ ôóíêöèé.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 2 (ñì. [3]) Ïóñòü 0 < p < q < ∞, r ∈ (1,∞), η, σ > 0.

Òîãäà çíà÷åíèå çàäà÷è (2) ðàâíî

Ĵ = − p+ r′

q − p
B
( s

q − p
, 1/r′

)p−q
s
(
σ−r

1

q + r′

)p−q
sr
(
η−p

1

q − p

)−qr−r+q
sr

,

s = 1 + p/r′, B
(

s
q−p , 1/r

′) � áåòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå
(

s
q−p , 1/r

′).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè

Lu = u(n) + pn−1(x)u(n−1) + . . .+ p1(x)u′ + p0(x)u, x ∈ G, (1)

ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè pn−1(x), . . .,
p1(x), p0(x), êîòîðûå ìîãóò áûòü íåñóììèðóåìû íà âñåì èëè íà íåêî-
òîðîé ÷àñòè èíòåðâàëà çàäàíèÿ G îïåðàöèè (1).
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1. Èññëåäîâàíèÿ (â òîì ÷èñëå ïðîâåäåííûå àâòîðîì â [1�3]) ïîêàçàëè,
÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èíòåðâàë G = (a, b) êîíå÷íûé, â ñåìåéñòâå îáûêíî-
âåííûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî (n = 2) è áîëåå âûñîêèõ (n ≥ 3) ïîðÿäêîâ ñ
ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè íà G êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî âûäåëèòü êëàññ
îïåðàòîðîâ, ïî ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì áëèçêèõ ê ¾íåâîçìóùåííîìó¿
îïåðàòîðó, ïîðîæäåííîìó îïåðàöèåé L0 = u(n).

Ïðè n = 2 òàêîâûì îêàçàëîñü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ
êîýôôèöèåíò p1(x) ∈ L1(G) èëè p1(x) ∈ W 1

1 (G), à êîýôôèöèåíò p0(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(x− a)(b− x)p0(x) ∈ L1(a, b). (2)

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî: à) Lp(G)-íîðìû êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà
óäîâëåòâîðÿþò êëàññè÷åñêèì îöåíêàì ñ òåì æå ïîðÿäêîì ïî ñïåêòðàëü-
íîìó ïàðàìåòðó, ÷òî è â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå [1]; á) ïîëíûå è ìèíèìàëüíûå
ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé îáðàçóþò áåçóñëîâíûé áàçèñ (áàçèñ Ðèññà)
â L2(G) ïðè âûïîëíåíèè îáû÷íûõ óñëîâèé Â.À. Èëüèíà [2].

Ïðè n ≥ 3 ïîäîáíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò (1), ãäå
pn−1(x) ∈ L1(G) èëè pn−1(x) ∈ W n−1

1 (G), à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(x− a)n−1−k(b− x)n−1−kpk(x) ∈ L1(a, b), k = 0, n− 2. (3)

Óñòàíîâëåíî [3], ÷òî Lp(G)-íîðìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ýòèõ îïåðàòî-
ðîâ òàêæå óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (2) è (3) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü êîðíåâûå
ôóíêöèè êàê ðåøåíèÿ ïî÷òè âñþäó â G ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ïðè÷åì ëþáîå òàêîå ðåøåíèå àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíî íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå G. Òåì ñàìûì, äëÿ êîðíåâûõ
ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è
ñäâèãà.

2. Ïîÿâèâøèåñÿ â êîíöå 1990-õ ãîäîâ ðàáîòû À.À. Øêàëèêîâà,
À.Ì. Ñàâ÷óêà è äð. (ñì. [4]) âûçâàëè íîâûé èíòåðåñ ê ñëó÷àþ, êîãäà íåêî-
òîðûå êîýôôèöèåíòû â (1) ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà ñ íåãàòèâíîé íîðìîé. Â ýòèõ ðàáîòàõ îïèñàíî íåñêîëüêî ñïî-
ñîáîâ ïðèäàòü ñìûñë äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè (1).

Â íàøåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí ñïîñîá ¾ðåãóëÿðèçàöèè¿ (1),
êîòîðûé, ïî ñâîåé ñóòè, áëèçîê ê ïðåäëîæåííîìó ðàíåå ìåòîäó àïïðîê-
ñèìàöèè ðåçîëüâåíòû, íî ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè êîðíåâûõ ôóíêöèé
èñïîëüçîâàòü òå æå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî è â ðåãóëÿðíîì
ñëó÷àå.
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Îïèøåì ýòîò ïîäõîä íà ïðèìåðå äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè (1)
âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

Lu = −u′′ + q(x)u, x ∈ G, (4)

â êîòîðîé q(x) ∈ W−1
2 (G).

Ïóñòü f ∈ L1(G) è µ ∈ C. Êâàçèðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Lu = µ2u + f íàçîâåì ôóíêöèþ u(x) ∈ W 1

2 (G), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
äëÿ âñåõ x ∈ G è t ≤ dist (x, ∂G) èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

u(x± t) = c0 cosµt± c1µ
−1 sinµt+

ˆ t

0

Q(x, x± τ)u(x± τ)×

× cosµ(t− τ) dτ −
ˆ t

0

Q(x, x± τ)u′(x± τ)µ−1 sinµ(t− τ) dτ, (5)

ãäå Q(x, y) =
´ y
x q(ξ) dξ ∈ L2(y ∈ G) è c0, c1 ∈ C � ïðîèçâîëüíûå ïî-

ñòîÿííûå. Êîðíåâûìè ôóíêöèÿìè, îòâå÷àþùèìè (4), áóäåì íàçûâàòü
íåòðèâèàëüíûå êâàçèðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Îòìåòèì, ÷òî â (5) c0 = u(x), c1 =
= lim

t→0
[u′(x+ t)−Q(x, x+ t)u(x+ t)].

Òåîðåìà 1. Lp(G)-íîðìû òàê ââåäåííûõ êîðíåâûõ ôóíêöèé óäîâëå-
òâîðÿþò îáû÷íûì îöåíêàì ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ è, â òîì ÷èñëå, âûïîë-
íåíà àíòèàïðèîðíàÿ îöåíêà Â.À. Èëüèíà.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Â.À. Èëüèíà [5] î áåçóñëîâíîé
áàçèñíîñòè â L2(G) ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé.

3. Àíàëèç ôîðìóëû ñäâèãà, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ðåãóëÿðíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Lu = µnu+ f , f ∈ L1(G), äëÿ îïåðàöèè (1) ñ ãëàäêèìè
êîýôôèöèåíòàìè, äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü îïèñàííûé ïîäõîä äëÿ
îïåðàöèè ëþáîãî ïîðÿäêà n ≥ 2. Â ðåçóëüòàòå äîïóñòèìûìè ñòàíîâÿòñÿ
ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ.

à) Ïðè n = 2m êîýôôèöèåíòû (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

p2m−1(x), . . . , pm(x) ∈ L2(G), pk(x) ∈ W−m+k
2 (G), k = 0,m− 1, (6)

è êâàçèðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå
Wm

2 (G).
á) Ïðè n = 2m+ 1 êîýôôèöèåíòû (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

p2m(x), . . . , pm(G) ∈ L2(G), pk(x) ∈ W−m+k
1 (G), k = 0,m− 1, (7)

êâàçèðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå Wm+1
1 (G).
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Òåîðåìà 3. Lp(G)-íîðìû òàê ââåäåííûõ êîðíåâûõ ôóíêöèé äëÿ îïå-
ðàòîðà ïîðÿäêà n ≥ 2 óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì îöåíêàì ðåãóëÿðíîãî
ñëó÷àÿ è, â òîì ÷èñëå, âûïîëíåíà àíòèàïðèîðíàÿ îöåíêà Â.À. Èëüèíà.
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Ëîêàëüíîå ïîëå F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî
ìíîæåñòâó ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà

x =
∞∑
i=k

xit
i, k ∈ Z, xi = (x

(0)
i , x

(1)
i , . . . , x

(s−1)
i ) ∈ GF (ps),

ãäå GF (ps) êîíå÷íîå ïîëå [1]. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïî-
ëå F (s) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

x+̇y =
∞∑
i=k

(xi+̇yi)t
i, xy =

∞∑
l=2k

tl
∑

i,j: i+j=l

(xiyj),

ãäå xi+̇yi è xiyj îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (ps).
Àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ F (s) îáîçíà÷èì ÷åðåç F (s)+, à åå ïîäãðóï-

ïû ÷åðåç F (s)+
k = {(. . . ,0,xk,xk+1, . . . ), xi ∈ GF (ps)}, k ∈ Z. Èçâåñòíî

1Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðî-
åêò � 1.1520.2014Ê).
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[2], ÷òî ïðè s = 1: F (1)+ åñòü ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ ïîñòîÿííîé îáðàçóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pn = p. Ïðè s > 1 àääèòèâíàÿ ãðóïïà F (s)+

èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï Âèëåíêèíà

F (s)+ ∼= F (1)+ × F (1)+ × · · · × F (1)+ =
(
F (1)+

)s
. (1)

Òàêæå èçâåñòíî [2], ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ gk ∈ F
(s)
k \ F

(s)
k+1 åñòü áàçèñ

â F (s). Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ F (s) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x =
∑
k∈Z
λkgk,

λk ∈ GF (ps). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

H
(s)
0 = {h ∈ F (s) : h = x−1g−1+̇x−2g−2+̇ . . . +̇x−sg−s}.

Ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàñ-
ñàõ ïî ïîäãðóïïå F (s)+

M , ñ íîñèòåëåì supp(ϕ) ⊂ F
(s)+
−N îáîçíà÷èì ÷åðåç

DM(F
(s)+
−N ), M,N ∈ N. Àíàëîãè÷íî, D−N(F

(s)
M

⊥
) åñòü ìíîæåñòâî ñòóïåí-

÷àòûõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå F (s)
−N
⊥
, ñ

íîñèòåëåì supp(ϕ) ⊂ F
(s)
M

⊥
, ãäå F (s)

−N
⊥
, F (s)

M

⊥
åñòü àííóëÿòîðû ïîäãðóïï

F
(s)+
−N , F (s)+

M ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ DM(F
(s)
−N) ïîðîæäàåò îð-

òîãîíàëüíûé ÊÌÀ, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ:

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1), (2)

ãäå

m0(χ) =
1

ps

∑
h∈HN+1

0

βh(χA−1, h)

� ìàñêà óðàâíåíèÿ (2), A � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ, χ � õàðàêòåð ãðóï-
ïû F (s)+. Åñëè ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ÊÌÀ íå ÿâëÿåòñÿ
òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, òî òàêîé ÊÌÀ
íàçûâàþò íåñåïàðàáåëüíûì.

Â ðàáîòå [3] èçëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ìàñøòàáè-

ðóþùåé ôóíêöèè ϕ̂(χ) ∈ D−N(F
(s)
M

⊥
) ïîðîæäàþùåé ÊÌÀ íà ëîêàëüíûõ

ïîëÿõ F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p. Äàííûé àëãîðèòì âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ïîñòðîåíèå N -âàëèäíîãî äåðåâà T , äåðåâà T̃ è ãðàôà Γ.

Îáîçíà÷èì λa−N ,...,a−1,a0
= |m0(F

(s)
−N
⊥
r
a−N
−N . . . r

a−1

−1 r
a0
0 )|2. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç (aN−1, aN−2, . . . , a1, ã0) òå âåðøèíû ãðàôà Γ, ñ êîòîðûìè ñâÿçàíà âåð-
øèíà (aN , aN−1, . . . , a1). Çíà÷åíèÿ ìàñêè îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû∑

ã0

λa−N ,...,a−1,ã0
= 1 è λa−N ,...,a−1,ã0

= 0 ∀ α0 /∈ {α̃0}. (3)
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Çíà÷åíèå λ0,...,0,0 ïðèìåì ðàâíûì åäèíèöå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïî N -âàëèäíîìó äåðåâó T ïîñòðîåíû äåðåâî T̃ ,
ãàðô Γ è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ìàñêè m0(χ) òàê, êàê óêàçàíî â ðàâåíñò-
âàõ (3). Ïóñòü H̃ = height(T̃ ). Òîãäà ðàâåíñòâî

ϕ̂(χ) =
∞∏
k=0

m0(χA−k) ∈ D−N(F
(s)⊥
M )

îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈
∈ DM(F

(s)
−N), ïîðîæäàþùóþ ÊÌÀ íà ëîêàëüíîì ïîëå F (s), ïðè÷åì M =

= H̃ −N .

ÊÌÀ, ïîðîæäåííûé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé ϕ(x) èç òåîðåìû 1,
â ñèëó èçîìîðôèçìà (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîìåðíûé ÊÌÀ íà
ïðîèçâåäåíèè ãðóïï Âèëåíêèíà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ÊÌÀ áóäåò
íåñåïàðàáåëüíûì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü p = s = 2, N = 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
N -âàëèäíîå äåðåâî T (ðèñ. 1).

(0, 0) (1, 1)
HH

��
(0, 1)

(1, 0)

Ðèñ. 1

Àääèòèâíóþ ãðóïïó F (2)+ ëîêàëüíîãî ïîëÿ F (2) ìû ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Âèëåíêèíà G×G. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñòðî-
åííûå ïî àëãîðèòìó ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ è åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ϕ̂ îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâàõ G−1×G−1 è G⊥1 ×G⊥1 ñîîòâåòñòâåííî
è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöàìè íà ðèñ. 2, 3.

G0

G1

G−1

1
1

1
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

G⊥0

G⊥−1

G⊥1

1
1

1
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Ðèñ. 2. ϕ Ðèñ. 3. ϕ̂

ÊÌÀ, ïîðîæäåííûé ýòîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé, ÿâëÿåòñÿ íåñå-
ïàðàáåëüíûì.
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ÂËÎÆÈÌÎÑÒÜ ÃÎËÎÌÎÐÔÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß
Ñ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ
Â ÎÄÍÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÓÞ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÓ 1

Î.Ñ. Êóäðÿâöåâà (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
Kudryavceva_OS@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âëîæåíèÿ ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ êðó-
ãà â ñåáÿ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó.
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýëåìåíòû îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïû
îáëàäàëè òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è èñõîäíîå îòîáðàæåíèå. Óñòàíîâëåí
êðèòåðèé âëîæèìîñòè â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü D � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå D =
= {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç D, îñòàâëÿ-
þùèõ èíâàðèàíòíûì âåùåñòâåííûé äèàìåòð, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ
íà âåùåñòâåííîì äèàìåòðå è èìåþùèõ íà í�åì îãðàíè÷åííîå èñêàæåíèå.
Áîëåå òî÷íî, D � ñîâîêóïíîñòü ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé f : D 7→ D,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) Im f(x) = 0 ïðè x ∈ (−1, 1), lim
x→±1

f(x) = ±1;

2) f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−1, 1) è sup
x∈(−1,1)

f ′(x) <∞.

D îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïî-
çèöèè è òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé â D ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé â D ïîíè-
ìàåòñÿ íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì t 7→ f t, äåéñòâóþùèé èç àääèòèâíîé
ïîëóãðóïïû R+ = {t ∈ R : t > 0} â ïîëóãðóïïó D.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ D âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ïîëóãðóïïó â D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóï-
ïà t 7→ f t â D, ÷òî f 1 = f .

Îïèñàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèÿ f t, t > 0, èìåþò îáùåå ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
òî÷êà Äàíæóà �Âîëüôà q, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ïðèòÿæåíèÿ f t(z)→ q
ïðè t → ∞ è âñåõ z ∈ D. Ýòà òî÷êà ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê âíóòðè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00042 ìîë_à).
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êðóãà D, òàê è íà åãî ãðàíèöå T = {z ∈ C : |z| = 1}. Èìåííî â òåðìèíàõ
òî÷êè Äàíæóà �Âîëüôà çàïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Áåðêñîíà �
Ïîðòû [1], êîòîðàÿ îïèñûâàåò ìíîæåñòâî âñåõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îá-
ðàçóþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé
åäèíè÷íîãî êðóãà â ñåáÿ.

Âñå äðóãèå íåïîäâèæíûå òî÷êè, åñëè îíè åñòü, äëÿ íåòðèâèàëüíîé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïû (f t(z) 6≡ z) äîëæíû ëåæàòü òîëüêî
íà T. Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, äàþùèì âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ âîïðî-
ñîâ âëîæèìîñòè ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëîã ôîðìóëû Áåðêñîíà �Ïîðòû [2].

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ D èìååò âíóòðåííþþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó,
òî ýòà òî÷êà ìîæåò ëåæàòü òîëüêî íà âåùåñòâåííîì äèàìåòðå. Åñëè æå
f ∈ D è f(x) 6= x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1), òî âûðàæåíèå f(x) − x ñî-
õðàíÿåò çíàê, òî÷êà q = σ, ãäå σ = sgn(f(x) − x), ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
Äàíæóà �Âîëüôà, à òî÷êà a = −σ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ãðàíè÷íîé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ D è f(x) − x ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ âñåõ x ∈
∈ (−1, 1). Òîãäà åñëè f âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó
â D, òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ K, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøå-
íèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

K (f(z)) = K(z) + 1

è äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

K(z) = λ1 ln
1 + σz

1− σz
+ λ2

σz

(1− σz)2
+ λ3

ˆ

[−σ, σ)

ln
1− 2xz + z2

(1− σz)2

dµ(x)

1− σx
(1)

ñ íåêîòîðûìè λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0 è âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ íà
[−σ, σ), ãäå σ = sgn(f(x) − x) è ïîä [a, b), åñëè a > b, ïîíèìàåòñÿ
(b, a]. Ïðè ýòîì, ïîä ëîãàðèôìàìè ïîíèìàþòñÿ âåòâè, ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèå 0 ïðè z = 0.

Îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ K âèäà (1) îäíîëèñòíà â D è îòîáðàæà-
åò D íà îáëàñòü, êîòîðàÿ ñ êàæäîé òî÷êîé w ∈ K(D) ñîäåðæèò è
âåñü ëó÷ {w + t : t > 0}. Ïðè ýòîì, ôóíêöèè f(z) = K−1

(
K(z) +1

)
ïðè-

íàäëåæàò D, îáëàäàþò ñâîéñòâîì: f(x) − x ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ âñåõ
x ∈ (−1, 1), ïðè÷¼ì sgn(f(x)− x) = σ, è âëîæèìû â îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ ïîëóãðóïïó â D.
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ÓÄÊ 517.5

Î ÇÀÊÎÍÅ ÏÎÂÒÎÐÍÎÃÎ ËÎÃÀÐÈÔÌÀ ÄËß ÐßÄÎÂ
ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÎËØÀ Ñ ÌÀËÛÌÈ ËÀÊÓÍÀÌÈ
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levizov@rambler.ru

Ïóñòü 0 ≤ x ≤ 1 è {ϕn(x)} � ñèñòåìà Óîëøà (â ïîðÿäêå Ïýëè); {n(k)}
� íåêîòîðàÿ (ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ (íîìå-
ðîâ). Ñêàæåì, ÷òî ïîäñèñòåìà {ϕn(k)(x)} ïîä÷èíåíà çàêîíó ïîâòîðíîãî
ëîãàðèôìà (ÇÏË), åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

lim
N→∞

(2N log logN)−1/2 ·
N∑
k=1

ϕn(k)(x) = 1 ïî÷òè âñþäó. (1)

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òàêîâà, ÷òî, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0

n(k + 1) ≥ n(k) · (1 + c · k−α), ãäå c > 0, 0 < α < 0, 5, (2)

òî äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} ñîîòíîøåíèå (1) èìååò ìåñòî.
Ðàçìåð ¾ïðîáåëîâ¿ (ëàêóí) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(k)} ðåãóëèðó-

åòñÿ ïîêàçàòåëåì α (¾ãóñòîòà¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñò¼ò âìåñòå ñ α),
ïðè÷¼ì ¾êðèòè÷åñêèì¿ ÿâëÿåòñÿ ðóáåæ α = 0, 5 (àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ñïðàâåäëèâ è äëÿ äðóãîãî âåðîÿòíîñòíîãî çàêîíà � ÖÏÒ, ðàññìîòðåííî-
ãî ïî îòíîøåíèþ ê ïîäñèñòåìå {ϕn(k)(x)} � ñì. îá ýòîì [2, 3]). À èìåííî:
ðàâåíñòâî (1) íà÷èíàåò ¾ïðîïàäàòü¿, åñëè ñòðîèòü {n(k)}, íå ïîä÷èí¼í-
íóþ (2) � âçÿâ ïîêàçàòåëü α ≥ 0, 5.

Â òî æå âðåìÿ ÇÏË ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ äîñòàòî÷íî ¾ãó-
ñòûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {n(k)}. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå: ïóñòü {ck} � âîçðàñòàþùàÿ (êàê óãîäíî ìåäëåííî) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë: ck → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òà-
êàÿ, ÷òî âåëè÷èíà n(k + 1)/n(k) − 1 ïðè k → ∞ óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì
ck/k, è ïðè ýòîì äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ.

Ýòîò ôàêò óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [4].
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ÓÄÊ 517.518.3

Î ÑÂßÇÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ
ÂÑÏËÅÑÊÎÂ1

Å.À. Ëåáåäåâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÐÔ)
ealebedeva2004@gmail.com

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü íåñòàöèîíàðíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ è îáùèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì âñïëåñêîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî
ïðèíöèïà ðàñøèðåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäèçàöèÿ ôðåéìà Ïàðñåâàëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ âñïëåñêîâ ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
âñïëåñêîâ. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî è íàîáîðîò, ôðåéì Ïàðñåâàëÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ âñïëåñêîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäèçàöèåé íåêîòîðîãî ôðåéìà Ïàðñåâà-
ëÿ íåñòàöèîíàðíûõ âñïëåñêîâ. Õîòÿ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
íåñòàöèîíàðíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ôðåéìîâ, ïåðèîäèçàöèÿ êîòîðûõ ïðè-
âîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ïåðèîäè÷åñêîìó ôðåéìó, ñðåäè íèõ ìîæíî âû-
áðàòü ôðåéì íåñòàöèîíàðíûõ âñïëåñêîâ òàê, ÷òîáû îí ñîñòîÿë èç ôóíê-
öèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è ÷òîáû ÷àñòîòíî-âðåìåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ
äâóõ ñèñòåì áûëà ñîãëàñîâàíà. À èìåííî, ÷òîáû

lim
j→∞

(
UCB(ψj)− UCH(ψ0

j )
)

= 0,

ãäå UCB è UCH � êîíñòàíòû íåîïðåäåëåííîñòè Áðåéòåíáåðãåðà è Ãåé-
çåíáåðãà ñîîòâåòñòâåííî, ψj ∈ L2(T), j ∈ N è ψ0

j ∈ L2(R), j ∈ N, �
ïåðèîäè÷åñêèå è íåñòàöèîíàðíûå íåïåðèîäè÷åñêèå âñïëåñê-ôóíêöèè ñî-
îòâåòñòâåííî.

Ýòà âçàèìîñâÿçü íåñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì âñïëåñêîâ
ïîçâîëÿåò îïèñàòü êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êî-
òîðûõ ìîæíî óòî÷íèòü íèæíþþ ãðàíèöó êîíñòàíòû íåîïðåäåëåííîñòè
Áðåéòåíáåðãåðà, â òåðìèíàõ âñïëåñêîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Lebedeva E.A. An inequality for a periodic uncertainty constant (ïîäàíà â Applied

and Computational Harmonic Analysis). http://arxiv.org/abs/1412.2694

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-05796) è Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ïðîåêò � 9.38.198.2015).
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ÓÄÊ 517.95

ÇÀÄÀ×À ÄÈÐÈÕËÅ ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ1

À.Ã. Ëîñåâ (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
allosev59@gmail.com

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆u− c(x)u = f, (1)

ãäå c(x) ≥ 0, íà ìîäåëüíûõ (ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ) ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Äèðèõëå ñ íåïðåðûâíûìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè íà ¾áåñêîíå÷íî-
ñòè¿.

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ äåñÿòêîâ ëåò áûëî îïóáëèêîâàíî ìíî-
æåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ íàõîæäåíèþ óñëîâèé âûïîëíåíèÿ òåîðåì òè-
ïà Ëèóâèëëÿ î òðèâèàëüíîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðåøåíèé è ñóáðåøå-
íèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåêîì-
ïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Êðîìå òîãî, ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ
áûëè ïîñâÿùåíû îöåíêå ðàçìåðíîñòåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé
ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè
ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Â ÷àñòíîñòè, òî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òåîðåì òèïà Ëèóâèëëÿ è
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ îä-
íîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íà ìîäåëüíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ íàéäåíû â ðàáîòàõ [1�4]. Îïèøåì äàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîäðîá-
íåå.

Ïóñòü M � ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïóñòûì êðàåì, ïðåä-
ñòàâèìîå â âèäå M = B

⋃
D, ãäå B � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à D �

èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ R+ × S (ãäå R+ = (0,∞), à S �
çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå) ñ ìåòðèêîé

ds2 = dr2 + g2(r)dθ2.

Çäåñü g(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ, ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà R+, dθ
2 � ìåòðèêà

íà S. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî íàçâàòü åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî, ïîâåðõíîñòè âðàùå-
íèÿ è äðóãèå.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà D âûïîëíåíî c = c(r), à f = f(θ) �
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-02479 ð-ïîâîëæüå-à).
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Ââåäåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

I =

ˆ ∞
1

dr

gn−1(r)

ˆ r

1

gn−3(t)dt,

J =

ˆ ∞
1

dr

gn−1(r)

ˆ r

1

(1 + c(t))gn−1(t)dt,

ãäå dimM = n.
Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

íà M ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïîñòîÿííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
I =∞. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè I <∞, òî äëÿ âñåõ Φ ∈ C(S) è Ψ ∈ C(S)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà D òàêàÿ ÷òî

u(r0, ) = Φ(θ)

è
lim
r→∞

u(r, θ) = Ψ(θ).

Òàì æå ïîêàçàíî ÷òî åñëè I < ∞ òî äëÿ ëþáîé Ψ ∈ C(S) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà M òàêàÿ ÷òî

lim
r→∞

u(r, θ) = Ψ(θ).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà ïîëó÷åíû â [3]. Óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òåîðåì òèïà Ëèóâèëëÿ äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ íà ìî-
äåëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åíû, â ÷àñòíîñòè, â [4].

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M òàêîå ÷òî

J <∞.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ Φ ∈ C(S) è Ψ ∈ C(S) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1) íà D òàêîå ÷òî

u(r0, θ) = Φ(θ)

è
lim
r→∞

u(r, θ) = Ψ(θ).

Òåîðåìà 2.Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M òàêîå ÷òî

J <∞.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé Ψ ∈ C(S) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1) íà M òàêîå ÷òî

lim
r→∞

u(r, θ) = Ψ(θ).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííûõ óòâåðæäåíèé, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåò-
ñÿ òîò ôàêò, ÷òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà J < ∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
I < ∞, óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ íà M ôóíêöèé (I < ∞), à òàêæå ñòàíäàðòíûé ïðèåì, çà-
êëþ÷àþùèéñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ñóììû
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñîáñòâåí-
íûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè íà S è äîêàçàòåëüñòâå
èõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ëîñåâ À. Ã. Íåêîòîðûå ëèóâèëëåâû òåîðåìû íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñïå-

öèàëüíîãî âèäà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 1991. � 12. Ñ. 15�23
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÌÀËÎÃÎ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
È ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÎÂ
Â ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÌ ÏÎÒÎÊÅ
Â.Ò. Ëóêàøåíêî (Ìîñêâà, ÐÔ)

lukashenko-vt@yandex.ru

Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà âçàèìîäåéñòâèÿ òåë â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå. Ñâÿçàíà äàííàÿ ïðî-
áëåìà ïðåæäå âñåãî ñ ïðèêëàäíûìè èññëåäîâàíèÿìè � íà÷èíàÿ îò âîïðî-
ñîâ î äèíàìèêå ðàñïàäà ìåòåîðíûõ òåë ïðè äâèæåíèè â àòìîñôåðå [1] äî
ïîëó÷åíèÿ ðàñ÷¼òíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îáòåêàíèè
òåë â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ [2].
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Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå àâòîðîì èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå õàðàêòå-
ðèñòèê ìàëîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â ïîëå òå÷åíèÿ áîëüøîãî êðóãî-
âîãî öèëèíäðà ïðè êâàçèñòàöèîíàðíîì ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè (÷èñëî
Ìàõà M = 6; ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = 105) îáûêíîâåííûì âîçäóõîì (ïî-
êàçàòåëü àäèàáàòû γ = 1.4).

Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà [3, 4] ñ ãèáðèäíûìè ñåòêà-
ìè. Âîêðóã êàæäîãî îáòåêàåìîãî òåëà ñòðîèëèñü ñïåöèàëüíûå ñåòêè, íà
êîòîðûõ ÷èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà â ïðèáëè-
æåíèè òîíêîãî ñëîÿ, è ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ñîãëàñîâûâàëèñü
ñî çíà÷åíèÿìè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà ñåòêå îñíîâíîãî òå-
÷åíèÿ, ãäå ÷èñëåííî ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íî õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïîëó÷èòü ðåøåíèå
çàäà÷è îá îáòåêàíèè òåë âÿçêèì ñæèìàåìûì ãàçîì áåç çíà÷èòåëüíîãî
óñëîæíåíèÿ âû÷èñëåíèé [4].

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ âáëèçè öèëèíäðîâ
(êîíôèãóðàöèÿ I).

Ïðè ýòîì ðàäèóñ êðóãîâîãî öèëèíäðà áðàëñÿ ðàâíûì åäèíèöå, à ñàìî
áîëüøîå òåëî ïîìåùàëîñü â öåíòð. Ìàëûé æå ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
áðàëñÿ ñ ãëàâíûìè ïîëóîñÿìè a = 0.15 è b = 0.075. Ðàññìàòðèâàëèñü
÷åòûðå îñíîâíûå êîíôèãóðàöèè íàõîæäåíèÿ ìàëîãî öèëèíäðà ïî îòíî-
øåíèþ ê áîëüøîìó: I) ìàëûé öèëèíäð íàõîäèòñÿ íà ëèíèè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ê íàáåãàþùåìó ïîòîêó âáëèçè áîëüøîãî òåëà; II) ìàëûé öèëèíäð
íàõîäèòñÿ íà ëèíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàáåãàþùåìó ïîòîêó âäàëè îò
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áîëüøîãî òåëà; III) ìàëûé öèëèíäð íàõîäÿòñÿ íà îòõîäÿùåé îò áîëüøî-
ãî òåëà óäàðíîé âîëíå íèæå ïî ïîòîêó; IV) ìàëûé öèëèíäð íàõîäèòñÿ â
ñëåäå áîëüøîãî òåëà.

Ðèñ. 2. Ëèíèè òîêà âáëèçè öèëèíäðîâ
(êîíôèãóðàöèÿ I)

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷¼òîâ ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè àýðîäèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê òåë îò óãëà íàêëîíà ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ïî îòíî-
øåíèþ ê íàáåãàþùåìó ïîòîêó äëÿ ÷åòûð¼õ óêàçàííûõ êîíôèãóðàöèé.
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ÓÄÊ 517.5

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÕÀÀÐÀ
Ê ×ÈÑËÅÍÍÎÌÓ ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé, Ï.À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
lukomskiids@info.sgu.ru, terekhinpa@info.sgu.ru

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû Õààðà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (çàäà÷è Êîøè, êðàåâûõ çàäà÷ è ò.ä.) íå íîâà è
ðàññìàòðèâàëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1] è [2]. Îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ
ïî ôóíêöèÿì Õààðà ðàñêëàäûâàëîñü ñàìî ðåøåíèå, â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíè-
êàëà íåîáõîäèìîñòü â ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Èíîé ïîäõîä áûë ïðåä-
ëîæåí â ñòàòüå [3], êîãäà â ðÿä ðàçëàãàëàñü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à ñàìî ðåøåíèå áûëî
ïðåäñòàâëåíî â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñïëàéíîâ âòîðîé ñòåïåíè. Äàí-
íûé ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòå [4], ãäå áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà{

y′ + a(x)y = b(x), 0 ≤ x ≤ 1,

y(0) = y0.
(1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a(x), b(x) ∈ C[0, 1] - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå yn(x) çàäà÷è (1), ïðåäñòàâëÿÿ

åãî ïðîèçâîäíóþ â âèäå ïîëèíîìà ïî ñèñòåìå Õààðà {χn}∞n=0 ïîðÿäêà íå
âûøå 2n:

y′n(x) =
2n−1∑
k=0

ŷn,kχk(x) =
2n−1∑
k=0

yn,kχ(k2−n,(k+1)2−n).

Âîññòàíîâèì ôóíêöèþ yn(x) ïî åå ïðîèçâîäíîé:

yn(x) = y0 + 2−n
k−1∑
j=0

yn,j + yn,k(x− k2−n), k2−n ≤ x ≤ (k + 1)2−n,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïåðâûé àâòîð, ïðîåêò � 13-01-00102)

è â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (âòîðîé àâòîð, ïðîåêò

� 1.1520.2014Ê).
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ãäå k = 0, . . . , 2n−1. Ôóíêöèÿ yn(x) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñ óçëàìè
â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ k2−n. Ôèêñèðóåì íàáîð ïðîìåæóòî÷íûõ
òî÷åê xn,k = (k + θn,k)2

−n, 0 < θn,k < 1, k = 0, . . . , 2n − 1. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû ôóíêöèÿ yn(x) óäîâëåòâîðÿëà äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1)
íà ìíîæåñòâå òî÷åê {xn,k}2n−1

k=0 . Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

y′n(xn,k) + a(xn,k)yn(xn,k) = b(xn,k), k = 0, . . . , 2n − 1.

Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé yn(x) è y′n(x) è îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêî-
ñòè an,k = a(xn,k) è bn,k = b(xn,k) áóäåì èìåòü

yn,k + an,k

(
y0 + 2−n

k−1∑
j=0

yn,j + yn,kθn,k2
−n
)

= bn,k, k = 0, . . . , 2n− 1. (2)

Óïðîñòèì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïóòåì ïðèâåäåíèÿ èõ ê ñëå-
äóþùåìó âèäó

zn,k + an,k

(
y0 + 2−n

k−1∑
j=0

zn,j

)
= bn,k, k = 0, . . . , 2n − 1. (3)

Èç óðàâíåíèé (3) âåëè÷èíû {zn,k}2n−1
k=0 îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî è îä-

íîçíà÷íî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Ïóñòü ôóíêöèè zn(x) è z′n(x) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ïàðà yn(x)

è y′n(x), ò.å. â ïðåäñòàâëåíèè ïîñëåäíèõ âåëè÷èíû yn,k çàìåíåíû íà zn,k.
Ôóíêöèþ zn(x) íåòðóäíî îïðåäåëèòü èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé (3) ïî âõîäíûì èíòåðïîëÿöèîííûì è íà÷àëüíûì äàííûì: {an,k}2n−1
k=0 ,

{bn,k}2n−1
k=0 è y0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è (1):

C = |y0| ‖a‖+ ‖b‖, Ωn = |y0|ω(a, 1
2n ) + ω(b, 1

2n ), Ω∗n = ω(a, 1
2n ) + ‖a‖

2n ,

ãäå ‖f‖ = sup
0≤x≤1

|f(x)| è ω(f, δ) = sup|x1−x2|≤δ |f(x1) − f(x2)| � ðàâíî-

ìåðíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêè ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé

Yn = max
0≤k<2n

|yn,k|, Zn = max
0≤k<2n

|zn,k|, ∆n = max
0≤k<2n

|yn,k − zn,k|.

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Zn ≤ Ce‖a‖, n = 1, 2, . . . ,
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è

∆n ≤
2C‖a‖e3‖a‖

2n
, n ≥ log2 ‖a‖+ 1.

Èç ëåììû âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé yn(x) è èõ
ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó

Yn ≤ Zn +∆n ≤ Ce‖a‖(1 +O(2−n)).

Îáîçíà÷èì y(x) òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖y′ − z′n‖ ≤ e‖a‖(Ωn + Ce‖a‖Ω∗n). (4)

Íåðàâåíñòâî (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

‖y′ − z′n‖ = O
(
ω(a, 1

2n ) + ω(b, 1
2n ) + 1

2n

)
, n = 1, 2, . . . .

Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ íîðìû ‖y′ − y′n‖ äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîñòîÿííûå â O-ñîîòíîøåíèÿõ çàâèñÿò îò âåëè÷èí
‖a‖, ‖b‖ è |y0|.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà äëÿ óêëîíåíèÿ ‖y−zn‖ ïîâòîðÿåò îöåí-
êó (4). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óëó÷øåíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè, êàê ýòî
èìååò ìåñòî äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ, â íàøåì ñëó÷àå íå ïðîèñ-
õîäèò.

Ïî ðåçóëüòàòàì äàííûõ èññëåäîâàíèé íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëíî-
ñòüþ ïîäòâåðæäàþò ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1.M. Ohkita, Y. Kobayashi An application of rationalized Haar functions to solution of

linear di�erential equations // IEEE Transactions on Circuit and Systems. 1986. Vol. 33,
� 9. P. 853�862.

2. M. Razzaghi, Y. Ordokhani An application of rationalized Haar functions for
variational problems // Appl. Math. Comp. 2001. Vol. 122, � 3. P. 353�364.

3. Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé Ïðèìåíåíèå ñèñòåìû Õààðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè //
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2012. Âûï. 14.
Ñ. 47�50.

4. Ëóêîìñêèé Ä.Ñ., Òåðåõèí Ï.À. Îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ // Òð. Ìàòåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
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ÓÄÊ 517.5

ÎÁ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÌÀÑØÒÀÁÈÐÓÞÙÈÕ
ÔÓÍÊÖÈßÕ ÏÎ ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ

ÑÄÂÈÃÎÂ ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ1

Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
LukomskiiSF@info.sgu.ru

Â ðàáîòå [1] ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêîãî ÊÌÀ â êà÷åñòâå ìíîæåñò-
âà ñäâèãîâ ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü íå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z, à
ìíîæåñòâî 2Z +

{
0, rp

}
, ãäå 0 < r ≤ 2p − 1 è r, p �âçàèìíî ïðîñòûå. Â

ðàáîòå [2] ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí íà ëîêàëüíîì ïîëå K ïîëîæèòåëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè. Åñëè â êà÷åñòâå ïîëÿ K âûáðàòü p-è÷íóþ ãðóïïó Âè-
ëåíêèíà G ñ áàçèñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (gn)n∈Z, òî â ðàáîòå [2] â êà-

÷åñòâå ìíîæåñòâà ñäâèãîâ ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ìíîæåñòâî H0+̇
{

0, rp

}
,

ãäå

H0 = {a−1g−1 + a−2g−2 + · · ·+ a−sg−s : a−j = 0, p− 1}, 1 ≤ r ≤ 2p− 1.

Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ ϕ, ïðè êîòî-
ðûõ ϕ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ. Ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèè ϕ íåò. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå p = 2 íå ñóùåñòâóåò
ñòóïåí÷àòîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, ïîðîæäàþùåé îðòîãîíàëüíûé
ÊÌÀ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ñäâèãîâH0+̇

{
0, 1

2

}
. Â äîêëàäå ìû âûáèðàåì

â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñäâèãîâ ìíîæåñòâî

H = {−̇a−1g0+̇a−1g−1+̇ . . . +̇a−sg−s : s ∈ N}.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) òàêîâà, ÷òî ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M), ò.å.

supp ϕ̂ ⊂ G⊥M è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂(χ) ïîñòîÿííî íà ñìåæíûõ

êëàññàõ G⊥−Nχ è ïóñòü rn � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà. Ñèñòåìà ñäâèãîâ

ϕ(x−̇h)h∈H áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáûõ α−N , α−N+1, . . . , α−1 = 0, p− 1∑
α0,α1,...αM1

=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

α−2

−2 r
α−1+α0

−1 , rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 = 1.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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Åñëè ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M) è ϕ ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé, òî
ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1), ãäåA � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ. Ìàñêàm0(χ) èìååò
âèä

m0(χ) =
∑

h∈H(N+1)
0

βh(χA−1, h) · (χA−1, a−1g0),

ãäå H(N)
0 = {a−1g−1 + a−2g−2 + · · ·+ a−Ng−N : a−j = 0, p− 1}.

Òåîðåìà 2. 1. Ìàñêà m0(χ) ïåðèîäè÷íà ñ ëþáûì ïåðèîäîì r
α−2

−2

r
α−3

−3 . . . r
α−s
−s .

2. Ìàñêà m0 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ïîäãðóïïå G⊥1 .

Áîëåå òîãî, ïðè êàæäîì γ0 ∈ {0, ..., p − 1} çíà÷åíèÿ ìàñêè m0 ñîâ-

ïàäàþò íà ñìåæíûõ êëàññàõ (G⊥−Nr
α−N
−N . . . . . . r

α−1

−1 r
α0
0 r

α1
1 ), äëÿ êîòîðûõ

α1−̇α0 = γ0.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü p = 3, M = N = 1. Îïðåäåëèì çíà-
÷åíèÿ ìàñêè íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−1r

α−1

−1 r
α0
0 ðàâåíñòâàìè m0(G

⊥
−1) =

= 1, |m0(G
⊥
−1r

α−1

−1 r
α0
0 )| = 1 ïðè (α−1, α0) = (2, 0), (α−1, α0) = (0, 2),

m0(G
⊥
−1r

α−1

−1 r
α0
0 ) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðîäîëæèì m0 íà ïîäãðóï-

ïó G⊥2 òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî 2-å óñëîâèå òåîðåìû 2. Ïîñëå ýòîãî
ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ãðóïïó X.

Äëÿ òàêîé ìàñêè

ϕ̂(χ) =
∞∏
k=0

m0(χA−k) =

{
0, χ ∈ G⊥2 \G⊥1
m0(χA−1)m0(χ), χ ∈ G⊥1

,

è ôóíêöèÿ ϕ̂(χ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Ïîýòîìó ñäâèãè
ϕ(χ−̇h)h∈H îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â G. Îáùèå ìåòîäû
ÊÌÀ ïîçâîëÿþò äîêàçàòü, ÷òî ϕ(χ) ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. J.-P. Gabardo and M. Nashed Nonuniform multiresolution analyses and spectral

pairs// J. Funct. Anal. 1998. Vol. 158. P. 209�241.

2. F. A. Shah and Abdullah Nonuniform multiresolution analysis on local �elds of

positive characteristic// Complex Anal. Oper. Theory. 2015. Vol. 9, iss. 7. P. 1589�1608.
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ÓÄÊ 517.521

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ
ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÕÀÀÐÀ

Ì.Ã. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ (Ìàõà÷êàëà, ÐÔ)
rasuldev@gmail.com

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè,
îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ñàìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â ñìåøàí-
íûé ðÿä ïî ôóíêöèÿì Õààðà.

Ðàññìîòðèì åãî ïðèìåíåíèå íà ïðèìåðå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè:

y′′(t) + ay′(t) + by(t) = f(t), t ∈ [0, 1], y(0) = y0, y′(0) = y1. (1)

Ñìåøàííûå ðÿäû ïî ðàçëè÷íûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì áûëè ââå-
äåíû è èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ È.È. Øàðàïóäèíîâà (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Â äàííîé ðàáîòå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñìåøàííûå ðÿäû ïî ñèñòåìå Õààðà
{χk(x)} [2]. Äëÿ r ∈ N îïðåäåëèì ñèñòåìó ôóíêöèé {χr,k}∞k=1 [1]:

χr,k(t) =
tk−1

(k − 1)!
, 1 ≤ k ≤ r, (2)

χr,r+k(t) =
1

(r − 1)!

tˆ

0

(t− x)r−1χk(x) dx, t ∈ [0, 1], k = 1, 2, . . . . (3)

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èëèñü ëèøü äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî â äàëüíåéøåì áóäóò
âñòðå÷àòüñÿ ôóíêöèè (2) òîëüêî äëÿ r = 1 è r = 2.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y(t) èìååò íà [0, 1] àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ
ïðîèçâîäíóþ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

y(t) = y(0) + y′(0)t+
t́

0

(t− x)y′′(x) dx, (4)

y′(t) = y′(0) +
t́

0

y′′(x) dx. (5)
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Â ñèëó òîãî, ÷òî y′′(t) ∈ L1(0, 1), ðÿä Ôóðüå �Õààðà
∞∑
k=1

ŷkχk(t) äëÿ

ýòîé ôóíêöèè áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ñàìîé ôóíêöèè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñò-
âà L1(0, 1). Â òàêîì ñëó÷àå y′′(t) ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü ÷àñòè÷-
íîé ñóììîé

y′′(t) ≈ Sn(y
′′, t) =

n∑
k=1

ŷkχk(t). (6)

Ïîäñòàâëÿÿ ñóììó (6) â (4) è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1), ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè y(t):

y(t) ≈ y0 + y1t+

tˆ

0

(t− x)
n∑
k=1

ŷkχk(t)dx =

= y0 + y1t+
n∑
k=1

ŷk

tˆ

0

(t− x)χk(t)dx = y0 + y1t+
n∑
k=1

ŷkχ2,k+2(t). (7)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ y′(t) ïîëó÷èì:

y′(t) ≈ y1 +
n∑
k=1

ŷkχ1,k+1(t). (8)

Âûðàæåíèÿ (7) è (8) íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ñìåøàííûõ
ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà {χk} [2].

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å Êîøè (1). Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Ôóðüå �Õààðà ìû ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèëè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ y′′(t)
â âèäå êîíå÷íîé ñóììû (6), â êîòîðîé ôèãóðèðóþò íåèçâåñòíûå êîýôôè-
öèåíòû ŷk. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðè ïðèìåíåíèè ñìåøàííûõ ðÿäîâ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî óäàåòñÿ âûðàçèòü âñå ïðîèçâîäíûå ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ (â
äàííîì ñëó÷àå y′(t), y(t)) ÷åðåç êîíå÷íûå ñóììû ñ òåìè æå ñàìûìè íåèç-
âåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ŷk (ñì. (7), (8)). Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííûå âûðàæåíèÿ (6), (7) è (8) â (1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ ŷk, k = 1, . . . , n:

n∑
k=1

ŷk(χk(t) + aχ1,k+1(t) + bχ2,k+2(t)) = f(t)− ay1 − b(y0 + y1t), (9)

ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèê-
ñèðóåì íà îòðåçêå [0, 1] óçëû t1, . . . , tm. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (9) îò-
íîñèòåëüíîãî êàæäîãî óçëà tj, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n∑
k=1

ŷk(χk(tj) + aχ1,k+1(tj) + bχ2,k+2(tj)) =
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= f(tj)− ay1 − b(y0 + y1tj), j = 1, . . . ,m.

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ŷk äàííîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó,
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðàê-
òè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÍÅÃÎÌÅÎÌÎÐÔÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ñ S-ÓÑÐÅÄÍÅÍÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÎÉ
À. Í. Ìàëþòèíà, Ê. À. Àëèïîâà (Òîìñê, ÐÔ)

nmd@math.tsu.ru, ksusha_ast@mail.ru

Ïóñòü D, D∗ � îáëàñòè â Rn, è îòîáðàæåíèå f : D → D∗ � îòêðû-
òîå, íåïðåðûâíîå, èçîëèðîâàííîå, f ∈ W 1

n,loc(D) è J(x, f) ñîõðàíÿåò çíàê
ïî÷òè âñþäó â D (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì J(x, f) > 0), òîãäà áóäåì
ãîâîðèòü f ∈ Ŵ 1

n,loc(D).
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

KI(x, f) =
J(x, f)

ln(x, f)
� âíóòðåííÿÿ äèëàòàöèÿ îòîáðàæåíèÿ f , ãäå

l(x, f) = min
|h|=1
|f ′(x)h|; KO(x, f) =

Ln(x, f)

J(x, f)
� âíåøíÿÿ äèëàòàöèÿ îòîá-

ðàæåíèÿ f , ãäå L(x, f) = max
|h|=1
|f ′(x)h|; K(x, f) =

|f ′(x)|
l(x, f)

, λ(x, f) =

= n−n/2
|∇f(x)|n

|J(x, f)|
.

W k
m(D) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåí-

òîâ Lm(D), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå âñåõ âèäîâ äî ïîðÿäêà k
âêëþ÷èòåëüíî, ñóììèðóåìûå ïî D ñî ñòåïåíüþ m.

0

W k
m (D) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâàW k

m(D), ïëîòíûì ìíîæåñò-
âîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé ñ íîñèòåëÿìè â D.
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Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ñ KI,s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, åñëè:

1) f ∈ Ŵ 1
n,loc(D) ;

2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ KI,s ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

KI,s(f) =

ˆ
D

Ks
I (x, f) dσx

1/s

≤ KI,s,

ãäå dσx =
dx

(1 + |x|2)n
.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ñ K∗O,s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, åñëè:

1) f ∈ Ŵ 1
n,loc(D) ;

2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K∗O,s ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

K∗O,s(f) =

ˆ
D

Ks
O(x, f)J(x, f) dσx

1/s

≤ K∗O,s,

ãäå dσx =
dx

(1 + |x|2)n
.

Îïðåäåëåíèå 3 [1, 2]. Îòîáðàæåíèå f áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæå-
íèåì ñ (K∗O,s, KI,s)-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé èëè îòîáðàæåíèåì ñ
s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü f−1(y) = {xi}, f−1(yj) = {xkj} è Vi =
= U(xi, f, r) � íåïåðåñåêàþùèåñÿ íîðìàëüíûå îêðåñòíîñòè òî÷åê xi
[MRV]. Â êàæäîé îêðåñòíîñòè Vi íàõîäèòñÿ mi = i(xi, f) òî÷åê èç ìíî-
æåñòâà {xkj}. Ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Vi = U(xi, f, r) òî÷åê xi òàêèå,
÷òî f |Vi � ãîìåîìîðôèçì. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèÿ
fi : B

n(y, r) → V , fi � âåòâè îòîáðàæåíèÿ f , ïðè÷åì f ◦ fi � òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèÿ fi òîæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíû â
ñìûñëå Òîíåëëè â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå.

ˆ

D∗

∂fi
∂yk

dσy =

ˆ

D∗\f(Bf )

(
1

m

∑
i

∣∣∣∣∂fi∂yk

∣∣∣∣n
)
dσy ≤

≤ n
n
2

m

∑
i

ˆ

D∗

‖ Jfi ‖n dσy ≤ k
n
n
2

m

ˆ

D∗

(Jfi) dσy ≤ Ck
n
n
2

m
|D|,

ãäå C = C(n,D). Ñëåäîâàòåëüíî, fi ∈ ACLn(D∗).
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü f : D → D∗, g : D → D∗ � îòîáðàæåíèÿ ñ
s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ìû áóäåì íàçûâàòü f ýêñòðåìàëüíûì
îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîãî g, ñîâïàäàþùåãî ñ f íà ãðàíèöå îáëàñ-
òè D, âûïîëíÿåòñÿ KI,s(f) ≤ KI,s(g).

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ η(x) =
(
η1(x), ..., ηn(x)

)
∈

0

W 1
n (D) íàçû-

âàåòñÿ äîïóñòèìîé âàðèàöèåé îòîáðàæåíèÿ ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé f , åñëè äëÿ âñåõ t ∈ [−1, 1] îòîáðàæåíèå f(x) + tη(x) ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñðåäíåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé. Òîãäà êëàññ åãî äîïóñòèìûõ âàðèàöèé íå ïóñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ η(x) =
= (0, ..., 0,−εζ (f(x))) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé âàðèàöèåé îòîáðàæåíèÿ f(x)

ïðè 0 < ε < min

{
1,
(

max
D∗
|ζ|
)−1
}
, ãäå ζ(y) � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â D∗.
Îáîçíà÷èì

F (A) = n−n/2|A|sn|detA|−s,

ãäå aij =
∂f i

∂xj
è |A| =

(
n∑

i,j=1

(aij)
2

)1/2

, F i
j (Af) =

∂F

∂aij
(Af).

Ëåììà 2. Ïóñòü f(x) � ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñðåäíåí-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé. Òîãäà

ˆ

D

n∑
i,j=1

F i
j (Af)

∂ηi

∂xj
dσx = 0,

ãäå η(x) = ζ(f(x)), ζ(y) ∈
0

W 1
n (D∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ζ(y) ∈ C1
0(D∗), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî∣∣∣∣F i
j (Af+εtη)

∂ηi

∂xj

∣∣∣∣ ≤M <∞

äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 è äëÿ âñåõ t ∈ [−1, 1].
Ïîýòîìó

0 =

ˆ

D

n∑
i,j=1

F i
j (Af)

∂ηi

∂xj
dσx =

ˆ

D∗

n∑
i,j=1

Gi
k

∂ζ i

∂y
dσy,

ãäå Gi
k(y) = |J(y, f−1)|

n∑
j=1

F i
j (Af)

∂fk

∂xj
.
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Îòñþäà ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû äëÿ ζ(y) ∈
0

W 1
n (D∗) ñëåäóåò èç [3,

ãë. V, çàìå÷àíèå 2.1].
Äëÿ êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì ýêñòðåìàëüíûõ îòîáðàæåíèé ñì. [4].
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Äëÿ îòîáðàæåíèé ñ (s, α)-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó øàðà.

Ïóñòü Rn(n ≥ 3) � åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ Rn, x =
= (x1, x2, ..., xn), |x| = (x2

1 + x2
2 + ... + x2

n)
1/2, Bn � øàð |x| < 1. Åñëè

D ⊂ Rn � îáëàñòü, òî ÷åðåç ∂D è D̄ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèöó
è çàìûêàíèå îáëàñòè D â Rn.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → Rn ïðè-
íàäëåæèò êëàññó f ∈ Qs,α

K (D), åñëè
1) f ∈ W 1

n,loc(D) � íåïðåðûâíîå, îòêðûòîå, èçîëèðîâàííîå îòîáðàæå-
íèå, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ J(x, f) > 0 ïî÷òè âñþäó â D;

2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ s, α,
1

n−1 < s <∞, α ∈ R, èíòåãðàë

Is,α(f,D) =

ˆ
D

λs(x, f)rα(x, ∂D)
dx

(1 + |x|2)n

1/s

≤ K,

ãäå λ(x, f) =
|∇f |n

J(x, f)
, r(x, ∂D) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî

ãðàíèöû ∂D îáëàñòè D.
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Íàçîâåì îòîáðàæåíèå f : D → Rn îòîáðàæåíèåì ñ (s, α)-óñðåäíåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé (f ∈ Qs,α(D)), åñëè f ∈ Qs,α

K (D) ïðè êàêîì-ëèáî êîíå÷-
íîì K > 1. Èçâåñòíî [1], ÷òî Qs,α 6⊂ BLp,α ïðè p < n, s < p

n−p .
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ k(t) : (0,+∞) → [0,+∞) áóäåì íàçû-

âàòüÿäðîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) k(t) íåïðåðûâíà, íå âîçðàñòàåò è lim

t→0+
k(t) =∞;

2)
´
0

k(t)tn−1 dt <∞.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → Rn ïðè-
íàäëåæèò êëàññó f ∈ Qs,α

K (k,D), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K > 1
òàêàÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ s, α, 1 < s <∞, α ∈ R, èíòåãðàë

Is,α(f, k,D) =

ˆ
D

λs(x, f)rα(x, ∂D)k(|x− y|) dx

(1 + |x|2)n

1/s

≤ K

äëÿ âñåõ y ∈ D̄, ãäå ÿäðî k(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ˆ

0

(k(t))
1
s+1 t

n
s+1+ᾱ−1 dt = +∞, ᾱ =

{
α, α ≥ 0

0, α < 0
.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → Rn ïðèíàäëåæèò êëàññó
f ∈ Qs,α(k,D), åñëè f ∈ Qs,α

K (k,D) ïðè êàêîì-ëèáî êîíå÷íîì K.
Ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè f ∈ Qs,α

K (k,D) è êëàññàìè
îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè èíòåãðàëàìè Äèðèõëå è ñ îãðàíè÷åííûì
ïîòåíöèàëîì ãðàäèåíòà ñì. â [1].

Ìû îïèðàåìñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ìî-
äèôèêàöèþ õîðîøî èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà [2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Qs,α(k,Bn), s > (n−1)
(

1 + ᾱ
γ

)
, 0 < γ < 1, è

ïóñòü Sr � ñåìåéñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈
∈ Bn è ðàäèóñà r, 0 ≤ r1 ≤ r ≤ r2 <

1
2. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r2ˆ

r1

(
ωns(f, S ′r)k(r)

rs+1−n+ᾱ

) 1
s+1

dr

s+1

≤

≤ C

ˆ

Bnr2(x0)

λs(x, f)rα(x, ∂Bn)k(|x− x0|) dσx,

ãäå ω(f, S ′r) � êîëåáàíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâå S ′r = Sr ∩ Bn,
C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 [3] è âêëþ÷åíèå Qp/(n−p) ⊂
⊂ BLp, p < n [6], áóäåì èìåòü

I =

r2ˆ

r1

ω
ns
s+1 (f, Sr)r

qk
1
s+1 (r) dr ≤

≤ C

ˆ

Bnr2(x0)

λ
s
s+1 (x, f)rα(x, ∂Bn)k

1
s+1 (|x− x0|)J

s
s+1 (x, f) dσx,

ãäå q = 1 + ᾱ− n/(s+ 1), C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .
Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó, ñòîÿùåìó â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà,

íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè p = s + 1, q = s+1
s , ïîëó÷èì I ≤

≤ CV k
r2

(f, x0), ãäå

V k
r2

(f, x0) =

ˆ

Bnr2(x0)

λs(x, f)rα(x, ∂Bn)k(|x− x0|) dσx.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò r̄ ∈ [r1, r2] òàêîå, ÷òî

ω
ns
s+1 (f, S ′r̄)

r2ˆ

r1

k
1
s+1 (r)rq dr ≤ (C + ε)V k

r2
(f, x0),

ãäå q = 1− n
s+1 + ᾱ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êâàçè-
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé [4, 17.13] è äëÿ îòîáðàæåíèé êëàññà L1

n(D)
[5].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÿäðî k(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ˆ

0

k(t)tn+α−s−1dt =∞, (1)

s > (n− 1)(1 + α), α ≥ 0. Åñëè f � ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êëàññà
Qs,α(k,Bn) øàðà Bn íà îáëàñòü D ⊂ Rn, ëîêàëüíî ñâÿçíóþ â êàæ-
äîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(f, b), b ∈ ∂Bn, òî ñóùåñòâóåò
lim
x→b

f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íàîáîðîò, ÷òî îáëàñòü D ëîêàëü-
íî ñâÿçíà â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ b1, b2 ∈ C(f, b). Âûáåðåì øàðîâûå
îêðåñòíîñòè U1, U2 òî÷åê b1 è b2 ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî r(U1, U2) =
= d > 0.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(f, b) ñóùåñòâóþò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê {xi}, {yi} òàêèå, ÷òî xi, yi ∈ Bn, xi → b1, yi → b2 è
f(xi) → b1, f(yi) → b2. Â ñèëó ëîêàëüíîé ñâÿçíîñòè îáëàñòè D â òî÷-
êå b1 ∈ C(f, b) íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ′1, U

′
1 ⊂ U1 òî÷êè b1 òàêàÿ, ÷òî

ëþáûå äâå òî÷êè èç U ′1 ìîæíî ñîåäèíèòü ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì γ ⊂ U1.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó x′0 ∈ U ′1. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
íîìåðîâ k òî÷êè x′0, f(xk) ìîæíî ñîåäèíèòü ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì γ′k, öå-
ëèêîì ëåæàùèì â U ′1. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè b2 ∈ C(f, b) íàéäåòñÿ ñâÿç-
íîå ìíîæåñòâî γ′′k , γ

′′
k ⊂ U ′2. Òîãäà áóäåì èìåòü, ÷òî

r(γ′k, γ
′′
k) ≥ d > 0. (2)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð {Sr} ñ öåíòðîì â òî÷êå
b ∈ ∂Bn è ðàäèóñà r, sup(|xk − b|, |yk − b|) = r1 ≤ r ≤ r2 = sup(|x0 − b|,
|y0−b|), ãäå x0 = f−1(x′0), y0 = f−1(y′0). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈
∈ [r1, r2] ìíîæåñòâî S ′r = Sr ∩Bn ïåðåñåêàåò ñâÿçíûå ìíîæåñòâà f−1(γ′k),
f−1(γ′′k). Îòñþäà, â ñèëó óñëîâèÿ (2) áóäåì èìåòü, ÷òî ω(f, S ′r) ≥ d > 0,
à ó÷èòûâàÿ (1) ïîëó÷àåì, ÷òî

r2ˆ

0

ωs(f, Sr)k(r)

rs+1−n+ᾱ
dr ≥ d

r2ˆ

0

k(r)rn+α−s−1dr =∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1, áóäåì èìåòü ÷òî

r2ˆ

0

ωs(f, S ′r)k(r)

rs+1−n+ᾱ
dr ≤ C

ˆ

Bnr2(b)

λs(x, f)rα(x, ∂Bn)k(|x− x0|) dx <∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2 f � ãîìåî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå êëàññà Qs,α(k,Bn) øàðà Bn íà îáëàñòü D ⊂ Rn,
ëîêàëüíî ñâÿçíóþ íà ãðàíèöå, òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèå f̄ : B̄n → D̄.
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Äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà ñäâèãîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé áèãàðìî-
íè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ Ï.Ñ. Íîâè-
êîâà î ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà L2(Q) â ïðÿìóþ ñóììó ãàðìîíè÷åñêîãî,
áèãàðìîíè÷åñêîãî è íîâèêîâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì
çàäà÷è âûäåëåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé.

1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

∆2u(x) = 0, ∆2 = ∆(∆)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Ëÿïóíîâà S = ∂Q,
S ∈ C1+α,(α > 0), ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x1, x2, ..., xn,
ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê (x1, x2, ..., xn) åâ-
êëèäîâà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, (n > 2).

Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

à) â ñëó÷àå íå÷åòíûõ n > 1 è ÷åòíûõ n, äëÿ êîòîðûõ n > 4,

E2,n(x) = d2,n |x|4−n , d2,n =
1

(2π)n
1

8(4− n)(2− n)
; (1)

á) â ñëó÷àå ÷åòíûõ n, n 6 4,

E2,n(x) = d2,n |x|4−n ln |x| , d2,n =
(−1)

n
2 − 1

8Γ(3− n
2 )(π)n/2

. (2)

2. Îáîçíà÷èì G(Q) � ïîäïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â Q ôóíêöèé
èç L2(Q). Íèæå ïðèâîäèòñÿ ëåììà Ï.Ñ. Íîâèêîâà ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà L2(Q), äàííàÿ â ñòàòüå [3] äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îáùèé ñëó÷àé
(n > 2) ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ [4, 5].
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Ëåììà (Ï.Ñ. Íîâèêîâ). Åñëè Q � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

Ëÿïóíîâà S = ∂Q, òî ïðîñòðàíñòâî L2(Q) èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæå-

íèå â ïðÿìóþ ñóììó:

L2(Q) = G(Q)⊕N(Q),

ãäå G(Q) � ïîäïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â Q ôóíêöèé, à ôóíêöèÿ

h(x) ïðèíàäëåæèò N(Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ˆ
Q

h(y)E1,n(x− y)dy = 0, x ∈ Q+.

3. Îáîçíà÷èì
G2(Q) ⊂ L2(Q),

ìíîæåñòâî ñòðîãî áèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî åñòü ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ è íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-
íåíèþ Ëàïëàñà â Q. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G2(Q) çàìêíóòî â
íîðìå L2(Q) è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
L2(Q). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî G2(Q) ⊂ N(Q).

Îáîçíà÷èì,
Q+ := Rn\Q,

è ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ, îòäåëåííóþ îò ãðàíèöû S ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê

zk ∈ Q+ (Q), k = 1, 2, ...,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé; áó-
äåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíîé.

Îáîçíà÷èì

γ2,k(x) = E2,n(z
k − x), x ∈ Q, k = 1, 2, ...

Ëåììà 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé γ2,k(x), k = 1, 2, ..., ëèíåéíî íåçàâèñèìà

è çàìêíóòà â ïîäïðîñòðàíñòâå G2(Q), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zk ∈
∈ Q+ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé.

Ïîëíîòà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû γ1,k(x), k = 1, 2, ..., â
ãàðìîíè÷åñêîì ïîäïðîñòðàíñòâå G(Q), äîêàçàíà â [4, 5].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè áèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.
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4. Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(Q) â ïðÿìóþ ñóììó.

Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû Íîâèêîâà

L2(Q) = G(Q)⊕G2(Q)⊕N2(Q),

ãäå G(Q) è G2(Q) � ïîäïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ è áèãàðìîíè÷å-
ñêèõ â Q ôóíêöèé, à ôóíêöèÿ h(x) ïðèíàäëåæèò N2(Q) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ˆ

Q

h(y)E2,n(x− y)dy = 0, x ∈ Q+.

5. Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïóñòü çàäàíà
f(x) ∈ L2(Q) è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü (ïðèáëèæåííî) åå ïðîåêöèþ g2(x)
íà áèãàðìîíè÷åêîå ïîäïðîñòðàíñòâî G2(Q). Ïî òåîðåìå f(x) = g1(x) +

+ g2(x) + h(x). Îáîçíà÷èì gN2 (x) =
N∑
k=1

ckγ2,k(x), ïðîåêöèþ íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà γ2,k(x), k = 1, 2, ..., N , òîãäà g2(x) = gN2 (x) +
+ ρN(x), ρN⊥γ2,k, k = 1, 2, ..., N , ρN → 0 ïðè N →∞ è

f(x) = g1(x) + gN2 (x) + ρN(x) + h(x).

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ñêàëÿðíî íà γ2,m, m = 1, 2, ..., N , èìååì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé Ãðàìà

N∑
k=1

ck (γ2,k, γ2,m) = (f, γ2,m) , m = 1, 2, ..., N.

Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åêîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàññìàòðè-
âàëàñü â [6]; àëãîðèòì ìåòîäà áàçèñíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ áèãàðìîíè÷åñ-
êîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåí â [7]. Îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé è áèãàðìî-
íè÷åñêîé ïðîåêöèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî, íàïðèìåð, â çàäà÷å èäåí-
òèôèêàöèè öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé.
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Â ñåðåäèíå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ë.Øâàðö ïîñòàâèë ïðîáëåìó ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíîãî (ËÍÏÎ) ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé C∞(Ω) è ðàñïðåäåëåíèé D′(Ω) íà îòêðûòîì ìíîæå-
ñòâå Ω ⊆ RN . Äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé Ω îíà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå Ð.
Ìàéçå, Á.À. Òåéëîðà, Ä. Ôîãòà [1].

Ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà ðåøàëàñü
äëÿ îïåðàòîðîâ ñâåðòêè (â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè) â ïðîñòðàíñòâàõ
âñåõ (ðîñòêîâ) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ íà ìíîæåñòâàõ Q â CN . Ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé Q è êîì-
ïàêòîâ Q [4, 5] â CN è, áîëåå îáùèì îáðàçîì, äëÿ âûïóêëûõ ëîêàëüíî
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Q ⊆ CN [6].

Â äîêëàäå ðå÷ü èäåò î ñóùåñòâîâàíèè ËÍÏÎ ê çàäàâàåìîìó íåêîòî-
ðûì àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì µ ñþðüåêòèâíîìó îïåðàòîðó ñâåðòêè
Tµ, äåéñòâóþùåìó â ïðîñòðàíñòâàõ ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷å-
ñêèõ íà âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâàõ Q ⊆ C ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ,
îáëàäàþùèõ ñ÷åòíûì áàçèñîì îêðåñòíîñòåé èç âûïóêëûõ îáëàñòåé. Â
ñëó÷àå, êîãäà íîñèòåëåì ôóíêöèîíàëà µ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà è Q îãðàíè÷åíî,
óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà â [7].

Äàëåå Q � ñîáñòâåííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ, îáëàäàþùåå áàçèñîì îêðåñòíîñòåé, ñîñòîÿùèì èç âûïóêëûõ
îáëàñòåé Qn òàêèõ, ÷òî Qn+1 ⊆ Qn, n ∈ N. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî
áàçèñà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî ω := Q ∩ (∂Q) áûëî
êîìïàêòíî è ëþáàÿ îïîðíàÿ ïðÿìàÿ êQ � çàìûêàíèþQ � íå ïåðåñåêàëà
îäíîâðåìåííî ìíîæåñòâî ω è (∂Q) \ ω. Ïðè ýòîì ñèìâîë ∂Q îáîçíà÷àåò
ãðàíèöóQ. Ïóñòü A(Qn) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ âQn
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ôóíêöèé; A(Q) := indn→A(Qn) � ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ íà Q.

Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò â C. Áàçèñîì îêðåñòíîñòåé ìíîæåñòâà
Q+K ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Qn+K)n∈N. Ïîëîæèì A(Q+K) :=
= indn→A(Qn+K). Äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî íà A(K) ôóíêöèîíàëà
µ îïåðàòîð ñâåðòêè

Tµ(f)(z) := µt(f(t+ z)), f ∈ A(Q+K),

ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò A(Q + K) â A(Q). Ïóñòü ìíîæåñòâî
íóëåé V (µ̂) ôóíêöèè µ̂(z) := µt(exp(zt)), z ∈ C, áåñêîíå÷íî; V (µ̂) :=
= {zj | j ∈ N}, |zj| → ∞ (zj 6= zk, j 6= k). ×åðåç Aµ̂ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj/|zj| | j ∈ N}.

Ïðèâåäåì ñâåäåíèÿ î íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêàõ êîíôîðìíûõ îòîá-
ðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ âûïóêëûìè îáëàñòÿìè è êîìïàêòàìè. Äàëåå S :=
{z ∈ C | |z| = 1}. Äëÿ ìíîæåñòâàM ⊆ C ñèìâîë HM îáîçíà÷àåò îïîðíóþ
ôóíêöèþ M : HM(z) := sup

t∈M
Re(tz), z ∈ C.

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, ϕ � êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà {z ∈ C | |z| < 1} íà G. Äëÿ r ∈ (0, 1)
ïîëîæèì Gr := ϕ({z ∈ C | |z| ≤ r}). Êîìïàêòû Gr âûïóêëû. ×åðåç Hr

îáîçíà÷èì îïîðíóþ ôóíêöèþ Gr. Ñîãëàñíî [8] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

DG(z) := lim
r→1−0

HG(z)−Hr(z)

1− r
∈ (0,+∞], |z| = 1.

Ïóñòü G � âûïóêëûé êîìïàêò â C, îòëè÷íûé îò òî÷êè, ψ � êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå {z ∈ C | |z| > 1} íà C\G òàêîå, ÷òî ψ(∞) = ∞.
Äëÿ r > 1 êîìïàêòû Gr := C\ψ({z ∈ C | |z| > r}) âûïóêëû. Ïóñòü Hr �
îïîðíàÿ ôóíêöèÿ Gr. Ñîãëàñíî [5] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

DG(z) := lim
r→1+0

Hr(z)−HG(z)

r − 1
∈ [0,+∞), |z| = 1.

Ââåäåì ìíîæåñòâî îïîðíûõ íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïîðíûì
òî÷êàì èç ω0 := (∂Q) \ ω:

S0 := {a ∈ S |Re(wa) = HQ(a) äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ ω0}.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî S0 îòêðûòî â S, åñëè Q îãðàíè÷åíî. Ïîëîæèì
Sω := S \ S0.

189



Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Q îãðàíè÷åíî.
(I) Åñëè ìíîæåñòâî íóëåé µ̂ êîíå÷íî èëè ïóñòî, òî îïåðàòîð Tµ̂ :
A(Q+K)→ A(Q) èìååò ËÍÏÎ.
(II) Ïóñòü îïåðàòîð Tµ : A(Q+K)→ A(Q) ñþðúåêòèâåí è ìíîæåñòâî
íóëåé µ̂ áåñêîíå÷íî. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Tµ̂ : A(Q+K)→ A(Q) èìååò ËÍÏÎ.
(ii) Ôóíêöèÿ DintQ îãðàíè÷åíà íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæå-

ñòâå Aµ̂ ∩ S0 è ôóíêöèÿ 1/DQ îãðàíè÷åíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà Aµ̂ ∩ Sω â S.
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Äàäèì îïðåäåëåíèå àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé òèïà Óîëøà [1].

1Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðî-

åêò � 1.1520.2014Ê). Âòîðîé àâòîð òàêæå ïîääåðæàí ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), x ∈ R óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f ∈ L2(0, 1),

ˆ 1

0

f(x)d(x) = 0, f(x+ 1) = f(x).

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé L2
0 = L2

0(0, 1).
Îïðåäåëèì â L2

0 ëèíåéíûå îïåðàòîðû

W0f(x) = f(2x), W1f(x) = r(x)f(2x),

ãäå r(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õààðà �Ðàäåìàõåðà �Óîëøà.
Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ α = (α0, . . . , αk−1), k =

= 0, 1, . . ., ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö: aν = 0 èëè 1, 0 ≤ ν ≤ k − 1.
Äëèíó òàêîãî íàáîðà α îáîçíà÷èì |α| = k.

Âîñïîëüçóåìñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ìíîæåñòâîì A, îïðåäåëÿåìûì áèíàðíûì
ðàçëîæåíèåì n =

∑k−1
ν=0 αν2

ν + 2k. Áóäåì èñïîëüçîâàòü óêàçàííîå ñîîò-
âåòñòâèå äëÿ çàìåíû èíäåêñà xα = x(α0, . . . , αk−1) = xn.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A îáîçíà÷èì

W α = Wα0
. . .Wαk−1

ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ (ïåðâûì äåéñòâóåò îïåðàòîð Wαk−1
, ïîñëåäíèì

�Wα0
; ïðè k = 0 ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåì ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó

îïåðàòîðó I).
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2

0 ïîëîæèì

fα(t) := W αf(t) = Wα0
. . .Wαk−1

f(t)

= f(2kt)rαk−1(2k−1t) . . . rα0(t) = f(2kt)
k−1∏
ν=0

rανν (t),

ãäå rk(t) = r(2kt), k = 0, 1, . . . , � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà.
Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {W αf} íàçîâ¼ì àôôèííîé ñèñòåìîé ôóíêöèé

òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé f ∈ L2
0, è áóäåì îáîçíà÷àòü

{fα}α∈A èëè {fn}n∈N ñ ó÷åòîì çàìåíû èíäåêñà.
Ñèñòåìà ôóíêöèé {f ∗n}n∈N íàçûâàåòñÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé

ê ñèñòåìå {fn}n∈N, åñëè:

(fi, f
∗
j ) =

ˆ 1

0

fi(t)fj(t)dt = δij, i, j ∈ N.
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Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ∈ L2
0 â ðÿä Ôóðüå �Óîëøà

f =
∞∑
n=1

xnwn

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íîðìèðîâàíà óñëîâèåì x1 = (f, w1) = 1.
Ïî ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå �Óîëøà

{xn}n∈N ïîñòðîèì íîâóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}n∈N ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ïóñòü y1 = 1 è âñå α ∈ A, |α| ≥ 1, îïðåäåëÿþòñÿ èç
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé∑

α=βγ

xβyγ =
k∑
ν=0

x(α0, . . . , αν−1)y(αν, . . . , αk−1) = 0,

ãäå íàáîð αβ = (α0, . . . , αk−1, β0, . . . , βl−1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíêàòå-
íàöèþ íàáîðîâ α = (α0, . . . , αk−1) è β = (β0, . . . , βl−1).

Òåîðåìà 1 [2]. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé

f ∗n = f ∗α =
∑
α=βγ

yγwβ =
k∑
ν=0

y(α0, . . . , αν−1)w(αν, . . . , αk−1) (1)

ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé ê àôôèííîé ñèñòåìå
ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn}n∈N.

Ïðåäñòàâëåíèå (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè f ∗n áèîðòîãîíàëüíî ñî-
ïðÿæåííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà n ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Ïóñòü {fn}∞n=0 � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé
òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé

f(t) =
π

2
sin(2πt).

Òåîðåìà 2 [3]. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé
òèïà Óîëøà {fn}∞n=0 îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2

0.
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ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÒÎÐÅ
Â.Ñ. Ìîêåé÷åâ, À.Ì. Ñèäîðîâ (Êàçàíü, ÐÔ)
Valery.Mokeychev@kpfu.ru, Anatoly.Sidorov@kpfu.ru

Ïóñòü ϕ = {ϕk, k ∈ T}, ãäå T ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, � ñèñòåìà ýëåìåí-
òîâ, èìåþùàÿ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H áèîðòîãîíàëü-
íóþ ñèñòåìó ϕ∗ = {ϕ∗k, k ∈ T}.

Â [1�3] ïîñòðîåíî ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî D
′

ϕ,
â êîòîðîì ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∑
k∈T

akϕk, ãäå âñå ak ëèáî ÷èñëà, ëèáî âåêòîðû

îäíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, ëèáî ìàòðèöû îäíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè. Ýëåìåíòû D

′

ϕ íàçûâàþòñÿ ϕ-ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Äëÿ u ∈ D′ϕ ÷èñëà uk = u(ϕ∗k), k ∈ T , íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
Ôóðüå ïî ñèñòåìå ϕ-ðàñïðåäåëåíèÿ u. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî D

′

ϕ � íàè-
áîëüøåå ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ. ðàçëîæåííûõ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå
ϕ.

Åñëè ϕ = {(2π)−
n
2 exp(ik • x), k = (k1, · · · , kn) ∈ Zn}, ãäå

ik • x = ik1x1 + · · · + iknxn, x ∈ Rn, òî ϕ-ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþòñÿ
2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà 2π-òîðå. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ òà-
êèõ ðàñïðåäåëåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç D

′

ϕ(2π).
ÏóñòüX � ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, S(x, ik) �

ìàòðèöû îäíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðûõ èçìåðèìûå
ôóíêöèè, k ∈ Zn, x ∈ Rn. Ïóñòü D(A) � ìíîæåñòâî âñåõ u =
=

∑
k∈Zn

uk exp(ik • x) ∈ D
′

ϕ(2π), äëÿ êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ â X ðÿäû∑
k∈Zn

S(x, ik)uk exp(ik • x) =: Au.

Îïåðàòîð A : D(A)→ X íàçûâàåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïå-
ðàòîðîì, à óðàâíåíèå Au = f , f = X � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì íà 2π-òîðå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ X = L2(Ω), Ω = (−π, π)n è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ X.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ1

Å. Â. Íàçàðîâà (Ìîñêâà, ÐÔ), Â. À. Õàëîâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
nazarovi@inbox.ru, HalovaVA@info.sgu.ru

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà

Af =

1−xˆ

0

A(1− x, t)f(t) dt+ α

xˆ

0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], (1)

ãäå α = const, α2 6= 1. Íà ÿäðî A(x, t) íàëîæåíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷å-

íèÿ: A(x, x) = 1,
∂A(x, t)

∂x

∣∣∣
t=x

= 0.

Èññëåäóåòñÿ ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1] ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì
îïåðàòîðà (1) è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé f(x) è f(1−x) ïî îáû÷-
íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

Îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà îïåðàòîðîâ, äîïóñêàþ-
ùèõ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà ÿäðà íà ëèíèÿõ t = x è t = 1 − x. Äðóãèì
âàæíûì äîñòîèíñòâîì îïåðàòîðà (1) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â óñëîâèÿõ ïîëó÷à-
åìîé òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè íå òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà òðóäíî ïðîâåðÿå-
ìûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ïî Áèðêãîôó ëèíåéíûõ ôîðì â åñòåñòâåííûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [1].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàâíîñõîäèìîñòè ïðèìåíëñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé
À. Ï. Õðîìîâûì è áàçèðóþùèéñÿ íà ìåòîäå êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ðåçîëüâåíòû ïî ðàñøèðÿþùèìñÿ êîíòóðàì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïåðàòîðà, èñ-
ñëåäóåìîãî â ðàáîòå [2], íà ÿäðî è ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî íàëîæåíû îãðà-

íè÷åíèÿ
∂jA(x, t)

∂xj

∣∣∣
t=x

= δj,n−1, j = 0, . . . , n, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âñå

äîêàçàòåëüñòâà è ðàññóæäåíèÿ â ðàáîòå [2] ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíî-
ãî n.

Â äàííîé ðàáîòå òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè ïîëó÷åíà äëÿ ñëó÷àÿ
íå÷åòíîãî n = 1 ïðè α 6= 0 (ñëó÷àé α = 0 ðàññìîòðåí â [3]).

Òåîðåìà. Ïóñòü ÿäðî îïåðàòîðà A íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî
îäèí ðàç ïî x è îäèí ðàç ïî t ïðè 0 ≤ t ≤ x ≤ 1, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00238).
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à)
∂

∂x
A(x, t)

∣∣∣
t=x

= 0; á) A(x, x) ≡ 1; â) α2 − 1 6= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé

f(x) ∈ L[0, 1] è ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

lim
r→∞

max
δ≤x≤1−δ

∣∣∣Sr(f, x)− σr|√α2−1|(Φ, x)
∣∣∣ = 0,

ãäå Φ(x) =
α√
α2 − 1

f(x)− 1√
α2 − 1

f(1−x), Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöè-
ÿì îïåðàòîðà A äëÿ òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ
|λk| < r, σr|

√
α2−1|(Φ, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå ôóíêöèè Φ(x) äëÿ òåõ íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ
1√

α2 − 1
2kπ < r,

r òàêîâî, ÷òî {λ ∈ C \ |λ| = r, 0 ≤ arg λ ≤ 2π} ⊂ Sδ0.

Çäåñü Sδ0 � îáëàñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ èç λ-ïëîñêîñòè
íóëåé íåêîòîðûõ ôóíêöèé âìåñòå ñ èõ δ0-îêðåñòíîñòÿìè.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÐÀÇÄÅËÅÍÍÛÅ ÐÀÇÍÎÑÒÈ
È ÓÍÈÔÎÐÌÈÇÀÖÈß ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÒÎÐÎÂ1

Ñ.Ð. Íàñûðîâ (Êàçàíü, ÐÔ)
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1. Ïîâåðõíîñòè ðîäà íóëü. Â [1] íàìè áûë ïðåäëîæåí ïðèáëèæåí-
íûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà, óíèôîðìèçèðóþùåãî çàäàííóþ ðèìà-
íîâó ïîâåðõíîñòü S1 íàä ñôåðîé Ðèìàíà. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S(t), 1 ≤ t ≤ 1, n-
ëèñòíûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü, êîòîðûå èìå-
þò íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé òî÷êó âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà (n − 1)
òàêîå, ÷òî: 1) äëÿ ïîâåðõíîñòè S(0) èçâåñòåí óíèôîðìèçèðóþùèé åå ïî-
ëèíîì P0; 2) S(1) = S1; 3) êðàòíîñòè òî÷åê âåòâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00351).
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íàä êîíå÷íîé ÷àñòüþ ïëîñêîñòè, ðàâíû çàäàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì
mj, 1 ≤ j ≤ N , ãäå N è mj íå çàâèñÿò îò t (ñëåäîâàòåëüíî îíè îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïîâåðõíîñòè S1). Òàêîå ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû Pt(z) = P (z, t), óíèôîðìèçèðó-
þùèå S(t), èìåþò âèä

Pt(z) = n

ˆ z

0

N−1∏
l=1

(ξ − al(t))mldξ + P (0, t), (1)

ãäå al(t) � èõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Â ñèëó 1), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà P0; òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷å-
íèÿ

al(0) = a0
l (2)

íàì èçâåñòíû.
Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ al(t), 0 < t ≤ 1, íåèçâåñòíû, â ñèëó òîãî, ÷òî ïî-

âåðõíîñòè S(t) çàäàíû, ìû çíàåì ïðîåêöèè èõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòü, ò. å. çàâèñèìîñòè Al(t) = Pt(aj(t)). Â [1] âûâåäåíà ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ al(t) ïî çàäàííûì Al(t). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà ïðîåêöèÿ îäíîé èç òî-
÷åê âåòâëåíèÿ íåïîäâèæíà, ñêàæåì, AN−1(t) = 0 è aN−1(t) = 0; ýòîãî
ëåãêî äîáèòüñÿ ñäâèãàìè. Òàêèì îáðàçîì, â (5) èìååì P (0, t) = 0.

Òåîðåìà 1 [1]. Ôóíêöèè al(t), 0 ≤ t ≤ 1, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

nȧl
al

=
H

(ml)
l (al)

ml!
Ȧl +

N−2∑
k=1,k 6=l

G
(mk−1)
kl (ak)

(mk − 1)!
Ȧk, 1 ≤ l ≤ N − 2, (3)

ãäå

Hl(x) =
1

x
∏N−1

j=1,j 6=l(x− aj)mj

, Gkl(x) =
Hk(x)

x− al
.

Êàê îáû÷íî, òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåò-
ðó t.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé al(t) äîñòà-
òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).
Çíà÷åíèÿ al(1) äàäóò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà âèäà (1), óíèôîðìè-
çèðóþùåãî S1.

2. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé ïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà äëÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ðîäà îäèí (êîìïëåêñíûõ òîðîâ). Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ðîäà
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íóëü, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî n-ëèñòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé S(t) íàä ñôåðîé, èìåþùèõ òî÷êó âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà
(n− 1) íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé. Ýòî ñåìåéñòâî óíèôîðìèçèðó-
åòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f(z, t). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîîáðàç
òî÷êè âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäè-
íàò è îäíà èç òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ íàä íà÷àëîì êîîðäèíàò; åå
ïðîîáðàç íèæå îáîçíà÷åí ÷åðåç a0.

Ñíà÷àëà îïèøåì ñëó÷àé, êîãäà îñòàëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ, çà èñêëþ-
÷åíèåì îïèñàííîé âûøå, � ïðîñòûå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àíîíñèðî-
âàíû â [2]. Ôóíêöèè f(z, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z, t) = c(t)

ˆ z

a0(t)

n∏
l=0

σ(ξ − al(t))

σn+1(ξ)
dξ, (4)

ãäå òî÷êè a0(t) ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
n∑
k=0

ak(t) = 0. Çäåñü σ(z) � σ-

ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñ ïåðèîäàìè ω1 è ω2, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïà-
ðàìåòðà t. Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïëîñêîñòè z, ìû ìîæåì
äîáèòüñÿ, ÷òîáû îäèí èç ïåðèîäîâ, ñêàæåì, ω1 íå çàâèñåë îò ïàðàìåòðà
t. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω1 ≡ 1.

Ïðè âûâîäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ â (4) íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè lnσ(z) = ln σ(z;ω1, ω2) ïî ïåðèîäó ω2. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû
ïðèâåäåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ω1, ïðè÷åì äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ïåðèîäîâ ω1 è ω2. Ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, êàê ýòî
ïðèíÿòî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû íå áóäåì óêàçûâàòü ÿâíî
èõ çàâèñèìîñòü îò ïåðèîäîâ ω1 è ω2.

Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂ lnσ(z)

∂ω1
= − 1

2πi

[
1

2
ω2[P(z)− (ζ(z))2] + η2(zζ(z)− 1) + ω2

g2

24
z2

]
,

∂ lnσ(z)

∂ω2
=

1

2πi

[
1

2
ω1[P(z)− (ζ(z))2] + η1(zζ(z)− 1)− ω1

g2

24
z2

]
.

Çäåñü P(z) è ζ(z) � P- è ζ-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, ηk = 2ζ(ωk)/2,
k = 1, 2, g2 = 60

∑′ 1
(mω1+nω2)4 � èíâàðèàíò Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 3 [2]. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè al(t), ñîìíîæèòåëü c(t) â (4)
è ïåðèîä ω2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé:

ȧl =
∑
k 6=l

Ȧk

Dk

[
ζ(ak − al)− ζ(ak) + η1al

]
−
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− Ȧl

Dl

∑
s6=l

ζ(al − as)− η1al − nζ(al)

 , 0 ≤ l ≤ n,

ċ/c = −
n∑
j=0

[
ζ(aj)ȧj + ω̇2

∂ lnσ(aj)

∂ω2

]
+ n

n∑
k=1

Ȧk

Dk
[P(ak) + η1], (5)

ω̇2(t) = 2πi
n∑
j=1

Ȧj

Dj
, ãäå Dk = c

n∏
j=0,j 6=k

σ(ak − aj)

σn+1(ak)
.

Ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïóòåì ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (5), îïèñàííîé â òåîðåìå 3, ìîæíî
áûñòðî è ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ôóíêöèé,
óíèôîðìèçèðóþùèõ çàäàííûå êîìïëåêñíûå òîðû íàä ñôåðîé Ðèìàíà ñ
ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

3. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé êðàòíûõ òî÷åê âåòâëå-
íèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé òî÷åê âåòâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êðàòíî-
ñòè. Âìåñòî (4) èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óíèôîðìèçèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé:

f(z, t) = c(t)

ˆ z

α0(t)

N∏
j=0

σ(ξ − αj(t))mj

σn+1(ξ)
dξ, (6)

ãäå
N∑
j=0

mj = n+ 1.

Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü [1], ìîæíî âûâåñòè ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëü-
íûé â ñèñòåìå (5) äëÿ ïàðàìåòðîâ ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî (6) ïðåäñòàâëåíèå (4) è îñóùåñòâèì â íåì ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä ïðè

a0, . . . , am1−1 → α0; am1
, . . . , am1+m2−1 → α1; . . .

. . . ; an−mN+1, . . . , an → αN .

Òî÷íî òàêîé æå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äåëàåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòå-
ìû (5), ñ÷èòàÿ, ÷òî A0 = . . . = Am1−1, Am1

= . . . = Am1+m2−1, . . .
. . . , An−mN+1 = . . . = An. Â ñèëó òåîðåìû 3 ïàðàìåòðû â ïðåäñòàâëå-
íèè (4) óäîâëåòâîðÿþò (5). Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêà ñèñòåìû (5) òàêîâà,
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÷òî â åå ïðàâûå ÷àñòè âõîäÿò âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè âèäà

∆k(ϕ;σ;x1, . . . , xk+1) :=
k∑
j=1

ϕ(xj)∏
s6=j σ(xj − xs)

è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå; çäåñü x1, . . . , xk+1 ñîâïàäàþò ñ íàáîðàìè òåõ
òî÷åê ak, êîòîðûå íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàþòñÿ ïðè îïèñàííîì âûøå ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå, â êà÷åñòâå ϕ âûñòóïàþò âïîëíå îïðåäåëåííûå ôóíê-
öèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé (5). Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
èçó÷èòü âîïðîñ î ïðåäåëàõ îáîáùåííûõ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé

∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) :=
k∑
j=1

ϕ(xj)∏
s6=j g(xj − xs)

,

ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x, ãäå ôóíêöèÿ g äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå g(x) = x îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè
∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè è äëÿ Ck-ãëàäêèõ ôóíê-
öèé ϕ ïðåäåë èõ ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x ðàâåí ϕk(x)/k!.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ϕ(τ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è k ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ïóñòü g(τ) �
íå÷åòíàÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì g(τ) ∼ τ , τ → 0. Òîãäà îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàç-
íîñòè ∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) ïðè x1, . . . , xk+1 → x, ñòðåìÿòñÿ ê

1

k!
ϕ(k,g)(x), ãäå ϕ(k,g)(x) :=

dk

dτ k

(
τ k+1ϕ(x+ τ)

g(τ)k+1

)∣∣∣∣
τ=0

.

Åñëè ôóíêöèè ϕ è g, ê òîìó æå, (k+1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x è òî÷êè 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðåäåë
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1)/∂x1 ïðè x1, . . . , xk+1 → x
ðàâåí

1

(k + 1)!
ϕ(k+1,g)(x) +

1

(k − 1)!

dk−1

dτ k−1

(
τ k(g′(τ)− 1)ϕ(x+ τ)

g(τ)k+2

)∣∣∣∣
τ=0

.

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè τ = 0 ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëû ýòèõ ïðî-
èçâîäíûõ ïðè τ → 0.

Òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàòü ïðàâûå
÷àñòè èñêîìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ â (6).
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Ðåøåíèåì äèñêðåòíîé ôàçîâîé ïðîáëåìû çàíèìàþòñÿ â ïîñëåäíåå äå-
ñÿòèëåòèå ìíîãèå èññëåäîâàòåëè è íàó÷íûå ãðóïïû. Â ðàáîòå [1] ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè ïî-
ñòàíîâîê è ðåøåíèé âîçíèêàþùèõ â ýòîì íàïðàâëåíèè çàäà÷. Ýòî ïðåä-
âàðèòåëüíûé âàðèàíò ñòàòüè è â íåì îñòàåòñÿ ìíîãî ìåñò, òðåáóþùèõ
äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé.

Ïóñòü HM îáîçíà÷àåò îäíî èç ïðîñòðàíñòâ RM èëè CM . Âåêòîðû a =
= (a1, a2, . . . , aM) è b = (b1, b2, . . . , bM) èìåþò, ïî îïðåäåëåíèþ, îäèíàêî-
âûå ôàçû, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M èìååì

ph(ai) = ph(bi).

Êàæäóþ èç êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåì â ïîëÿðíîé ôîðìå ai = |ai| eiph(ai).
×èñëî 0 íå èìååò ôàçû, ïîýòîìó, åñëè a è b èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, òî
ai = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi = 0.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ôàçîâîé ïðîáëåìû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Φ = {ϕi}Ni=1 � íàáîð âåêòîðîâ â HM (ñîîò-

âåòñòâåííî, {Pi}Ni=1 � íàáîð îðòîïðîåêòîðîâ â HM) è ïóñòü äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ HM âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

|〈x, ϕi〉| = |〈y, ϕi〉| , i = 1, . . . , N.

(ñîîòâåòñòâåííî, ‖Pix‖ = ‖Piy‖, i = 1, . . . , N).
1. Åñëè îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà θ ñ |θ| = 1 òàêîãî, ÷òî x

è θy èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, òî ãîâîðÿò, ÷òî Φ âîññòàíàâëèâàåò ôàçû
(phase retrieval) (ñîîòâåòñòâåííî, {Pi}Ni=1 âîññòàíàâëèâàåò ôàçû).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ
áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ, ïðîåêò � 204

200



2. Åñëè îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà θ ñ |θ| = 1 òàêîãî,
÷òî x = θy, òî ãîâîðÿò, ÷òî Φ âîññòàíàâëèâàåò áåç ôàç (phaseless
reconstruction).

Åñëè Φ âîññòàíàâëèâàåò ôàçû, òî span{ϕn}Nn=1 = HM , òî åñòü Φ ÿâ-
ëÿåòñÿ ôðåéìîì ïðîñòðàíñòâà HM . Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî
íàéäåòñÿ 0 6= x ∈ HM òàêîé, ÷òî

〈x, ϕi〉 = 〈y, ϕi〉 = 0, i = 1, . . . , N.

è ôàçû âåêòîðîâ íå ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 1 [2, 3]. Ïóñòü íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕn}Nn=1 ⊆ HM âîñ-

ñòàíàâëèâàåò áåç ôàç. Òîãäà Φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì àëüòåðíàòèâíîé
ïîëíîòû. Â ïðîñòðàíñòâå RM âîññòàíîâëåíèå áåç ôàç è àëüòåðíàòèâ-
íàÿ ïîëíîòà ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕn}Nn=1 â HM íàçûâàåòñÿ
àëüòåðíàòèâíî ïîëíûì (ÀÏ) åñëè äëÿ ëþáîãî S ⊆ {1, . . . , N} ëèáî
{ϕn}n∈S, ëèáî {ϕn}n∈Sc ïîëíî â HM .

Òåîðåìà 2 [1].Ïóñòü íàáîð ïðîåêòîðîâ {Pi}Nn=1 íà ïîäïðîñòðàíñòâà

{Wi}Nn=1 âîññòàíàâëèâàåò ôàçû. Òîãäà ñåìåéñòâî {ϕi,j}ni,dii=1,j=1, ñîñòîÿ-

ùåå èç îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ {ϕi,j}dij=1 ïîäïðîñòðàíñòâ Wi, îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì àëüòåðíàòèâíîé ïîëíîòû.

Èòîãîì ðàáîòû [1] ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ âîññòàíîâëåíèÿ
ôàç è âîññòàíîâëåíèÿ áåç ôàç êàê â RM , òàê è â CM .

Îïðåäåëåíèå 3. Íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕi}Ni=1 â HM ñëàáî âîññòà-
íàâëèâàåò ôàçû, åñëè èç ðàâåíñòâ

|〈x, ϕi〉| = |〈y, ϕi〉| , i = 1, . . . , N

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå θ ñ |θ| = 1 òàêîãî, ÷òî

ph(xi) = θph(yi)

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M òàêèõ, ÷òî xi 6= 0 6= yi.
Â ïðîñòðàíñòâå RM ïîñòðîåí ïðèìåð íàáîðà âåêòîðîâ, êîòîðûé ñëàáî

âîññòàíàâëèâàåò ôàçû, è íå âîññòàíàâëèâàåò ôàçû â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 1.
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ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. 2015. Ò. 51, âûï. 4.

201



ÓÄÊ 519.853

ÑËÓ×ÀÉ ÐÅÄÓÊÖÈÈ ÇÀÄÀ×È
Î ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÎÖÅÍÊÅ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÒÅËÀ
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Ïóñòü D � çàäàííîå âûïóêëîå òåëî èç êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñò-
âà Rp, à n(x) � íåêîòîðàÿ íîðìà íà Rp. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

φ(x, r) ≡ h(D, Bn(x, r))→ min
x∈Rp

. (1)

Çäåñü Bn(x, r) = {y ∈ Rp : n(x − y) 6 r} � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
òî÷êå x,

h(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

n(a− b), sup
b∈B

inf
a∈A

n(a− b)}

� ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, èíäóöèðîâàííîå
íîðìîé n(·)

Çàäà÷à (1) ñâîèìè ðåøåíèÿìè ïðè çíà÷åíèÿõ r èç îïðåäåëåííûõ äèà-
ïàçîíîâ âûðàæàåò ðåøåíèÿ èçâåñòíûõ çàäà÷ ïî øàðîâûì îöåíêàì âû-
ïóêëîãî òåëà [1, 2].

Öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ñì. [3])

h(D,Bn(x, r) = max{R(x)− r, P (x) + r} (2),

ãäå

R(x) = max
y∈D

n(x− y), P (x) = ρD(x)− ρΩ(x),

Ω = Rp \D, ρA(x) = min
y∈A

n(x− y).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàð èñïîëüçóåìîé íîðìû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííè-
êîì è òîãäà íîðìà ïðåäñòàâèìà â âèäå

n(x) = max
i=1,m

|〈Bi, x〉|. (3)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî è âûïóêëîå òåëî D ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì,
çàäàííûì â âèäå

D = {y ∈ Rp : 〈Aj, y〉 ≤ aj, j = 1, l}, (4)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014K).
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Òîãäà ìíîæåñòâî G(α) = D + Bn(0p, α) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàí-
íèêîì. Èñïîëüçóÿ (3)�(4) ìîæíî íàéòè åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

G(α) = {y ∈ Rp : 〈Cj, y〉 ≤ dj(α), j = 1, k},

ïðè÷åì íîðìàëè Cj ê ãðàíè÷íûì ãèïåðïëîñêîñòÿì ìíîãîãðàííèêà G(α)
ïðè α > 0 íå çàâèñÿò îò α.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî n∗(Cj) = 1, j = 1, k, ãäå
n∗(x) = max

n(v)61
〈v, x〉 �ïîëÿðíàÿ íîðìà. Íàáîð {Cj : j = 1, k} ñîäåðæèò

ñ ñåáå íàáîðû {Bi/n
∗(Bi) : i = 1,m}, {Ai/n

∗(Ai) : i = 1, l}, íî ìîæåò
ñîäåðæàòü è äðóãèå ýëåìåíòû.

Ëåììà. Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

R(x) = max
i=1,m

max{〈Bi, x〉 − bi1, bi2 − 〈Bi, x〉} (5)

P (x) = max
j=1,k
{〈Cj, x〉 − cj}, (6)

ãäå bi1 = min
y∈D
〈Bi, y〉, bi2 = max

y∈D
〈Bi, y〉, cj = max

y∈D
〈Cj, y〉.

Ôîðìóëû (2), (5) è (6) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü çàäà÷ó (1) â âèäå

φ(x, r) = max
j=1,k
i=1,m

{〈Bi, x〉− bi1 − r, bi2 −〈Bi, x〉− r, 〈Cj, x〉− cj + r} → min
x∈Rp

,

(7)
Èñïîëüçóÿ (7) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà Çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

z → min

〈Bi, x〉 − bi1 − r ≤ z, i = 1,m,

bi2 − 〈Bi, x〉 − r ≤ z, i = 1,m,

〈Cj, x〉 − cj + r ≤ z, j = 1, k

(8)

Ïðè ýòîì, åñëè x∗ � îäíî èç ðåøåíèé çàäà÷è (1), òî x̂∗ = (x∗, z∗) ∈
∈ Rp+1, ãäå z∗ = φ(x∗, r) � îäíî èç ðåøåíèé (8). È íàîáîðîò, åñëè
x̂∗ = (x∗, z∗) � îäíî èç ðåøåíèé çàäà÷è (8), òî x∗ � îäíî èç ðåøåíèé
çàäà÷è (1), à z∗ = φ(x∗, r) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
φ(x, r).

Â èòîãå ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ïðè-
áëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ñëåäóåò àïïðîêñèìèðîâàòü âûïóêëîå
òåëî ìíîãîãðàííèêîì, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå (4), à òàêæå àïïðîêñèìèðî-
âàòü åäèíè÷íûé øàð íîðìû n(·), ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå Bn(0p, 1) = {x ∈
Rp : 〈±Bi, x〉 ≤ 1, i = 1,m}.
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Îòìåòèì, íàëè÷èå øèðîêîãî ñïåêòðà ìåòîäîâ ïîëèýäðàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè âûïóêëûõ òåë (ñì., íàïð., îáçîð [4]). Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ ðå-
øèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà (8). Êîíå÷íî ïðè ýòîì
âîçíèêàåò âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) è åãî ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè ê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ òåëà D è åäèíè÷íîãî øàðà íîðìû
ìíîãîãðàííèêàìè.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå U = {z ∈ C : |z| <
< 1} è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |f(z)| < 1 ïðè z ∈ U . Òî÷êà z, |z| = 1,
íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé ãðàíè÷íîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò
óãëîâîé ïðåäåë ∠ lim

ζ→z
f(ζ) = z. Ïî ëåììå Æþëèà �Âîëüôà ñóùåñòâîâà-

íèå óãëîâîãî ïðåäåëà f(z) â íåïîäâèæíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå z âëå÷åò çà
ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå óãëîâîé ïðîèçâîäíîé f ′(z) [1, ñ. 79�83]. Â íåäàâíåé
ñòàòüå [2, òåîðåìà 6] ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà f ′(eiθ)f ′(e−iθ), çàâèñÿùàÿ
îò âåëè÷èíû Φ(f(0)). Çäåñü Φ åñòü äðîáíî-ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì êðó-
ãà U , òàêîé, ÷òî Φ(f(0)) ∈ (0, 1), Φ(e±iθ) = e±iθ. Â äàííîé ðàáîòå óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ òî÷íîå íåðàâåíñòâî, âêëþ÷àþùåå ïðîèçâåäåíèå f ′(eiθ)f ′(e−iθ) è
ïðîèçâîäíóþ Øâàðöà, âû÷èñëåííóþ â òî÷êå z = 0. Ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå ïîëó÷åíî ìåòîäàìè òåîðèè ïîòåíöèàëà [3].

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé è îäíîëèñòíîé â êðóãå U ôóíê-
öèè f ñ íåïîäâèæíûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè e±iθ, θ ∈ (0, π) âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sf(0)| ≤ 6

(
1− |f ′(0)|2

(1− |f(0)|2)2

)
− 3 log |f ′(eiθ)f ′(e−iθ)|−

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 14-11-00022).
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− 3 log
1− Φ2(f(0))

1− 2Φ(f(0)) cos θ + Φ2(f(0))
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíàÿ è îäíîëèñòíàÿ â êðóãå U ,
f(0) = 0, è òî÷êè e±iθ, θ ∈ (0, π), ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè ãðàíè÷íû-
ìè òî÷êàìè f , òî

|Sf(0)| ≤ 6(1− |f ′(0)|2)− 3

2
log(f ′(eiθ)f ′(e−iθ)).

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Â ðàáîòå ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî ìåæäó íàèëó÷øèì ïðèáëèæå-
íèåì ïðîñòûìè ôóíêöèÿìè â ìåòðèêàõ Lp(Q0) è E(Q0) (E � ñèììåòðè÷-
íîå ïðîñòðàíñòâî) ôóíêöèé f èç êâàçèëèïøèöåâûõ ïðîñòðàíñòâ Λ0,p

E (Q0)
[1], îïðåäåëåííûõ ïðè ïîìîùè ëîêàëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà ïîäêóáàõ ðàç-
áèåíèÿ êóáà Q0 ∈ Rm.

Äàëåå áóêâîé E(Q0) îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà m-èçìåðèìîì åäèíè÷íîì êóáå Q0 =
= {x ∈ Rm : 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ...,m} è φE(mesU) = ‖χU‖E, ãäå χU �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà U ⊆ Q0.

Ïóñòü ÷åðåç π îáîçíà÷àåòñÿ óêëàäêà êóáà Q0 êîíãðóýíòíûìè ïîä-
êóáàìè {Qi}, êàæäûå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, è ñî
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ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì Q0. ×åðåç E0(f,Qi)E îáîçíà÷àåò-
ñÿ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ E(Qi) ïîñòîÿííîé íà ïîäêó-
áå Qi â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà E. Äëÿ 1 ≤ p < ∞ è ôóíêöèè f ∈
∈ E(Q0) îïðåäåëÿåòñÿ (0, p) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè [1] Ω0,p(f, τ)E =

= sup
π

{∑
i

mesQi
Ep

0(f,Qi)E
φp(mesQi)

} 1
p

, ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü âçÿòà ïî âñåì óêëàä-

êàì π êóáà Q0 ïîäêóáàìè {Qi} ðàâíîãî îáúåìà, íå ïðåâûøàþùåãî τm.
×åðåç Λ0,p

E (Q0) îáîçíà÷àåòñÿ êâàçèëèïøèöåâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
f ∈ E(Q0), äëÿ êîòîðûõ |f |0,p,E = sup

0<τ≤1
Ω0,p(f, τ)E <∞.

Ïóñòü n, k ∈ N, 0 ≤ k < nm, ÷èñëà li ∈ N, i = 1, . . . , nm è òàêèå, ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà k > 0, òî li > 1 äëÿ i = 1, . . . , k, à lk+1 = . . . = lnm = 1.
Åñëè k = 0, òî li = 1, i = 1, . . . , nm.

Ñíà÷àëà ðàçîáúåì êóá Q0 íà nm ïîäêóáîâ
{
Qxi,

1
n

}
îáúåìàìè 1

nm è ñî

ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì êóáà Q0, à ïîòîì êàæäûé èç ïîä-
êóáîâ Qxi,

1
n

(i = 1, ..., k) â ñëó÷àå k > 0 ðàçîáúåì íà Ri = lmi (i = 1, ..., k)

ïîäêóáîâ ìåíüøåãî îáúåìà
{
Qxi,j ,

1
nli

}Ri
j=1

.

Îáîçíà÷èì Ẽ0 (f,Q0)Lp = inf
g∈P0

‖f − g‖Lp(Q0), ãäå íèæíÿÿ ãðàíü âçÿòà

â ñëó÷àå k > 0 ïî ìíîæåñòâó P0 ïðîñòûõ ôóíêöèé

g(x) =
k∑
i=1

Ri∑
j=1

cijχQij(x) +
nm∑

i=k+1

diχQi(x)

è êîãäà k = 0

g(x) =
nm∑
i=1

diχQi(x).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞ è ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî E

òàêîå, ÷òî E(Q0) ⊂ Lp(Q0) (è ‖f‖Lp(U) ≤
(mesU)

1
p

φE(mesU)
‖f‖E(U) äëÿ ëþáîãî

èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà U ⊆ Q0), òîãäà

sup
f∈Λ0,p

E (Q0),
|f |0,p,E 6=0

Ẽ0 (f,Q0)Lp φE

(
mesQi, 1n

)
{
nm∑
i=1

Ep
0

(
f,Qi, 1n

)
E

} 1
p (

mesQi, 1n

) 1
p

= 1.
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Çàìå÷àíèå. Òàê êàê mesQi, 1n
= 1

nm , òî

sup
f∈Λ0,p

E (Q0),
|f |0,p,E 6=0

n
m
p φE

(
n−m

) Ẽ0 (f,Q0)Lp{
nm∑
i=1

Ep
0

(
f,Qi, 1n

)
E

} 1
p

= 1.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì

‖f‖Λ0,E
∞ (Q0) = sup

0<τ≤1
‖Ω0,∞ (f, τ)‖E = sup

π

∥∥∥∥∥∥
∑
{Qi}

E0 (f,Qi)L∞ χQi(τ)

∥∥∥∥∥∥
E

.
Òåîðåìà 2. Åñëè ‖f‖Λ0,E

L∞(Q0) <∞, òî

sup
f∈Λ0,E

L∞(Q0),

|f |0,∞,E 6=0

Ẽ0 (f,Q0)E∥∥∥∥nm∑
i=1

E0

(
f,Qi, 1n

)
L∞
χQi, 1n (τ)

∥∥∥∥
E

= 1.
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Ïóñòü T+ � êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
z = x+ iy, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòûì çàìêíóòûì êîíòóðîì Ëÿïóíîâà L.

Ñðåäè êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñäâèãîì â êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò òðåõýëåìåíòíàÿ çàäà÷à òèïà Êàðëåìàíà (êðàò-
êî � çàäà÷àÊ 3): íàéòè âñå àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè T+ ôóíêöèè F (z)
êëàññà A(T+) ∩H(L), óäîâëåòâîðÿþùèå íà L = ∂T+ óñëîâèþ

F+[α(t)] = A(t)F+(t) +B(t)F+(t) + h(t), (1)

ãäå A(t), B(t), h(t) � çàäàííûå íà L ôóíêöèè êëàññà H(L), α(t) � ïðÿ-
ìîé èëè îáðàòíûé ñäâèã êîíòóðà L, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Êàðëå-
ìàíà

α[α(t)] = t,
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ïðè÷åì α′(t) 6= 0, α′(t) ∈ H(L).
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷å K 3 áûëè ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî

ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1] è èìåþùóþñÿ òàì áèáëèîãðàôèþ), äî íåäàâ-
íåãî âðåìåíè íå áûëè èçâåñòíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñàìîì
ñëîæíîì òàê íàçûâàåìîìíåâûðîæäåííîì ñëó÷àå, òî åñòü êîãäà êîýôôè-
öèåíòû êðàåâîãî óñëîâèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A(t)A[α(t)] +B(t)B[α(t)] ≡ 1, (2)

A[α(t)]B(t) + A(t)B[α(t)] ≡ 0, (3)

A[α(t)]h(t) +B[α(t)]h(t) + h[α(t)] ≡ 0, (4)

Íåâûðîæäåííîìó ñëó÷àþ çàäà÷è.K 3 õàðàêòåðíî òî, ÷òî îíà â ýòîì ñëó-
÷àå íå ðåäóöèðóåòñÿ ê äâóõýëåìåíòíîé êðàåâîé çàäà÷å. Âïåðâûå èäåÿ îá-
ùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è K 3 â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå è ïðè ïðÿìîì
ñäâèãå êîíòóðà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ê. Ì. Ðàñóëîâûì (ñì., íàïðèìåð,
[2]). Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé èäåè àâòîðîì áûë ïîäðîáíî ðàçðàáîòàí
ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è K 3 â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå äëÿ îáðàòíîãî ñäâè-
ãà êîíòóðà.

Îñíîâíàÿ ñóòü ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è K 3 â íåâû-
ðîæäåííîì ñëó÷àå ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðàâíîñèëüíîé (â ñìûñëå ðàç-
ðåøèìîñòè) êðàåâîé çàäà÷å K 3 ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçó-
åòñÿ òåîðèÿ Ô.Ä. Ãàõîâà êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà (çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ)
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè.

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà íå ðåøàåòñÿ â çàìêíóòîé ôîðìå (â êâàäðàòó-
ðàõ), òî è çàäà÷à K 3, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå íå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîáëåìà óñòàíîâëåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
íåâûðîæäåííîé çàäà÷è K 3, äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à K 3 ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âè-
äå, åñëè åå îáùåå ðåøåíèå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî ôîðìó-
ëû Ô. Ä. Ãàõîâà äëÿ ðåøåíèÿ äâóõýëåìåíòíîé çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå ðåøàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà ñèñòåìû ìîæåò áûòü
âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå (â êâàäðàòóðàõ).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Ïóñòü T+ � åäèíè÷íûé êðóã. Åñëè â êðàåâîì óñëîâèè (1)

çàäà÷è K 3 êîýôôèöèåíòû A(t), B(t), h(t) ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (2)�(4), ôóíêöèÿ îáðàòíîãî
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ñäâèãà α(t) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé, òî êðàåâàÿ çàäà÷à K3 ðåøàåòñÿ
â ÿâíîì âèäå.
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Òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ñîñòàâëÿåò âàæíûé ðàç-
äåë êîíñòðóêòèâíîãî àíàëèçà (ñì. [1�4]). Ïîäðîáíûé îáçîð îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ñòàíäàðòíîì îòðåçêå [0, 1], ïðåäñòàâëåí â [5].
Òàì, â ÷àñòíîñòè, îòìå÷åí ñïåöèàëüíûé ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ðîñòîì êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïðè ÿâíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé çàïèñè. Ýòîò ýôôåêò íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ íà ïðèìåðå
ïðîñòåéøèõ êóñî÷íî�ëèíåéíûõ ôóíêöèé òèïà ìîäóëÿ (ñì. òàêæå [6, 7]).
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ñèììåòðè÷íîìó îòðåçêó [−1, 1] êà÷åñòâåí-
íûé õàðàêòåð ýôôåêòà ñîõðàíèòñÿ, íî êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè èçìåíÿò-
ñÿ.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1] ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà îïðåäåëÿþò ôîð-
ìóëîé

Bn(f, x) = 2−n
n∑
k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ck
n (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Ïðè âûáîðå
f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1], (2)

ïîëèíîìû (1) ïîä÷èíåíû ïðàâèëó ñêëåèâàíèÿ (ñì. [8]), ñîãëàñíî êîòîðî-
ìó B2m+1(f, x) = B2m(f, x) äëÿ ëþáîãî m ∈ N. Ïîýòîìó â ïðèìåðå (2)
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ïîëèíîìîâ (1) òîëüêî ñ ÷åòíûìè
íîìåðàìè n = 2m. Òàêèå ïîëèíîìû êîðîòêî îáîçíà÷èì

B2m(x) = 2−2m
2m∑
k=0

∣∣∣∣ km − 1

∣∣∣∣ Ck
2m (1 + x)k (1− x)2m−k, m ∈ N. (3)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÿâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ïîëèíîìîâ (3) ïî ñòå-
ïåíÿì ïåðåìåííîé x èìååò âèä

B2m(x) = 2−2mCm
2m

[
1 +

m∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
Ck
m x

2k

]
, m ∈ N. (4)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñêîðîñòè ðîñòà ìàêñèìàëüíîãî (ïî ìîäóëþ) êîýô-
ôèöèåíòà â çàïèñè (4) ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ m. Äðóãèìè ñëîâàìè,
èññëåäóåì ðîñò âåëè÷èíû

µ2m = max
16k6m

|a2m,2k|, m ∈ N. (5)

Çäåñü

a2m,2k = 2−2mCm
2m (−1)k−1 βm(k), m ∈ N, k = 1, . . . , m , (6)

ñ ÷èñëàìè

βm(k) =
1

2k − 1
Ck
m, m ∈ N, k = 1, . . . , m . (7)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì m ∈ N íàéòè ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë (7).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè, äåéñòâóþùèå äëÿ (7) â çàâèñè-
ìîñòè îò âûáîðà m ∈ N ïðè èçìåíåíèè k = 1, . . . , m.

1. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m ∈ { 1, . . . , 6} ÷èñëà (7) îáðàçóþò
êîíå÷íóþ ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

2. Ïðè m = 7 ÷èñëà (7) îáðàçóþò îñîáûé íàáîð

7, 7, 7, 5,
7

3
,

7

11
,

1

13
,

ãäå ïåðâûå òðè ýëåìåíòà ñîâïàäàþò, à çàòåì ýëåìåíòû ñòðîãî óáûâàþò.
3. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m > 8 êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (7) ñòðîãî âîçðàñòàåò âïëîòü äî k = [(m − 1)/2], à çàòåì ñòðîãî
óáûâàåò.

Ïåðå÷èñëåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâûå ïî-
ëèíîìû Áåðíøòåéíà (4), îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì m îò 1 äî 7, ÿâëÿþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíûìè, è ðîñò êîýôôèöèåíòîâ (6) â èõ çàïèñè ïî÷òè íå íà-
áëþäàåòñÿ. Ïðè m > 8 òåíäåíöèÿ ìåíÿåòñÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà. Ïóñòü âåëè÷èíà µ2m îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (5), êàê ìàê-
ñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ (6), âçÿòûõ èç
ïîëèíîìîâ (4). Òîãäà âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µ2m ∼
√

2

π
· 2m

m2
, m→∞, (8)
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è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0.45 · 2m

m2
< µ2m < 0.55 · 2m

m2
, m ∈ N, m > 8. (9)

Ñîîòíîøåíèÿ (8), (9) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò
â ïîëèíîìàõ (4) ðàñòåò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, îäíàêî, ñêîðîñòü
ðîñòà áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøåé, ÷åì â àíàëîãè÷íîì ïðèìåðå íà ñòàí-
äàðòíîì îòðåçêå [0, 1] (ñð. ñ [5, 6]).

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü È.Â.Òèõîíîâó çà ïîñòàíîâêó
çàäà÷è è Â.Á.Øåðñòþêîâó çà áîëüøóþ ïîìîùü â èññëåäîâàíèè.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîìåðíûé òîð ñîâïàäàåò ñ ôàêòîð-ãðóïïîé
T = R/2πZ. Ýëåìåíò x + 2πZ ∈ T, x ∈ R, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x̄.
Ïóñòü T∞ � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ãðóïï T. Ýëåìåíòà-
ìè ãðóïïû T∞ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {x̄k}∞k=1, ãäå x̄k ∈ T.

211



Ñíàáæåííàÿ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé ãðóïïà T∞ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ïóñòü dx � ýëåìåíò ãðóïïû Õààðà íà ãðóïïå T∞, íîðìèðîâàííîé
óñëîâèåì

´
G 1 dx = 1. Ïóñòü Lp(T∞) = Lp(T∞, dx), 1 ≤ p < ∞,

è L∞(T∞) = C(T∞) êîìïëåêñíûå Ëåáåãîâû áàíàõîâûå ïðîñòðàíñòâà,
‖ · ‖p � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(T∞).

Äëÿ s̄ ∈ T ïóñòü |s̄|T := minm∈Z |s − 2πm|. Åñëè x = {x̄k} ∈ T∞, òî
ïîëàãàåì |x| :=

∞∑
k=1

1
2k
|x̄k|T. Îòîáðàæåíèå x 7→ |x| çàäàåò êâàçèíîðìó íà

ãðóïïå T∞.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) íà ãðóïïå T∞ è äëÿ ëþáîãî h ∈ T∞ ïóñòü

(τhf)(x) := f(x− h).

Îïåðàòîð τh íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
∈ Lp(T∞) êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü ∆hf ñ øàãîì h ∈ T∞ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé ∆hf := f − τhf .

Äëÿ ëþáûõ α ∈ (0, 1] è p ∈ [1,+∞] ÷åðåç Lip(α, p) îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp(T∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖∆hf‖p ≤ Af |h|α, h ∈ T∞, (1)

ãäå Af � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò h.
Ìíîæåñòâî Lip(α, p) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñò-

âîì. Ñíàáæåííîå íîðìîé

‖f‖Lip(α,p) := ‖f‖p + sup
h6=0
|h|−α‖∆hf‖p (2)

ìíîæåñòâî Lip(α, p) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå åñòå-
ñòâåííî íàçâàòü ïðîñòðàíñòâîì Ëèïøèöà íà ãðóïïå T∞.

Åñòåñòâåííûì ñðåäñòâîì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé íà ãðóïïå T∞ (êàê è
íà ëþáîé êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
õàðàêòåðîâ. Îïèøåì õàðàêòåðû ãðóïïû T∞. Ïóñòü Z∞ � ìíîæåñòâî âñåõ
öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýëåìåíòû èç Z∞ èìåþò âèä n =
= {nk}∞k=1, nk ∈ Z. ×åðåç Z(∞) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â Z∞, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò. å. òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
n äëÿ êîòîðûõ nk = 0 ïðè k > N .

Õàðàêòåðû ãðóïïû T∞ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

χn(x) = exp(i(
∞∑
k=1

nkxk)),

ãäå i =
√
−1, n = {nk} ∈ Z(∞), x = {x̄k} ∈ T∞.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(T∞) êîìïëåêñíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ôóíêöèé
χn(x) ïðè n ∈ Z(∞). Ôóíêöèè èç P(T∞) (áóäåì íàçûâàòü èõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè íà ãðóïïå T∞) áóäóò ñëóæèòü ñðåäñòâîì ïðèáëè-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ Lp(T∞).

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N îáîçíà÷èì ÷åðåç P∗N(T∞) ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó âñåõ õàðàêòåðîâ χn, n = {nk} ∈ Z(∞), êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì |nk| ≤ N/2k, k = 1, 2, 3, . . . . Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
P∗N(T∞) êîíå÷íîìåðíîå, òàê êàê nk = 0 ïðè k > log2N + 1.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T∞) ïóñòü

E∗N(f)p := sup{‖f − Φ‖p : Φ ∈ P∗N(T∞)}

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ôóíêöèÿìè èç P∗N(T∞).
Äëÿ ëþáûõ α ∈ (0, 1] è p ∈ [1,+∞] îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(α, p) ìíîæå-

ñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp(T∞), äëÿ êîòîðûõ íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ
E∗N(f)p óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

E∗N(f)p ≤
Bf

Nα
, N = 1, 2, 3, . . . , (3)

ãäå Bf � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ìíîæåñòâî Λ(α, p) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñíàáæåííîå íîðìîé

‖f‖Λ(α,p) := ‖f‖p + sup
N∈N

NαE∗N(f)p (4)

ïðîñòðàíñòâî Λ(α, p) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Åñëè F1 è F2 � òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, òî áóäåì

ïèñàòü, ÷òî F1↪→F2 (F1 âëîæåíî â F2), åñëè F1 ⊆ F2 è ýòî âëîæåíèå
ëèíåéíîå è íåïðåðûâíîå.

Òåîðåìà. Äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lip(α1, p) è Λ(α2, p)
(α1, α2 ∈ (0, 1]) èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ

Λ(α2, p)↪→Lip(α1, p) ∀α1 < α2; (5)
Lip(α1, p)↪→Λ(α2, p) ∀α2 < α1. (6)

Äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] ïóñòü

∗Lip(α, p) :=
⋂

0<σ<α

Lip(σ, p). (7)

Ìíîæåñòâî ∗Lip(α, p) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì (äàæå
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íîðì) ‖ · ‖Lip(σ,p), σ ∈ (0, α), ïðîñòðàíñòâî ∗Lip(α, p) áóäåò ëîêàëüíî
âûïóêëûì òîïîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòðàíñòâî ∗Lip(α, p) ïðåäåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Ëèïøèöà.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü

∗Λ(α, p) :=
⋂

0<σ<α

Λ(σ, p).

Ìíîæåñòâî ∗Λ(α, p) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì òîïîëîãè÷åñêèì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì íîðì
‖ · ‖Λ(σ,p), σ ∈ (0, α).

Èç âëîæåíèé (5) è (6) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] èìåþò-
ñÿ âëîæåíèÿ ∗Λ(α, p)↪→∗Lip(α, p) è ∗Lip(α, p)↪→∗Λ(α, p), îòêóäà âûòåêàåò
ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå.Äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] ïðîñòðàíñòâà ∗Lip(α, p) è ∗Λ(α, p)
ñîâïàäàþò êàê òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïðåäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëèïøè-
öà â òåðìèíàõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
Lip(α, p) 6= Λ(α, p).
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ
ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà {Wn}∞n=0 â íóìåðàöèè Ïýëè [1].

Ïóñòü {fn}� ñèñòåìà ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåX.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåí-
íîñòè (èíà÷å, U-ìíîæåñòâîì) äëÿ ðÿäîâ

∑
n
anfn(x), åñëè ëþáîé ñõîäÿ-

ùèéñÿ ê íóëþ âíå ýòîãî ìíîæåñòâà ðÿä ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, òî åñòü
èìååò ëèøü íóëåâûå êîýôôèöèåíòû.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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Ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ïðè ñõîäè-
ìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [2�7] è ðÿäå äðóãèõ.
Òàê, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [2, 3] âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî, è äàæå ëþáîå ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ãèïåðïëîñêîñòåé ÿâëÿþòñÿ
U -ìíîæåñòâàìè. Â [4] íàéäåíû áîëåå øèðîêèå êëàññû U -ìíîæåñòâ è
äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ [0, 1]d−1 ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ
(d − 1)-êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A × [0, 1] ÿâ-
ëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ d-êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà. Íàèáîëåå øèðîêèå
èçâåñòíûå êëàññû U -ìíîæåñòâ äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ïðè ñõîäèìî-
ñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ïîñòðîåíû Ë.Ä. Ãîãîëàäçå è Ò.À. Æåðåáüåâîé
(Ñâîðîâñêà) [6, 7].

Â [8�10] íàéäåíû U -ìíîæåñòâà äëÿ d-êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà

∞∑
n1,...,nd=0

bn1,...,nd

d∏
l=1

Wnl(t
l) (1)

íà d-ìåðíîé äâîè÷íîé ãðóïïå Gd ïðè λ-ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êó-
áàì. Íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîäåðæàòñÿ â [10].
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ óêàçàííûõ òèïîâ ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóþò ñîâåð-
øåííûå U -ìíîæåñòâà õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè d.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî λ ≥ 1 ñóùåñòâóþò U -ìíîæåñòâà äëÿ ðÿäîâ (1)
ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, íå ÿâëÿþùèåñÿ òàêîâûìè ïðè λ-
ñõîäèìîñòè [11].

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü êðàòíûå ðÿäû Óîëøà íå íà ãðóïïå Gd, à íà
åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]d, òî íåèçâåñòíî äàæå, ÿâëÿåòñÿ ëè ïóñòîå ìíî-
æåñòâî U-ìíîæåñòâîì ïðè λ-ñõîäèìîñòè èëè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì.
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà íå ðåøåíà è äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ.

Òàêæå îñòàåòñÿ íåðåøåííîé ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ äëÿ òåîðèè
åäèíñòâåííîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïðîáëåìà, ïðèâåäåííàÿ Í.Í. Õîë-
ùåâíèêîâîé â 2002 ã. [5].

Ïðîáëåìà 1.Îáÿçàíî ëè êàæäîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû
íå áûòü U-ìíîæåñòâîì äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà èëè äëÿ êðàòíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ?

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ Ïðîáëåìó 1
ïðèâåëè Äæ.Ì. Ýø è Ë.Â. Æèæèàøâèëè. Ïðîáëåìà íå ðåøåíà íè äëÿ
êàêîãî èç âûøåóêàçàííûõ òèïîâ ñõîäèìîñòè.

Õîòÿ ñðåäè ïîñòðîåííûõ â [8�10] íåñ÷åòíûõ U -ìíîæåñòâ èìåþòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàññèâíûå ìíîæåñòâà, âñå îíè èìåþò äîñòàòî÷íî æåñòêóþ
àðèôìåòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ:
ñóùåñòâóþò ëè íåñ÷åòíûå U -ìíîæåñòâà äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ïðè
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λ-ñõîäèìîñòè èëè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì, èìåþùèå áîëåå ïðîñòóþ ñòðóê-
òóðó? Â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ëè U -ìíîæåñòâàìè ãèïåðïëîñêîñòè â Gd

èëè èõ êîíå÷íûå ëèáî ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ? ×àñòè÷íî îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ ≥ 2, A � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ãèïåðïëîñ-
êîñòåé â Gd, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ãèïåðïëîñêîñòÿì. Òîãäà A
ÿâëÿåòñÿ U-ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿäîâ (1) ïðè λ-ñõîäèìîñòè.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå â [12] è ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè
äëÿ ðÿäîâ (1) òåîðåìû Çèãìóíäà, ÿâëÿþòñÿ ïîïûòêàìè ïðèáëèçèòüñÿ ê
ðåøåíèþ Ïðîáëåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {εn}∞n=0 è {Cn}∞n=0 � ïðîèçâîëüíûå ñòðåìÿùèåñÿ
ê íóëþ è ê ∞, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî
H ⊂ Gd ìåðû Õààðà áîëüøåé, ÷åì 1 − δ, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì. Ëþáîé ðÿä (1), ñõîäÿùèéñÿ ïî äâîè÷íûì êóáàì ê íóëþ íà ìíî-
æåñòâå Gd \H è òàêîé, ÷òî

|bn1,...,nd| ≤ εnd, n1, . . . , nd = 0, 1, . . . ,

|nu − nd| ≤ Cnd (u = 1, . . . , d− 1), (2)

èìååò âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíûìè íóëþ.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 äëÿ âñÿêîãî δ > 0 íàéäåòñÿ ñî-
âåðøåííîå ìíîæåñòâî H ⊂ Gd ìåðû Õààðà áîëüøåé, ÷åì 1−δ, îáëàäàþ-
ùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1), ñõîäÿùåãîñÿ
ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì èëè ïî êóáàì ê íóëþ íà ìíîæåñòâå Gd \H, óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2), òî âñå îíè ðàâíû íóëþ.

Óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ìÿãêèì îãðàíè÷åíèåì íà ïîâåäåíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ (1) â òîì ÷èñëå ïîòîìó, ÷òî îíî íàêëàäûâàåòñÿ òîëü-
êî íà êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå íå ñëèøêîì äàëåêî îò ¾ãëàâíîé äèàãîíà-
ëè¿. Ïîïûòêà èçáàâèòüñÿ îò íåãî ïðèâîäèò ê Ïðîáëåìå 1.
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Â 1870 ã. Êàíòîð äîêàçàë [1, ãë. 1], ÷òî åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
ñõîäèòñÿ ê íóëþ âñþäó íà [0, 2π), çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî-
÷åê íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, òî îí ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì
ðÿäîì, òî åñòü âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà Êàíòîðà îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂
⊂ [0, 2π) ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííî-
ñòè (èíà÷å, U-ìíîæåñòâîì) äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå ôóíêöèé {fn}, åñëè
ëþáîé ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ âíå A òàêîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, òî
åñòü âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Â 1964 ã. ïîÿâèëîñü 4 ðàáîòû (Àðóòþíÿí, Àðóòþíÿí �Òàëàëÿí, Ïåò-
ðîâñêàÿ, Ñêâîðöîâ), èç ðåçóëüòàòîâ êîòîðûõ âûòåêàëî, ÷òî ∅ ÿâëÿåòñÿ
U -ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà {Hn}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ [0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì
(Ôàáåð 1910, Àðóòþíÿí �Òàëàëÿí 1964). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, òîëüêî ∅ ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿ-
äîâ Õààðà. Ñì. [2] î ðåçóëüòàòàõ ýòîãî àáçàöà.

Àíàëîã òåîðåìû Êàíòîðà äëÿ âñþäó ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíè-
êàì êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà äîêàçàëè, íåçàâèñèìî, Ñêâîðöîâ, Ýáðàëèäçå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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è Ìîâñèñÿí [3�5]. Íåäàâíî â [6] áûëà ðåøåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î âîñ-
ñòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðÿäîâ ïî èõ ñóììå.

Â ðàáîòàõ [7�10] èçó÷àëèñü ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ λ-ñõîäÿ-
ùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà. Â [7] è [9] äîêàçàíî, ÷òî ∅ åñòü U -ìíî-
æåñòâî äëÿ òàêèõ ðÿäîâ, åñëè λ ≥ 2. Íî åäèíñòâåííîñòü íàðóøàåòñÿ,
åñëè λ áëèçêî ê 1. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà À (ñì. [8].) Äëÿ âñÿêîãî λ ∈ [1,
√

2) íàéäåòñÿ íåòðèâèàëü-
íûé äâîéíîé ðÿä Õààðà, λ-ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ âñþäó íà [0, 1]2. Â ÷àñò-
íîñòè, ñóùåñòâóåò äâîéíîé ðÿä Õààðà, âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ ïî
êâàäðàòàì.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ íåîæèäàííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ λ-ñõîäÿùèõñÿ äâîéíûõ ðÿ-
äîâ Õààðà, åñëè λ >

√
2 (ñì. [10]). Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ïåðåñòàâëåí-

íûå äâîéíûå ðÿäû Õààðà, òî äëÿ íåêîòîðûõ "õîðîøèõ" ïåðåñòàíîâîê
íååäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî äàæå åñëè

√
2 < λ < 2. Ïóñòü N îçíà÷àåò

ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò áèåêöèè U, V : N → N, ñîõðàíÿþùèå âñå
äâîè÷íûå ïà÷êè Bk

def
= {n ∈ N : 2k ≤ n ≤ 2k+1 − 1}, k ∈ N, à

òàêæå íåòðèâèàëüíûé (U × V )-ïåðåñòàâëåííûé äâîéíîé ðÿä Õààðà

(S∗) =
∞∑

n,m=0
a∗n,mHU(n)(x)HV (m)(y), ïðè÷åì (S∗) ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëü-

íèêàì ê íóëþ âñþäó íà [0, 1]2, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
(

1
2 ,

1
2

)
, à â òî÷êå(

1
2 ,

1
2

)
îí λ-ñõîäèòñÿ ê íóëþ äëÿ êàæäîãî λ ∈ [1, 2).

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóþò áèåêöèè U, V : N → N, ñîõðàíÿþùèå âñå
äâîè÷íûå ïà÷êè Bk, à òàêæå íåòðèâèàëüíûé (U × V )-ïåðåñòàâëåííûé
äâîéíîé ðÿä Õààðà òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî λ ∈ [1, 2) îí λ-ñõîäèòñÿ ê 0.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 1, åå ñëåäñòâèåì è ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [8] è [10]
èíòåðåñíî óçíàòü îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

Âîïðîñ 1. Ïóñòü T : Nd → Nd � ïðîèçâîëüíàÿ áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþ-
ùàÿ âñå d-ìåðíûå äâîè÷íûå ïà÷êè

Bk
def
= {n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd : 2ki ≤ ni ≤ 2ki+1 − 1, i = 1, . . . , d},

k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd. ßâëÿåòñÿ ëè ïóñòîå ìíîæåñòâî U-ìíîæåñòâîì
äëÿ λ-ñõîäÿùèõñÿ T-ïåðåñòàâëåííûõ d-êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà

∞∑
n1=0

. . .
∞∑

nd=0

an1,...,ndHT(n1,...,nd)(x1, . . . , xd)? (1)
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ 1 óòâåðäèòåëüíûé. Åñëè ýòî
òàê, òî óñëîâèå λ < 2 â òåîðåìå 1 è åå ñëåäñòâèè íåóëó÷øàåìî.

Âîïðîñ 2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå λ ∈ [1,
√

2]. Ñóùåñòâóåò ëè áè-
åêöèÿ T : Nd → Nd, ñîõðàíÿþùàÿ âñå d-ìåðíûå äâîè÷íûå ïà÷êè Bk è
òàêàÿ, ÷òî ∅ åñòü U-ìíîæåñòâî äëÿ λ-ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (1)?

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ U -ìíîæåñòâà äëÿ êëàññîâ ðÿäîâ
∞∑

n1=0

. . .
∞∑

nd=0

an1,...,ndHT(n1,...,nd)(t1, . . . , td) (2)

íà d-ìåðíîé äâîè÷íîé ãðóïïå Gd.
Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî êëàññ Θ ðÿäîâ (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

íàñëåäñòâåííîñòè, åñëè îí ïîä÷èíåí ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî (S) è (S∗) � ïðîèçâîëüíûå ðÿäû âèäà (2) òàêèå, ÷òî äëÿ N -ûõ
êóáè÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN è S∗N ðÿäîâ (S) è (S∗), ñîîòâåòñòâåííî,
èìååì |S2k(t)| ≤

∣∣S∗2k(t)∣∣ äëÿ âñåõ k ∈ N, t ∈ Gd. Òîãäà åñëè (S∗) ∈ Θ, òî
(S) ∈ Θ.

Òåîðåìà 2 (òèïà Áàðè). Ïóñòü áèåêöèÿ T : Nd → Nd ñîõðàíÿåò
âñå d-ìåðíûå äâîè÷íûå ïà÷êè, à Θ � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ðÿäîâ (2), îá-
ëàäàþùèé ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè. Åñëè çàìêíóòûå ìíîæåñòâà
Ai ⊂ Gd (i ∈ N) ÿâëÿþòñÿ U-ìíîæåñòâàìè äëÿ ðÿäîâ (2) èç êëàññà Θ,
òî èõ îáúåäèíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì. Â êà÷åñòâå ñõîäèìîñòè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ñõîäèìîñòü
ïî êóáàì èëè λ-ñõîäèìîñòü ïðè λ > 1.

Â [11] òåîðåìà 2 äîêàçàíà äëÿ T ≡ id, íî äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïåðå-
íîñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé.
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1. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî c ìåòðèêîé d, è µ � âå-
ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâM . Îáîçíà÷èì
êëàññ ã¼ëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1] ÷åðåçHα(M). Ðàñ-
ñìîòðèì íîâûé êëàññ Fα, ñîñòîÿùèé èç âñåõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèé f : M → R òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäóòñÿ èíòåãðèðóå-
ìûå ôóíêöèè gδ1, g

δ
2 ∈ Hα(M), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

gδ1 ≤ f ≤ gδ2,ˆ
M

gδ1(x) dµ(x) + l(δ) ≥
ˆ
M

f(x) dµ(x) ≥
ˆ
M

gδ2(x)µ(x)− l(δ),

ãäå l(δ)→ 0 ïðè δ → 0.
ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ã¼ëüäåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ f

ïðèíàäëåæèò êëàññó Fα. Çàïàñ ã¼ëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå M äîñòàòî÷íî áîëüøîé (íå ìåíüøå ÷åì ìîùíîñòü ñàìî-
ãî ìíîæåñòâà M), è èíòåãðèðóåìûå ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ.
Íàïðèìåð, âñþäó ïîñòîÿííûå ôóíêöèè èëè âèäà f(x) = sin(dα(x, x0)),
x0 ∈M,α ∈ (0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ Fα äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] çàâå-
äîìî íå ïóñò.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíîíñèðîâàííàÿ â [1], äàåò îïèñàíèå âñåì
îãðàíè÷åííûì ôóíêöèÿì èç Fα, α ∈ (0, 1].

Òåîðåìà 1. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Fα,
α ∈ (0, 1], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåïðåðûâíà µ-ï.â. íà M.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèé gδ1 è gδ2
äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé µ-ï.â. ôóíêöèè f, êîòîðîå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ êîí-
ñòðóêöèè èíôèìàëüíîé (ñóïðåìàëüíîé) êîíâîëþöèè (ñì., íàïðèìåð, [2,
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ãë. 12]). À èìåííî, ïîëîæèì äëÿ ëþáûõ α ∈ (0, 1], δ > 0 è x ∈M

gδ1(x) = inf
y∈M

(f(y) + 2Mfδ
−αdα(x, y)),

gδ2(x) = sup
y∈M

(f(y)− 2Mfδ
−αdα(x, y)),

ãäåMf = supx∈M |f(x)|. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî gδ1 è gδ2, äåéñòâèòåëüíî,
ã¼ëüäåðîâñêèå è óäîâëåòâîðÿþò âûïèñàííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì ñ

l(δ) =

ˆ
M

ωf(δ, x) dµ(x),

ãäå
ωf(δ, x) = sup

d(x,y)≤δ
|f(x)− f(y)|, δ > 0.

2. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ
µ-ï.â. ôóíêöèé ìîæíî äëÿ òàêèõ ôóíêöèè ïîëó÷àòü îöåíêè âåðîÿòíîñòè
áîëüøèõ óêëîíåíèé ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî ñîõðàíÿþùåãî
ìåðó µ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò áîëåå òî÷íî.

Ïóñòü T : M →M � ýðãîäè÷åñêîå ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ ïðåîáðàçî-
âàíèå. Äëÿ f ∈ L1(M), x ∈M,n ≥ 1 îáîçíà÷èì ýðãîäè÷åñêèå ñðåäíèå

Anf(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(T kx),

è äëÿ êàæäîãî ε > 0 âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé

pεn(f) = µ

{
|Anf −

ˆ
M

f dµ| ≥ ε

}
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé µ-ï.â. íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè f : M → R è ëþáûõ δ > 0 è α ∈ (0, 1] íàéäóòñÿ ã¼ëüäåðîâñêèå ôóíê-
öèè gδ1, g

δ
2 ∈ Hα(M) è l(δ) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè

âñåõ n ≥ 1
pε+l(δ)n (f) ≤ pεn(g

δ
1) + pεn(g

δ
2),

ãäå l(δ) = lf(δ)→ 0 ïðè δ → 0.
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Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðîöåññà äîðîæíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòî
èñïîëüçóþò ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî òðàíñïîðò-
íûé ïîòîê èíòåðïðåòèðóþò êàê ñïåöèôè÷åñêèé ïîòîê ñïëîøíîé ñðåäû
(ñì. [1]). Ñîîòâåòñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿò íà ÿçûêå êâàçèëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ äëÿ íåèçâåñòíîé ïëîò-
íîñòè ïîòîêà. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè, õîðîøî èçâåñòíàÿ èç îáùåé òåîðèè (ñì. [2�4]). Îáñóäèì
ïðîÿâëåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåðåñíîé ìîäåëè Íàãåëÿ�
Øðåêåíáåðãà, ââåäåííîé â ðàáîòå [5] íà îñíîâå äàííûõ êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìå [1], ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíûé ïîòîê ñ
ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(x, t), ãäå x ∈ R, t > 0. Èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ
ïîòîêà îáîçíà÷èì ÷åðåç q = q(x, t). Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â
íàëè÷èè ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû, ò. å. çàâèñèìîñòè q = Q(ρ). Çäåñü
Q(ρ) � íåïðåðûâíàÿ âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå
0 6 ρ 6 ρmax. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äîðîæíîãî äâèæåíèÿ èìååò
âèä

∂ρ

∂t
+
∂Q(ρ)

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0. (1)

Äîáàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ R, (2)

ñ çàäàííîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ρ0(x), óäîâëåòâîðÿþùåé
îöåíêå 0 6 ρ0(x) 6 ρmax ïðè âñåõ x ∈ R.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [5] ôóíäàìåíòàëüíóþ äèàãðàììó âîçüìåì â âèäå

Q(ρ) =

{
k1 ρ, 0 6 ρ 6 ρ∗,

k2(ρmax − ρ), ρ∗ 6 ρ 6 ρmax.
(3)

Çäåñü ρmax > 0 � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà. Çíà÷åíèå
ρ∗ ∈ (0, ρmax) ñîîòâåòñòâóåò ¾ïåðåõîäíîé¿ ïëîòíîñòè îò ñâîáîäíîãî äâè-
æåíèÿ ê çàòðóäíåííîìó. Êîýôôèöèåíòû k1 > 0, k2 > 0 èìåþò âèä

k1 =
qmax

ρ∗
, k2 =

qmax

ρmax − ρ∗
, (4)
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ãäå qmax > 0 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè q. Ïîñòîÿííûå
÷èñëà ρmax, ρ∗, qmax ñ÷èòàþòñÿ ïàðàìåòðàìè äèàãðàììû (3), (4).

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (3) íå äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå ρ = ρ∗, òî
óðàâíåíèå (1) ñëåäóåò ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå. Òàê, êóñî÷íî
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ρ = ρ(x, t) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

d

dt

βˆ

α

ρ(x, t) dx = Q(ρ(α, t))−Q(ρ(β, t)) (5)

äëÿ ïî÷òè âñåõ α, β ∈ R ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0. Îñíîâíûå òèïû ðåøå-
íèé, õàðàêòåðíûå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) â ìîäåëè Íàãåëÿ �
Øðåêåíáåðãà (3), (4), óêàçàíû â ðàáîòå [6]. Îáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî ïðè-
ìåð íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2), êîðîòêî óïîìÿíó-
òûé â [6].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1), (2) ñ äèàãðàììîé (3), (4), âçÿâ íà÷àëü-
íîå óñëîâèå

ρ0(x) = ρ∗, x ∈ R. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûáîðå (6) ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò èìåòü áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïîìèìî ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ ρ(x, t) ≡ ρ∗.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ρ(x, t) =

{
ρ+(x+ k2t), x 6 0,

ρ−(x− k1t), x > 0.
(7)

Çäåñü

ρ+(s) =

{
ρ∗, s 6 0,

f(s), s > 0,
ρ−(s) =

{
g(s), s 6 0,

ρ∗, s > 0,
(8)

ïðè÷åì ρ∗ 6 f(s) 6 ρmax ïðè s > 0, à 0 6 g(s) 6 ρ∗ ïðè s 6 0. Òîãäà
ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ (7) ñ âûðàæåíèÿìè ρ+(s),
ρ−(s) èç ôîðìóëû (8) óäîâëåòâîðÿëà èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (5)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(s),
g(s), âõîäÿùèå â çàïèñü (8), äëÿ ïî÷òè âñåõ s > 0 ïîä÷èíÿëèñü ðàâåí-
ñòâó

f(s) = ρmax − γg(−γs), (9)

ñ êîýôôèöèåíòîì γ = k1/k2. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ (7) óäîâëåòâîðÿåò íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ ρ(x, 0) ≡ ρ∗.
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Áóäåì âûáèðàòü òåïåðü êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè g(s) òàê, ÷òî-
áû 0 6 g(s) 6 ρ∗ ïðè s 6 0 è g(s) 6≡ ρ∗ ïðè s 6 0. Îïðåäåëÿÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôóíêöèè f(s) ïî ôîðìóëå (9), ïîëó÷èì áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé âèäà (7), (8) äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì (6).

Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé ýôôåêò íååäèíñòâåííîñòè äîïóñêàåò ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ ïðîâåðêó íà ïðàêòèêå. Ïðè èìèòàöèîííîì êîìïüþòåðíîì ìîäå-
ëèðîâàíèè îäíîïîëîñíîãî äîðîæíîãî äâèæåíèÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé äèà-
ãðàììîé Íàãåëÿ �Øðåêåíáåðãà (ñì. [6, 7]) íà îäíîðîäíûõ ðåæèìàõ, áëèç-
êèõ ê çíà÷åíèþ ρ∗, íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíîðîäíûé
òðàíñïîðòíûé ïîòîê ñ òàêîé ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîñëå ÷åãî îäíîðîäíîñòü ïîòîêà íàðóøàåòñÿ, è â íåì
ïîÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå âîëíû, ñîãëàñîâàííûå ñ òåîðåòè÷åñêèì
îïèñàíèåì (7)�(9).
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1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00295à).
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è ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ
(òðàåêòîðèè) çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.
Áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ. Îïèðàÿñü çà ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà, áóäåò èññëåäîâàíà çàäà÷à íà
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ïî ìíîæåñòâó òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ, çàäàííûõ íà îòðåçêå, ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì. Äëÿ òà-
êîé çàäà÷è áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â
ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òðàåêòîðèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ íåîã-
ðàíè÷åííîé èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ â åâêëèäîâîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, áóäóò ïðåäñòàâëåíû
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöè-
îíàëà íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå ñ çàêðåïëåííûìè
ëåâûì è ïðàâûì êîíöàìè, à òàêæå äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ñòüþ è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè // Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå : ñá. ñòàòåé
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ÀÍÀËÎÃ ÒÅÎÐÅÌÛ ÕÀÐÒÌÀÍÀ�ÂÈÍÒÍÅÐÀ
ÄËß ÑÓÌÌ ÐßÄÎÂ ÏÎ ÑÈÍÓÑÀÌ

Ñ ÊÂÀÇÈÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ 1

À.Þ. Ïîïîâ, À.Ï. Ñîëîäîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)

Íàïîìíèì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ðÿäîâ

∞∑
k=1

bk sin kx, b = {bk}k∈N ⊂ R, lim
k→∞

bk = 0. (1)

Ñóììó ðÿäà (1) (åñëè îí ñõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ R) îáîçíà÷èì g(b, x). Åñëè
∞∑
k=1

k|bk| < +∞, òî g(b, ·) ∈ C1(R) è

g′(b, 0) = lim
x→0

g(b, x)

x
=

∞∑
k=1

kbk.

1Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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Åñëè æå

bk > 0 è
∞∑
k=1

kbk = +∞, (2)

òî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
x→0

g(b, x)

x
= +∞, (3)

âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b (êðîìå íåîòðèöàòåëüíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ) èç (2)
ñëåäóåò (3)? Õàðòìàí è Âèíòíåð [1] äîêàçàëè, ÷òî åñëè b ìîíîòîííà, òî
èç (2) âñåãäà ñëåäóåò (3) è, â ÷àñòíîñòè, ñóììà ðÿäà (1) ïîëîæèòåëüíà
â íåêîòîðîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ. Èçâåñòíî ñëåäóþùåå îáîáùå-
íèå ïîíÿòèÿ ¾b ìîíîòîííà¿. Áåð¼òñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë Λ = {λk}k∈N. ×åðåç MΛ îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé b = {bk}k∈N íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, b1 > 0, äëÿ
êîòîðûõ

bk+1

λk+1
6
bk
λk

∀ k ∈ N, lim
k→∞

bk = 0.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ïîñòîÿííà, òî ïîëó÷àåòñÿ êëàññ íåâîçðàñòàþ-
ùèõ è ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûé îáîçíà÷èìM.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

(2)⇒ (3) ∀b ∈M. (4)

Äëÿ êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ â (4) ìîæíî çàìåíèòü M íà MΛ?
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëà âåðíà èìïëèêàöèÿ

(2)⇒ (3) ∀ b ∈MΛ

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}k∈N
óäîâëåòâîðÿëà äâóì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

λ = sup
k∈N

λk = lim
k→∞

λk < +∞, (5)

∞∑
k=1

k(λ− λk) < +∞. (6)

Åñëè æå ïðè óñëîâèè (5) ðÿä â (6) ðàñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b̃ ∈MΛ, ÷òî lim

x→0+
g(b̃, x)/x = −∞.

Èòàê, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ äàæå îãðàíè÷åíà, íî ñòðåìëåíèå λk
ê ïðåäåëó λ ¾íå ñëèøêîì áûñòðîå¿, òî íåêîòîðûå ñóììû ðÿäîâ ïî ñèíó-
ñàì (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç MΛ ïðèíèìàþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
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â ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ. Äîëæíî ëè âûïîë-
íÿòüñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
x→0+

g(b, x) > 0 ∀ b ∈MΛ. (7)

Òåîðåìà 2. Åñëè âåðíî (5) è lim
k→∞

k(λ − λk) < +∞, òî ñïðàâåäëèâî

ïðåäåëüíîå ñîîòíîùåíèå (7). Åñëè æå ïðè óñëîâèè (5) èìååì lim
k→∞

k(λ−

− λk) = +∞, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b̃ ∈MΛ, ÷òî
lim
x→0+

g(b, x) = −∞.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü ñóììû ðÿäà (1) ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç MΛ äàæå â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè Λ íå îáÿçàíà áûòü ñóììè-
ðóåìîé íà (0, π)!

Òåîðåìà 3. Åñëè âåðíî (5) è
∞∑
k=1

(λ− λk)/k < +∞, òî îòðèöàòåëü-

íàÿ ÷àñòü ñóììû ðÿäà (1) ëåæèò â L(0, π), êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü b ∈ MΛ. Åñëè æå
∞∑
k=1

(λ− λk)/k = +∞ è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {λk} âîãíóòà, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b̃ ∈MΛ,
÷òî îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü g(b, x) íå ñóììèðóåìà íà (0, π).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Hartman P., Wintner A. On sine series with monotone coe�cients // J. London

Math. Soc. 1953. Ò. 28, � 1. Ñ. 102�104.

ÓÄÊ 517.935.2

ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÍÎÑÒÈ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ È ÂÎÇÌÓÙÀÞÙÈÕ
ÊÂÀÇÈÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ì.Ñ. Ïîðòåíêî, Ä.Â. Ìåëüíè÷óê, Ä.Ê. Àíäðåé÷åíêî

(Ñàðàòîâ, ÐÔ)
msportenko@gmail.com, meldm007@gmail.com, kp_andreichenko@renet.ru

Êîìáèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÊÄÑ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì â ôîðìå ñèñòåì ñâÿçàííûõ
ïîñðåäñòâîì óñëîâèé ñâÿçè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ÊÄÑ ñ
âõîäíîé è âûõîäíîé âåêòîð-ôóíêöèÿìè x(t), x : R → RNx è y(t), y :
R → RNy ðàññìîòðåíû â [1, 2]. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ëèíåàðèçîâàííîé
ÊÄÑ ñâîäèòñÿ ê ìàòðèöå ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé Φ(λ) = [Qkj(λ)/D(λ)],
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ãäå D : C → C � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé [1, 2], à Qkj : C → C, k = 1, Ny,
j = 1, Nx, � âîçìóùàþùèå êâàçèìíîãî÷ëåíû (èíäåêñû k, j äàëåå îïó-
ùåíû). Áûñòðûé àëãîðèòì ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ÊÄÑ, îñíîâàííûé íà
òåîðåìàõ èç [1, 2], ïðîâåðÿåò óñëîâèå ∆

06ω6∞
argD(iω) = nπ/2, ãäå n �

îáîáùåííàÿ ñòåïåíü D(λ), à äëÿ åãî ïðèìåíèìîñòè íåîáõîäèìà àíàëè-
òè÷íîñòü ôóíêöèé D(λ) è Q(λ) â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè
(λ) è âáëèçè ìíèìîé îñè. Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ÊÄÑ
àíàëîãè÷íû [2]:

ẏ = Bx + Cy + Ah; u̇ = L(F )
1 (u) + L

(F )
2 x + L

(F )
3 y + L

(F )
4 ẏ, r ∈ Ω,

(L(G)
1 (u) + L

(G)
2 y)

∣∣∣
S

= 0; h =

ˆ
S

L(H)(u)dS; y(0) = 0, u(r, 0) = 0.

Çäåñü r ∈ RNr � íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû; Ω ⊂ RNr

è S = ∂Ω � îáëàñòè, çàíèìàåìûå îáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðå-
äåëåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè, è èõ ãðàíèöû; u = u(r, t),
u : RNr × R → RNu; h : R → RNh; A, B, C � ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè
ýëåìåíòàìè; L(F )

2 , L(F )
3 , L(F )

4 , L(G)
2 � ìàòðèöû, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò

ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò r; L(F )
1 , L(G)

1 , L(H) � ëèíåéíûå îïåðàòîðû;
òî÷êîé ñâåðõó îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t. Ïðè ýòîì
D(λ) = det(λE−C−ACu(λ)), Φ(λ) = (λE − C − ACu(λ))−1(B+ABu(λ)),
à ìàòðèöû Bu(λ) è Cu(λ) íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåé-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷

λv = L(F )
1 (v) + L

(F )
2 e

(Nx)
j , r ∈ Ω; L(G)

1 (v)
∣∣∣
S

= 0,

Bu(λ)e
(Nx)
j =

ˆ
S

L(H)(v)dS, j = 1, Nx,

λv = L(F )
1 (v) + (L

(F )
3 + λL

(F )
4 )e

(Ny)
j , r ∈ Ω,

(L(G)
1 (v) + L

(G)
2 e

(Ny)
j )

∣∣∣
S

= 0; Cu(λ)e
(Ny)
j =

ˆ
S

L(H)(v)dS, j = 1, Ny,

e
(N)
j ∈ RN , j = 1, N ; e

(N)
1 = (1, 0, ...0)T , ..., e

(N)
N = (0, 0, ...1)T .

Áûñòðûé àëãîðèòì ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñ-
ñëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ÊÄÑ [1�3]. Â ðàáîòå [1] íàéäåíî òî÷íîå ðåøå-
íèå âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è è ïîêàçàíà àíàëèòè÷-
íîñòü ôóíêöèé D(λ) è Q(λ) â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè è
âáëèçè ìíèìîé îñè. Â ðàáîòå [3] â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè âûïîëíÿëîñü
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è íà îñíîâå ïðîåê-
öèîííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà c ïðîâåðêîé àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé D(λ)
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è Q(λ) íà îñíîâå ïðèíöèïà àðãóìåíòà. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé
u,v : Ω→ CNu ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà ñóòü 〈u,v〉 =

´
Ω u · vdΩ,

‖u‖ =
√
〈u,u〉. Íà îñíîâå òåîðåìû îá îáðàòíîì îïåðàòîðå ([4, ñ. 119,

òåîðåìà 1]) äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè ν = 3, 4∥∥∥L(F )
2 e

(Nx)
j

∥∥∥ <∞, j = 1, Nx

∥∥∥L(F )
ν e

(Ny)
j

∥∥∥ <∞, j = 1, Ny (2)

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé

u : Ω→ C,
∥∥∥L(F )

1 (u)
∥∥∥ <∞, L(G)(u)

∣∣∣
S

= 0 (3)

ñïðàâåäëèâî ∣∣∣∣ˆ
S

L(H)(u)dS

∣∣∣∣ <∞, (4)

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v
(j)
0 : Ω→ RNu, òàêèå, ÷òî

L(G)
1 (v

(j)
0 )
∣∣∣
S

= −L(G)
2 e

(Ny)
j ,

∥∥∥v(j)
0

∥∥∥ <∞,∥∥∥L(F )
1 (v

(j)
0 )
∥∥∥ <∞, ∣∣∣∣ˆ

S

L(H)(v
(j)
0 )dS

∣∣∣∣ <∞, j = 1, Ny

(5)

è ïðè λ ∈ Ω̄λ = Ωλ ∪ ∂Ωλ ⊂ C äëÿ ôóíêöèé (3)∥∥∥λu− L(F )
1 (u)

∥∥∥ > m(λ) ‖u‖ , m(λ) > 0 (6)

Òîãäà ôóíêöèè D(λ) è Q(λ) � àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè Ωλ.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ñ

ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè ñîîòâåòñòâóåò ïðî-
öåññàì òåïëîïðîâîäíîñòè èëè äèôôóçèè, ò.å., íàðÿäó ñ (2)�(5) âûïîë-
íåíî

L(F )
1 = L(F )

v,1 − L(F )
v,2 ,

∀ (u : Ω→ RNu) : u 6= 0, L(G)
1 (u)

∣∣∣
S

= 0 ⇒ 〈u,L(F )
v,2 (u)〉 > 0,

∀ (u,v : Ω→ RNu) : L(G)
1 (u)

∣∣∣
S

= 0,

L(G)
1 (v)

∣∣∣
S

= 0 ⇒
〈
v,L(F )

v,2 (u)
〉

=
〈
u,L(F )

v,2 (v)
〉
,

∀ (u : Ω→ RNu) : ‖u‖ = 1, L(G)
1 (u)

∣∣∣
S

= 0,
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∥∥∥L(F )
v,2 (u)

∥∥∥� 1 ⇒
∣∣∣〈u,L(F )

v,1 (u)
〉∣∣∣� 〈

u,L(F )
v,2 (u)

〉
,

òî ïðè |λ| � 1, 0 < α < π/2, Reλ > − |λ| sinα õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé êâàçèìíîãî÷ëåí D(λ) è âîçìóùàþùèå êâàçèìíîãî÷ëåíû Q(λ) áó-
äóò àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè λ.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ 1, ñïðàâåäëèâî äëÿ îáúåêòîâ
óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óïðóãèì ñðåäàì ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Àíàëèòè÷-
íîñòü â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ïîçâîëèëà ðåàëèçîâàòü ðÿä ïàðàëëåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà ÊÄÑ [5].
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ÎÁ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ Â ÊËÀÑÑÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ
Â ÊÐÓÃÅ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÎÉ

Ð. ÍÅÂÀÍËÈÍÍÛ ÈÇ Lp-ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ1

Å. Ã. Ðîäèêîâà (Áðÿíñê)
evheny@yandex.ru

Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, D � åäèíè÷íûé êðóã íà C,
H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D. Äëÿ ëþáîãî
α > −1 îïðåäåëèì êëàññ Spα (ñì. [4]):

Spα :=

f ∈ H(D) :

1ˆ

0

(1− r)αT p(r, f)dr < +∞

 ,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-97508) è Ìèíîáðíàóêè
ÐÔ (ïðîåêò � 1.1704.2014Ê).
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ïðè âñåõ 0 < p < +∞, T (r, f) � õàðàêòåðèñòèêà Ð. Íåâàíëèííû ôóíê-
öèè f (ñì. [2]).

Äëÿ ëþáîãî β > −1 îáîçíà÷èì πβ(z, αk) � áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
Ì.Ì. Äæðáàøÿíà ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}+∞

k=1 ⊂ D
(ñì. [1]).

Êàê óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [3], åñëè f ∈ Spα, òî

ln+M(r, f) = o

(
1

(1− r)
α+1
p +1

)
, r → 1− 0,

ãäå M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|.

ßñíî, ÷òî åñëè f ∈ Spα è {αk}+∞
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç

åäèíè÷íîãî êðóãà, òî îïåðàòîð R(f) = (f(α1), ..., f(αk), ...) îòîáðàæàåò
êëàññ Spα â êëàññ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lpα =

{
γ = {γk}+∞

k=1 : ln+ |γk| = o

(
1

(1− |αk|)
α+1
p +1

)
, k → +∞

}
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}+∞
k=1 íàçîâåì èíòåðïîëÿöèîííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ â êëàññå Spα, åñëè R(Spα) = lpα.
Óãëîì Øòîëüöà Γδ(θ) ñ âåðøèíîé â òî÷êå eiθ íàçûâàåòñÿ óãîë ðàñ-

òâîðà πδ, 0 < δ < 1, áèññåêòðèñà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì reiθ,
0 ≤ r < 1.

Ñïðàâåäëèâà:
Òåîðåìà. Ïóñòü α > −1, 0 < p < +∞, {αk}+∞

k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç D, ðàñïîëîæåííûõ â êîíå÷íîì
÷èñëå óãëîâ Øòîëüöà:

{αk} ⊂
n⋃
s=1

Γδ(θs),

ïðè íåêîòîðîì 0 < δ < p
α+p+1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i) {αk}+∞
k=1 � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êëàññå Spα;

ii)
+∞∑
k=1

npk
2k(α+p+1)

< +∞,

ãäå nk = card{αk : |αk| < 1− 1
2k
}, k = 1, 2, ...,

|π′β(αk)| ≥ exp
−ε(k)

(1− |αk|)
α+1
p +1

,

ïðè âñåõ β > α+1
p , ãäå ε(k)→ 0, k → +∞.
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Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ
è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ: À. Ã. Íàôòàëåâè÷à, Õ. Øàïèðî è À. Øèëäñà,
Ñ.À. Âèíîãðàäîâà è Â.Ï. Õàâèíà, Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, Í.À. Øèðîêîâà,
À.Ì. Êîòî÷èãîâà, Ê. Ñåéïà, À. Õàðòìàíà, Â.À. Áåäíàæ è Ô.À. Øà-
ìîÿíà è äð. Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò â ýòîé îáëàñòè ïðèíàäëåæèò
Ë. Êàðëåñîíó [5]. Èçìåíåíèå êëàññà ôóíêöèé, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à èíòåðïîëÿöèè, âåäåò ê èçìåíåíèþ â ìåòîäàõ åå ðåøåíèÿ.
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Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈßÕ ÂÅÉÂËÅÒÎÂ
Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ

Å.À. Ðîäèîíîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
evgeny_980@list.ru

Â äîêëàäå áóäåò ðàñêàçàíî î ïðèìåíåíèÿõ âåéâëåòîâ Äîáåøè [1] è
ïàðàìåòðè÷åñêèõ âåéâëåòîâ Ëýíãà [2] ê àíàëèçó ãåîôèçè÷åñêèõ è ôè-
íàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Äèàäè÷åñêèå âåéâëåòû Ëýíãà îïðåäåëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Óîëøà, à â ñîîòâåòñòâóþùåì äèñêðåòíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ïî ìîäóëþ 2.

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèãíàëû GPS îò 1203 ñòàöèîíàðíûõ ñòàí-
öèé, ðàñïîëîæåííûõ íà ßïîíñêèõ îñòðîâàõ çà ïåðèîä ñ 30.01.2011 ïî
26.03.2011 ã. Ýòîò ïåðèîä âêëþ÷àåò áîëåå 40 ñóòîê äî ìåãà-çåìëåòðÿñåíèÿ
11 ìàðòà 2011 ãîäà è 16 ñóòîê ïîñëå íåãî. Âðåìåííûå ðÿäû èìåþò òðè
êîìïîíåíòû, øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿåò 30 ìèíóò. Èññëåäóþòñÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà øóìà ýòèõ ñèãíàëîâ äî è ïîñëå ñåéñìè÷åñêîé êàòà-
ñòðîôû. Èç âðåìåííûõ ðÿäîâ óäàëÿåòñÿ ëèíåéíûé òðåíä è îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïåðåõîä ê ïðèðàùåíèÿì. Äëÿ äàííûõ äî è ïîñëå çåìëåòðÿñåíèÿ ïðî-
âîäèòñÿ ìíîãîìåðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç òðåõ õàðàêòåðèñòèê øóìà:
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ìàêñèìàëüíîãî íîðìèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû è
äâóõ èíäåêñîâ ãëàäêîñòè. Èíäåêñû ãëàäêîñòè âû÷èñëÿþñÿ èç óñëîâèÿ ìè-
íèìóìà ýíòðîïèè ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòîâ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ïðèìåíåíèÿ ê ñèãíàëàì GPS äèñêðåòíûõ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé Äîáå-
øè è Ëýíãà. Ñòðîÿòñÿ êàðòû óêàçàííûõ ñâîéñòâ íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå ïî
èíôîðìàöèè îò 10 áëèæàéøèõ ê óçëó ñòàíöèé. Íàêîíåö, äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû ñèãíàëîâ âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íîðìèðîâàííîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå µ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñâîéñòâ
øóìà â ñêîëüçÿùåì ïðîñòðàíñòâåííîì îêíå. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî-
êàçûâàþò, ÷òî äî çåìëåòðÿñåíèÿ çîíà, âêëþ÷àþùàÿ åãî ýïèöåíòð ÿâëÿ-
åòñÿ çîíîé ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé µ , òîãäà êàê ïîñëå ñåéñìè÷åñêîãî
ñîáûòèÿ ýòà çîíà ñòàíîâèòñÿ çîíîé ñëàáîé êîððåëÿöèè. Ýòî ïîäòâåðæäà-
åò ãèïîòåçó î ïîâûøåííîé êîððåëÿöèè ñâîéñòâ ãåîôèçè÷åñêèõ øóìîâ â
çîíàõ, ãäå âîçìîæíû êðóïíûå çåìëåòðÿñåíèÿ. Ýòà ÷àñòü äîêëàäà îòðà-
æàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3].

Êðîìå òîãî, â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ïðèìåíåíèè îðòîãîíàëüíûõ
âñïëåñêîâ Ëýíãà ê àíàëèçó ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ âàëþòíûå êóðñû 29 ñòðàí îòíîñèòåëüíî àìåðèêàíñêîãî äîëëàðà çà
ïåðèîä ñ 26.02.91 ïî 31.12.98. Ââîäÿòñÿ äâå ìåðû áëèçîñòè ìåæäó âðå-
ìåííûìè ðÿäàìè x è y :

D1(x, y) = −ln

∣∣∣∣∣∣
∑
j,k

d̃
(x)
j,k d̃

(y)
j,k

∣∣∣∣∣∣ ,
D2(x, y) = 1−

∣∣∣∣∣∣
∑
j,k

d̃
(x)
j,k d̃

(y)
j,k

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå

d̃
(z)
j,k =

d
(z)
j,k2

j√∑
j,k

(
d

(z)
j,k2

j
)2
,

à d
(z)
j,k � äåòàëèçèðóþùèå âñïëåñêîâûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ðÿäà z , èç

êîòîðîãî óäàëåí ëèíåéíûé òðåíä.
Íà ñåòêå ñ øàãîì 0.1 äëÿ ïàðàìåòðà äèàäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ

âñïëåñêîì Ëýíãà âû÷èñëÿþòñÿ ìåðû áëèçîñòè ìåæäó êóðñîì øâåéöàð-
ñêîãî ôðàíêà è êóðñàìè îñòàëüíûõ âàëþò. Íàèáîëåå áëèçêèìè ê øâåé-
öàðñêîìó ôðàíêó îòíîñèòåëüíî âûáðàííûõ ìåð áëèçîñòè îêàçàëèñü âà-
ëþòû øåñòè ñòðàí: Íèäåðëàíäîâ, Ãåðìàíèè, Àâñòðèè, Áåëüãèè, Ôðàíöèè
è Äàíèè. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ïðè-
ìåíåíèÿ ê ýòèì äàííûì òîé æå ìåòîäèêè ñ âåéâëåòàìè Äîáåøè (ñì. [4]).
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Êðîìå òîãî, ïðîâîäèëñÿ êëàñòåðíûé àíàëèç äàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.
Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè âûáèðàëîñü ðàññòîÿ-
íèå íà îñíîâå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Ïðèìåíÿëèñü àãëîìåðàòèâíûå
è äèâèçèâíûå ìåòîäû êëàñòåðèçàöèè. Â õîäå ýòèõ èññëåäîâàíèé êóðñû
òåõ æå øåñòè ñòðàí ïîïàäàëè â îäèí êëàñòåð ñî øâåéöàðñêèì ôðàíêîì,
áîëåå òîãî, êóðñû ýòèõ ñåìè ñòðàí öåëèêîì ñîñòàâëÿëè äàííûé êëàñòåð.
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ÄÎÌÈÍÀÍÒÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ È ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ Â W 1,p

È.À. Ðîìàíåíêî (Ñèìôåðîïîëü, ÐÔ)
rom.igor.alex@gmail.com

Ïðè èññëåäîâàíèè âàðèàöèîííûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëå-
âà, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êîìïàêòíûå ýêñòðåìóìû
è êîìïàêòíî-àíàëèòè÷åñêèå (K-àíàëèòè÷åñêèå) ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ
ôóíêöèîíàëîâ [1, 2]. Ïðè ýòîì, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä K-ïñåâäîïîëèíî-
ìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàíòà âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(y) =

bˆ

a

f(x, y, y′)dx
(
y(·) ∈ W 1,p[a; b]

)
.

Îäíàêî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå âñåãäà âîçìîæíî è, êðîìå òîãî, ïðèâîäèò
ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷ ëèøü íà ñîáîëåâñêîé øêàëå ñ íàòóðàëüíûì èíòå-
ãðàëüíûì èíäåêñîì.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ âàðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà W 1,p[a, b] ñ èíòåãðàëüíûì èíäåêñîì (1 ≤ p < ∞) ââîäèòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîìèíàíòíûõ ¾îöåíîê ðîñòà¿ ãðàäèåíòà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïîðÿäêà îò èíòåãðàíòà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò ñî-
îòâåòñòâóþùèé óðîâåíü àíàëèòè÷íîñòè âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà â
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C1-ãëàäêèõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìåíåå
ñèëüíîì óñëîâèè íà èíòåãðàíò, ïîëó÷àåì áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî âàðèà-
öèîííîãî ôóíêöèîíàëà â C1-ãëàäêèõ òî÷êàõ.

Âíà÷àëå îïðåäåëèì ïðîñòåéøóþ äîìèíàíòíóþ îöåíêó.
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f : Rx×

× Ry × Rz → R óäîâëåòâîðÿåò äîìèíàíòíîé îöåíêå ïîðÿäêà p ðîñòà
ïî z (îáîçíà÷åíèå: f ∈ Bp(z), 0 < p < ∞), åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà
C ⊂ Rx × Ry ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû A1(C) è A2(C)
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ C è z ∈ Rz, f äîïóñêàåò îöåíêó:∣∣f(x, y, z)

∣∣ ≤ A1(C) + A2(C)|z|p.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Åñëè èíòåãðàíò f ∈ Bp(z) (1 ≤ p <∞), òî âàðèàöèîí-

íûé ôóíêöèîíàë Ýéëåðà �Ëàãðàíæà

Φ(y) =

bˆ

a

f(x, y, y′)dx,
(
y(·) ∈ W 1,p[a; b]

)
âñþäó îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâåW 1,p[a; b]. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî êîì-
ïàêòà C∆ ⊂ W 1,p[a; b] ïðè y(·) ∈ C∆ ñïðàâåäëèâà ëîêàëüíàÿ îöåíêà:∣∣Φ(y)

∣∣ ≤ α(C∆) + β(C∆)‖y‖pW 1,p,

ãäå êîýôôèöèåíòû α è β çàâèñÿò òîëüêî îò âûáîðà êîìïàêòà C∆;
α, β ≥ 0.

Äàëåå ââåäåì áîëåå ñèëüíóþ äîìèíàíòíóþ îöåíêó.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ∈

∈ Bp(z) (0 < p < ∞) óäîâëåòâîðÿåò C-äîìèíàíòíîé îöåíêå ïîðÿäêà p
ðîñòà ïî z (îáîçíà÷åíèå: f ∈ CBp(z)), åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà C ⊂
⊂ Rx × Ry è äëÿ ëþáûõ ïðèðàùåíèé h, k, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûõ
y, z, ïðè (x, y) ∈ C è z ∈ Rz ïðèðàùåíèå f äîïóñêàåò îöåíêó:

|∆yzf(x, y, z;h, k)| = |f(x, y + h, z + k)− f(x, y, z)| ≤
≤ A1(C;h, k) + A2(C;h, k) |z|p,

ãäå êîýôôèöèåíòû Ai (i = 1, 2) � íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå ôóíê-
öèè îò h, k, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Ai ëîêàëüíî ïî h îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî k;

(ii) Ai(C;h, k) = o(1) ïðè h, k → 0.
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Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà.
Òåîðåìà 2. Åñëè èíòåãðàíò f ∈ CBp(z) (1 ≤ p <∞), òî âàðèàöè-

îííûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí âñþäó â W 1,p[a; b].

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ óñèëåíèÿ äîìèíàíòíûõ îöåíîê, áóäåì îöåíèâàòü
îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ãðàäèåíòà îò èíòå-
ãðàíòà, óâåëè÷èâàÿ ïîðÿäîê ãðàäèåíòà. Ïðè ýòîì, äàäèì îáùåå îïðåäåë-
íèå äîìèíàíòíûõ îöåíîê ðîñòà.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Cn−1Bp(z) (n ∈ N, 0 < p < ∞) óäîâëå-
òâîðÿåò Cn-äîìèíàíòíîé îöåíêå ïîðÿäêà p ðîñòà ïî z (îáîçíà÷åíèå:
f ∈ CnBp(z)), åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà C ⊂ Rx×Ry è äëÿ ëþáûõ ïðè-
ðàùåíèé h, k, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûõ y, z, ïðè (x, y) ∈ C è z ∈ Rz,
îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ∇n−1

yz f äîïóñ-
êàåò îöåíêó: ∣∣(∆yz

(
∇n−1
yz f

)
−∇yz

(
∇n−1
yz f

))
(x, y, z)(h, k)

∣∣ =

=
∣∣ [∇n−1

yz f(x, y + h, z + k)−∇n−1
yz f(x, y, z)

]
−

−∇yz

(
∇n−1
yz f(x, y, z)

)
· (h, k)

∣∣ ≤ A1(C;h, k) + A2(C;h, k)|z|p,

ãäå êîýôôèöèåíòû Ai (i = 1, 2) � íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå ôóíê-
öèè îò h, k, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Ai ëîêàëüíî ïî h îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî k;

(ii) Ai(C;h, k) = o(|h|+ |k|) ïðè h, k → 0.

Òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá n-êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè âà-
ðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà.

Òåîðåìà 3. Åñëè èíòåãðàíò f ∈ CnBp(z) (n ≤ p < ∞), òî âàðèà-
öèîííûé ôóíêöèîíàë n ðàç äèôôåðåíöèðóåì âî âñåõ C1-ãëàäêèõ òî÷êàõ
èç W 1,p[a; b]. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

Φ(n)(y)(h)n =

bˆ

a

(
∂

∂y
h+

∂

∂z
h′
)n

f(x, y, y′)dx.
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Î ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ
ÎÄÍÎÃÎ ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÊÐÀÒÍÛÌÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ1

Â.Ñ. Ðûõëîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
RykhlovVS@yandex.ru

Íà îòðåçêå [0,1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
(ñ.ç.) äëÿ ïó÷êà L(λ):

y′′ − 2λy′ + λ2y = 0, y(0) = 0, y(1)− y′(0) = 0. (1)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ω2− 2ω+ 1 = 0 ïó÷êà èìååò êðàòíûå
êîðíè ω1 = ω2 = 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) = eλ − 1
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, à ïó÷îê L(λ), òàêèì îáðàçîì, íåðåãóëÿðíûì [1,
c. 66�67]. Ñ.ç. ïó÷êà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λk = 2kπi, k ∈ Z.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà âåêòîð-ôóíêöèþ (â.-ô.) f =
= (f1, f2)

T , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî äâóêðàòíàÿ ðàçëîæèìîñòü ýòîé â.-
ô. â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî ïðîèçâîäíûì öåïî÷êàì ïó÷êà L(λ)
(ñì. [1, c. 102]).

Â íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà 3-ãî ïîðÿäêà, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ëåæàò â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ðåøåíà â [2]. Ðàçëîæåíèÿ ïî êîðíå-
âûì ôóíêöèÿì â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ñ ÷åòûðåõêðàòíûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè èçó÷àëèñü â [3]. Ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîãî ïó÷êà âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ ïðîñòûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàññìàòðèâàëñÿ â [4].

Äëÿ äàííîé â.-ô. f = (f1, f2)
T îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (x, λ, f) :=

= −λf1(x) + 2f ′1(x) − f2(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γk êðóãîâûå êîíòóðû ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà (2k− 1)π, k ∈ N. Ïóñòü G(x, t, λ)
åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1. Åñëè â.-ô. f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f ′′′1 , f
′′
2 ∈ Lp[0, 1], 1 < p ≤ +∞, (2)

f
(s)
1 (0) = f

(s)
1 (1) = 0, s = 0, 1, 2; f

(s)
2 0) = f

(s)
2 (1) = 0, s = 0, 1. (3)

òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äâóêðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ â.-ô. f
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïó÷êà L(λ):

lim
k→+∞

−1

2πi

˛
Γk

λs
ˆ 1

0

G(x, t, λ)F (x, λ, f) dλ =

1Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðî-
åêò � 1.1520.2014K).
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= fs(x) + (1− x)
(
xf ′1(x)− f1(x)− xf2(x)

)(s−1)

, s = 1, 2,

ãäå ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ ïî x ∈ [0, 1].

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò î ðàçëîæåíèè â.-ô. f â áèîðòî-
ãîíàëüíûé ðÿä ôóðüå ïî ïðîèçâîäíûì öåïî÷êàì ïó÷êà L(λ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â.-ô. f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)�(3). Äëÿ
òîãî, ÷òîáû èìåëè ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äâóêðàòíîãî ðàçëîæå-
íèÿ â.-ô. f ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïó÷êà L(λ) ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòüþ ïî x ∈ [0, 1]:

lim
k→+∞

−1

2πi

˛
Γk

λs
ˆ 1

0

G(x, t, λ)F (x, λ, f) dλ = fs(x), s = 1, 2,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

xf ′1(x)− f1(x)− xf2(x) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ëèíåàðèçàöèè çàäà÷è (1)
ïîäñòàíîâêîé z1 = y, z2 = λz1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óæå äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà L̂, íî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé z = (z1, z2)

T : L̂z−λz =
= 0, ãäå

L̂z :=

(
0 1

− d2

dx2
d
dx

)
z,

DL̂ =
{( z1

z2

)∣∣∣z′1, z2 ∈ L1[0, 1], z1(0) = 0, z1(1)− z′1(0) = 0
}
.

Î÷åâèäíî, ñ.ç. ïó÷êà L(λ) è îïåðàòîðà L̂ ñîâïàäàþò, à ñèñòåìà ïðîèç-
âîäíûõ öåïî÷åê L(λ) (ñì. [1, ñ. 102]) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ
â.-ô. îïåðàòîðà L̂.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî −1
2πi

´
Γk
R̂λf dλ, ãäå R̂λ = (L̂−λE)−1 ðåçîëüâåíòà

îïåðàòîðà L̂, åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðàçëîæåíèé â.-ô. f â áèîðòîãîíàëü-
íûé ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì â.-ô. îïåðàòîðà L̂, ñîîòâåòñòâóþùèì òåì
ñ.ç., êîòîðûå ïîïàëè âíóòðü êîíòóðà Γk.

Ïóñòü R̂λf =
(
z1(x, λ; f), z2(x, λ; f)

)T
. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1

èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè z1(x, λ; f) è z2(x, λ; f), êî-
òîðûå äàþòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1. Åñëè f ′0, f1 ∈ L1[0, 1] òî ïðè Reλ ≤ 0

z1(x, λ; f) =

ˆ 1

0

G(x, t, λ)F (t, λ; f) dt =

ˆ x

0

(x− t)eλ(x−t)F (t, λ; f) dt+
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+
1

1− eλ

ˆ 1

0

x(1− t)eλ(x+1−t)F (t, λ; f) dt;

à ïðè Reλ ≥ 0

z1(x, λ; f) =

ˆ 1

0

G(x, t, λ)F (t, λ; f) dt =

ˆ 1

x

(t− x)eλ(x−t)F (t, λ; f) dt+

+

ˆ 1

0

(x− 1)teλ(x−t)F (t, λ; f) dt+

+
1

1− e−λ

ˆ 1

0

x(t− 1)eλ(x−1−t)F (t, λ; f) dt;

z1(x, λ; f) = λz0(x, λ; f) + f0(x).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåí-
íûõ â ëåììå 1 ôîðìóë àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé òåî-
ðåìû î ðàçëîæåíèè â [4].
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ÓÄÊ 517.518

ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ ×ÈÃÅÐÀ
ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÒÅË1

Ê.Ñ. Ðþòèí (Ìîñêâà, ÐÔ)
kriutin@yahoo.com

Ïóñòü σ, V � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è îáú¼ì âûïóêëîãî òåëà â Rn,
à Bn

p � îòêðûòûé øàð â Rn ñ ìåòðèêîé lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Èçâåñòíà ñëå-
äóþùàÿ çàäà÷à : íàéòè ìíîæåñòâî C â çàäàííîì îòêðûòîì Ω ⊂ Rn ñ
ìèíèìàëüíûì îòíîøåíèåì σ/V, íàçûâàåìûì êîíñòàíòîé ×èãåðà h(Ω).
Äàííàÿ âåëè÷èíà áûëà ââåäåíà ×èãåðîì [1] äëÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîãî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00332).
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ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω. Èíòåðåñíûå ïðè-
ëîæåíèÿ íåðàâåíñòâà ×èãåðà ñîäåðæàòñÿ â [2, 3], à îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî
ýòîé ïðîáëåìàòèêå åñòü, ñêàæåì, â [4].

Îáëàñòåé äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî ìíîæåñòâî ×èãåðà êðàéíå ìàëî. Èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî ìíîæåñòâà â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ∂C ñðåä-
íÿÿ êðèâèçíà ïîñòîÿííà. Äëÿ âûïóêëîãî Ω ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò, åäèí-
ñòâåííà è âûïóêëà [5], à ãðàíèöà èìååò êàê ìèíèìóì êëàññ C1,1. Áîëåå
òîãî, äëÿ x ∈ ∂Ω C1-ãëàäêîñòü ∂Ω â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x âëå÷¼ò
C1-ãëàäêîñòü C. Åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à � èçó÷èòü ìíîæåñòâà ×èãåðà ñëó-
÷àéíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è lnp -øàðîâ.

Äëÿ lnp -øàðîâ, ïðè n = 2 âûïîëíåíî
Åñëè 1 ≤ p < 2 è p∗ < p ≤ ∞, òî C � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî

B2
p (åãî ãðàíèöà ñîñòîèò èç äóã ãðàíèöû Bp

2 , à â îêðåñòíîñòè 4õ ìàêñè-
ìóìîâ êðèâèçíû ∂B2

p ãðàíèöà çàìåíÿåòñÿ íà äóãè îêðóæíîñòåé). Åñëè
2 ≤ p ≤ p∗, òî C = B2

p, ãäå p
∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(p− 1)2(1/p−1/2) Γ
2(1 + 1/p)

Γ(1 + 2/p)
=

ˆ 1

0

√
1 + (1− xp)(2/p−2)x2p−2 dx.

À ïðè n > 2 ñïðàâåäëèâî

h(Bn
p ) ≥ cpn

1/2+1/p,

ãäå cp > 0.
Äëÿ îöåíêè ñâåðõó (âåðîÿòíî) íåîáõîäèìî óìåòü ñòðîèòü ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè ëàïëàñèàíà â Bn
p ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéä¼ò

ïðî îöåíêè êîíñòàíòû ×èãåðà ñëó÷àéíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è íåêîòîðûå
äðóãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìíîæåñòâàìè è ôóíêöèîíàëîì ×èãåðà.
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ÓÄÊ 517.92725

ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÏÎ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 2-ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ1

À.Ì. Ñàðñåíáè (Øûìêåíò, Êàçàõñòàí)
abzhahan@mail.ru

Â ðàáîòàõ [1, 2] èññëåäîâàíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

−u′′(−x) = λu(x), −1 < x < 1, (1)

u(−1) = 0, u(1) = 0. (2)

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âèäà{
sin kπx, k = 1, 2, ..., cos

(
l + 1

2

)
πx, l = 0, 1, 2, ...

}
îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(−1, 1). Â ñâÿçè ñ
ýòèì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: áóäåò ëè áàçèñîì â ïðîñòðàíñò-
âå L2(−1, 1) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−u′′(−x) + q(x)u(x) = λu(x), −1 < x < 1, (3)

u(−1) = 0, u(1) = 0,

ñ íåïðåðûâíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì êîýôôèöèåíòîì q(x).
Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé è ñî ñïåêòðàëü-
íûì ïàðàìåòðîì (1), (2).

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

−u′′ (−x) = λu (x) + f (x) , (4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), ãäå f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.Ôóíêöèåé
Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2) íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ G(x, t, λ), ÷òî
ôóíêöèÿ

u(x) =

1ˆ

−1

G(x, t, λ)f(t) dt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4), (2).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà íàóêè ÌÎÍ ÐÊ (ïðîåêòû � 0971/ÃÔ4,

� 5414/ÃÔ4).
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Òåîðåìà 1 [3]. Åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îäíî-
ðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2), òî åå ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G (x, t, λ) =
1

8ρ

{
eρ + e−ρ

eρ − e−ρ
(
eρx − e−ρx

) (
eρt − e−ρt

)
−

−ie
iρ − e−iρ

eiρ + e−iρ
(
eiρx + e−iρx

) (
eiρt + e−iρt

)
}+ g (x, t, λ) , (5)

g (x, t, λ) =
1

8ρ
×

×


−i
(
eiρx + e−iρx

) (
eiρt − e−iρt

)
+ (eρx − e−ρx) (eρt + e−ρt) , t ≤ −x,

i
(
eiρt + e−iρt

) (
eiρx − e−iρx

)
− (eρt − e−ρt) (eρx + e−ρx) ,−x ≤ t ≤ x,

i
(
eiρx + e−iρx

) (
eiρt − e−iρt

)
− (eρx − e−ρx) (eρt + e−ρt) , t ≥ x.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà (5) ìû ìîæåì íàïèñàòü, ðàçëîæåíèå ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè èç êëàññà L1(−1, 1) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è (1)�(2).

Â êîìïëåêñíîé ρ =
√
λ ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè Pk1, k =

= 1, 2, ..., Pk2, k = 0, 1, ..., ñ îáùèì öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò:

Pk1 : |ρ| = kπ +
1

4
, Pk2 : |ρ| =

(
k +

1

2

)
π +

1

4
.

Ïðè λ = ρ2 îêðóæíîñòè Pk1, Pk2 ñîîòâåòñòâåííî ïåðåõîäÿò â îêðóæ-
íîñòè P̃k1, P̃k2 â λ ïëîñêîñòè

Pk1 : |ρ|2 = (kπ +
1

4
)2;Pk2 : |ρ|2 =

(
(k +

1

2
)π +

1

4

)2

.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f (x) ∈ L1 (−1.1) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàçëîæåíèÿ
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2) èìååò âèä (ñì.,
íàïðèìåð, [4])

σm (f) = − 1

2πi

ˆ

P̃m

 1ˆ

−1

G (x, t, λ) f (t) dt

 dλ =

= − 1

2πi

ˆ

Pm

 1ˆ

−1

G (x, t, λ) f (t) dt

 2ρdρ.
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Ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ âèäà

σm (f) =
m∑
k=1

ak sin kπx+
m∑
k=0

bk cos

(
k +

1

2

)
πx,

ãäå

ak =

1ˆ

−1

f (t) sin kπtdt, bk =

1ˆ

−1

f (t) cos

(
k +

1

2

)
πtdt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gq (x, t, λ) ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è (3), (2), à ÷åðåç
G (x, t, λ) � ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è (1), (2). ×àñòè÷íûå ñóììû ðàçëîæå-
íèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3), (2) îáîçíà÷èì
÷åðåç

Sm (f) = − 1

2πi

1ˆ

−1

ˆ
Pm

Gq(x, t, λ)2ρdρ

f(t)dt.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sm (f) íàçîâåì ðàâíîñõîäÿùèìñÿ ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ σm (f) íà ïðîìåæóòêå −1 ≤ x ≤ 1, åñëè Sm − σm → 0
ðàâíîìåðíî íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïðè m→∞.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f (x) ∈ L1 (−1, 1) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Sm (f) ðàâíîñõîäèòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ σm (f) .

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé çàìåòêè èìåþò òåñíóþ âíóòðåííþþ ñâÿçü ñ
öèêëîì ðàáîò ïðîôåññîðà À.Ï. Õðîìîâà è åãî ïîñëåäîâàòåëåé [5].
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ÓÄÊ 517.5

ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÁÅÑÑÅËß È ÁÀÇÈÑÛ ÐÈÑÑÀ1

À.Ì. Ñàðñåíáè (Øûìêåíò, Êàçàõñòàí)
abzhahan@mail.ru

Ï.À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
terekhinpa@mail.ru

Ïóñòü {un(x)}∞n=1 è {vn(x)}∞n=1 � ïîëíûå â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) áèîð-
òîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûå äðóã ê äðóãó ñèñòåìû ôóíêöèé. Ðåøåíèþ çà-
äà÷è î áàçèñíîñòè ïî Ðèññó òàêèõ ñèñòåì ôóíêöèé ïîñâÿùåíû ìíîãî-
÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, òåîðèè ôóíêöèé,
ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêå. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ðàáîòó Í.Ê. Áàðè
[1], ãäå òàêàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà âî âñåé åå îáùíîñòè
íà îñíîâå óñòàíîâëåííîé äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè
áåññåëåâîé è ãèëüáåðòîâîé ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåìû Ôèøåðà �Ðèññà,
êîòîðóþ â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè îáùåïðèíÿòî íàçûâàòü ôðåéìîì.
Îáùíîñòü ïîäõîäà Áàðè äåëàåò åãî íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûì ìå-
òîäîì óñòàíîâëåíèÿ áàçèñíîñòè ïî Ðèññó ñèñòåì ôóíêöèé. Êàê õîðîøî
èçâåñòíî, ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè îöåíîê

∞∑
n=1

|(f, un)|2 ≤ B‖f‖2
2,

∞∑
n=1

|(f, vn)|2 ≤ B‖f‖2
2,

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(0, 1) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â äîêàçàòåëüñòâå
ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) êàæäîãî èç ðÿäîâ

∞∑
n=1

cnun(x),
∞∑
n=1

cnvn(x), (1)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè {cn}∞n=1 ∈ `2.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

`2 ⊂ X(u) ∩ X(v), ãäå X(u) � ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-
ìû {un(x)}∞n=1, ò.å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{cn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ïåðâûé èç ðÿäîâ â (1). Êðîìå òîãî, ñà-
ìî óñëîâèå áàçèñíîñòè ïî Ðèññó îçíà÷àåò, ÷òî X(u) = X(v) = `2.

1Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí Ìèíîáðíàóêè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí (ïðîåêòû � 0971/ÃÔ4,

5414/ÃÔ4). Âòîðîé àâòîð ïîäãîòîâèë ðàáîòó â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ

Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014Ê), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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Â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èçâåñòåí ðÿä
ðåçóëüòàòîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî äëÿ áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè ñîáñò-
âåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé âèäà

‖un‖∞ ≤ C‖un‖2, ‖vn‖∞ ≤ C‖vn‖2, n = 1, 2, . . . , (2)

� ñì., íàïð., [2, 3]. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ êàêèõ êëàññîâ
ïîëíûõ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì ôóíêöèé âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè òèïà (2) ãàðàíòèðóåò èõ áàçèñíîñòü ïî
Ðèññó? À òàêæå âîïðîñ: êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ê óñëîâèþ òèïà
(2) îáåñïå÷èâàþò áàçèñíîñòü ïî Ðèññó îáùèõ ñèñòåì ôóíêöèé? Ïîäîáíûå
âîïðîñû ìîæíî ïîñòàâèòü è îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâà áåññåëåâîñòè îòäåëü-
íîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1 [4]. Ïóñòü ïîëíûå áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûå ñèñòå-
ìû ôóíêöèé {un(x)}∞n=1 è {vn(x)}∞n=1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ïðîñò-
ðàíñòâå L2(0, 1):

‖un‖2 ≤ C, ‖vn‖2 ≤ C, n = 1, 2, . . . ,

è îáà ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ X(u) è X(v) ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òîãäà îáå ñèñòåìû {un(x)}∞n=1

è {vn(x)}∞n=1 îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà.

Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X íàçû-
âàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè èç óñëîâèé |an| ≤ |bn|, n = 1, 2, . . . , è {bn}∞n=1 ∈ X
ñëåäóåò, ÷òî {an}∞n=1 ∈ X.

Àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 1 ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ áåññåëåâûõ ñè-
ñòåì. À èìåííî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ â L2(0, 1) ñèñòåìà ôóíêöèé
{un(x)}∞n=1, ó êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ X(u) ÿâëÿåòñÿ èäå-
àëüíûì, áóäåò ñèñòåìîé Áåññåëÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 ïàðó X(u) è X(v)
ìîæíî çàìåíèòü íà X(u) ∩ `2 è X(v) ∩ `2.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè,
îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ: ìîæíî ëè îòáðîñèòü äîïîëíèòåëüíîå òðåáî-
âàíèå îá èäåàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êîíêðåòíûõ êëàñ-
ñîâ ñèñòåì ôóíêöèé? Òàêèå ïðèìåðû èçâåñòíû. Óêàæåì íà îäèí èç íèõ.

Ïóñòü V � îïåðàòîð (ïðîñòîãî, îäíîñòîðîííåãî) ñäâèãà â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V : H → H � èçîìåòðèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà H è ñóùåñòâóåò âåêòîð e ∈ H òàêîé, ÷òî ñèñòåìà {V ne}∞n=0

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Îïåðàòîð ñäâèãà ðåàëèçóåòñÿ
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êàê îïåðàòîð V f(z) = zf(z), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè H2(D).
Êàê èçâåñòíî, ñèñòåìà ôóíêöèé {znf(z)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé (áàçè-
ñîì Ðèññà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ H∞(D) (ñîîòâåòñòâåííî,
f, 1/f ∈ H∞(D)). Âèäèì, ÷òî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ê óñëî-
âèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íå òðåáóåòñÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïåðàòîðíóþ ñòðóêòóðó ìóëüòèñäâèãà â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïåðàòîðà ñäâèãà äëÿ
ñëó÷àÿ äâóõ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïàðà èçîìåòðèé W0 è W1

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ìóëüòèñäâèãîì, åñëè ñóùåñòâó-
åò âåêòîð e ∈ H òàêîé, ÷òî ñèñòåìà {W αe}α∈A îáðàçóåò îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â H. Ïîÿñíèì, ÷òî W α = Wα0

. . .Wαk−1
îáîçíà÷àåò ïðîèç-

âåäåíèå îïåðàòîðîâ äëÿ êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà α = (α0, . . . , αk−1) èç
ñåìåéñòâà A =

⋃∞
k=0{0, 1}k. Ìóëüòèñäâèã ðåàëèçóåòñÿ êàê ïàðà îïåðàòî-

ðîâ
W0f(x) = f(2x), W1f(x) = r(x)f(2x),

â ïðîñòðàíñòâå L2
0(0, 1), ñîñòîÿùåì èç âñåõ ôóíêöèé f(x), x ∈ R, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

f ∈ L2(0, 1),

ˆ 1

0

f(x) dx = 0, f(x+ 1) = f(x).

Çäåñü r(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õààðà �Ðàäåìàõåðà �Óîëøà. Ñå-
ìåéñòâî ôóíêöèé {W αf(x)}α∈A íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ñèñòåìîé ôóíê-
öèé òèïà Óîëøà [5]. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ìóëüòèèíäåêñó α =
= (α0, . . . , αk−1) ∈ A íàòóðàëüíîå ÷èñëî n =

∑k−1
ν=0 αν2

ν + 2k. Ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé àôôèííîé ñèñòåìû

fn(x) = W αf(x) = Wα0
. . .Wαk−1

f(x) = f(2kx)
k−1∏
ν=0

rανν (x),

ãäå {rk(x)}∞k=0 � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà.
Áóäóò ëè äëÿ àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn(x)}∞n=1

ñïðàâåäëèâû àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ î áåññåëåâîñòè è áàçèñíîñòè ïî Ðèññó
ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé âèäà {znf(z)}∞n=0? Ïîêàæåì, ÷òî îòâåò
áóäåò îòðèöàòåëüíûì.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2
0(0, 1), ïî-

ðîæäàþùàÿ àôôèííóþ ñèñòåìó òèïà Óîëøà {fn(x)}∞n=1, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ.

Êîíñòðóêöèÿ òðåáóåìîé ôóíêöèè f(x) îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè
ïðèìåðà Å.Ì. Íèêèøèíà [6], äàþùåãî ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è Ï.Ë. Óëüÿ-
íîâà [7].
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ òåîðåìîé 2 ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2
0(0, 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà |u(x)−u(y)| ≤ L|x− y|α, 0 < α ≤ 1. Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn(x)}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ.

Àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 2 ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ áàçèñîâ Ðèññà,
ò.å. ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2

0(0, 1), ïîðîæäàþùàÿ ïîë-
íóþ â ïðîñòðàíñòâå L2

0(0, 1) ìèíèìàëüíóþ (c ïîëíîé â L2
0(0, 1) áèîðòîãî-

íàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé) àôôèííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé òèïà Óîëøà
{fn(x)}∞n=1, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
èäåàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ êîýôôèöèåíòîâ â òåîðåìå 1 íå ìîæåò áûòü îò-
áðîøåíî â êëàññå àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé. Âûáîð íàìè êëàññà àô-
ôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé ïðîäèêòîâàí ãëóáîêîé àíàëîãèåé (îñíîâàííîé
íà ñîïîñòàâëåíèè îïåðàòîðà ñäâèãà è îïåðàòîðîâ ìóëüòèñäâèãà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå) â ñòðóêòóðå ýòèõ ñèñòåì è ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé {znf(z)}∞n=0, äëÿ êîòîðûõ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé,
îáåñïå÷èâàþùèõ èõ áåññåëåâîñòü è áàçèñíîñòü ïî Ðèññó, íå òðåáóåòñÿ.

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ òàêæå ïðåäñòàâèòü ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè áà-
çèñíîñòè ïî Ðèññó àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé è óêàçàòü ïðèìåðû àô-
ôèííûõ ñèñòåì Áåññåëÿ è áàçèñîâ Ðèññà.
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ÓÄÊ 517.95

Î ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÑÒÈ ÑÏÅÊÒÐÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ ÍÀ ÊÂÀÇÈÌÎÄÅËÜÍÛÕ

ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ1

À.Â. Ñâåòëîâ (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
a.v.svetlov@gmail.com

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M , ïðåäñòàâèìîå â âèäå K ∪ D, ãäå K �
êîìïàêòíîå ìíîîãîîáðàçèå, à êîíåö D � ïðîñòîå ñêðåùåííîå ïðîèçâå-
äåíèå. Ïðîñòûì ñêðåùåííûì ïðîèçâåäåíèåì ïîðÿäêà k ìû íàçûâàåì
ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå D, èçîìåòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèþ R0 ×
× S1 × S2 × · · · × Sk (ãäå R0 = (r0,+∞), à Si � êîìïàêòíûå ðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ ðàçìåðíîñòè ni) ñ ìåòðèêîé

ds2 = dr2 + q2
1(r)dθ2

1 + · · ·+ q2
k(r)dθ

2
k,

ãäå dθ2
i ìåòðèêà íà Si, à qi(r) � ãëàäêèå ïîëîæèòåëüíûå íà R0 ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè M îïåðàòîð Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè

−∆ = −div∇

è îïåðàòîð Øðåäèíãåðà

L = −∆ + c(r, θ),

ãäå c(r, θ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè. Êðîìå òîãî, ââåäåì
îáîçíà÷åíèå s(r) = qn1

1 (r) · · · · · qnkk (r). Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì îáîáùåíèåì èñêðèâëåííûõ ïðîèçâåäåíèé ïîðÿäêà k,
ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîòîðûõ äî-
ñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíî À. Ã. Ëîñåâûì, Å.À. Ìàçåïîé (ñì., íàïð., [1,
2]) è äðóãèìè àâòîðàìè, ïðè÷åì ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû îêàçàëèñü ïðè-
ìåíèìû è äëÿ ìíîãîîáðàçèé áîëåå îáùåãî âèäà (ñì. [3, 4]).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà äèñêðåòåí, åñëè îí ñîñòîèò
ëèøü èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà �Áåëüòðàìè èçâåñòåí êðèòåðèé äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà íà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïðè ýòîì äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü êðèòåðèé äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà òîëüêî ïðè íàëîæåíèè íåêî-
òîðûõ óñëîâèé íà ïîòåíöèàë è ìåòðèêó ìíîãîîáðàçèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îò
ïîòåíöèàëà òðåáîâàëàñü ðàäèàëüíàÿ ñèììåòðè÷íîñòü (ñì. [6�8]), ò.å. ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð Øðåäèíãåðà âèäà

Lr = −∆ + c(r).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 15-41-02479-ð_ïîâîëæüå_à).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèñêðåòíîñòè
ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì îáùåãî âèäà íà êâàçè-
ìîäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü V (·) è cap(·) îáú¼ì è ¼ìêîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáúåêòîâ, à B(r) = {(ρ, θ) ∈ D : ρ < r} � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè D.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü c(r, θ) ≥ 0. Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà Øð¼äèíãå-
ðà L íà ìíîãîîáðàçèè M äèñêðåòåí, åñëè íà êîíöå D âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

V (D) <∞ è lim
r→∞

V (D \B(r))

cap(B(1), B(r))
= 0,

èëè

capB(1) > 0 è lim
r→∞

V (B(r))

capB(r)
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ òðåáóåòñÿ â äàííîé òåî-
ðåìå, äëÿ äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè ÿâëÿ-
þòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõîäèìûìè [5].

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî îáîçíà÷åíèå:

F (r) =

(
s′(r)

2s(r)

)′
+

(
s′(r)

2s(r)

)2

.

Èìååò ìåñòî òàê æå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c̃(r) òà-
êàÿ, ÷òî c(r, θ) ≥ c̃(r) è c̃(r) + F (r) > −C (C = const > 0), òî äëÿ
äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà L íà ìíîãîîáðàçèè M
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ω > 0 áûëî âûïîëíåíî

lim
r→∞

r+ωˆ

r

(c̃(r) + F (r)) dr = +∞.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ïîòåíöèàëà äàííîå óòâåðæäåíèå
òàê æå ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðà-
òîðà Øðåäèíãåðà, à â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, åñëè âìåñòî êâàçèìîäåëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìàòðèâàòü ÷èñëîâóþ ïðèÿìóþ, îíî ñîîòâåòñòâóåò èç-
âåñòíîìó êðèòåðèþ äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà À.Ì. Ìîë÷àíîâà íà ïðÿìîé.
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ÓÄÊ 517.5

ÇÀÄÀ×À Î ÄÂÓÕ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÀÕ Â ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ÊÐÓÃÅ

È ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÐÅÐÛ
Â.Å. Ñèëåíêî (Îðåõîâî-Çóåâî, ÐÔ)

V.Silenko@bk.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû Ïîìïåéþ è Ìîðåðû è èõ îáîá-
ùåíèÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ðàíåå Ñ.À. Âèëüÿìñ äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâàX = Rn, Ê.À. Áå-
ðåíñòåéí è Ì. Øàõøàõàíè â [1, ñëåäñòâèå 1] äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X = G/K íåêîìïàêòíîãî òèïà (ñ ãðóïïîé äâèæåíèé G) ïîëó÷è-
ëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äàííûé êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
Ïîìïåéþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëè çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè íåñêîëüêèõ
ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, çàäà÷è î äâóõ êðóãàõ, òðåõ êâàäðàòàõ â R2), à òàê-
æå çàäà÷è î íàõîæäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà êëàññ ôóíê-
öèé, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ïîäãðóïïà (íàïðèìåð, ñäâèãîâ) ãðóï-
ïû G. Òàêèå çàäà÷è áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ìíîãèõ ìàòåìàòè-
êîâ, ñðåäè êîòîðûõ Ä. Ïîìïåéþ, Ë. Áðàóí, Ô. Øíèöåð è À.Ë. Øèëäñ,
Ë. Çàëüöìàí, Ê.À. Áåðåíñòåéí, Á.À. Òåéëîð, Ï. Ã. Ëàðä, Ð. Ãýé, À. Èæåð,
Ð.Ì. Òðèãóá, Â.Ï. Çàñòàâíûé, Â.Â. Âîë÷êîâ, Âèò.Â. Âîë÷êîâ è äðóãèå.
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Â ÷àñòíîñòè, òî÷íûå óñëîâèÿ íà ðîñò ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àåâ ïàðàëëåëå-
ïèïåäà è ýëëèïñîèäà â Rn ïðèâåäåíû â [2].

Àâòîðîì ïîëó÷åíû òî÷íûå óñëîâèÿ íà ðîñò ôóíêöèé f ∈ C(H2), äëÿ
êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ïîì-
ïåéþ äëÿ ãðóïïû �ñäâèãîâ� NA ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2. Íàéäåíû
ïðèìåðû ôóíêöèé ñ íóëåâûìè èíòåãðàëàìè ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðÿìî-
óãîëüíèêàì, ïîäòâåðæäàþùèå òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ óñëîâèé. Â òåîðå-
ìå 1 ïðèâåäåíî îáîáùåíèå çàäà÷è íà ñëó÷àé äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, äàþùåå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé Â.Â. Âîë÷êîâûì â
[2, ñ. 229].

Ïðîáëåìà Ïîìïåéþ òåñíî ñâÿçàíà c êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Ìîðå-
ðû èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Èññëåäóÿ ïðîáëåìó Ìîðåðû íà ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, Ì.Ë. Àãðàíîâñêèé â [3, òåîðåìà 1] ïîëó÷èë îáùåå
óñëîâèå f ∈ L2(H2), ÿâëÿþùååñÿ íåòî÷íûì äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ
êîíòóðîâ è èçëèøíèì äëÿ êàæäîé êóñî÷íî-ãëàäêîé æîðäàíîâîé êðèâîé,
îãðàíè÷èâàþùåé ìíîæåñòâî ñî ñâîéñòâîì Ïîìïåéþ. Äëÿ ñëó÷àÿ îêðóæ-
íîñòè íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ óñòàíîâëåíû Â.Â. Âîë÷êîâûì â [4, òåîðå-
ìà 1].

Êàê ïðèìåíåíèå âûøåîïèñàííûõ çàäà÷ òèïà Ïîìïåéþ àâòîðîì íàéäå-
íû íîâûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ìîðåðû. Äëÿ ãðóïïû ¾ñäâèãîâ¿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â [5] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ íà ðîñò ôóíêöèé f ∈ C(D),
äëÿ êîòîðûõ ãðàíèöà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì Ìîðåðû. Â òåîðåìå 2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå f ∈ L2(D), íàêëàäû-
âàþùåå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè âñåé ãðàíèöû åäèíè÷-
íîãî êðóãà D, ìîæíî çàìåíèòü îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò ôóíêöèè ëèøü â
îêðåñòíîñòè z0 = 1. Íàéäåíû ïðèìåðû ôóíêöèé ñ íóëåâûìè èíòåãðà-
ëàìè ïî ãðàíèöàì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîäòâåðæäàþùèå
òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ óñëîâèé.

Ïóñòü D = {z ∈ C : |z| < 1} � ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî H2 ñ
íååâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì d(z1, z2) = 1

2 ln |1−z1z2|+|z2−z1|
|1−z1z2|−|z2−z1| ìåæäó òî÷êà-

ìè z1, z2 ∈ D è ìåðîé dω = dxdy

(1−|z|2)
2 . Ãðóïïà G = SU (1, 1) ñîñòîèò èç

êîìïëåêñíûõ ìàòðèö
(
a b
b a

)
ñ îïðåäåëèòåëåì |a|2 − |b|2 = 1 è äåéñòâó-

åò íà D ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé g◦ z = az+b
bz+a

. Ðàçëîæåíèå Èâàñàâû
ãðóïïû G èìååò âèä G = KAN , ãäå K = SO(2) � ãðóïïà âðàùåíèé C,
A =

{
at =

(
ch t sh t
sh t ch t

)
: t ∈ R

}
, N =

{
ns =

(
1+is −is
is 1−is

)
: s ∈ R

}
.

Äëÿ α > 0, l ∈ N è z ∈ D îáîçíà÷èì λl(z) = e2l(1−|z|2)−(1+|z|2−2z)
e2l(1−|z|2)+(1+|z|2−2z)

è
íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

Qα = {z = nsat ◦ 0 : 0 ≤ s ≤ α, 0 ≤ t ≤ 1}.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C(D),

∀z ∈ D f (λl(z)) = o
(
e2l
)

ïðè l→ +∞, l ∈ N,

è äëÿ íåêîòîðûõ α1, α2 > 0¨

gQα1

f(z) dω =

¨

gQα2

f(z) dω = 0 äëÿ âñåõ g ∈ NA.

Òîãäà åñëè α1/α2 /∈ Q, èëè

e−2f (λ1(z))− f(z) = o

(
1

|1− z|

)
ïðè z → 1 ïî îðèöèêëàì,

òî f(z) ≡ 0 â D.

Îáîçíà÷èì Mf(z) =
1́

−1

1́

−1

(
1− |nuav ◦ z|2

)
|f (nuav ◦ z)| dudv.

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü f ∈ C(D),

∀z ∈ D Mf(λl(z)) = o (1) ïðè l→ +∞, l ∈ N, (1)

è äëÿ íåêîòîðûõ α1, α2 > 0ˆ

∂(gQα1
)

f(z) dz =

ˆ

∂(gQα2
)

f(z) dz = 0 äëÿ âñåõ g ∈ NA (2)

Òîãäà åñëè α1/α2 /∈ Q, èëè

Mf(z) = o (1) ïðè z → 1 ïî îðèöèêëàì, (3)

òî f(z) ãîëîìîðôíà â D.
2. Äëÿ ëþáûõ α1, α2 > 0 ñóùåñòâóåò íåãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

f ∈ C1(D), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2), (3) è òàêàÿ, ÷òî

∀z ∈ D Mf(λl(z)) = O (1) ïðè l→ +∞, l ∈ N.

3. Äëÿ ëþáûõ ñîèçìåðèìûõ α1, α2 > 0 ñóùåñòâóåò íåãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ f ∈ C1(D), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1), (2) è òàêàÿ, ÷òî

Mf(z) = O (1) ïðè z → 1 ïî îðèöèêëàì.
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ, ÍÀÈÌÅÍÅÅ ÓÊËÎÍßÞÙÈÅÑß
ÎÒ ÍÓËß Â ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÉ ÍÎÐÌÅ1

È.Å. Ñèìîíîâ (Åêàòåðèíáóðã, ÐÔ)
Simonov.Ivan@urfu.ru

Ïóñòü A0, B0, A1, B1, . . . , As, Bs � ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå
÷èñëà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T sn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

fn(t) = Re
(
C0e

int + · · ·+ Cn−se
i(n−s)t + · · ·

)
, Ck = Ak − iBk

ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè s+1 ñòàðøèõ ãàðìîíèêàõ. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè òàêîé ïîëèíîì f ∗n,s ∈ Tns, ÷òî

‖f ∗n,s‖1 = min
f∈Tns

‖f‖,

ãäå

‖f‖ =

ˆ 2π

0

|f(t)|dt.

Ïîëèíîì f ∗n,s íàçûâàþò ïîëèíîìîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ â
èíòåãðàëüíîé íîðìå. C.Í. Áåðíøòåéí [1] âûïèñàë òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ïîëèíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé íîðìå, ïðè
s = 0, à èìåííî

f ∗n,0(t) = A0 cosnt+B0 sinnt.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàèìåíåå
óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé íîðìå, ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷åíà äîñòàòî÷íî ïîëíî. À.Í. Êîðêèí è

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïîñòàíîâëåíèÿ � 211 Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006 è ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-02705)
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Å.È. Çîëîòàðåâ [2] íàøëè àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íàèìåíåå óêëîíÿ-
þùèéñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ðàâ-
íûì åäèíèöå. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äâóìÿ
ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè âïåðâûå ïîëó÷èë ß.Ë. Ãåðîíèìóñ [3],
à çàòåì íåçàâèñèìî îò íåãî è äðóãèì ìåòîäîì Ý.Ì. Ãàëååâ. Ìíîãî÷ëåíû
ñ òðåìÿ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ô. Ïåé-
åðñòîðôåðà. Èì ïîëó÷åí êðèòåðèé [4], ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ âûïèñûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ
îò íóëÿ, ñ çàäàííûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ðàáîòàõ Â.Ý. Ãåé-
òà [5, 6] â ÿâíîì âèäå âûïèñàíû ìíîãî÷ëåíû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ
îò íóëÿ, ñ òðåìÿ, ÷åòûðüìÿ è ïÿòüþ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
à òàêæå ñôîðìóëèðîâàí îáùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü àëãåáðà-
è÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé
íîðìå, ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé
íîðìå, ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè äâóõ è òðåõ ñòàðøèõ
ãàðìîíèêàõ.

Òåîðåìà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ
îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé íîðìå, ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè äâóõ ñòàðøèõ ãàðìîíèêàõ ðàâåí

f ∗n,1(t) =


Re

(
C0e

int + C1e
i(n−1)t +

C2
1

4C0
ei(n−2)t

)
, |C1| ≤ 2|C0|,

Re

(
C0e

int + C1e
i(n−1)t +

C0C1

C1

ei(n−2)t

)
, |C1| > 2|C0|.
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Òåîðèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ñòàëà àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ ñ 80-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà ïîñëå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áèáåðáàõà îá îöåíêå êîýôôè-
öèåíòîâ â êëàññå S ãîëîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ â êðóãå ∆ = {z :

|z| < 1} ôóíêöèé f(z) = z +
∞∑
i=1

cnz
n. Ïðè èçó÷åíèè îäíîëèñòíûõ ãàðìî-

íè÷åñêèõ â ∆ ôóíêöèé f ïî àíàëîãèè ñ S îáû÷íî òîæå ââîäÿò íîðìè-
ðîâêó â íóëå: f(0) = 0, fz(0) = 1. Êàæäóþ êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ãàðìî-
íè÷åñêóþ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
f = h+ ḡ, ãäå f è g � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè â ýòîé îáëàñòè.

Èç-çà øèðîòû êëàññà SH îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ïî
ñðàâíåíèþ ñ S) èíôîðìàöèþ î ôóíêöèÿõ èç SH ïîëó÷àòü ñëîæíåå, ñâîé-
ñòâà êëàññîâ S è SH ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Ýòèì, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñ-
íÿåòñÿ îòñóòñòâèå äî 2014 ã. êðèòåðèÿ îäíîëèñòíîñòè [1] äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé; ñåé÷àñ ýòîò êðèòåðèé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ó íàñ è çà
ðóáåæîì.

Â äîêëàäå â îñíîâíîì áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ
íîâûì êðèòåðèåì îäíîëèñòíîñòè [2]:

Òåîðåìà. Ïóñòü f ãàðìîíè÷åñêàÿ â âûïóêëîé îáëàñòè D è Ω =
= f(D). Ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â D, åñëè, è òîëüêî åñëè, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ = φ(w,w) ∈ C1(Ω), ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ε ∈ ∂∆ cóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå γ = γ(ε), óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó

Re
{
eiγ
(
∂φ(f(z), f(z)) + ε∂φ(f(z), f(z))

)}
> 0 ∀z ∈ D,

ãäå ∂ = ∂
∂z è ∂ = ∂

∂z .
Càìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëå-

äóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â [1] è óòî÷íåííàÿ â [2]

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 14-01-92692, � 14-01-00510).
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Ëåììà. Ïóñòü f = h + g ∈ S0
H = {f ∈ SH : g′(0) = 0}. Òîãäà äëÿ

âñåõ z1, z2 ∈ ∆ : |z1| = |z2| = r ∈ (0, 1), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z2)− f(z1)| ≥ |z2 − z1|
1

4αr

(
1− r
1 + r

)α [
1−

(
1− r
1 + r

)2α
]
,

ãäå α = ordSH = sup
f∈SH
|h′′(0)/2|.
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Äèàãîíàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè Ýðìèòà �Ïàäå I òèïà (Latin
type) äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò {eλpz}kp=0 íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíû Ap

n(z),
deg Ap

n 6 n − 1, p = 0, 1, ..., k, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî
íå ðàâåí íóëþ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

k∑
p=0

Ap
n(z) eλpz = O(znk+n−1) , z → 0 .

Ìíîãî÷ëåíû {Ap
n(z)}kp=0 ââåäåíû Ýðìèòîì ñïóñòÿ 10 ëåò ïîñëå âû-

õîäà â ñâåò åãî çíàìåíèòîé ðàáîòû, ïîñâÿù¼ííîé äîêàçàòåëüñòâó òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè ÷èñëà e. Ê. Ìàëåðîì [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ
ìîæíî òàêæå äîêàçàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e.

Â ðàáîòàõ [2, 3] íàéäåíà àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíîâ {Ap
n(z)}kp=0 â ñëó-

÷àå, êîãäà {λp}kp=0 � ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èñõîäÿ èç ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ, ëåãêî îïèñàòü àñèìïòîòèêó àïïðîêñèìàöèé Ýðìèòà �Ïàäå,
â ñëó÷àå, êîãäà {λp}kp=0 � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ëåæàùèå íà îä-
íîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, â òîì ÷èñëå, íà ìíèìîé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áåëà-
ðóñü.
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îñè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîæèòåëåé â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïî-
íåíò, îïèñàíèå àñèìïòîòèê ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèé èçâåñòíû-
ìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäàìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé Ýðìèòà �Ïàäå I òèïà äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò {eλpz}kp=0, â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî {λp}kp=0 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ϕ(ξ) := ξ(ξk − 1) = 0 ,

ò.å.
λ0 = 0, λp = ei 2π(j−1)/k, j = 1, 2, ..., k.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç {xj}kj=1 âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ϕ′(ξ) = 0, òî
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

xj =
1

k
√
k + 1

ei 2π(j−1)/k, j = 1, 2, ..., k.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 âûäåëèì îäíîçíà÷íóþ âåòâü ôóíêöèè S(ξ) =
= − lnϕ(ξ) , ïîëàãàÿ S(x1) = − [ln |ϕ(x1)|+ iπ]. Ïóñòü G òàêàÿ îäíîñâÿç-
íàÿ îáëàñòü, ÷òî {xj}kj=1 ⊂ G ⊂ C\{λp}kp=0. Âûáðàííàÿ âåòâü àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæàåòñÿ â G. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â G. Å¼ çíà÷åíèÿ â G
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

S(ξ) = − [ln |ϕ(ξ)|+ iπ + i4γ argϕ(ξ)] ,

ãäå êðèâàÿ γ ëåæèò â G è ñîåäèíÿåò òî÷êè x1 è ξ, à 4γ argϕ(ξ) � ïðè-
ðàùåíèå àðãóìåíòà ϕ(ξ) âäîëü êðèâîé γ.

Ïóñòü

Bn(xj) :=
1

2πi

√
−2π

nS ′′(xj)
enS(xj), j = 1, 2, ..., k .

Çäåñü âåòâü êîðíÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

arg

√
−1

S ′′(xj)
= ϕ0 ,

ãäå ϕ0 � óãîë ìåæäó âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè {z : |z| =
= 1

k
√
k+1
} â òî÷êå xj, ïðîõîäèìîé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z ïðè n→∞

A0
n(z) =

k∑
j=1

Bn(xj) e(xj−λj)z (1 +O(1/n)) ,

Ap
n(z) = −Bn(xp) e(xp−λp)z (1 +O(1/n)) , j = 1, 2, ..., k .

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè k = 3 è n→∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z

A1
n(z) = (−1)n−1 Λn e

(
1
3
√

4
−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A2
n(z) = eiπ(n−1)/3 Λn e

(
1
3
√

4
ei2π/3−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A3
n(z) = e−iπ(n−1)/3 Λn e

(
1
3
√

4
e−i2π/3−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A0
n(z) = Λn e

−z
[
(−1)ne

z
3
√

4 − eiπ(n−1)/3e
z
3
√

4
ei2π/3−

−e−iπ(n−1)/3e
z
3
√

4
e−i2π/3

]
(1 +O(1/n)) ,

ãäå

Λn =
1√

16 3
√

2 πn

(
44/3

3

)n
.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè k = 4 è n→∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z

A1
n(z) = (−1)n−1 Ωn e

(
1
4
√

5
−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A2
n(z) = in−1 Ωn e

(
i

4
√

5
−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A3
n(z) = Ωn e

(− 1
4
√

5
−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A4
n(z) = (−i)n−1 Ωn e

(− i
4
√

5
−1)z

(1 +O(1/n)) ,

A0
n(z) = Ωn e

−z
[
(−1)ne

z
4
√

5 − in−1e
i z
4
√

5−

−e−
z
4
√

5 + (−1)n (in−1) e
− i z

4
√

5

]
(1 +O(1/n)) ,

ãäå

Ωn =
1√

10
√

5πn

(
55/4

4

)n
.
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Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
ôèêñèðîâàííûé íàáîð {λp}kp=0 ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ è ïðîèçâîëüíûé
íàáîð {np}kp=0 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Àïïðîêñèìàöèÿìè Ýðìèòà �Ïàäå I òèïà (Latin type) ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò {eλpz}kp=0 íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíû Ap

np
(z), degAp

np
6 np − 1, p =

= 0, 1, ..., k, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî íå ðàâåí íóëþ, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

k∑
p=0

Ap
np

(z) eλpz = O
(
zn0+n1+...+nk−1

)
, z → 0 . (1)

Åñëè n0 = n1 = ... = nk = n, òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {Ap
n(z)}kp=0 íàçû-

âàþò äèàãîíàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè Ýðìèòà �Ïàäå I òèïà ñèñòåìû
ýêñïîíåíò {eλpz}kp=0 (ïî ïîâîäó òåðìèíîëîãèè ñì. [1]).

Òàêèå ìíîãî÷ëåíû ââåäåíû Ýðìèòîì ñïóñòÿ 10 ëåò ïîñëå âûõîäà â
ñâåò åãî çíàìåíèòîé ðàáîòû, ïîñâÿù¼ííîé äîêàçàòåëüñòâó òðàíñöåíäåíò-
íîñòè ÷èñëà e. Ê. Ìàëåðîì (ñì. [1]) óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî
òàêæå äîêàçàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e.

Ìû õîòèì ëîêàëèçîâàòü îáëàñòü, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ íóëè ìíîãî-
÷ëåíà Ap

np
(z), â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ÷èñåë {λp}kp=0 è {np}kp=0. Â îò-

äåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ çàäà÷à õîðîøî èçâåñòíà. Òàê Ã. Ñåãå [2]
èññëåäîâàë ïîâåäåíèå íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ Òåéëîðà ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ
ñ ýêñïîíåíòîé. Ý. Ñàôô è Ð. Âàðãà [3] íàøëè ãðàíèöû êîëüöà, â êîòîðîì
íàõîäÿòñÿ íóëè ìíîãî÷ëåíîâ Ïàäå pn,m(z) = −A0

n(z), qn,m(z) = A1
m(z)

ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè. Èì ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò ¾òåîðåìîé î êîëüöå¿.
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Òåîðåìà 1 (Ý. Ñàôô, Ð. Âàðãà). Ïðè n > 2 è m > 1 âñå íóëè
ìíîãî÷ëåíîâ Ïàäå pn,m(z), qn,m(z) ôóíêöèè exp z ëåæàò â êîëüöå

K = {z : (n+m− 2)µ < z < n+m− 2/3} ,

ãäå µ = 0.278465 � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
tet+1 = 1.

Â ðàáîòå [4] Ô. Âèëîíñêèé ïîëó÷èë îöåíêó ñâåðõó äëÿ ìîäóëåé
íóëåé äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé Ýðìèòà �Ïàäå {Ap

n(z)}kp=0 ñèñòå-
ìû ýêñïîíåíò {epz}kp=0. Ã. Øòàëü [5] èññëåäîâàë ðàñïîëîæåíèå íóëåé
ïðåîáðàçîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáèðîâàíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
êâàäðàòè÷íûõ äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé Ýðìèòà �Ïàäå I è II òèïîâ
ñèñòåìû ýêñïîíåíò {1, ez, e2z} è ïîêàçàë, ÷òî óêàçàííûå íóëè ëåæàò íà
ñïåöèàëüíûõ äóãàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà àïïðîêñè-
ìàöèè Ýðìèòà �Ïàäå ñîâïàäàþò ñ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åííûìè êëàñ-
ñè÷åñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè Ïàäå, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íåäèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè Ýðìèòà �Ïàäå îñòàþòñÿ ïðàêòè-
÷åñêè íå èññëåäîâàííûìè (ñì. [6]).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü {λp}kp=0 � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå

÷èñëà. Òîãäà ïðè np > 2, p = 0, 1, ..., k, k > 1 íóëè ìíîãî÷ëåíà Ap
np

(z),

0 6 p 6 k, íàõîäÿòñÿ â êðóãå {z : |z| < Rp
np
}, ãäå

Rp
np

=
k∑
j=0
j 6=p

np + nj − 2/3

|λp − λj|
. (2)

Ïðè k = 1, λ0 = 0, λ1 = 1, n0 = n, n1 = m èç òåîðåìû 2 ñëå-
äóåò, ÷òî âñå íóëè ìíîãî÷ëåíîâ Ïàäå qn,m(z), pn,m(z) ëåæàò â êðóãå
{z : |z| < n+m− 2/3}, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé Ý. Ñàôôà, Ð. Âàð-
ãè.

Åñëè k > 2, λp = p, p = 0, 1, ..., k; n0 = n1 = ... = nk = n, òî èç (2)
â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò òåîðåìà 2.2 èç ðàáîòû [4] Ô. Âèëîíñêîãî:
âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà Ap

n(z), ïðèíàäëåæàò êðóãó {z : |z| < Rp
n}, ãäå

Rp
n = 2(n− 1/3)

[∑p

j=1
1/j +

∑k−p

j=1
1/j

]
.

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â òåîðåìå Ô. Âèëîíñêîãî, íî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ {λp}kp=0, èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå, äîêàçàííîå â ðàáîòå [7]: âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà Ap

n(z), ëåæàò â êðóãå
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{z : |z| < Rp
n}, ãäå

Rp
n = 2(n− 1/3)

[∑p

j=1
1/|λp − λj|+

∑k−p

j=1
1/|λp+j − λp|

]
.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà p = 0 èëè p = k, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâàÿ è âòîðàÿ
ñóììû â ñêîáêàõ â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ðàâíû íóëþ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 íóëè ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà Ap
np

(z) ëåæàò â êðóãå
ñ öåíòðîì â íóëå, ðàäèóñ êîòîðîãî Rp

np
çàâèñèò êàê îò ñòåïåíè ìíîãî÷ëå-

íîâ, òàê è îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæèòåëåé â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïî-
íåíò {eλpz}kp=0. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òî÷íîñòè
ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 2 âåðõíåé îöåíêè äëÿ ìîäóëåé íóëåé Ap

np
(z) â ñëó-

÷àå, êîãäà np � ôèêñèðîâàíû, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λp}kp=0 ÿâëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíîé.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïðèìåðàì, çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ap

np
(z) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ íèõ ÿâíûå âûðàæåíèÿ,

à ïðè 2 6 np 6 4 íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ íóëåé.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ýêñïîíåíò {eλp z}3

p=0, ãäå

λ0 = 0, λ1 = 1− ε, λ2 = 1, λ3 = 1 + ε, 0 < ε < 1.

Íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò ïðè
2 6 np 6 4 ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 2 íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëåé íóëåé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà �Ïàäå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â ñìûñëå
ïîðÿäêà ïðè ε→ 0 (ε→ 1).

Ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 2 íåðà-
âåíñòâ â äèàãîíàëüíîì ñëó÷àå, èìåþòñÿ â ðàáîòå [7].
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Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Øàóäåðà, óòâåðæäàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå
íåïîäâèæíîé òî÷êè âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f : B → B, ãäå B � âûïóêëûé
êîìïàêò â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Åñëè æå âûïóêëîå ìíîæåñòâî B
çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â E, òî ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ âåðíûì â ñëó÷àå ïðåä-
êîìïàêòíîñòè f(B).

Ìû ïðåäëàãàåì ïîäõîä ê òåîðåìàì î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ äëÿ îãðà-
íè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà B â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî áåç
òðåáîâàíèÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè îáðàçà f(B) (÷òî, åñòåñòâåííî ïðèâîäèò
ê îãðàíè÷åíèÿì íîâîãî òèïà). Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîíÿòèè àíòè-
êîìïàêòà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðîå ïðåäëîæåíî íàìè ðàíåå
(ñì. [1]). Çàìêíóòîå âûïóêëîå ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî C ′ â áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ àíòèêîìïàêòîì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå
EC ′ = (spanC ′, || · ||C ′) (|| · ||C ′ = pC ′(·) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî;
EC ′ ïîïîëíåíî îòíîñèòåëüíî || · ||C ′) ñîäåðæèòñÿ è ïðåäêîìïàêòíî âñÿêîå
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂ E. Èíûìè ñëîâàìè, E èíúåêòèâíî êîì-
ïàêòíî âëîæåíî â EC ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ′(E) íàáîð àíòèêîìïàêòîâ â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Äîêàçàíî, ÷òî E èìååò àíòèêîìïàêò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå E ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå òîòàëüíîå
ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ T0 = {`n}∞n=1 ⊂ E∗:
`n(x) = `n(y)∀n ∈ N ⇐⇒ x = y (çäåñü è âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî ‖`n‖E∗ 6 1 ∀ n ∈ N). Ïðèìåðîì àíòèêîìïàêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ T0

â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ E ìîæåò ñëóæèòü ñèñòåìà ìíîæåñòâ:

Cε =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup

∣∣∣∣`k(x)

εk

∣∣∣∣ 6 1

}
, (1)

ãäå ε = (εk > 0)∞k=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê +∞ [1].

Ïåðåéä¼ì ê èçëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ àíàëîãîâ òåîðåìû Øàóäåðà.
Óñëîâèìñÿ âñþäó äàëåå ÷åðåç BEC′ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà B ⊂ E ⊂ EC ′ â ïðîñòðàíñòâå EC ′. Ñíà÷àëà îòìåòèì î÷åâèäíûé
ôàêò, âûòåêàþùèé èç îáû÷íûé òåîðåìû Øàóäåðà â â ïðîñòðàíñòâå EC ′.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãî-
ñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ-2915.2015.1).
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ïîäìíîæå-
ñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, f : B → B è ñóùåñòâóåò àíòèêîì-
ïàêò C ′ ∈ C ′(E): BEC′ = B è f : B → B íåïðåðûâíî â ïðîñòðàíñòâå
EC ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ B: f(x0) = x0.

Îäíàêî óñëîâèÿ BEC′ = B è íåïðåðûâíîñòè f â ïðîñòðàíñòâå EC ′

âûãëÿäÿò íåñêîëüêî èñêóññòâåííûìè è òðóäíî ïðîâåðÿåìûìè. Ââåä¼ì
ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ âûïóêëîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B áóäåì
íàçûâàòü îòîáðàæåíèå f : B → B EC ′-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì, åñëè
∀ x, y ∈ B

∀ L > 0 ∃ δ > 0 : ||x− y||C ′ < δ ⇒ ||f(x)− f(y)||C ′ < L.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � âûïóêëî è îãðàíè÷åíî â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E, C ′(E) 6= ∅, f : B → B EC ′-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî ïðè
íåêîòîðîì C ′ ∈ C ′(E). Òîãäà f ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ïðîäîëæèòü íà BEC′ ⊂ EC ′ (ïðîäîëæåíèå áóäåì òàêæå îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç f) è ñóùåñòâóåò x0 ∈ BEC′ : f(x0) = x0.
Ïîñòðîåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû îòîáðàæåíèé f , ê êîòîðûì ïðèìå-

íèìà òåîðåìà 1. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè âûáîðå ñèñòåìû àíòèêîìïàêòîâ (1)
ìîæíî â òåîðåìå 1 çàìåíèòü óñëîâèå ECε-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
f : B → B (ãäå B � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå E) íà ñëå-
äóþùåå óñëîâèå T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âE, ñâÿçàííîå ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì (1) ñ÷¼òíûì òîòàëüíûì â E ìíîæåñòâîì T0 = {`n}∞n=1 ⊂ E∗.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü B ⊂ E îãðàíè÷åíî. Áóäåì íàçûâàòü f : B →
→ B T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò
òàêîå mn ∈ N, ÷òî

∀ L > 0 ∃ δ > 0 : |`mn
(x− y)| < δ ⇒ |`n(f(x)− f(y))| < L.

T0-ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü âëå÷¼ò ECε-ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-
íîñòü ïðè âñÿêîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε èç (1). Îòìåòèì, ÷òî T0-
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì áóäåò âñÿêîå ñëàáî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî B âûïóêëî è îãðàíè÷åíî â E, à
îòîáðàæåíèå f : B → B T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî, òî èìååòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ B:

(i) lim
n→∞

`(xn) = lim
n→∞

`(f(xn)) ∀` ∈ T0;

(ii) äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = {εk > 0}∞k=1, ñõîäÿùåéñÿ ê
+∞, f ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîë-
æèòü (ïðîäîëæåíèå ìû òîæå îáîçíà÷èì f) íà BECε ⊂ ECε, Cε
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óäîâëåòâîðÿåò (1). Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò x0 ∈ BECε òàêîå, ÷òî
lim
n→∞
||xn − x0||Cε = 0 è âåðíî f(x0) = x0.

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó ñâÿçè T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
(èëè EC ′-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, C ′ ∈ C ′(E)) f : B → B ñ îáû÷-
íîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòüþ: T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå f ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì (â òîì ÷èñëå è ñëàáî ðàçðûâíûì) â
E. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè àíàëîãè òåîðåìû î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íåêîòîðûõ ðàçðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà åù¼ îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: íåïîäâèæíàÿ òî÷êà,
ñóùåñòâóþùàÿ íà EC ′ ïðè íåêîòîðîì C ′ ∈ C ′(E) ïî òåîðåìå 2 ìîæåò
íå ëåæàòü â B è äàæå â ïðîñòðàíñòâå E. Òåì íå ìåíåå, ñäåëàåì òàêèå
çàìå÷àíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó:

1. Åñëè E ðåôëåêñèâíî è C ′(E) 6= ∅, òî ïðèìåíÿÿ ñëàáóþ ñåêâåíöè-
àëüíóþ êîìïàêòíîñòü â E âñÿêîãî çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà, ìîæíî äîêàçàòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 è çàìêíóòîñòè B ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîãî x0 ∈ B, ÷òî f(x0) = x0.

2. Ïðèíàäëåæíîñòü x0 = f(x0) èñõîäíîìó ïðîñòðàíñòâó E äëÿ çà-
ìêíóòîãî âûïóêëîãî B âîçìîæíà è â íåêîòîðûõ íåðåôëåêñèâíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, òàêîé ïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå
E = `∞ (ò. å. ìîæíî ïîñòðîèòü ECε-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : B → B
òàêîå, ÷òî x0 ∈ E).

Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ìíî-
ãîçíà÷íîì àíàëèçå.
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íî-îðòîãîíàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå âñïëåñêè (wavelets), óäîáíûå äëÿ òî÷-
íîãî (â âèäå ðÿäîâ ïî ãàðìîíè÷åñêèì âñïëåñêàì) è ïðèáëèæåííîãî (ñ
ëþáîé òî÷íîñòüþ â âèäå ïðîñòî êîíñòðóèðóåìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ) ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå ñ íåïðåðûâíûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðè ýòîì êëàññ àíàëèòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåìûõ â
ÿâíîì âèäå ïîñòðîåííûõ âñïëåñêîâ çíà÷èòåëüíî øèðå èñõîäíûõ äëÿ íà-
øåé êîíñòðóêöèè âñïëåñêîâ Ìåéåðà. Â êîíñòðóêöèè âñïëåñêîâ è â îöåí-
êàõ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå íàìè èñïîëüçîâàíû
òàêæå íåêîòîðûå èäåè è ðåçóëüòàòû Ê.È.Îñêîëêîâà [4].
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Ïóñòü ηj(0 ≤ j ≤ N) � ñèñòåìà òî÷åê, çàäàííûõ íà îòðåçêå [−1, 1]
è òàêèõ ÷òî −1 = η0 < η1 < η2 < · · · < ηN−1 < ηN = 1. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ M ηj = ηj+1 − ηj (0 ≤ j ≤ N − 1), λN = max0≤j≤N−1 M ηj.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå [ηj, ηj+1] âûáðàíà òî÷êà
tj(ηj ≤ tj ≤ ηj+1). Òîãäà ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ñåòêó ΩN = {tj}N−1

j=0 , â
êîòîðîé áóäåì ñ÷èòàòü óçëû tj ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè (ti 6= tj, ïðè i 6= j).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî l2(ΩN) äèñêðåòíûõ ôóíêöèé âèäà f :
ΩN → R, â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

< f, g >=
N−1∑
j=0

f(tj)g(tj) M ηj.

×åðåç P̂n,N(t) (0 ≤ n ≤ N − 1) îáîçíà÷èì ïîëèíîìû, îáðàçóþùèå
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
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íèÿ:

< P̂n,N , P̂m,N >= δnm =

{
0, n 6= m,

1, n = m.

Áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìû P̂n,N(t) (0 ≤ n ≤ N − 1) äèñêðåòíûìè îðòî-
íîðìèðîâàííûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà.

Ïóñòü òåïåðü çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f ∈ l2(ΩN). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Λn,N(f, t) ÷àñòè÷íóþ ñóììó Ôóðüå ïîðÿäêà n ýòîé ôóíêöèè ïî ñèñòåìå{
P̂k,N

}N−1

k=0
, ò.å.

Λn,N(f, t) =
n∑
k=0

f̂kP̂k,N(t), ãäå f̂k =
N−1∑
j=0

f(tj)P̂k,N(tj) M ηj.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè
f(t) ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè÷íîé ñóììîé Λn,N(f, t) â ðàâíîìåðíîé ìåòðè-
êå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé
Λn,N(f, t) ìîæåò áûòü îöåíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

Rn,N(f, t) = |f(t)− Λn,N(f, t)| ≤ En(f) (1 + Ln,N(t)) ,

ãäå En(f) � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå
âûøå n â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C[−1, 1], Ln,N(t) � ôóíê-

öèÿ Ëåáåãà äëÿ ïîëèíîìîâ
{
P̂n,N

}N−1

n=0
:

Ln,N(t) =
N−1∑
j=0

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

P̂k,N(tj)P̂k,N(t)

∣∣∣∣∣ M ηj.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû Rn,N(f, t) òðåáóåòñÿ îöåíèòü
Ln,N(t). Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [1]. Â ÷àñòíîñòè, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

a > 0, ÷òî ïðè 2 ≤ n ≤ aλ
− 1

3

N ñïðàâåäëèâà âåñîâàÿ îöåíêà

∣∣∣P̂n,N(t)
∣∣∣ ≤ c(a)

(
1 +B

√
n3λN

)(√
1− t2 +

1

n

)− 1
2

,

ãäå

B =

(
3− 4λNχn

2

1− 16λ2
Nχ

2n4

) 1
2

,
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çäåñü c(a) � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, χ � íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò â
èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå Ìàðêîâà äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

1ˆ

−1

|q′m(t)|dt ≤ χm2

1ˆ

−1

|qm(t)|dt.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ âåñîâóþ îöåíêó, â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî a, ÷òî ïðè 2 ≤ n ≤ aλ
−1/3
N èìååò ìåñòî îöåíêà

Ln,N(t) ≤ c(a)Cn,N

[
lnn+

(√
1− t2 +

1

n

)− 1
2

]
, t ∈ [−1, 1],

ãäå

Cn,N =

√
k̂n,N P̂n+1,N(1)

k̂n+1,N P̂n,N(1)
.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = (a2, a3, . . .), òà-

êîé ÷òî lim
k→∞

ak = 0, è êàæäîãî 2 ≤ n ≤ aNλ
−1/3
N èìååò ìåñòî îöåíêà

Ln,N(t) ≤ cN(A)

[
lnn+

(√
1− t2 +

1

n

)− 1
2

]
, t ∈ [−1, 1].
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Äàäèì êðàòêèé îáçîð ê îäíîìó èç íàïðàâëåíèé òåîðèè îáðàòíûõ çà-
äà÷, ïîíèìàåìûõ â ñìûñëå [1]. Ðå÷ü èäåò î âîññòàíîâëåíèè íåòî÷íî çà-
äàííîãî íåîäíîðîäíîãî ñëàãàåìîãî â ëèíåéíîì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè.
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Èññëåäîâàíèå óäîáíî ïðîâîäèòü íà ÿçûêå àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü çàòåì ê ðàçíûì ñèòóàöèÿì, âàæíûì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Ïóñòü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E íå îáÿçàòåëüíî ïëîòíà
â E. Çàôèêñèðóåì îòðåçîê [0, T ] ⊂ R è ôóíêöèþ ϕ ∈ C([0, T ]), òàêóþ,
÷òî ϕ(t) 6≡ 0 íà [0, T ]. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

du(t)

dt
= Au(t) + ϕ(t)g, 0 6 t 6 T, (1)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé u ∈ C1([0, T ], E) è íåèçâåñòíûì ýëåìåíòîì
g ∈ E. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî u(t) ∈ D(A) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Äëÿ
îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ ïàðû (u(t), g) âîçüìåì óñëîâèÿ

u(0) = u0, u(T ) = u1, (2)

ñ çàäàííûìè ýëåìåíòàìè u0, u1 ∈ D(A). Äðóãèìè ñëîâàìè, ê ñòàíäàðò-
íîìó óñëîâèþ Êîøè äîáàâèì åùå ôèíàëüíîå ïåðåîïðåäåëåíèå. Âîçíèêàåò
âîïðîñ: îáåñïå÷èâàþò ëè óñëîâèÿ (2) îäíîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íåèç-
âåñòíîé ïàðû (u(t), g) â óðàâíåíèè (1)?

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, òî äîñòàòî÷íî ðàçî-
áðàòü ñëó÷àé îäíîðîäíûõ óñëîâèé

u(0) = 0, u(T ) = 0. (3)

ßñíî, ÷òî çàäà÷à (1), (3) âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(t) ≡ 0,
g = 0. Ñïðàøèâàåòñÿ, áûâàþò ëè äðóãèå, íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ? Êàê
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü èõ îòñóòñòâèå? Îêàçûâàåòñÿ, ïîñòàâëåííûå âîïðî-
ñû äîïóñêàþò ¾ïî÷òè èñ÷åðïûâàþùèé¿ îòâåò, âûðàæåííûé â ÷èñòî ñïåê-
òðàëüíûõ òåðìèíàõ.

Ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðîâîäèëîñü â ïðåäïî-
ëîæåíèè êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Íàïðèìåð, òè-
ïè÷íûì áûëî òðåáîâàíèå, ÷òîáû îïåðàòîð A ïîðîæäàë ïîëóãðóïïó êëàñ-
ñà C0 (ñì. [1�3]). Çàòåì, îäíàêî, âûÿñíèëîñü, ÷òî êîíöåïòóàëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà îïåðàòîð A íå èìåþò îñîáîãî çíà÷åíèÿ. Îïðåäåëÿþùèì ÿâ-
ëÿåòñÿ ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ îïåðàòîðà d/dt ñ ôóíêöèåé ϕ(t) è êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (3).

Òàê, ïðè àíàëèçå ñîîòíîøåíèé (1), (3) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñêàëÿðíàÿ îïåðàöèîííàÿ ìîäåëü{

y′(t) = λy(t) + ϕ(t), 0 6 t 6 T,

y(0) = 0, y(T ) = 0,
(4)
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ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ ∈ C. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäåëüíîé
çàäà÷è (4) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè öåëîé ôóíêöèè

L(λ) =

T̂

0

eλ(T−s)ϕ(s) ds, λ ∈ C. (5)

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ (5) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îáðàòíîé
çàäà÷è (1), (3). Ïîñêîëüêó ϕ(t) 6≡ 0, òî ôóíêöèÿ (5) èìååò ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî ðàçëè÷íûõ íóëåé. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåêîòîðûé íóëü λk ∈ C õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè (5) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ñ ñîáñò-
âåííûì âåêòîðîì fk, ò. å.

Afk = λkfk, fk ∈ D(A), fk 6= 0. (6)

Òîãäà ïàðà

u(t) =

tˆ

0

eλk(t−s)ϕ(s)fk ds, g = fk (7)

äàåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è (1), (3).
Òåîðåìà 1 óêàçûâàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

â îáðàòíîé çàäà÷å (1), (3): íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè (5) íå äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.
Âåñüìà íåîæèäàííî, ÷òî â ñàìûõ åñòåñòâåííûõ ñèòóàöèÿõ ýòî ïðîñòîå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè îêàçûâàåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì.
Íåêîòîðûå òîíêîñòè ñâÿçàíû ñ ôóíêöèåé ϕ(t).

Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ϕ(t) ≡ 1 íà [0, T ]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ (5) ïðèíèìàåò âèä

L(λ) =
eλT − 1

λ
, λ ∈ C \ {0}, L(0) = T. (8)

Íóëè äëÿ (8) âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî:

λk =
2kπi

T
, k ∈ Z \ {0}, i2 = −1. (9)

Â ðàáîòå [4] óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé áàçîâûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Äîïóñòèì, ÷òî íè îäíî ÷èñëî λk èç ôîðìóëû (9) íå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A. Òîãäà îäíîðîäíàÿ îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à (1), (3) ñ ôóíêöèåé ϕ(t) ≡ 1 èìååò íà [0, T ] òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå u(t) ≡ 0, g = 0.
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Â ðàáîòàõ [5, 6] óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ íà äðóãèå ñëó÷àè,
ðàññìîòðåâ ïî÷òè âñå âîçìîæíîñòè. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà îäèí õàðàê-
òåðíûé ðåçóëüòàò èç [6].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ ∈ C([0, T ]), ïðè÷åì

ϕ(0) 6= 0, ϕ(T ) 6= 0. (10)

Äîïóñòèì, ÷òî íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (5) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A. Òîãäà îäíîðîäíàÿ îáðàòíàÿ
çàäà÷à (1), (3) èìååò íà [0, T ] òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(t) ≡ 0,
g = 0.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìû 2 è 3 íå òðåáóþò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà
îïåðàòîð A, êðîìå ëèíåéíîñòè è çàìêíóòîñòè. Åñëè îòâëå÷üñÿ îò ðÿäà
äåòàëåé, òî îáùóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî âûðàçèòü òàê (ñì. [6]).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (5) èìååò íóëè, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíò. Ýòà ñèñòåìà çàâåäîìî íåïîëíà, ïî-
ñêîëüêó åå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ]) ñîäåðæèò
ôóíêöèþ ϕ(t) 6≡ 0. Íî, êîãäà äåôåêò ñèñòåìû ýêñïîíåíò íå ñëèøêîì âå-
ëèê, îáðàòíóþ çàäà÷ó (1), (3) óäàåòñÿ ñâåñòè ê êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè, ãäå
âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ
âèäà (6), (7). Åñëè íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (5) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, òî ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ
îòñóòñòâóþò, è â îáðàòíîé çàäà÷å (1), (3) îñòàåòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå u(t) ≡ 0, g = 0.

Ïðè îöåíêå äåôåêòà ñèñòåìû ýêñïîíåíò êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ñî-
îáðàæåíèÿ ðàáîòû [7], ñâÿçàííûå ñ ¾ìåòîäîì ÷àñòíûõ¿ èç òåîðèè öåëûõ
ôóíêöèé [8]. Îáû÷íî âåëè÷èíà äåôåêòà çàâèñèò îò ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ
ôóíêöèè ϕ(t) íà êîíöàõ îòðåçêà [0, T ]. Ýòèì îáúÿñíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ
òèïà (10). Èõ ìîæíî îñëàáèòü, íî ñîâñåì îòáðîñèòü íåëüçÿ, èíà÷å âîç-
íèêàþò ïðèìåðû îáðàòíûõ çàäà÷ (1), (3), ãäå ïðèðîäà íåòðèâèàëüíûõ
ðåøåíèé íèêàê íå ñâÿçàíà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A è
ýëåìåíòàðíûìè ðåøåíèÿìè èç òåîðåìû 1 (ïîäðîáíîñòè ñì. â [6]).

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà äîïóñêàåò ïåðåíîñ íà áëèçêèå îáðàòíûå çà-
äà÷è. Áûëî áû ïîëåçíî, â ÷àñòíîñòè, èçó÷èòü âñå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå
ïîÿâëÿþòñÿ ïðè çàìåíå â (2) ôèíàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ u(T ) = u1 íà
èíòåãðàëüíîå óñëîâèå

T̂

0

u(t) dµ(t) = u1 (11)

ñ òîé èëè èíîé ôóíêöèåé µ(t) îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, T ]. Íåäàâ-
íèå èññëåäîâàíèÿ (À.Â.Êàðåâ, È.Â.Òèõîíîâ), ïðîâåäåííûå äëÿ ñëó÷àÿ
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ϕ(t) ≡ 1 â óðàâíåíèè (1) è µ(t) ≡ t â óñëîâèè (11), ïîäòâåðäèëè ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ àêòóàëüíîñòü òàêîé òåìàòèêè.
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Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ÿâëÿþòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì êëàññè÷å-
ñêîãî àíàëèçà (ñì. [1�3]). Íåäàâíî çàìå÷åíî [4], ÷òî â íåêîòîðûõ òè-
ïè÷íûõ ñèòóàöèÿõ íóëè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà îáðàçóþò ðåãóëÿðíûå
ñòðóêòóðû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äàäèì ñåé÷àñ êà÷åñòâåííîå îïè-
ñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà â ìîäåëüíîì ïðèìåðå
ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ.

Ïóñòü
f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1]. (1)

Äëÿ ôóíêöèè (1) ââåäåì ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ïåðåìåííîé z ∈ C ïî
ôîðìóëå

Bn(z) =
n∑
k=0

∣∣∣∣ 2kn − 1

∣∣∣∣ Ck
n z

k(1− z)n−k, n ∈ N. (2)
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Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìàìè (2), îáñóæäàþòñÿ
â [5, 6]. Ïåðâûé ïîëèíîì B1(z) ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì. Îñòàëü-
íûå ïîëèíîìû (2) ïîä÷èíåíû ïðàâèëó ñêëåèâàíèÿ

B2m+1(z) = B2m(z), m ∈ N. (3)

Â ñèëó (3) îòáåðåì ïîëèíîìû (2) òîëüêî ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè

B2m(z) =
2m∑
k=0

∣∣∣∣ km − 1

∣∣∣∣ Ck
2m z

k(1− z)2m−k, m ∈ N. (4)

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå Ïîïîâè÷ó (ñì. [5, 6])

B2m(z) = 1 −
m∑
k=1

1

2k − 1
Ck

2k (z(1− z))k, m ∈ N. (5)

Äèôôåðåíöèðóÿ (5), ïîëó÷àåì

B′2m(z) = 2(2z − 1)
m−1∑
k=0

Ck
2k (z(1− z))k, m ∈ N. (6)

Ñðàâíåíèå (5) è (6) äàåò ñîîòíîøåíèå

(2z − 1)B′2m(z) = 2
(
B2m(z)− Cm

2m(z(1− z))m
)
, m ∈ N. (7)

Îñîáåííî ïðîñòûì áóäåò âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

B′′2m(z) = 2mCm
2m (z(1− z))m−1, m ∈ N. (8)

Ïîëèíîìû (8) îáðàçóþò ýëåìåíòàðíóþ δ-îáðàçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ íà [0, 1] ê 4δ(z − 1/2) (ñì. [5]).

Ïðè èññëåäîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëèíîìà-
ìè (4), ïîëåçåí ïåðåõîä îò ðàçëîæåíèÿ (5) ê ýêâèâàëåíòíîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ

B2m(z) = 1 −
m∑
k=1

1

2k − 1
2−2kCk

2k (4z(1− z))k, m ∈ N, (9)

ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé

ζ = q(z) ≡ 4z(1− z), z ∈ C. (10)

272



Âîçíèêàþùèå ïîëèíîìû ïåðåìåííîé ζ ∈ C ñîâïàäàþò ñ ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ

√
1− ζ = 1 −

∞∑
k=1

1

2k − 1
2−2kCk

2k ζ
k. (11)

Ðÿä (11) ñõîäèòñÿ â êðóãå |ζ| 6 1.
Îñíîâûâàÿñü íà îòìå÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ (5)�(11), ìîæíî ïðîâåñòè

ïîëíîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà (4) â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè è ïîêàçàòü, ÷òî èõ íóëè êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè ãðàíèöû
îáëàñòè ñõîäèìîñòè.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ (4) ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñ êîìïàêòîì, îãðàíè÷åííûì ëåìíèñêàòîé

|4z(1− z)| = 1, z ∈ C. (12)

Ñõîäèìîñòü ïîëèíîìîâ ðàâíîìåðíàÿ: â ëåâîé ïåòëå � ê ôóíêöèè f1(z) =
1− 2z, â ïðàâîé ïåòëå � ê ôóíêöèè f2(z) = 2z − 1.

2. Âñå íóëè ïîëèíîìîâ (4) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è íàõîäÿòñÿ ñòðîãî âíå
ëåìíèñêàòû (12), ò. å. íå ïîïàäàþò íè âíóòðü ëåìíèñêàòû, íè íà ñàìó
êðèâóþ.

3. ¾Ïî÷òè âñå¿ íóëè ïîëèíîìîâ (4) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Òî÷-
íåå, ïðè j ∈ N ïîëèíîìû B4j(z) èìåþò ðîâíî äâà âåùåñòâåííûõ íóëÿ.
Îñòàëüíûå ïîëèíîìû (4) âîâñå íå èìåþò âåùåñòâåííûõ íóëåé.

4. Äëÿ ëþáîé ìàëîé âíåøíåé îêðåñòíîñòè ëåìíèñêàòû (12) â ýòó
îêðåñòíîñòü ïîïàäàþò âñå íóëè ïîëèíîìîâ (4), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà n = 2m. Êàæäàÿ òî÷êà ëåìíèñêàòû (12)
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé. Ïðîùå
ãîâîðÿ, íóëè ïîëèíîìîâ (4) ïîñòåïåííî ñáëèæàþòñÿ ñ ëåìíèñêàòîé (12),
çàïîëíÿÿ ¾â ïðåäåëå¿ âñþ ëåìíèñêàòó.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåõíè÷åñêèìè ïîïðàâ-
êàìè, óñòàíàâëèâàþòñÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò ïîëèíîìîâ (4), ò. å. äëÿ ïî-
ëèíîìîâ (6).

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ (6) ñõîäèòñÿ (ïîòî÷å÷íî) íà êîì-
ïàêòå, îãðàíè÷åííîì ëåìíèñêàòîé (12); â òî÷êå z = 1/2 � ê íóëþ, â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ ëåâîé ïåòëè � ê ôóíêöèè ϕ1(z) ≡ −2, à â îñòàëü-
íûõ òî÷êàõ ïðàâîé ïåòëè � ê ôóíêöèè ϕ2(z) ≡ 2. Ýòà ñõîäèìîñòü áó-
äåò ðàâíîìåðíîé íà ïåðåñå÷åíèè óêàçàííîãî êîìïàêòà ñ ìíîæåñòâîì
|z − 1/2| > ε ïðè ëþáîì ìàëîì ε > 0.
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2. Òî÷êà z = 1/2 íà ëåìíèñêàòå (12) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì íóëåì äëÿ
ëþáîãî èç ïîëèíîìîâ (6). Âñå äðóãèå íóëè ïîëèíîìîâ (6) òîæå ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè, íî íàõîäÿòñÿ ñòðîãî âíå ëåìíèñêàòû (12).

3. ¾Ïî÷òè âñå¿ íóëè ïîëèíîìîâ (6) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Òî÷-
íåå, ïðè j ∈ N ïîëèíîìû B′4j(z) èìåþò ðîâíî òðè âåùåñòâåííûõ íóëÿ,
âêëþ÷àÿ z = 1/2. Îñòàëüíûå ïîëèíîìû (6) èìåþò åäèíñòâåííûé âåùå-
ñòâåííûé íóëü z = 1/2.

4. Ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà n = 2m íóëè ïîëèíîìîâ (6) ïîñòåïåííî
ñáëèæàþòñÿ ñ ëåìíèñêàòîé (12), çàïîëíÿÿ ¾â ïðåäåëå¿ âñþ ëåìíèñêàòó.

Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿþò ïðîâî-
äèòü âåñüìà òî÷íûå ðàñ÷åòû, äàþùèå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïå-
ðå÷èñëåííûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ. Ñðåäè ïðî÷åãî âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íóëè ïîëèíîìîâ (4), ñòÿãèâàÿñü ê ëåìíèñêà-
òå (12), áûñòðî óïëîòíÿþòñÿ íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò òî÷êè z = 1/2.
Ðÿäîì æå ñ óêàçàííîé òî÷êîé íóëè ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü ïðè áîëüøèõ íîìå-
ðàõ è èìåþò ìàëóþ ïëîòíîñòü. Ñõîæàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ íóëåé
ïîëèíîìîâ (6).

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåò èçâåñòíûå ðå-
çóëüòàòû î íóëÿõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
k=0

ak ζ
k (13)

ñ êîýôôèöèåíòàìè ak ∈ C. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (13)
ðàâåí åäèíèöå, ò. å. ðÿä çàâåäîìî ñõîäèòñÿ â êðóãå |ζ| < 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè |ζ| > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû äâà óòâåðæäåíèÿ [7, 8].

Òåîðåìà (Jentzsch, 1916). Êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû êðóãà ñõîäèìî-
ñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (13) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà íóëåé,
âçÿòûõ îò âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà.

Òåîðåìà (Izumi, 1927). Åñëè êîýôôèöèåíòû ðÿäà (13) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ

lim
k→∞

ak−1

ak
= 1,

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî |ζ| > 1 + ε ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì
êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé îò ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (13).
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ÓÄÊ 517.518

ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÀÊ ÊÐÈÒÅÐÈÉ

Å� ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÑÒÈ 1

Þ.Â.Òèõîíîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
july.tikh@gmail.com

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ f : [0; 1] → R.
Áóäåì ïðèáëèæàòü å¼ â Lp[0; 1] êóñî÷íî ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè fN ,
ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî íå áîëåå N ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èíû ‖f − fN‖Lp áóäåò íåêîòîðûì îáðàçîì
õàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü ñèíãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f .

Ïóñòü DN � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íà [0; 1], ïðè-
íèìàþùèõ íå áîëåå N ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
fN ∈ DN , áëèæàéøàÿ ê f â ìåòðèêå Lp[0; 1].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåóáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè f âåëè÷èíà ‖f−fN‖Lp ·N îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ N .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé è òîëüêî äëÿ íèõ ýòà âåëè-
÷èíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N →∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0; 1].
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) f � ñèíãóëÿðíà, òî åñòü å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó.
(2) Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1; +∞)

‖f − fN‖Lp ·N → 0 , N →∞,

ãäå fN ∈ DN , ‖f − fN‖Lp → min.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 14-11-00754).
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(3) Óñëîâèå (2) âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ íåêîòîðîãî p è äëÿ íåêîòîðîé
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ íîìåðîâ N .

Ðåçóëüòàò (3) ⇒ (1) (äëÿ p = 2) áûë ïîëó÷åí À.À.Âëàäèìèðîâûì
â ðàáîòå [1].

Áîëåå áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü âåëè÷èíû ‖f−fN‖Lp äàåò îöåíêó äëÿ ðàç-
ìåðíîñòè Õàóñäîðôà íîñèòåëÿ ìåðû Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà µ, ïîðîæäåííîé
ôóíêöèåé f . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèáëèæàåòñÿ {fN} â Lp
ñî ñêîðîñòüþ α ≥ 1, åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà N âûïîëíåíî

‖f − fN‖Lp ·Nα ≤ C , ãäå fN ∈ DN .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ïðèáëèæàåòñÿ â Lp ñî ñêîðîñòüþ α. Òîãäà ó ìåðû
ñóùåñòâóåò íîñèòåëü, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò
1/(αp+ 1− p).

Äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé ðàçìåðíîñòü íîñèòåëÿ ìåðû ñëåäóåò êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé èç ðàáîòû R. Strichartz [2], à ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ âû-
÷èñëåíà â ðàáîòå [3]. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ôóíê-
öèé f , äëÿ êîòîðûõ óêàçàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà
áóäåò òî÷íîé; ñóùåñòâóþò è ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü ìåíüøå.
Áîëåå òîãî, íèæíþþ îöåíêó íà ðàçìåðíîñòü ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî.
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ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ
ÏÐÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀÌ ÁÅÑÎÂÀ

Ò. Å. Òèëåóáàåâ (Àñòàíà, Êàçàõñòàí)
Tileubaev@mail.ru

Ïóñòü 1 < p < ∞. ×åðåç Lp,α,β[−1, 1] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíê-
öèé f òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñóììèðóåìûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1] ñ íîðìîé

‖f‖ =

 1ˆ

−1

|f(x)|p(1− x)α(1 + x)βdx

1/p

<∞.
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Ïóñòü f ∈ Lp,α,β. Äëÿ f ∈ Lp,α,β ââåäåì ìîäóëü ãëàäêîñòè ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ωk(f, δ)p,α,β = sup
0≤h≤δ

‖4k
h (f, .) ‖p,α,β.

×åðåç En(f)p,α,β îáîçíà÷èì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp,α,β àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå
âûøå, ÷åì n− 1, ò.å.

En(f)p,α,β = inf
P⊂Pn

‖f − Pn‖p,α,β.

Äëÿ θ, p ∈ [1,+∞) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

B(θ, p, r)=

f ∈ Lp,α,β : ‖f‖θ,p,r=‖f‖p,α,β+

 1ˆ

0

t−θr−1ωθk(f, t)p,α,β

1/θ
 ,

ãäå k > r.
Ñôîðìóëèðóåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â âèäå ëåìì, êîòîðûå ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2.
Ëåììà 1. Ïóñòü 1 < q < ∞, ÷èñëà cν, dν òàêîâû, ÷òî cν > 0,

dν ≥ 0 ïðè ν ∈ N. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∞∑
ν=0

cν

( ∞∑
µ=ν

dµ

)q

≤ qq
∞∑
ν=1

c1−q
ν

(
ν∑

µ=1

)q

dqµ.

Ëåììà 2. Ïóñòü 1 < q < ∞, ÷èñëà cν, dν òàêîâû, ÷òî cν > 0,
dν ≥ 0 ïðè ν ∈ N. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
ν=0

cν

(
ν∑

µ=1

dµ

)q

≤ qq
∞∑
ν=1

c1−q
ν

( ∞∑
µ=ν

)q

dqµ.

Ëåììà 3. Ïóñòü 0 < q < 1, ÷èñëà cν, dν òàêîâû, ÷òî cν > 0, dν ≥ 0
ïðè ν ∈ N. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
ν=0

cν

( ∞∑
µ=ν

dµ

)q

≥ qq
∞∑
ν=1

c1−q
ν

(
ν∑

µ=1

)q

dqµ.

Ëåììà 4. Ïóñòü 0 < q < 1, ÷èñëà cν, dν òàêîâû, ÷òî cν > 0, dν ≥ 0
ïðè ν ∈ N. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
ν=0

cν

(
ν∑

µ=1

dµ

)q

≥ qq
∞∑
ν=1

c1−q
ν

( ∞∑
µ=ν

)q

dqµ.

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1�4 ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [2] (ñì. òàê æå [3]).
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Ëåììà 5. Ïóñòü f ∈ Lp,α,β. Òîãäà
à) ïðè 2 ≤ p <∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ωk

(
f,

1

n

)
p,α,β

≤ C1

 1

n2k

[
n∑
ν=1

apνν
(2k+1)p−2

]1/p

+

[ ∞∑
ν=n+1

apνν
p−2

]1/p
 ,

á) ïðè 1 < p ≤ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ωk

(
f,

1

p

)
p,α,β

≥ C2

 1

n2k

[
n∑
ν=1

apνν
(2k+1)p−2

]1/p

+

[ ∞∑
ν=n+1

apνν
p−2

]1/p
 .

Ëåììà 6. Ïóñòü ÷èñëà a, b è Ck òàêîâû, ÷òî 0 < a < b < ∞,
Ck > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî( ∞∑

k=1

Cb
k

)1/b

≤

( ∞∑
k=1

Ca
k

)1/a

.

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè êëàc-
ñó òèïà Áåñîâà B(θ, p, r).

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü 2 ≤ p <∞, f ∈ Lp,α,β.
a) åñëè θ

p ≥ 1 è ðÿä
∞∑
n=0

nθ(r+1− 1
r)−1aθn ñõîäèòñÿ, òî f ∈ B;

á) åñëè 0 < θ
p ≤ 1 è ðÿä

∞∑
n=0

nθ(r+1− 2
r)aθn ñõîäèòñÿ, òî f ∈ B.

2. Ïóñòü 1 < p < 2, f ∈ Lp,α,β θ ≥ 1.

â) åñëè θ > 2 è ðÿä
∞∑
n=0

nθ(r+
1
2)−1aθn ñõîäèòñÿ, òî f ∈ B;

ã) åñëè θ ≤ 2 è ðÿä
∞∑
n=0

nθraθn ñõîäèòñÿ, òî f ∈ B.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíê-
öèè ïðîñòðàíñòâó Áåñîâà B(θ, p, r).

Tåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p <∞, f ∈ B. Òîãäà
à) ïðè 1 < p ≤ 2 è θ

p ≥ 1 ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

nθ(r+1− 2
r)−1aθn;

á) ïðè 1 < p ≤ 2 è 0 < θ
p ≤ 1 ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

nθ(r+1− 1
r)aθn.

â) ïðè p ≥ 2 è θ ≥ 2 ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

nθraθn.

ã) ïðè 0 < θ ≤ 2 è p ≥ 2 ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

nθ(r+
1
2)aθn.
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Îñëàáëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèé u(z) =
= u(x, y), z ∈ G, äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ïóñòü òî÷êè z1, z2 è z3 ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà4 = 4z1z2z3

, à òî÷êà z0 � òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, òî÷êà z0 ëåæèò âíóòðè 4
è óãëû ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ëó÷àìè èç íàáîðà z0z1, z0z2 è z1z3 áîëüøå
π/2. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû z1, z2 è z3 çàíóìå-
ðîâàíû â ïîðÿäêå îáõîäà 4 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òàêîé íàáîð
òî÷åê {z1, z2, z3} áóäåì íàçûâàòü ïîäõîäÿùèì (äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà)
íàáîðîì óçëîâ äëÿ òî÷êè z0. Ïóñòü zj−z0 = rje

iϕj , j= 1, 2, 3 è uj = u(zj),
j = 0, 1, 2, 3.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â òî÷êå z0 äëÿ íàáîðà óçëîâ {z1, z2, z3}:

∆∗u(z0) = ∆∗u(z0, z1, z2, z3) :=

:=
u1−u0

r2
1

sin 2(ϕ2−ϕ3) +
u2−u0

r2
2

sin 2(ϕ3−ϕ1) +
u3−u0

r2
3

sin 2(ϕ1−ϕ2).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå z0 îáîá-
ù¼ííîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé íàáîð óçëîâ {z1, z2, z3} äëÿ êîòîðîãî âå-
ëè÷èíà ∆∗u(z0, z1, z2, z3) ñêîëü óãîäíî ìàëà ïî ìîäóëþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè G ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1) â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè âûïîëíåíî îáîáù�åííîå ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà;
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2) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî p6 1 ôóíêöèÿ u(z) â êàæäîé
òî÷êå ζ ∈ G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ïîðÿäêà p âäîëü òð�åõ
èñõîäÿùèõ èç òî÷êè ζ ëó÷åé t1, t2 è t3, óãëû ìåæäó êîòîðûìè ïðè îá-
õîäå ζ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ìåíüøå π, ò. å. íàéä�åòñÿ òàêîå Cζ > 0,
÷òî âî âñåõ òî÷êàõ z, ëåæàùèõ íà ëó÷àõ tj äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ζ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |u(z)−u(ζ)| < Cζ |z − ζ|p;

3) ôóíêöèÿ u2(z) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â G.
Òîãäà ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè G.

Äëÿ ðàçíûõ òî÷åê z ∈ G íåò íèêàêîé ñâÿçè ìåæäó íàáîðàìè óçëîâ,
äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ∆∗u(z), èëè íàïðàâ-
ëåíèÿìè èñõîäÿùèõ èç z ëó÷åé, âäîëü êîòîðûõ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà. Äàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè ïðè äðóãîì
ðàñïîëîæåíèè ÷åòûð¼õ óçëîâ íåëüçÿ.

ÓÄÊ 517.5

Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ Â L ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ
ÏÎ ÑÈÍÓÑÀÌ Ñ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ñ.À. Òåëÿêîâñêèé (Ìîñêâà, ÐÔ)
sergeyAltel@yandex.ru

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèíóñàì ñ ìîíîòîííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè òî÷íûé ïîðÿäîê óáûâàíèÿ íîðìû â L îñòàòêà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðÿäà òàê æå, êàê è äëÿ ðÿäîâ ñ âûïóêëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Íî ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè â îöåíêàõ ïðè ýòîì ðàçëè÷íû.

ÓÄÊ 51-72

Î ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Â
ÎÁÚÅÌÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ È ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ Â ÌÎÄÅËÈ

ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Í.À. Òðóáàåâ (Ìîñêâà, ÐÔ)

trubaevn@umail.ru

Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
â îáúåìíîì ñëó÷àå âèäà (1), (2) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: r,Ω, β, îò-
ëè÷íîãî îò èçâåñòíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ëåæàíäðà.

A rλ sin(λ(Ω + l)) cos(κβ) , (1)

B rλ cos(λ(Ω + l)) cos(κβ) , (2)

ãäå A,B, λ, l � êîíñòàíòû, κ = 0, 1.
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Èñïîëüçóÿ ââîäèìûå îòîáðàæåíèÿ, ñðàâíèâàÿ (1), (2) ñ ïðåäñòàâëå-
íèåì (3) ïðîèçâîëüíîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé u ∈ C2(Θ) ∩ C1(Θ) ïîòåíöèàëàìè ïðîñòîãî V è äâîé-
íîãî ñëîÿ W â ïðîñòðàíñòâå L(1)

2 , ïîëó÷åí âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè îñò-
ðûõ êðîìîê çàìêíóòîé ãðàíèöû S ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Θ, âáëèçè êîòî-
ðûõ âîçìîæíû òîëüêî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå, Íåéìàíà
è ñìåøàííîé Äèðèõëå �Íåéìàíà [1, 2].

δu(p) = − WS(u) − VS

(
∂u

∂n

)
, (3)

ãäå δ = 2, åñëè p ∈ Θ\S, è δ = 1, åñëè p ∈ S, S ∈ C1.

Îïðåäåëåíèå. u ∈ L(1)
2 (Θ), ïðè

´
Θ(|u|2 + |gradu|2) dΘ <∞.

Îïðåäåëÿþòñÿ äâà îòîáðàæåíèÿ:
β0-îòîáðàæåíèå: îòîáðàæåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà íà áåñêîíå÷íûé

êëèí ñ ãðàíèöåé â âèäå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóïëîñêîñòåé. Â êàæ-
äîé ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóïëîñêîñòåé β0-
îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîíôîðìíîìó â ïëîñêîñòè îòîáðàæåíèþ ñòå-
ïåííîé ôóíêöèåé ñ ïîëþñîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿ-
ìîé � ïåðåñå÷åíèåì ïîëóïëîñêîñòåé.

β1-îòîáðàæåíèå: îòîáðàæåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà íà âíóòðåííîñòü
áåñêîíå÷íîãî êîíóñà èëè âíåøíîñòü êîíóñà � ïðîñòðàíñòâî ñ âûåìêîé â
âèäå áåñêîíå÷íîãî êîíóñà. Â êàæäîé ïëîñêîñòè, âêëþ÷àþùåé îñü êîíóñà,
β1-îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîíôîðìíîìó â ïëîñêîñòè îòîáðàæåíèþ
ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ ïîëþñîì â âåðøèíå êîíóñà ñ îäíèì ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè äëÿ âñåõ òàêèõ ïëîñêîñòåé.

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ïðåäñòàëåíèè (3) â îáëàñòè Θ ñ ãëàäêîé ãðà-
íèöåé S ∈ C1 ôóíêöèÿ u ∈ Cm(Θ) ∩ Ck(Θ), m ≥ 2, k ≥ 1, k ≤ m,
òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåííîé ôóíêöèåé â ïëîñêîì ñëó÷àå ñ ïî-
ëþñîì â òî÷êå ãðàíèöû îòîáðàæàåò k + 1 ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ðàçëî-
æåíèÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëîâW , V â ïëîòíîñòè çàäàþùèå k
÷ëåíîâ ðÿäà Êîíäðàòüåâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ äëÿ áåñêîíå÷íîãî
êëèíà ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [3; 4, ñ. 305; 5, ñ. 122].

Â îáúåìíîì ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçîâàòü îäíî èç β-îòîáðàæåíèé, ÷ëåíû
ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèé ïëîòíîñòè, îòîáðàæàþòñÿ â ïëîòíîñòè çàäàþùèå
÷ëåíû àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ êëèíà èëè êîíóñà ïðè íóëåâûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ â ïëîñêîì è îáúåìíîì ñëó÷àÿõ ïðèíàäëå-
æèò L(1)

2 (Θ ∪Θ).
Ââåäåííûå β-îòîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò îáîáùèòü íà îáúåìíûé ñëó÷àé

ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàå-
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ìîé æèäêîñòè, ðàíåå ïîëó÷åííûå â ïëîñêîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, çàäà÷è î ïàäåíèè ñòðóè íà ïëîñêîñòü [6, 7].
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Î ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ1

È. Â. Òðóõëÿåâà (Âîëãîãðàä, ÐÔ)
irishka2027@mail.ru

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè

n∑
i=1

∂

∂xi

(
fxi√

1 + |∇f |2

)
= 0 (1)

â îáëàñòè Ω ñ êðàåâûì óñëîâèåì

f |∂Ω = ϕ|∂Ω, (2)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(Ω). Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ, åñëè ãðàíèöà ∂Ω èìååò
íåîòðèöàòåëüíóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó îòíîñèòåëüíî âíåøíåé íîðìàëè.

Ìû èññëåäóåì âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè, ïîñòðî-
åíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-02517- ð_ïîâîëæüå_à).
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Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîãî÷ëåíà ψ(x1, . . . , xn), ñòåïåíè íå áîëåå N0 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé,
âûïîëíåíî ψ(x1, . . . , xn) = 0 ïðè (x1, . . . , xn) ∈ ∂Ω è ψ(x1, . . . , xn) > 0
äëÿ (x1, . . . , xn) ∈ Ω. Äëÿ íàòóðàëüíîãî N îáîçíà÷èì ÷åðåç LN ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

vN(x1, . . . , xn) = ψ(x1, . . . , xn)
N∑

h1=1

. . .
N∑

hn=1

ch1,...,hnx
h1
1 , . . . , x

hn
n .

ßñíî, ÷òî vN(x1, . . . , xn) = 0 äëÿ (x1, . . . , xn) ∈ ∂Ω.
Ôóíêöèþ f ∗N = ϕ + v∗N , v

∗
N ∈ LN , áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûì

ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2), åñëè äëÿ ëþáîãî ìíî-
ãî÷ëåíà vN ∈ LN âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ˆ

Ω

〈∇ϕ+∇v∗N ,∇vN〉√
1 + |∇ϕ+∇v∗N |2

dx = 0. (3)

Òåîðåìà. Ïóñòü f � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2), f, ϕ ∈ Ck(Ω̄). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω èìååò C2 � ãëàäêóþ ãðàíèöó. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü fN ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ f ïðè N →∞.

Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòè-
êó îáëàñòè Ω ⊂ Rn

λN = inf
P

(
|∇P |2dx

) 1
2

√
Ω sup

Ω
|∇P |

,

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì P (x1, . . . , xn) ñòåïåíè
íå áîëåå ÷åì N ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âåëè÷è-
íû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â âîïðîñàõ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ (ñì.[1]).

Íàìè óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (ñì.[2]). Åñëè äëÿ îáëàñòè
Ω âûïîëíåíî 4(Ω) > 0, òî âåðíî íåðàâåíñòâî

λN ≥
1

2n+1Nn

√
ωn

2
n
2 4
√
n
n

∆
n
2 (Ω)√
|Ω|

, (4)

ãäå ωn � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn

ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé âåëè÷èíà ∆(Ω) > 0 è ïîýòîìó

λN = O

(
1

Nn

)
ïðè N →∞.
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Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì, ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (â ÷àñòíîñòè, áåñïèëîòíûõ), ðîáîòîâ-
ìàíèïóëÿòîðîâ è ò. ä. åñòü øèðîêèé êëàññ çàäà÷ îáõîäà çàäàííûõ öåëåé.
Òàê, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî (ïî êâàäðàòè÷íîìó
êðèòåðèþ) îáõîäà çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ öåëåé â ôèêñèðîâàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè ïðîõîäà öåëåé äëÿ ëèíåé-
íîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà

ẋ(t) = A1x(t) + A2v(t), t ∈ [t0, t1], t0 < t1,

v̇(t) = B1x(t) +B2v(t) + Cu(t),
(1)

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1), ãäå ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñû-
âàåòñÿ âåêòîðîì x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

T ∈ W 1
2 [t0, t1], ñêîðîñòü � âåê-

òîðîì v(t) = (v1(t), . . . , vn(t))
T ∈ W 1

2 [t0, t1], óïðàâëåíèå � âåêòîðîì
u(t) = (u1(t), . . . , uq(t))

T ∈ L2[t0, t1], ñ íåðàçäåëåííûìè ìíîãîòî÷å÷íû-
ìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = x0, x(αi) = xi, v(αi−1) = v(αi),

i ∈ 1,m, t0 = α0 < α1 < . . . < αm−1 < αm = t1.
(2)

íà ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ

J =

t1ˆ

t0

(u(t), u(t)) dt→ min . (3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-07-00925à).
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Êðîìå óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëàãàåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ñèñòåìîé (1) íà êàæäîì îòðåçêå âðåìåíè [αi−1, αi], i = 1,m, ñ
ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè x(αi−1) = xi−1, x(αi) = xi,
v(αi−1) = vi−1, v(αi) = vi äëÿ ëþáûõ xi−1, xi, vi−1, vi ∈ Rn.

Ìíîæåñòâî M îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé (x(t), v(t)) çàäà÷è óïðàâëå-
íèÿ (1)�(3) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòâåòñòâóþùèì äèôôåðåíöèàëü-
íûì ñîîòíîøåíèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïðè t ∈
∈ [t0, α1) ∪ (α1, α2) . . . ∪ (αm−1, t1]

ẋ(t) = A1x(t) + A2v(t), v̇(t) = B1x(t) +B2v(t) + 1
2CC

Tψ2(t),

ψ̇1(t) = −AT
1ψ1(t)−BT

1 ψ2(t), ψ̇2(t) = −AT
2ψ1(t)−BT

2 ψ2(t),
(4)

è n�ïàðàìåòðè÷åñêèì (ñ ïàðàìåòðîì p) óñëîâèÿì

x(αi) = xi, v(αi) = p, i ∈ 0,m. (5)

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) èìååò âèä

x(t) = Φ1(t)Ci, v(t) = Φ2(t)Ci, ψ1(t) = Φ3(t)Ci,

ψ2(t) = Φ4(t)Ci, t ∈ (αi−1, αi), i = 1,m,

ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåêòîðà ðàçìåðà 4n, Φ1(t), Φ2(t),
Φ3(t), Φ4(t) � ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé áëîêè èç n ñòðîê
ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Φ(t) ñèñòåìû (4). Òîãäà óñëîâèÿ (5) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

L(αi−1, αi)Ci =


Φ1(αi−1)

Φ1(αi)

Φ2(αi−1)

Φ2(αi)

Ci =


En On

On En

On On

On On


(
xi−1

xi

)
+


On

On

En

En

 p,

è âûðàçèòü Ci = Dip+ di, ãäå

Di = L−1(αi−1, αi)


On

On

En

En

 , di = L−1(αi−1, αi)


En On

On En

On On

On On


(
xi−1

xi

)
.

Çäåñü ÷åðåç En, On îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàò-
ðèöû ðàçìåðà n×n. Èç âûøåèçëîæåííîãî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-
äóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî îáõîäà çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ öåëåé xi â ôèêñèðîâàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè αi ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè ïðîõîäà öåëåé (1)�(3)
èìååò âèä n�ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

M =

{(
x(t)

v(t)

)∣∣∣∣∣ ∃p ∈ R2 : x(t) = Φ1(t)(Dip+ di),

v(t) = Φ2(t)(Dip+ di), t ∈ [αi−1, αi], i = 1,m

}
.

Â ñèëó òåîðåìû 1, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [1�5], ïîñòðîåíû
ôóíêöèè u(t, x) è ũ(t, v), ñèíòåçèðóþùèå ñåìåéñòâî M. À èìåííî, äëÿ
êàæäîãî èç ïîëóèíòåðâàëîâ t ∈ [αi−1, αi), i = 1,m, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü îïðåäåëèòåëè ìàòðèö Φ1(t)Di

è Φ2(t)Di ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

u(t, x) =
1

2
CCTΦ4(t)

(
Di (Φ1(t)Di)

−1 (x− Φ1(t)di) + di

)
,

ũ(t, v) =
1

2
CCTΦ4(t)

(
Di (Φ2(t)Di)

−1 (v − Φ2(t)di) + di

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåéíî�êâàäðàòè÷åñêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî îá-
õîäà çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ öåëåé ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî îïòèìàëü-
íûõ òðàåêòîðèé è ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, ñèíòå-
çèðóþùèõ îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, â âèäå óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿ-
çüþ êàê ïî ñîñòîÿíèþ u(t, x), òàê è ïî ñêîðîñòè ũ(t, v) ñèñòåìû. Äîêàçà-
òåëüñòâà âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðà-
áîò [1�5]. Êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ìîãóò
áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé
äëÿ çàäà÷è îáõîäà ôèêñèðîâàííûõ öåëåé íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðè èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû èëè î ñêîðîñòè
ñèñòåìû.
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Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ
ñèãíàëîâ Ý. Áîðåëü è Ý.Ò. Óèòòåêåð ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü êàð-
äèíàëüíóþ ôóíêöèþ è óñå÷¼ííóþ êàðäèíàëüíóþ ôóíêöèþ, ñóæåíèå íà
îòðåçîê [0, π] êîòîðûõ âûãëÿäèò òàê:

Ln(f, x) =
n∑
k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f
(kπ
n

)
=

n∑
k=0

(−1)k sinnx

nx− kπ
f
(kπ
n

)
Îáîçíà÷èì xk,n = kπ

n , k ∈ Q, n ∈ N. Äëÿ ëþáûõ 0 ≤ a < b ≤ π,
0 < ε < (b− a)/2 ïîëîæèì

Qn(f, [a, b], ε) := max
p1≤p≤p2

∣∣∣∣ m2∑
m=m1

′f(x2m+1,n)− f(x2m,n)

p− 2m

∣∣∣∣.
Øòðèõ ó ñóììû îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî ñî çíàìåíàòåëåì ðàâíûì
íóëþ, à èíäåêñû p1, p2, m1 è m2 îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

xp1,n ≤ a+ ε < xp1+1,n, xp2,n ≤ b− ε < xp2+1,n,

xk1−1,n < a ≤ xk1,n, xk2,n ≤ b < xk2+1,n,

m1 =

[
k1

2

]
+ 1, m2 =

[
k2

2

]
.

Çäåñü [z] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà z.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b], òî èç ñîîòíîøåíèÿ

lim
n→∞

Qn(f, [a, b], ε) = 0 (1)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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ñëåäóåò

lim
n→∞
‖f − Ln(f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0. (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω �ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ
íåóáûâàþùèõ, âûïóêëûõ ââåðõ íà [a, b], èñ÷åçàþùèõ â íóëå ôóíêöèé ω.
À ÷åðåç C(ωl, [a, b]) è C(ωr, [a, b]) � ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ C[a, b] òàêèõ,
÷òî äëÿ ëþáûõ x è x+ h (a ≤ x < x+ h ≤ b) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

f(x+ h)− f(x) ≥ −Kfω(h) èëè f(x+ h)− f(x) ≤ Kfω(h)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ω ∈ Ω. Âûáîð ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò Kf ìîæåò
çàâèñåòü òîëüêî îò ôóíêöèè f . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ ω(h) èíîãäà
íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîñòîðîííèì èëè ïðàâîñòîðîííèì ìîäóëåì
íåïðåðûâíîñòè. Êëàññè÷åñêèé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê îáû÷íî ω(f, δ) = sup

|h|<δ;x,x+h∈[a,b]

|f(x+ h)− f(x)|.

Ïî àíàëîãèè ñ ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) èçìåíåíèåì ôóíê-
öèè íàçîâ¼ì ìîäóëåì ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àð-
ãóìåíòà âèäà

v+(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)−f(tk)

)
+
è v−(n, f) = inf

Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)−f(tk)

)
−,

ãäå z+ = z+|z|
2 è z− = z−|z|

2 è Tn = {a ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn ≤ b},
n ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ïðèíàäëåæèò êëàññàì V +(v) èëè V −(v),
åñëè äëÿ íå¼ íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòàMf , ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

v+(n, f) ≤Mfv(n) èëè v−(n, f) ≥ −Mfv(n)

ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ V (v) =
= V +(v) ∩ V −(v) è êëàññè÷åñêèé ìîäóëü èçìåíåíèÿ v(n, f) = v+(n, f)−
− v−(n, f).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b−a)/2. Åñëè íåóáûâàþ-
ùàÿ âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà v(n) è ôóíêöèÿ
ω ∈ Ω òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

min
1≤m≤k2−k1−1

{
ω
(π
n

) m∑
k=1

1

k
+

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)

k2

}
= 0, (3)
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ãäå k1 è k2 � íîìåðà íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî èç óçëîâ xk,n = kπ/n,
ïîïàäàþùèõ â îòðåçîê [a, b], òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C(ωl[a, b]) ∩
∩ V −(v) (f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v)) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü (2).

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå àíàëîãè÷íîå (1) èëè, â ñëó÷àå êîãäà
f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V (v) èëè f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V (v) (v ÿâëÿåòñÿ ìàæî-
ðàíòîé êëàññè÷åñêîãî ìîäóëÿ èçìåíåíèÿ v(n, f)), óñëîâèå âèäà (3) ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññè÷åñêèõ èí-
òåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà ïî ìàòðèöå èíòåðïîëèðîâàíèÿ
Ï.Ë. ×åáûø¼âà. Â ðàáîòå [2] óñòàíîâëåíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ 2π−ïåðèîäè÷åñèõ ôóíêöèé èç êëàññà
f ∈ C(ω[a, b]) ∩ V (v), ãäå ôóíêèè ω è v ÿâëÿþòñÿ ìàæîðàíòàìè êëàññè-
÷åñêèõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(f, δ) è ìîäóëÿ èçìåíåòÿ v(n, f).

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f1 ∈ C(ωr1[a, b]) ∩ V +(v1), à f2 ∈
∈ C(ωl2[a, b]) ∩ V −(v2), è îáå ïàðû ôóíêöèé (vi, ωi), ãäå i = 1, 2, óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (3), òî, õîòÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ f = αf1 + βf2

ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü íè îäíîìó èç ýòèõ êëàññîâ, òåì íå ìåíåå, â ñèëó
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ln, äëÿ f áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü (2) âíóòðè èíòåðâàëà (a, b).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäûé èç êëàññîâ ôóíêöèé: óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ Äèíè �Ëèïøèöà lim

n→∞
ω(f, 1/n) lnn = 0, è, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ Êðûëîâà (íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè),
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà, îïèñû-
âàåìîãî óñëîâèÿìè (3) òåîðåìû 2.

Åñëè íåóáûâàþùàÿ, âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåí-
òà v òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

v(k)

k2
<∞,

òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[a, b] ∩ V ±(v) âåðíî ñîîòíîøåíèå (2).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Äëÿ x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn ïîëîæèì ‖x‖2 :=

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

è ‖x‖0 =

= lim
q→0+

‖x‖q = (÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà x). Îáîçíà÷èì rti �

äîõîäíîñòü àêòèâà i â ìîìåíò t, R = (rti), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ t ≤ m. Ïîðò-
ôåëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð âåñîâ àêòèâîâ, x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn.
Ïóñòü It åñòü äîõîäíîñòü èíäåêñà â ìîìåíò âðåìåíè t, 1 ≤ t ≤ m, è
I = (I1, . . . , Im)T ∈ Rm. Ìû íå ïîçâîëÿåì èçìåíÿòü ïîðòôåëü â òå÷å-
íèå èíâåñòèöèîííîãî ïåðèîäà è íå ó÷èòûâàåì òðàíçàêöèîííûå èçäåðæ-
êè. Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êîðîòêèå ïðîäàæè äîïóñòèìû, ò.å. âåñà xi
ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè; èíâåñòîð èìååò îäíó åäèíèöó êàïèòàëà, ò.å.
xT1n = 1, ãäå 1n îçíà÷àåò âåêòîð èç Rn, â êîòîðîì êàæäûé êîìïîíåíò
ðàâåí 1. Â òðàäèöèîííîé çàäà÷å ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì öåëü ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè ïîðòôåëÿ, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè
îøèáêè ñëåæåíèÿ, ò.å. ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ìåæäó äîõîäíîñòÿ-
ìè ïîðòôåëÿ è ðûíî÷íûì èíäåêñîì:

x∗ = arg min
1

m
‖I −Rx‖2

2 s.t. xT1n = 1. (1)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (1) ñ îãðàíè÷åíèåì íà êàðäèíàëü-
íîñòü:

x∗ = arg min
1

m
‖I −Rx‖2

2 s.t. xT1n = 1, ‖x‖0 ≤ K, (2)

ãäå K åñòü îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî àêòèâîâ â ïîðòôåëå ñ íåíóëåâû-
ìè âåñàìè. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îáùåãî
÷èñëà àêòèâîâ n, K � n.

Çàäà÷à ñëåæåíèÿ çà èíäåêñîì ñ îãðàíè÷åíèåì íà êàðäèíàëüíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷åé íåïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è ïîýòîìó îáû÷íî òðåáóåò
ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ýâðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà, òàêèõ, êàê ãåíåòè÷åñêèå
àëãîðèòìû èëè àëãîðèòì äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè [1�8]. Õîòÿ ýòè
àëãîðèòìû è ïðèâîäÿò ê ïîëó÷åíèþ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, ïðè ýòîì îíè òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîù-
íîñòåé, âîçìîæíîñòåé ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, âðåìåííûõ çàòðàò íà ïîäáîð

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00140).

290



îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå áîëüøèõ îáúåìîâ âû÷èñëåíèé è âðå-
ìåíè âûïîëíåíèÿ. Õîðîøèé îáçîð ìîæåò áûòü íàéäåí â ðàáîòàõ [1, 4, 8].
Æàäíûå àëãîðèòìû íå îáëàäàþò ýòèìè íåäîñòàòêàìè è òàêæå äîêàçà-
ëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü [9]. Ñâîéñòâà æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [10].

Ïóñòü N = {1, . . . , n} åñòü èíäåêñíîå ìíîæåñòâî èíâåñòèöèîííûõ àê-
òèâîâ. Æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) â íîðìå l2 áûë ðàñ-
ñìîòðåí, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [11]. Àëãîðèòì íà êàæäîì øàãå ñâîåé
ðàáîòû äîáàâëÿåò â ïîðòôåëü àêòèâ, êîòîðûé åùå íå âõîäèò â ïîðòôåëü
è êîòîðûé íàèáîëåå (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ¾áëèçîê¿ ê èíäåêñó. Ïðîöåññ
âêëþ÷åíèÿ íîâûõ àêòèâîâ â ïîðòôåëü ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â
ïîðòôåëå íå îêàæåòñÿ ðîâíî K àêòèâîâ.

Îáîçíà÷èìMk ⊂ N ïîäìíîæåñòâî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà N , ñîîòâåò-
ñòâóþùåå k íåíóëåâûì ýëåìåíòàì x. Îáîçíà÷èì R̃Mk

ïîäìàòðèöó ìàòðè-
öû äîõîäíîñòåé R ðàçìåðíîñòè (m × |Mk|), â êîòîðóþ âîøëè ñòîëáöû
Mk. Òîãäà çàäà÷à (2) ñ xi = 0 äëÿ i ∈ N \Mk áóäåò èìåòü âèä

x̃∗ = arg min
x̃
‖I − R̃Mk

x̃‖2
2 s.t. x̃T1|Mk| = 1, x̃ ∈ R|Mk|. (3)

Îáîçíà÷èì f(Mk) := ‖I − R̃Mk
x̃∗‖2

2. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3)
ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì Ëàãðàíæà:

x̃Mk
= (R̃

T

Mk
R̃Mk

)−1(R̃
T

Mk
I − λek), (4)

è λ =
1
T

k (R̃
T

Mk
R̃Mk )−1R̃

T

Mk
I−1

1
T
k (R̃

T
Mk

R̃Mk )−11k
.

Algorithm 1:Æàäíûé àëãîðèòì â L2

begin
Ïóñòü M0 = ∅ è k = 1. Ïîëîæèòü f(M0) äîñòàòî÷íî
áîëüøèì.
while k ≤ K do
∀s ∈ N\Mk−1 âû÷èñëèòü x̃Mk−1∪{s}, èñïîëüçóÿ (4).
Âûáðàòü s∗ = arg min

s∈N\Mk−1

f(Mk−1 ∪ {s}) è ïîëîæèòü

x̃Mk
= x̃Mk−1∪{s∗}.

Ïîëîæèòü Mk = Mk−1 ∪ {s∗} è k = k + 1.
Ïðèñâîèòü xG = x̃MK

è MG = MK .
Âåðíóòü xG è MG.

end

Â âûñòóïëåíèè ìû ïðåäñòàâèì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèò-
ìà è ýìïèðè÷åñêèé àíàëèç ðàáîòû àëãîðèòìà íà ðåàëüíûõ äàííûõ.
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Ôóíêöèè Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðàìè àääèòèâíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï Êàíòîðà è Âèëåíêèíà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ äàííîãî öåëîãî p ≥ 2 ãðóïïà Âèëåíêèíà Gp ñîñòîèò èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé x = (xj), ãäå xj ∈ {0, 1, . . . , p−1}, j ∈ Z, è òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî xj ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ.
Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íà Gp îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå
ïî ìîäóëþ p :

(zj) = (xj)⊕ (yj) ⇐⇒ zj = xj + yj (mod p) äëÿ âñåõ j ∈ Z,
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à òîïîëîãèÿ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé íóëÿ:

Ul = {(xj) ∈ Gp : xj = 0 äëÿ âñåõ j ≤ l}, l ∈ Z.

Ãðóïïà Gp ëîêàëüíî êîìïàêòíà è ñàìîäâîéñòâåííà, ïðè÷åì îòíîøåíèå
äâîéñòâåííîñòè ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

χ(x, ω) = exp

2πi

p

∑
j∈Z

xj ω1−j

 , x, ω ∈ Gp.

Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ êàíòîðîâà ãðóïïà C èçîìîðôíà ãðóïïå G2. Ðàâåí-
ñòâî z = x 	 y îçíà÷àåò, ÷òî z ⊕ y = x (ïðè p = 2 îïåðàöèè ⊕ è 	
ñîâïàäàþò).

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè G = Gp è U = U0 (â ñëó÷àå p = 2 ïîäãðóï-
ïà U ãðóïïû G èçîìîðôíà êîìïàêòíîé êàíòîðîâîé ãðóïïå). Âûáåðåì
â G äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó H = {(xj) ∈ G : xj = 0 äëÿ j > 0} è îïðå-
äåëèì àâòîìîðôèçì A ∈ AutG ïî ôîðìóëå (Ax)j = xj+1, x = (xj) ∈ G.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà H/A(H) ñîäåðæèò p ýëåìåíòîâ è ÷òî
χ(Ax, ω) = χ(x,Aω) äëÿ âñåõ x, ω ∈ G. Îòîáðàæåíèå λ : G → [0,+∞)
îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

λ(x) =
∑
j∈Z

xjp
−j, x = (xj) ∈ G.

Îáðàçîì ïîäãðóïïû H ïðè îòîáðàæåíèè λ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: λ(H) = Z+. Äëÿ êàæäîãî α ∈ Z+ ÷åðåç h[α] îáî-
çíà÷èì ýëåìåíò èç H òàêîé, ÷òî λ(h[α]) = α; â ÷àñòíîñòè, h[0] ñîâïàäàåò
ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G. Ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ãðóïïû G ìîãóò
áûòü çàäàíû ðàâåíñòâîì

Wα(x) = χ(x, h[α]), α ∈ Z+, x ∈ G.

Ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà G è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì îðòîãî-
íàëüíîñòè

ˆ
U

Wα(x)Wβ(x)dµ(x) = δα,β, α, β ∈ Z+,

ãäå δα,β � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè α ≤ pn− 1 ôóíê-
öèÿ Wα ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ

Un, s = A−n(h[s])⊕ A−n(U), 0 ≤ s ≤ pn − 1.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Âèëåíêèíà �Êðåñòåíñîíà ïåðåâîäèò
äàííûé âåêòîð (b0, b1, . . . , bpn−1) â âåêòîð (a0, a1, . . . , apn−1), êîìïîíåíòû
êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
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aα =
1

pn

pn−1∑
s=0

bsWα(A−nh[s]), 0 ≤ α ≤ pn − 1. (1)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

bs =

pn−1∑
α=0

aαWα(A−nh[s]), 0 ≤ s ≤ pn − 1. (2)

Ñóùåñòâóþò áûñòðûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè ýòèõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, [1, c. 256]).

Ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(G) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìåðå Õààðà µ, çàäàííîé
íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ â G è íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì µ(U) = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈· , ·〉 è ‖ · ‖ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â L2(G),
à ÷åðåç f̂ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f . Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(G)

èìåååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ 〈f̂ , ĝ 〉 = 〈f, g〉.
Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà Ψ := {ψ(1), . . . , ψ(r)} ⊂ L2(G), r ≥ p − 1,

ñèñòåìà âñïëåñêîâ X(Ψ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X(Ψ) := {ψ(ν)
j,k : 1 ≤ ν ≤ r, j ∈ Z, k ∈ Z+},

ãäå
ψ

(ν)
j,k (x) = pj/2ψ(ν)(Ajx	 h[k]), x ∈ G.

Ñèñòåìà X(Ψ) íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ L2(G), åñëè äëÿ âñåõ
f ∈ L2(G) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∑

j∈Z

∑
k∈Z+

r∑
ν=1

|〈f , ψ(ν)
j,k 〉|

2 = ‖f‖2.

Îñíîâîïîëàãàþùèå ôàêòû òåîðèè âñïëåñêîâûõ ôðåéìîâ ñîäåðæàòñÿ
â [3]. Ïåðâûå ïðèìåðû ôðåéìîâ íà êàíòîðîâîé ãðóïïå C ïîñòðîåíû â [4].
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîíñòàíòû â äèàäè÷åñêîì ïðèíöèïå íåîïðåäåëåí-
íîñòè ïîëó÷åíî [5] íà îäíîì èç ýòèõ ôðåéìîâ. Ïðèâåäåì àëãîðèòìû ïî-
ñòðîåíèÿ ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ íà ãðóïïå G, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå óíè-
òàðíîãî ïðîäîëæåíèÿ è íåäàâíèõ ðåçóëüòàòàõ èç [6]. Ýëåìåíòû δl ∈ U
îïðåäåëèì óñëîâèåì λ(δl) = l/p, ãäå l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Àëãîðèòì À.

• Øàã 1. Âûáðàòü ÷èñëà bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1, òàêèå, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 = 1, (3)

ãäå 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.
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• Øàã 2. Âû÷èñëèòü aα, 0 ≤ α ≤ pn−1, ïî ôîðìóëàì (1) è îïðåäåëèòü
ïîëèíîì Óîëøà

m0(ω) =

pn−1∑
α=0

aαWα(ω). (4)

• Øàã 3. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G) òàêóþ, ÷òî

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(A
−jω), ω ∈ G.

• Øàã 4. Íàéòè ïîëèíîìû Óîëøà

mν(ω) =

pn−1∑
α=0

a(ν)
α Wα(ω), 1 ≤ ν ≤ p− 1,

òàêèå, ÷òî ìàòðèöà
m0(ω) m1(ω) . . . mp−1(ω)

m0(ω ⊕ δ1) m1(ω ⊕ δ1) . . . mp−1(ω ⊕ δ1)

. . . . . . . . . . . .

m0(ω ⊕ δp−1) m1(ω ⊕ δp−1) . . . mp−1(ω ⊕ δp−1)


óíèòàðíà ïðè êàæäîì ω ∈ G.

• Øàã 5. Îïðåäåëèòü ôóíêöèè ψ(1), . . . , ψ(p−1) ïî ôîðìóëàì

ψ(ν)(x) = p

pn−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(Ax	 h[α]), 1 ≤ ν ≤ p− 1.

Àëãîðèòì Â.

• Øàã 1. Âûáðàòü ÷èñëà bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1, òàêèå, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 ≤ 1, (5)

ãäå 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.

• Øàãè 2 è 3 êàê â àëãîðèòìå À.

• Øàã 4. Äëÿ äàííîãî r ≥ p íàéòè ïîëèíîìû Óîëøà

mν(ω) =

pn−1∑
α=0

a(ν)
α Wα(ω), 1 ≤ ν ≤ r,
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òàêèå, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû


m0(ω) m1(ω) . . . mr(ω)

m0(ω ⊕ δ1) m1(ω ⊕ δ1) . . . mr(ω ⊕ δ1)

. . . . . . . . . . . .

m0(ω ⊕ δp−1) m1(ω ⊕ δp−1) . . . mr(ω ⊕ δp−1)


ïðè êàæäîì ω ∈ G îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó.

• Øàã 5. Îïðåäåëèòü ôóíêöèè ψ(1), . . . , ψ(r) ïî ôîðìóëàì

ψ(ν)(x) = p

pn−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(Ax	 h[α]), 1 ≤ ν ≤ r,

èëè, â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, ïî ôîðìóëàì

ψ̂(ν)(ω) = mν(A
−1ω)ϕ̂(A−1ω), 1 ≤ ν ≤ r.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñïëåñêîâ Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)} îïðåäå-
ëåíî äëÿ r = p− 1 ïî àëãîðèòìó À è äëÿ r ≥ p ïî àëãîðèòìó Â. Òîãäà
ñèñòåìà X(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ L2(G).

Ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîãî àëãîðèòìà êî âòîðîìó ìíîæåñòâî èñõîäíûõ
âåêòîðîâ (b0, b1, . . . , bpn−1) ðàñøèðÿåòñÿ (ñðàâíèòå (3) è (5)), ÷òî êîìïåí-
ñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âñïëåñêîâ ψ(1), . . . , ψ(r). Êîððåêòíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ ∈ L2(G) íà øàãå 3 àëãîðèòìà Â ñëåäóåò èç [6, òåîðåìà
11]. Ïîñêîëüêó ϕ̂(ω) = m0(A

−1ω)ϕ̂(A−1ω), ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) = p

pn−1∑
α=0

aαϕ(Ax	 h[α]), x ∈ G, (6)

à ïîëèíîì (4) ÿâëÿåòñÿ ìàñêîé óðàâíåíèÿ (6).
Èç ôîðìóë (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî bs = m0(A

−nh[s]) äëÿ s = 0, 1,. . . ,
pn−1. Äëÿ çíà÷åíèé bs ìàñêè m0 ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (6) óñëî-
âèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû H-ñäâèãîâ
ðåøåíèÿ ϕ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [8, ïðåäëîæåíèå 3.2]). Áîëåå òîãî, ñîãëàñ-
íî [8, ñ.210], åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (3) ïîòðåáîâàòü, ÷òî bj 6= 0
ïðè 0 ≤ j ≤ pn−1−1 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî m0(A

−1ω) 6= 0 ïðè ω ∈ U), òî ðå-
øåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (6) ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç â L2(G) è
àëãîðèòì À ïðèâîäèò ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó âñïëåñêîâ â L2(G)
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(ñðàâíèòå ñ àëãîðèòìàìè â [9] è [10]). Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ áàçèñîâ â L2-ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïåðèîäîì N = pn ïî âåêòîðàì (b0, b1, . . . , bpn−1),
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (3), èçëîæåí â [11]. Îáîáùåíèÿ íà áèîðòîãî-
íàëüíûé ñëó÷àé äàíû â [9] è [12], à îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ïåðèîäè÷åñêèõ
âñïëåñêîâ íà ãðóïïå G, äîïîëíÿþùèå ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ïåðèîäè-
çàöèè, ïðèâåäåíû â [13].

Ïðè ïîñòðîåíèè ôðåéìîâ ñèñòåìà H-ñäâèãîâ ðåøåíèÿ ϕ ìàñøòàáè-
ðóþùåãî óðàâíåíèÿ (6) ìîæåò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìîé. Â îáùåì ñëó-
÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ϕ̂(ω) íà øàãå 3 àëãîðèòìîâ À è Â ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.18) èç [8]. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè
øàãà 4 â àëãîðèòìàõ À è Â óêàçàíû â [6] è [9]. Èçâåñòíî [6, � 5], ÷òî â
ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ñîáîëåâà W 2

m(G) ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëó÷åííûì ôðåé-
ìàì èìåþò ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Îñîáåííî ïðîñòûå
ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïî ôðåéìàì íà ãðóïïå G, äëÿ êîòîðûõ ìàñøòà-
áèðóþùèå ôóíêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ôóíêöèé Óîëøà (ñì. [7, òåîðåìà 3.9]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíÿåìûå
äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ äèñêðåòíûå âñïëåñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû ïî ëþáîìó íàáîðó âåêòîðîâ (b0, b1, . . . , bpn−1), óäîâëå-
òâîðÿþùåìó óñëîâèÿì (3) èëè (5), è äëÿ íåêîòîðûõ ñèãíàëîâ ðåøåíà
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âûáîðå òàêèõ íàáîðîâ ïî ýíòðîïèéíîìó è èíûì
êðèòåðèÿì (ñì. áèáëèîãðàôèþ â [7]).
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ÓÄÊ 517.98

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÒÅÍÇÎÐÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ
ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÎÑÒÅÉ1

Ä.Â. Ôóôàåâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
fufaevdv@rambler.ru

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, à îïåðàòîð T äåéñòâó-
åò èç L0(X,µ) â L0(X,µ). Íàçîâåì T âûïóêëûì, åñëè èç ñóùå-
ñòâîâàíèÿ Tf1 è Tf2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå T (f1 + f2) è ïðè ýòîì
|T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïå-
ðàòîð T èìååò ñëàáûé òèï (1, 1) ñ êîíñòàíòîé C, åñëè äëÿ ëþáîãî λ > 0 è
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ X : |Tf(x)| > λ} ≤ C

λ
||f ||L1(X,µ).

Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Õàðäè �Ëèòòëüâóäà).
Ïóñòü µ(X) < ∞, f ∈ L1(X), f · ln(f + 1) ∈ L1(X), f ≥ 0,

T � îïåðàòîð ñëàáîãî òèïà (1, 1) è çàäàíî ε > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
γ > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Xγ ⊂ X òàêîå, ÷òî µ(Xγ) > µ(X) − γ è
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ˆ

Xγ

|Tf(x)|dµ(x) ≤ A

ˆ

Xγ

f(x) · ln(f(x) + 1)dµ(x) +B

ˆ

Xγ

f(x)dµ(x) + ε,

ãäå A è B ñóòü êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò ε, íî íå îò f .

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòî íåðàâåíñòâî êàê ïðàâèëî ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îáùåãî âèäà îïåðàòîðà, ïðè÷åì ñ k = γ = 0.

Ïîðîé â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå âîçíèêàþò ïðèáëèæåíèÿ íå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ, à ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ, êîòîðûå îáðàçó-
þò ëèøü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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ïðèìåð � êðàòíûå ðÿäû Ôóðüå. ×òîáû ðàáîòàòü ñ òàêèìè ñåìåéñòâàìè,
âñïîìíèì ïîíÿòèå íàïðàâëåííîñòè (ñì. [1, ñ. 12]).

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì,
åñëè íà íåì çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ m,n ∈ A íàéäåòñÿ ýëåìåíò k ∈ A òàêîé, ÷òî m ≤ k
è n ≤ k. Íàïðàâëåííîñòüþ â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ íàáîð ýëåìåíòîâ
{xn}n∈A, èíäåêñèðóåìûõ ýëåìåíòàìè íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà. Íàïðàâ-
ëåííîñòü {xn}n∈A â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó
x, åñëè äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî x,
íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò n0 ∈ A, ÷òî xn ∈ U äëÿ âñåõ n ≥ n0, n ∈ A. Ïî-
íÿòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ íàïðàâëåííîñòåé,
à òàêæå ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íàïðàâëåí-
íîñòåé ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü {Tn}n∈A � íàïðàâëåííîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåâîäÿùèõ
L0(X,µ) â ñåáÿ. Ìàêñèìàëüíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíîãî äàííîãî ñå-
ìåéñòâà îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð T : f(x) 7→ sup

n∈A
|Tnf(x)|. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñ÷åòíûå íàïðàâëåííîñòè, ò.å. òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî
A ñ÷åòíî � ýòî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü ôóíêöèè Tf(x). Îïåðàòîð T
îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûì.

Àíàëîãè÷íî [2, òåîðåìà 5.1.3] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íàïðàâëåííîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Tn}n∈A
òàêîâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð T èìååò ñëà-
áûé òèï (1, 1), è ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç âñþäó ïëîòíîãî â
L1(X,µ) ìíîæåñòâà lim

n∈A
Tnφ(x) = φ(x) ïî÷òè âñþäó íà X. Òîãäà äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ lim
n∈A

Tnf(x) = f(x) ïî÷òè

âñþäó íà X.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íàïðàâëåííîñòè ëèøü èíòåãðàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ, òî åñòü îïåðàòîðîâ âèäà Tf(x) =

´
X

K(x, y) · f(y)dµ(y).

Åñëè èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû T i ñ ÿäðàìè Ki(·, ·) çàäàíû íà
L1(X i, µi), i = 1, 2, òî îïðåäåëèì èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð T 1 ⊗̂ T 2, äåéñòâóþùèé â L1(X1 × X2, µ1 ⊗ µ2) ñ
ÿäðîì K1(·, ·) ·K2(·, ·).

Äëÿ äâóõ íàïðàâëåííîñòåé îïåðàòîðîâ {T 1
n1}n1∈A1 è {T 2

n2}n2∈A2 èõ
òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçîâåì íàïðàâëåííîñòü {T 1

n1 ⊗̂ T 2
n2}n∈A, ãäå

n = (n1, n2), A = A1 × A2, ïðè÷åì (n1, n2) > (m1,m2) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà n1 > m1 è n2 > m2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå áîëüøåãî ÷èñëà
ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü (X i, µi), i = 1, . . . , D � èçìåðèìûå ïðîñòðàíñò-

âà êîíå÷íîé ìåðû, X =
D∏
i=1

X i, µ =
D⊗
i=1

µi, {T ini}ni∈Ai, i = 1, . . . , D, �

íàïðàâëåííîñòè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â
ñîîòâåòñòóþùèõ L1(X i, µi), òàêèõ, ÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé îïå-
ðàòîð T i èìååò ñëàáûé òèï (1,1) è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî i =
= 1, . . . , D è ëþáîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè φ ∈ L1(X i, µi) âûïîëíåíî
lim
ni∈Ai

T iniφ(x) = φ(x) µi-ïî÷òè âñþäó.

Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ L1(X) òàêîé, ÷òî f · ln(|f | + 1) ∈ L1(X), âû-
ïîëíåíî lim

n∈A
Tnf(x) = f(x) µ-ïî÷òè âñþäó, ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîä-

íàïðàâëåííîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàïðàâëåííîñòåé {T ini}ni∈Ai.
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Ïóñòü f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−π, π] ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ è èìååò ðÿäà Ôóðüå

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=∞

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

an =
1

π

ˆ π

−π
f(t) cosntdt, bn =

1

π

ˆ π

−π
f(t) sinntdt.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) èìååò ïðî-
ïóñêè, åñëè a2

n + b2
n > 0 òîëüêî äëÿ n = nk (k = 1, 2, ...), ãäå 1 < n1 <

< n2 < ... � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì íà

îòðåçêà [−η, η], ãäå 0 < η < π, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} (k = 1, 2, ...)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëûõ ïðîïóñêîâ, ò.å.

nk+1 − nk ≥
4π

η
(2)
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Ì. Íîáëü [1] ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò îãðàíè÷åííîå
èçìåíåíèå è ∞∑

n=1

1

n

√
ω(1/n, f) <∞,

è êðîìå òîãî, åñëè ïðè k →∞, âûïîëíÿåòñÿ

nk+1 − nk
log nk

→∞,

òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ï. Êåííåäè [2] äîêàçàë, ÷òî äëÿ àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
nk+1 − nk →∞ ïðè k →∞.

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû Íîáëÿ è Êåííåäè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ñ óêàçàííû-
ìè ìàëûìè ïðîïóñêàìè âèäà (2), Ð. Áîÿíè÷ è Ì. Òîìè÷ [3] äîêàçàëè,
÷òî åñëè ýòîò ðÿä íà îòðåçêå [−η, η] ⊂ [−π, π] (0 < η < π) èìååò ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè

ω(h, f) = sup
|x1−x2|≤h

|f(x1)− f(x2)| (x1, x2 ∈ [−η, η]),

òî óñëîâèÿ
ˆ η

−η
|df(t)| <∞,

ˆ ∞
1

ω(1/t, f)
(∑
nk≤t

1
)1/2 dt

t3/2
<∞,

âëåêóò ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=1

(|ank|+ |bnk|).

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

nk+1 − nk ≥
4π

η
(k = 0, 1, 2, . . .)

è
nk ≥ Ckρ (ρ ≥ 1; k = 1, 2, . . .),

òî ∑
nk≤x

1 ≤
∑
Ckρ≤x

1 ≤
( x
C

)1/ρ

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû Áîÿíè÷à è Òîìè÷à ïðèìåò ñëå-
äóþùèé âèä: ˆ ∞

1

ω(1/t, f)t
1
2ρ−1dt <∞.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ìàëûìè ïðîïóñêàìè
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ãäå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ òîëüêî íà ãëàäêîñòè ôóíêöèé, çäåñü ïîòðå-
áóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ è íà ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ôóðüå (ñì.
íàïð., [4] èëè [5]).

Ïóñòü f(x) � ðàâíîìåðíàÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. f(x) ∈
∈ B è åå ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
Ane

iλnx, (3)

ãäå

An = lim
T→∞

1

2T

ˆ T

−T
f(x)e−iλnxdx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f(x) ∈ B, à {λn} (n = 1, 2, ...) �
ïîêàçàòåëè Ôóðüå, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó â
áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.

λ0 = 0, λ−n = −λn, λn < λn+1, lim
n→∞

λn =∞. (4)

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) ∈ B èìååò ðÿäà Ôóðüå (3) ñ ïîêàçàòåëÿìè
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèé (4). Åñëè ýòîò ðÿä äîïóñêàåò ìàëûõ ïðî-
ïóñêîâ âèäà nk+1 − nk ≥ 4π

T (T →∞) è

ˆ ∞
1

ωk(f ;h)B
√
S(x)

dx

x
<∞,

ãäå ωk(f ;h)B � ìîäóëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x) ∈ B, à S(t) =
∑
nk≤t

1, òî

∞∑
k=1

|Ank| <∞.

Ýòà òåîðåìà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòîâ Íîáëÿ è Êåííåäè, ïîòîìó ÷òî èç
íåðàâåíñòâà

l = inf
k≥0

(nk+1 − nk) ≥
4π

T

âûòåêàåò, ÷òî nk ≥ lk (k = 1, 2, ...), è ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâà ∑

nk≤x
1 ≤

∑
lk≤x

1 ≤ x

l
.
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Äëÿ ñ÷åòíîêðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ èññëåäóþòñÿ
ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ïî
ïðÿìîóãîëüíèêàì.

Ñèñòåìîé Éåññåíà èëè ñ÷åòíîêðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ

p∏
r=1

e2πinrxr = θn1,...,np(x), p ∈ N, nr ∈ Z,

ãäå x = (x1, x2, ..., xn, ...), xn ∈ R.
Ôóíêöèè ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåííûìè íà áåñêîíå÷íî-

ìåðíîì òîðå, ðàññìàòðèâàåìîì êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà îäíîìåðíûõ òîðîâ T = R/2πZ:

T∞ = {x = (x1, ..., xn, ...) : 0 ≤ xn < 1, n ∈ N}.

Íà òîðå T∞ îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà Ëåáåãà, êàê íà ïðîñòðàíñòâå-ïðîèçâåäå-
íèè ïðîñòðàíñòâ T ñ îäíîìåðíîé ìåðîé Ëåáåãà. Ñèñòåìà Éåññåíà ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íà T∞. Âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè
èçó÷àåòñÿ ýòà ñèñòåìà â ðàáîòå Éåññåíà [1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z<∞ ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðîâ n =
= (n1, ..., np, ...) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè np ∈ Z (p ∈ N), ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ.
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Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîêðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû:∑
n∈Z<∞

ane
2πinx, ãäå x ∈ T∞, nx =

∞∑
k=1

nkxk, an ∈ C. (1)

Åñëè äëÿ n ∈ Z<∞ êîîðäèíàòû nk ðàâíû íóëþ äëÿ k > p, òî äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ an áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèåì an = an1,...,np.

Ðÿä (1) áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü∑
p,n1,...,np

an1,...,npe
2πi(n1x1+...+npxp).

Ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà èìåþò âèä

Sp,N1,...,Np(x) =

N1∑
n1=−N1

...

Np∑
np=−Np

an1,...,npe
2πi(n1x1+...+npxp), p,N1, ..., Np ∈ N,

x ∈ T∞.
Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì â òî÷êå x ∈ T∞

ê ÷èñëó s , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð P òàêîé, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî p ≥ P íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî äëÿ âñåõ N1, ..., Np ≥
≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sp,N1,...,Np(x)− s| < ε.

Ìíîæåñòâî E ⊂ T∞ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿ-
äîâ âèäà (1), êðàòêî U -ìíîæåñòâîì, åñëè èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ê íóëþ
íà ìíîæåñòâå T∞ \ E ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû
íóëþ.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñ÷åòíîêðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Îáîáùå-
íèå ýòîãî ðåçóëüòàòà áûëî ïîëó÷åíî â [3].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàåòñÿ íà íåêîòîðûå ñâîéñòâà
îäíîìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü∑
n∈Z

ane
2πinx, ãäå x ∈ T, an ∈ C, a−n = an(n ∈ Z), (2)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, â êîòîðîì

|a0| ≥ 1, (3)

à E � ñ÷åòíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî T.
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Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êà x0 ∈ T \ E è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íîìåðîâ {Nk}, òàêèå ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (2)
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|SNK(x0)| ≥ 1.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ek � ñ÷åòíûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, Ek ⊂ T,

k = 1, 2, .... Òîãäà ìíîæåñòâî

E1 × T1,∞ ∪∞k=2 Tk−1 × Ek × Tk,∞

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñ÷åòíîêðàòíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ âèäà (1) äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî Tk � k-ìåðíûé òîð ïåðâûõ k ïå-
ðåìåííûõ x1, x2, ..., xk, à Tk,∞ � áåñêîíå÷íîìåðíûé òîð ïåðåìåííûõ
xk+1, xk+2, ....
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À. À. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)

KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

k(x)u′′(x) + k′(x)u′(x)− q(x)u(x) = f(x), x ∈ [0, l],

u(0) = u(l) = 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k(x), q(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, k(x) ∈ AC[0, l],
k′(x) ∈ L2[0, l], q(x) ∈ C[0, l], u(x) ∈ C2[0, l].

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ê f(x), åñëè òî÷-
íîå ðåøåíèå u(x) íàì íåèçâåñòíî, à âìåñòî íåãî äàíà ôóíêöèÿ uδ(x) :
‖uδ − u‖L2

≤ δ.
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Ê òàêîé ïîñòàíîâêå ïðèâîäèò, íàïðèìåð, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïëîò-
íîñòè òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ â òîíêîì ñòåðæíå äëèíû l, â êîòîðîì óñòà-
íîâèëàñü ñòàöèîíàðíàÿ òåìïåðàòóðà ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ,
ïî èçâåñòíîé òåìïåðàòóðå, åñëè îíà çàäàíà åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì δ-
ïðèáëèæåíèåì [1].

Â [2] â ñëó÷àå, êîãäà uδ(x) � ïðèáëèæåíèå ê u(x) â ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå, à k(x) ∈ C1[0, l], ïîñòðîåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé
íàéòè ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê f(x).

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà äâóõ ñåìåéñòâàõ îïåðàòîðîâ Tα è T
(2)
α , ïîñòðî-

åííûõ íà áàçå îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà è ïîçâîëÿþùèõ ïðè α→ 0 ïîëó÷àòü
óñòîé÷èâûå ïðèáëèæåíèÿ ê u(x) è u′(x). Ñîãëàñíî [2]

Tαu =

{
DS2

α2u ≡ Tα2u, x ∈ [0, l/2],

DS2
α1u ≡ Tα1u, x ∈ [l/2, l],

T (2)
α u =

{
T 2
α2u, x ∈ [0, l/2],

T 2
α1u, x ∈ [l/2, l],

ãäå Sα1u = 1
α

x́

x−α
u(t) dt, Sα2u = 1

α

x+α´
x

u(t) dt, D � îïåðàòîð äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, α ≤ 1/8.
Tα è T (2)

α ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ðàçðûâíîé
îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Êîíêðåòíûé âèä èõ ïðèâåäåí â [2].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â [2], òàì ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé

fαδ (x) = k(x)T (2)
α uδ + k′(x)Tαuδ − q(x)uδ,

à çàòåì óêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü α = α(δ), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðàâíî-
ìåðíóþ ñõîäèìîñòü fα(δ)

δ (x) ê f(x).
Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òó æå ôîðìóëó, òîëüêî òåïåðü ñîãëàñîâàíèå α =

α(δ) îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖Tα‖L2→L2
≤
√

2lα−3/2, ‖T (2)
α ‖L2→L2

≤ 2

√
2l

3
α−5/2.

Îòñþäà ñëåäóåò
Òåîðåìà. Äëÿ ñõîäèìîñòè ‖fαδ (x) − f(x)‖L2

→ 0 ïðè α → 0, δ →
→ 0 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ α = α(δ), óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì: α(δ)→ 0 è δ(α(δ))−5/2 → 0 ïðè δ → 0.

306



ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Äåíèñîâ À. Ì. Âââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷. Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà,

1994. 206 ñ.

2. Õðîìîâ À. À., Õðîìîâà Ã. Â. Ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè òåï-

ëîâûõ èñòî÷íèêîâ // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí-

ôîðìàòèêà. 2015. Ò. 15, âûï. 3. Ñ. 309�314.

ÓÄÊ 517.984

Î ÔÎÐÌÀËÜÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÏÎ ÌÅÒÎÄÓ ÔÓÐÜÅ
ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ1

À. Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

ïðè óñëîâèÿõ:
u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0. (3)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ q(x) ∈ L[0, 1]. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áå-
ðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.

Â [1, 2] áûë ïðåäëîæåí ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå, áàçè-
ðóþùèéñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà Êîøè�Ïóàíêàðå êîíòóðíîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî ñîîòâåòñâóþùåé ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷åé, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3)
ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè ϕ(x). Òåïåðü ó íàñ ϕ(x) óäî-
âëåòâîðÿåò áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèÿì. Êðîìå òîãî, òåïåðü ïîòåíöèàë
q(x) ∈ L[0, 1]. Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû óñèëèâàþò ñîîòâåòâóþùèå
ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ q(x) ∈ C[0, 1] â [3].

Êàê è â [1, 2] ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) áåðåì â âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 (Rλϕ) cos ρt dλ, (4)

ãäå Rλ = (L−λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L (E � åäèíè÷íûé îïåðà-
òîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð), Ly = −y′′(x) + q(x)y(x) ïðè óñëîâèÿõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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y(0) = y(1) = 0; r > 0 ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà L ïðè |λn| > r ïðîñòûå è ïîïàäàþò ïî îäíîìó â îáëàñòè ñ
ãðàíèöàìè γn, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè îêðóæíîñòåé γ̃n = {ρ| |ρ−nπ| = δ}
(δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî), λ = ρ2, Re ρ ≥ 0, n ≥ n0.

Ïðåäñòàâèì (4), êàê è â [1, 2], â âèäå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (5)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 1

λ− µ0
(R0

λg) cos ρt dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρt dλ, (6)

R0
λ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç L ïðè q(x) ≡ 0,

g = (L − µ0E)ϕ, µ0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðîâ L
è L0, |µ0| > r è µ0 íàõîäèòñÿ âíå γn ïðè n ≥ n0. Ôîðìóëà (5) åñòü àíàëîã
ïðîöåäóðû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïðèíàäëåæàùåé À. Í. Êðûëî-
âûì.

1. Çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ(x), ϕ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, ϕ(0) =
= ϕ(1) = 0 è Lϕ ∈ Lp[0, 1] ïðè 1 < p ≤ 2.

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x+ t) + Φ(x− t)],

ãäå Φ(x), Φ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, Φ′′(x) ∈ Lp[−A,A] ïðè ëþáîì
A > 0, Φ(x) = −Φ(−x), Φ(2 + x) = Φ(x), Φ(x) = ϕ1(x) = R0

µ0
g

ïðè x ∈ [0, 1].

Ëåììà 2. Ïðè |Im ρ| ≤ h (h > 0 ëþáîå) èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà:

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
− 1

2ρ2

 xˆ

0

q(τ) dτ

 cos ρx+

+
1

4ρ2

xˆ

0

[
q

(
x− τ

2

)
+ q

(
x+ τ

2

)]
cos ρτ dτ +O

(
1

ρ3

)
.
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Ëåììà 3. Îáîçíà÷èì

ϕ2(x) =

1ˆ

x

g(ξ)q

(
ξ − x

2

)
dξ, ϕ3(x) =

1ˆ

x

g(ξ)q

(
ξ + x

2

)
dξ.

Òîãäà
‖ϕj‖p ≤ 2‖g‖p‖q‖1 (j = 2, 3),

ãäå ‖ · ‖p � íîðìà â Lp[0, 1].

Ëåììà 4. Ðÿä u1(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è äâàæäû ïî t ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-
ìåðíî â QT = {x, t| x ∈ [0, 1], t ∈ [−T, T ]} (T > 0 ëþáîå).

Ëåììà 5. Ôóíêöèÿ u′1x(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x è ïî÷òè
âñþäó ïî x è t

u′′1x2(x, t) = q(x)u(x, t) + d(x, t),

ãäå

d(x, t) =
1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 λ

λ− µ0
×

×[v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z0
2)] cos ρt dλ,

è ðÿä äëÿ d(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà QT . Çäåñü

v(x, ρ) =
z2(x, ρ)z1(1, ρ)

z2(1, ρ)
, ãäå z1(x, ρ) è z2(x, ρ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0 ïðè óñëîâèÿõ z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0,
z′2(0, ρ) = 1 è v0(x, ρ) òî æå, ÷òî è v(x, ρ) ïðè q(x) ≡ 0, (·, ·) � ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, 1].

Òåîðåìà 1. Åñëè q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x), ϕ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû,
ϕ(0) = ϕ(1) = 0, Lϕ ∈ Lp[0, 1] (1 < p ≤ 2), òî ñóììà u(x, t) ðÿäà (4) îá-
ëàäàåò ñâîéñòâàìè: u(x, t) íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
ïî x è t; u′x(x, t) (u′t(x, t)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x (ïî t); óäîâëåòâî-
ðÿåò (1) ïî÷òè âñþäó è (2), (3), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�
(3), êîãäà (1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïî÷òè âñþäó.

2. Ïóñòü òåïåðü ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì áðàòü
â (5) ñëåäóþùèå u0(x, t) è u1(x, t):

u0(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 (R0
λϕ) cos ρt dλ,
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u1(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 [Rλϕ−R0
λϕ] cos ρt dλ.

Òåîðåìà 2. Åñëè q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), òî ðÿä (4)
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî x è t è äëÿ åãî ñóììû u(x, t) âåðíî u(x, 0) =
= ϕ(x) ïî÷òè âñþäó ïî x ∈ [0, 1]. Áîëåå òîãî, åñëè ϕh(x) èìååò òîò
æå ñìûñë, ÷òî è ϕ(x) â òåîðåìå 1, è ‖ϕh − ϕ‖p → 0 ïðè h → 0,
òî ðåøåíèå uh(x, t) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ϕh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t)
â Lp[QT ] ïðè ëþáîì T > 0.

Òàêèì îáðàçîì, u(x, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè
ëþáîé ϕ(x) ∈ Lp[0, 1]. Ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
â QT , à ïðè èññëåäîâàíèè u0(x, t) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà
Êàðëåñîíà �Õàíòà î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿ-
äà Ôóðüå ôóíêöèé èç Lp[0, 1] ïðè 1 < p ≤ 2.

Óñëîâèÿ q(x) ∈ L[0, 1] è ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíû-
ìè äëÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäà (4).
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ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß1

À. Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0. (3)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü:

u(x, t) = 2
∞∑
1

1

nπ

tˆ

0

(f(ξ, τ), sinnπξ) sinnπx sin nπ(t− τ) dτ, (4)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, 1].
Òåîðåìà 1. Åñëè êîìëåêñíîçíà÷íàÿ f(x, t) ∈ L2[QT ], ãäå QT =

= [0, 1] × [−T, T ] è T ëþáîå, òî ðÿä (4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-
íîìåðíî ïî x, t ∈ QT è äëÿ åãî ñóììû u(x, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

u(x, t) =

tˆ

0

dτ

x+t−τˆ

x−t+τ

Ô(η, τ) dη, (5)

ãäå Ô(η, τ) íå÷åòíà è 2-ïåðèîäè÷íà ïî η íà âñåé îñè è Ô(η, τ) = 1
2f(η, τ),

åñëè η ∈ [0, 1].
Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Åñëè f(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ∈ [0, 1]

è íåïðåðûâíà âñþäó ïî t, ïðè÷åì

f(0, t) = f(1, t) = 0,

òî u(x, t) èç (5) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).
Ýòîò ðåçóëüòàò äðóãèì ñïîñîáîì ïîëó÷åí Â.À. ×åðíÿòèíûì [1, c. 51].

Òåîðåìà 3. Åñëè f(x, t) ∈ L2[QT ], ïðè ëþáîì T > 0, à fh(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, è

lim
h→0
‖fh(x, t)− f(x, t)‖L2[QT ] = 0,

òî
lim
h→0

max
x,t∈QT

|uh(x, t)− u(x, t)| = 0,

ãäå uh(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), êîãäà f(x, t) çà-
ìåíÿåòñÿ íà fh(x, t), à u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1991. 112 c.

311



ÓÄÊ 517.984

ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÌ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ
ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß1

À. Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0. (3)

Çäåñü ϕ(x), q(x), f(x, t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì q(x) ∈
∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L[QT ], ãäå QT = [0, 1]× [0, 1] è T > 0 ëþáîå ôèêñèðî-
âàííîå. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) áåðåì â ñëåäóþùåì âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

[(Rλϕ) cos ρt+

+

tˆ

0

(Rλf)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (4)

ãäå Rλ = (L − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),
y(0) = y(1) (λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð),
Rλf îçíà÷àåò, ÷òî Rλ ïðèìåíÿåòñÿ ê f(x, τ) ïî ïåðåìåííîé x; λ = ρ2,
Re ρ ≥ 0; γn åñòü îáðàç îêðóæíîñòè γ̃n = {ρ| |ρ − nπ| = δ} (δ > 0 è
äîñòàòî÷íî ìàëî), r è n0 âûáðàíû òàê, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λn = ρ2

n îïåðàòîðà L ïðè n ≥ n0 òàêîâû, ÷òî |λn| ≥ r è ρn ïîïàäàþò ïî
îäíîìó â γ̃n ïðè n ≥ n0.

Ââåäåì åùå îáîáùåííîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ôîðìóëå:

ũ(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (5)

ãäå

u0(x, t) =
ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)

2
+

1

2

tˆ

0

dτ

x+t−τˆ

x−t+τ

Φ(η, τ) dη,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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ϕ̃(x), Φ(x, t) åñòü íå÷åòíûå, 2-ïåðèîäè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ïî x ôóíêöèé
ϕ(x), f(x, t) íà âñþ îñü,

u1(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 tˆ

0

((Rλ −R0
λ)f)

sin ρ(t− τ)

ρ
dτ dλ,

u2(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 ((Rλ −R0
λ)ϕ) cos ρt dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 è L0 åñòü L ïðè q(x) ≡ 0.
Ëåììà. Åñëè f(x, t) ∈ L[QT ], ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] ïðè p > 1, òî ðÿäû

â u1(x, t) è u2(x, t) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþáîì
T > 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè ϕ(x) ∈ L2[0, 1], f(x, t) ∈ L2[QT ], òî ðÿä â (4) ïðè
f(x, t) ≡ 0 ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó, ðÿä â (4) ïðè ϕ(x) ≡ 0 ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x, t èç QT , ïðè÷åì âåðíî u(x, t) = ũ(x, t) è
èìåþò ìåñòî îöåíêè:

‖u(x, t)‖L2[QT ] ≤ cT
{
‖ϕ‖2 + ‖f‖L2[QT ]

}
,

‖u0(x, t)‖L2[QT ] ≤ cT
{
‖ϕ‖2 + ‖f‖L[QT ]

}
,

‖u1(x, t)‖C[QT ] ≤ cT‖f‖L[QT ], ‖u2(x, t)‖C[QT ] ≤ cT‖ϕ‖2,

ãäå cT � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò T , ‖ · ‖2 � íîðìà â L2[0, 1].

Òåîðåìà 2. Åñëè ϕ(x), ϕ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, ϕ(0) = ϕ(1) =
= 0, Lϕ ∈ L2[0, 1]; f(x, t), f ′t(x, t) íåïðåðûâíû è f(0, t) = f(1, t) = 0,
òî ðÿä â (4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT è åãî ñóììà åñòü
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) (óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè
âñþäó).

Òåîðåìà 3. Åñëè: à) ϕh(x), fh(x, t) èç òåîðåìû 2; á) ϕ(x) ∈ L2[0, 1],
f(x, t) ∈ L2[QT ]; uh(x, t), u(x, t) � ñóììû ðÿäà (4) äëÿ ñëó÷àåâ à) è á)
ñîîòâåòñòâåííî, òî èìååò ìåñòî

lim
h→0
‖uh(x, t)− u(x, t)‖L2[QT ] = 0,

åñëè òîëüêî ‖ϕh − ϕ‖2, ‖fh − f‖L2[QT ] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h→ 0.

Òåîðåìà 4. Åñëè ϕh(x), fh(x, t), uh(x, t) èç òåîðåìû 3, à ϕ(x) ∈
∈ L2[0, 1], f(x, t) ∈ L[QT ] è ũ(x, t) åñòü (5) äëÿ òàêèõ ϕ(x) è f(x, t),
òî

lim
h→0
‖uh(x, t)− ũ(x, t)‖L2[QT ] = 0,
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åñëè òîëüêî ‖ϕh − ϕ‖2, ‖fh − f‖L[QT ] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 äàåò ñõîäèìîñòü uh(x, t) ïðè áîëåå ñëàáûõ
òðåáîâàíèÿõ íà f(x, t), ÷åì òåîðåìà 3.

ÓÄÊ 517.51, 517.968

Î ÐÀÇÐÛÂÍÎÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÅ ÑÒÅÊËÎÂÀ 1

Ã.Â. Õðîìîâà (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìàòðèâåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ðàçðûâíûé îïåðàòîð Ñòåêëîâà [1]:

Sαu =

{
Sα2

u, x ∈ [0, 1
2 ]

Sα1
u, x ∈ [1

2 , 1]
(1)

ãäå
Sα1

u = 1
α

´ x
x−α u(t)dt,

Sα2
u = 1

α

´ x+α

x u(t)dt

Â äàííîì ñîîáùåíèè äëÿ íåñêîëüêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâî-
äÿòñÿ ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà áàçå ýòèõ îïåðàòîðîâ.

1. Ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê íåïðåðûâíûì
ôóíêöèÿì è èõ íåïðåðûâíûì ïðîèçâîäíûì ëþáîãî ïîðÿäêà íà
îòðåçêå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé u(x) ∈ Cm[0, 1] èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü:

‖DmSm+1
α u− u(m)‖L∞ → 0 ïðè α→ 0,

ãäå Sm+1
α èìåþò âèä (1) ñ çàìåíîé Sαj íà S

m+1
αj

, j = 1, 2, Dm � îïåðàòîð

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà m. Ïðè ýòîì îïåðàòîðû DmSm+1
αj

èìåþò
âèä:

DmSm+1
α1

= α−(m+1)
m∑
k=0

(−1)kCk
mF1(x− kα)

DmSm+1
α2

= α−(m+1)
m∑
k=0

(−1)kCk
mF2(x+ (m− k)α),

ãäå

F1(x) =

xˆ

x−α

u(ξ) dξ, F2(x) =

x+αˆ

x

u(ξ) dξ,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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m ≥ 0, α ≤ 1

2(m+ 1)
, ‖ · ‖L∞ = max(‖ · ‖C[0, 12 ], ‖ · ‖C[ 1

2 ,1]).

2. Ðåøåíèå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è
å¼ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðèáëèæåíèÿì uδ(x) : ‖uδ −
− u‖L2

≤ δ .
Ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷èíû

∆m(δ,DmSm+1
α , u) = sup{‖DmSm+1

α uδ − u(m)‖L∞ : ‖uδ − u‖L2
≤ δ}

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñõîäèìîñòè ∆(δ,DmSm+1
α , u)→ 0 ïðè α→ 0, δ → 0

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ α = α(δ) òàêîãî

÷òî α(δ)→ 0 è δ(α(δ))−
2m+1

2 → 0 ïðè δ → 0.

3. Ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ Àáåëÿ ïî ïðèáëèæåííî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ:

Au ≡
ˆ x

0

(x− t)β−1

Γ(β)
u(t)dt = f(x),

ãäå Γ(β) � ãàììà-ôóíêöèÿ, 0 < β < 1, u(x) ∈ C[0, 1], f(x) çàäàíà åå
δ-ïðèáëèæåíèåì â L2[0, 1] : ‖fδ − f‖L2

≤ δ.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê u(x) ïî

çàäàííûì fδ(x) è δ. Ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Rα = S
(2)
α A−1, ãäå

A−1 � îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A.
Òåîðåìà 3. Îïåðàòîðû Rα ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè

ñ ÿäðàìè Rα(x, t), èìåþùèìè âèä:

Rα(x, t) = α−2(1− β)−1(Γ(1− β))−1

{
Rα2

(x, t), x ∈ [0, 1
2 ]

Rα1
(x, t), x ∈ [1

2 , 1]

ãäå

Rα2
(x, t) =


(x− t)1−β − 2(x− t+ α)1−β + (x− t+ 2α)1−β, 0 ≤ t ≤ x,

(x− t+ 2α)1−β − 2(x− t+ α)1−β, x ≤ t ≤ x+ α,

(x− t+ 2α)1−β, x+ α ≤ t ≤ x+ 2α,

0, x+ 2α ≤ t ≤ 1,

Rα1
(x, t) =


(x−t−2α)1−β−2(x−t−α)1−β+(x− t)1−β, 0≤ t≤x−2α,

(x− t)1−β − 2(x− t− α)1−β, x− 2α ≤ t ≤ x− α,
(x− t)1−β, x− α ≤ t ≤ x,

0, x ≤ t ≤ 1.

315



Òåîðåìà 4. Îïåðàòîðû Rα, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îïåðàòîðû èç
L2[0, 1] â L∞[0, 1], ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèìè äëÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ
ïðè ëþáîì β èç èíòåðâàëà (0, 1).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆(δ, Rα, u) = sup{‖Rαfδ − u‖L∞ : ‖fδ − f‖L2
≤ δ}

Òåîðåìà 5. Åñëè β � ëþáîå èç èíòåðâàëà (0, 1), òî äëÿ ñõîäèìîñòè
∆(δ, Rα, u) → 0 ïðè α → 0, δ → 0 íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàíèå α = α(δ),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1) α(δ)→ 0;

2) δ(α(δ))−( 1
2+β) → 0 ïðè δ → 0,

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1) è óñëîâèÿ δ(α(δ))−
3
2 → 0 ïðè δ →

→ 0.
Çàìå÷àíèå. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Rα = SαA

−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðèçèðóþùèì äëÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ, íî ëèøü äëÿ äèàïàçîíà 0 <
< β < 1

2 [3].
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Îäíèì èç íîâûõ è ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå åå ìåòîäàìè ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà �ßêîáè. Çäåñü äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ìû èçó÷èì çàäà÷ó òî÷íîãî îïèñàíèÿ ìíîæå-
ñòâà C1-ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà |∇u| = 1 íà íåêîòîðîì îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn. Èç ïðîñòåéøèõ ñîîáðàæåíèé íåòðóäíî ïîëó-
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Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω è C1-ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ýéêîíàëà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíóþ ñêëåéêó ôóíêöèé âèäà
ϕ(x) = cj ± %(x,Mj) (j ∈ N), è ïðè ýòîì ïðåäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå â âè-
äå êîíå÷íûõ ñêëååê ôóíêöèé òàêîãî âèäà íåëüçÿ. Êñòàòè äëÿ îïèñàíèÿ
êëàññà ðåøåíèé äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ýòî äåëàòü íà îáëàñòÿõ (îòêðûòûõ
è ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω � îáëàñòü
â Rn. Èçó÷àåìàÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ C1-ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà çàâè-
ñèò îò ãåîìåòðèè îáëàñòè, è, êîíå÷íî, äîëæíà èññëåäîâàòüñÿ äëÿ êàæäîé
îáëàñòè êàê îòäåëüíàÿ çàäà÷à.

Ïðèâåäåì îáùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîÿñíÿåò, â êàêîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ ϕ(x) = c ± %(x,M) (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M � çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî) ÿâëÿåòñÿ C1-ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà âî âñåé îáëàñòè Ω.
Îñíîâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îñîáûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x ∈ Rn \ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé äëÿ
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Rn, åñëè âñå òî÷êè íåêîòîðîé îêðåñòíîñ-
òè O(x) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè åäèíñòâåííîñòè (ò. å. äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ áëèæàéøàÿ âM). Òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåãóëÿðíûìè èëè
ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèþ intM, áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê (ðåãóëÿðíîå ìíî-
æåñòâî) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, à ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê (îñîáîå
ìíîæåñòâî) òî÷åê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ñîñòî-
èò èç òàê íàçûâàåìûõ òî÷åê ñîëíå÷íîñòè (çäåñü è íà÷èíàþò ñâîþ ðà-
áîòó ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ (ñì. îáçîðû [1, 2])).
Èç ðåçóëüòàòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî îñîáûõ òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè åäèíñòâåííîñòè, ïîêðû-
âàåòñÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
è ëîêàëüíî ñâÿçíûì â ñëó÷àå âûïóêëûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, à åñëè ìíî-
æåñòâî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà C2, òî îñîáîå
ìíîæåñòâî íèãäå íå ïëîòíî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü, M ⊂ Rn. Òîãäà ôóíêöèÿ
ϕ(x) = c±%(x,M) ÿâëÿåòñÿ C1-ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà â îáëàñòè
Ω òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ëåæèò â Rn \ Ω.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èçó÷åíèå îñîáûõ ìíîæåñòâ ðàç-
ëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Rn ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ. È ÷àñòî ïîçâîëÿ-
åò îòñåèâàòü ëèøíèå ôóíêöèè âèäà c± %(x,M).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü, K = Rn \ Ω � êîì-
ïàêò. Òîãäà êëàññ ôóíêöèé J = JK = {ϕ(x) = c ± %(x,M)|Ω | M ⊂
K � âûïóêëîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî} ñîñòîèò èç C1-ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ ýéêîíàëà â îáëàñòè Ω, áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ âèäà c± %(x,M) (M ⊂
K) ÿâëÿåòñÿ C1-ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà íà Ω òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå ñóæåíèå íà Ω ïðèíàäëåæèò êëàññó J.

Ýòà òåîðåìà îòñåèâàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîäîçðèòåëüíûõ ôóíêöèé.
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Ê ïðèìåðó, åñëè K èìååò òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå íåïóñòûå âûïóêëûå ìíî-
æåñòâà, òî îñòàþòñÿ òîëüêî ôóíêöèè âèäà c± |x− x0| (x0 ∈ K).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ⊂ Rn êëàññà C1 ðàçäåëÿåò
îáëàñòü Ω ⊂ Rn íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ω1 è Ω2. Òîãäà ôóíêöèÿ

ψΓ(x) = c ±

{
%(x,Γ), åñëè x ∈ Ω1

−%(x,Γ), åñëè x ∈ Ω2
ÿâëÿåòñÿ C1-ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ ýéêîíàëà íà Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî îñîáûõ
òî÷åê Γ ëåæèò â Rn \ Ω.

Îòìåòèì, ÷òî Γ èç ïîñëåäíåé òåîðåìû èãðàåò ðîëü ïîâåðõíîñòè óðîâ-
íÿ íåêîòîðîãî C1-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà íà Ω. È âìåñòå ñ òåîðå-
ìîé 2 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îòñåèâàòü ôóíêöèè, ïîäîçðåâàåìûå â ïðè-
íàäëåæíîñòè ê ðåøåíèÿì, íî íå ÿâëÿþùèìèñÿ òàêîâûìè. Äàëåå, â êà-
÷åñòâå èëëþñòðàöèè äàííîãî ôàêòà, ðàçáåðåì ïðèìåð äëÿ ñïåöèàëüíîé
îáëàñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü Ω = Rn\
N⋃
j=1

Kj, ãäå Kj � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ñëåäû ïðîñòûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ γj. Îïèøåì âñå C1-ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ýéêîíàëà íà Ω. Ðåøåíèÿ ñîñòîÿò èç ôóíêöèé 3-õ òèïîâ.

1-é òèï � àôôèííûå ôóíêöèè c± (a, x), ãäå |a| = 1. Ýòîò êëàññ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåñü êëàññ C1-ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà íà âñåì Rn

(êñòàòè, ëåãêî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ áûòü âûïóê-
ëûìè â Rn).

2-é òèï � ôóíêöèè âèäà c ± %(x,M), ãäå M � íåïóñòûå âûïóêëûå

ïîäìíîæåñòâà
N⋃
j=1

Kj.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ (ïðàâäà, ïîêà íåêîíñòðóêòèâíîìó) ôóíêöèé 3-
ãî òèïà. Ïóñòü γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîñòàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòüþ
êàêîé-ëèáî êðèâîé γj (j = 1, N), à K � ñëåä êðèâîé γ áåç êîíöåâûõ
òî÷åê. Â êà÷åñòâå Γ âîçüìåì ãðàíèöó âûïóêëîãî òåëà D, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé îáúåäèíåíèå øàðîâ B(x, rx) (ñ öåíòðîì x ðàäèóñà rx) ïî âñåì
x ∈ K è òàêîãî, ÷òî card (Γ ∩ B(x, rx)) > 2 äëÿ âñåõ x ∈ K. Ê òðåòüåìó
òèïó îòíåñåì âñå ôóíêöèè âèäà ψΓ(x) (ñì òåîðåìó 3).

Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíåíèå Ω ñîñòîèò ëèøü èç
êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê {xj}Nj=1, âñå C

1-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà íà
Ω � ýòî àôôèííûå ôóíêöèè c±(a, x) (|a| = 1) è ôóíêöèè âèäà c±|x−xj|
(j = 1, N).

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ýé-
êîíàëà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû îñîáîãî ìíîæåñòâà, âàæíî
ýòî òàêæå è äëÿ ïðèëîæåíèé. Çäåñü ìû íå áóäåì óäåëÿòü âíèìàíèå ýòî-
ìó âîïðîñó, íî îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îñîáûõ ìíîæåñòâ. Ëèøü
îäíà C1-ãèïåðïîâåðõíîñòü íå èìååò îñîáûõ òî÷åê � ýòî ãèïåðïëîñêîñòü.
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C1-ãèïåðïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó, � ýòî ñôåðà
(ñì. [1]). Âñå îñòàëüíûå C1-ãèïåðïîâåðõíîñòè èìåþò êîíòèíóóì îñîáûõ
òî÷åê.
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Òàê, íàïðèìåð, ââåäåíèå ìîäóëÿ ïîä çíàê êëàññè÷åñêîãî âàðèàöè-
îííîãî ôóíêöèîíàëà óæå ïðèâîäèò ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ
íå ïîääàåòñÿ èññëåäîâàíèþ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ââèäó íàðóøåíèÿ
ãëàäêîñòè èíòåãðàíòà.

Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû íåãëàäêîãî àíà-
ëèçà, èñïîëüçóþùèå ðàçëè÷íûå òèïû ñóáäèôôåðåíöèàëîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è ñâîþ ðàçóìíóþ îáëàñòü ïðèìåíè-
ìîñòè.

Ñóáäèôôåðåíöèàëû, êàê èíñòðóìåíò íåãëàäêîãî àíàëèçà, äîñòàòî÷íî
äàâíî ïîëó÷èëè ïðèçíàíèå â ìàòåìàòèêå. Íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîãî ñóá-
äèôôåðåíöèàëà âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà, ïîÿâèëèñü è ïðîäîëæàþò ïî-
ÿâëÿòüñÿ íîâûå îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ, ðàññ÷èòàííûå íà ïðè-
ìåíåíèå ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ýêñòðåìàëüíûõ è äðóãèõ íåãëàäêèõ çàäà÷
(òàêèå, êàê èçâåñòíûé ñóáäèôôåðåíöèàë Ô. Êëàðêà, ñóáäèôôåðåíöèàë
Á.Í. Ïøåíè÷íîãî è ìíîãèå äðóãèå). Â áîëüøèíñòâå ñâîåì ýòè îïðåäå-
ëåíèÿ ñ îòîáðàæåíèÿìè â åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, íî èìåþòñÿ è áîëåå
îáùèå.

Ïðè âñåì òîì, ¾áîëüíûì ìåñòîì¿ ñîâðåìåííîãî ñóáäèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå çíà÷èìîé òåîðèè ñóáäèôôåðåíöè-
àëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ýòî âåäåò, íàïðèìåð, ê îòñóòñòâèþ äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ýêñòðåìóìà âíå ðàìîê âûïóêëîñòè (â òîé èëè èíîé ôîðìå). Ïî
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ñóùåñòâó, ýòî îãðàíè÷èâàåò îáùóþ òåîðèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ¾ïðÿ-
ìûìè ìåòîäàìè¿, âîñõîäÿùèìè ê ïðèíöèïó Ãèëüáåðòà �Ëåáåãà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì K-ñóáäèôôåðåíöèàëüíî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ
íåãëàäêèì (à èìåííî ñóáãëàäêèì) èíòåãðàíòîì (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé).
Ðàáîòà ñîäåðæèò âàðèàöèîííûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè K-ñóáäèôôåðåíöèà-
ëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì ñ ñóáãëàäêèì èíòåãðàí-
òîì. Ïîëó÷åíà îöåíêà ïåðâîãî K-ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ âàðèàöèîííî-
ãî ôóíêöèîíàëà ñ ñóáãëàäêèì èíòåãðàíòîì. Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó-
÷àè, â òîì ÷èñëå ñëó÷àé êîìïîçèöèè ñóáãëàäêîé è ãëàäêîé ôóíêöèé.
Ïîëó÷åí êîìïàêòíûé âûïóêëûé àíàëîã âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëå-
ðà �Îñòðîãðàäñêîãî. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò íàéòè â íåêîòî-
ðûõ ïðèìåðàõ ãëàäêóþ ñóáýêñòðåìàëü, êîòîðàÿ íå ïîääàåòñÿ îïðåäåëå-
íèþ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ââèäó ñóáãëàäêîñòè èíòåãðàíòà. Íà áàçå
òåîðèè K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ïîëó÷åíà îöåíêà âòîðî-
ãî K-ñóáäèôôåðåíöèàëà âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
îöåíêè ïîëó÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Ëåæàíä-
ðà.
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Ââåäåíèå. Â ðàáîòå Ð. Ìàðòåíñà [1] ââåäåíà àôôèííàÿ ñèñòåìà, ïî-
ðîæäåííàÿ ôóíêöèåé

F (t) =


8t, t ∈ (0, 1/4),

4− 8t, t ∈ (1/4, 3/4),

8t− 8, t ∈ (3/4, 1),

0, t /∈ (0, 1).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Ôóíêöèÿ F (t) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ñîñåäíèõ ôóíêöèé Ôàáå-
ðà �Øàóäóðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû F (t) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïà-
äàåò ñ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè Óîëøà w3(t) = r0(t)r1(t), à èìåííî

F (t) = 8

ˆ t

0

w3(x)dx

Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îáîáùåíèå ôóíêöèè F (t) êîòîðàÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ ìíîãîêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè Óîëøà w2n−1(t) è ïîëó÷èì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ åå âû÷ñèëåíèÿ.

1. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Fn è åå ñâîéñòâà. Ïóñòü (rk(t))
infty
k=0 �

ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà íà îòðåçêå [0, 1], (Wn)
∞
n=0 � ôóíêöèè Óîëøà â íó-

ìåðàöèè Ïýëè. Ïðè n ≥ 2 îáîçíà÷èì

1(k,n)(x) =

{
1, x ∈ ( k

2n ,
k+1
2n ),

0, x /∈ ( k
2n ,

k+1
2n ).

Çàäàäèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Fn ÷åðåç åå (n− 1)-þ ïðîèçâîäíóþ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

F (n−1)
n =

2n−1∑
k=0

f(k,n), F (l)
n (0) = 0 ïðè l = 0, .., n− 2,

ãäå

f(k,n)(x) = c(k,n) ∗ 1(k,n)(x), c(0,n) = 1, c(k,n) = −c(k−2blog2kc,n),

ò. å. c(k,n) � ýòî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (n−1)
n íà èíòåðâàëå ∆

(n)
k = ( k

2n ,
k+1
2n ).

Ôóíêöèÿ Fn îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì n− 1 ðàç.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç wn, n ∈ N0 = N

⋃
{0} ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè

Ïýëè, à ÷åðåç rk, k ∈ N0 � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà íà îòðåçêå [0, 1].
Òåîðåìà 1.Ôóíêöèÿ Fn èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà

n− 2 âêëþ÷èòåëüíî.

Òåîðåìà 2. F (n−1)
n = w2n−1.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü àíòèïåðèîäè÷åñêîé íà
äâîè÷íîì èíòåðâàëå ∆

(n)
j ñ ïåðèîäîì 1

2n+1 , åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ∆
(n)
j ,

ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì x + 1
2n+1 = y, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x) =

= −f(y).
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà rk ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 1

2k
è

àíòèïåðèîäè÷íà íà ëþáîì èíòåðâàëå ∆
(k)
j ñ ïåðèîäîì 1

2k+1 .
Ëåììà 1. 1. Ôóíêöèÿ Óîëøà rkrk+1 . . . rn−1 ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèî-

äîì 1
2k
.
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2. Ôóíêöèÿ Óîëøà rkrk+1 . . . rn−1 àíòèïåðèîäè÷íà íà ëþáîì èíòåð-

âàëå ∆
(k)
ν ñ ïåðèîäîì 1

2k+1 (ν = 0, 1, . . . , 2k − 1).
3. Ôóíêöèÿ Óîëøà W2n−1(x) = r0r1 . . . rn−1 àíòèïåðèîäè÷íà íà ëþ-

áîì èíòåðâàëå ∆
(k)
ν ñ ïåðèîäîì 1

2k+1 (ν = 0, 2k − 1; k = 0, n− 1).
Ëåììà 2. Ïóñòü I � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. I(f)(x) =

=
x́

0

f(t) dt. Òîãäà ôóíêöèÿ I l(W2n−1)(x) àíòèïåðèîäè÷íà íà ëþáîì èí-

òåðâàëå ∆
(k)
ν (k = n− 1− l, . . . , 0; l = 0, 1, . . . , n− 1) è

ˆ

∆
(n−1−l)
j

I lW2n−1 dx = 0

.

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ W2n−1 · (I lW2n−1) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T =
= 1

2n−l
(l = 1, 2, . . . , n− 1).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ìàðòåíñ Ð.Â. Î ïîëíîé ìèíèìàëüíîé ñèñòåìå ñæàòèé è ñäâèãîâ, ñâÿçàííîé

ñ ñèñòåìîé Ôàáåðà �Øàóäåðà // Òð. Ìàòåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. 2013.

Ò. 46. Ñ. 299�300.

ÓÄÊ 591.65

Î ÇÍÀ×ÅÍÈÈ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÂÅËÈ×ÈÍÛ
Â ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÓËÅ

ÄËß ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ ËÅÁÅÃÀ
È. À. Øàêèðîâ (Íàáåðåæíûå ×åëíû, ÐÔ)

iskander@tatngpi.ru

Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ïîëèíîìó Ëàãðàíæà

Ln(x, t) =
2

2n+ 1

2n+1∑
k=1

x(t̃k)Dn(t̃k − t) (1)(
Dn(u) =

sin(n+ 0.5)u

2 sin 0.5u
, t̃k =

2π

2n+ 1
k

)
,

èíòåðïîëèðóþùåìó ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ x = x(t) (t ∈ [0, 2π]) â
íå÷åòíîì ÷èñëå N = 2n+ 1 óçëîâ, ñîîòâåòñòâóåò êîíñòàíòà Ëåáåãà

λn =
1

2n+ 1

(
1 + 2

n∑
k=1

cosec
2k − 1

4n+ 2
π

)
=
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=
1

2n+ 1

(
1 + 2

n∑
k=1

cosec

(
tk −

π

4n+ 2

)) (
tk =

πk

2n+ 1

)
. (2)

Äëÿ íåå âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

λn = (2/π) lnn+O(1), n→∞
(n ∈ N⇒ On = O(n) = λn − (2/π) lnn), (3)

ãäå n � ñòåïåíü ïîëèíîìà (1); O(1), On � íåèçâåñòíûå ÷èñëà èç îãðàíè-
÷åííîãî èíòåðâàëà.

Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîáëåìû è äðóãèå âàæíåéøèå âîïðîñû òåîðèè
ôóíêöèé ïîäðîáíî èçó÷åíû â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ Í.Ï. Íàòàí-
ñîíà, À. Çèãìóíäà, À.Ô. Òèìàíà, Ê.È. Áàáåíêî, à òàêæå â ìîíîãðàôè-
ÿõ [1, 2], ïîñâÿùåííûõ íåïîñðåäñòâåííî òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Ñðåäè
ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîäðîáíûì èññëåäîâàíèåì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà On â ðà-
âåíñòâàõ âèäà (3) ëèáî íàõîæäåíèåì ìàëîãî èíòåðâàëà, ê êîòîðîìó îí
ïðèíàäëåæèò, îòìåòèì ñòàòüè [3�5].

Íèæå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû: 1) óñòàíîâëåíî ñïåöè-
àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà On = O(n) (n ∈ N); 2) äî-
êàçàíà ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (λn), (On); 3) íàéäåíî
çíà÷åíèå âåëè÷èíû O(1) êàê ïðåäåë ñòðîãî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (On), ò.å.

O(1) = lim
n→∞

On =
2

π

(
γ + ln

16

π

)
= 1.403794027066 . . .

(γ � êîíñòàíòà Ýéëåðà).
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì äàííîé ðàáîòû ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóþòñÿ íèæåñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå [5] è äâå ëåììû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðîãî ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ ϕ = ϕ(n) (n ∈

∈ D ⊆ N) äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, èìåþùóþ ìàëîå èçìåíåíèå δ îáëàñòè
çíà÷åíèé R(ϕ), íàçîâåì ôóíêöèåé, èìåþùåé ìàëóþ ìîíîòîííóþ âàðè-
àöèþ, è êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç V ±δ , ãäå çíàê (+) � â
ñëó÷àå âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè â îáëàñòè D, çíàê (−) � ïðè åå óáûâàíèè;
δ = sup{ϕ(n)|n ∈ D} − inf{ϕ(n)|n ∈ D}.

Ëåììà 1. Çàâèñèìîñòü y = y(t) = 1/ sin t − 1/t (t ∈ D = [0, π/2];
y(0) = lim

t→0+
y(t) = 0) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ñòðîãî âîçðàñòàþ-

ùåé è âûïóêëîé âíèç ôóíêöèåé â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ D. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì âèäà

Sn =
n∑
k=1

(
1

sin(tk − π/(4n+ 2))
− 1

tk − π/(4n+ 2)

)
π

2n+ 1
(4)
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(
tk =

πk

2n+ 1

)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ
ln(4/π), ò.å.

Sn < ln(4/π) ∀ n ∈ N; lim
n→∞

Sn = ln(4/π). (5)

Ëåììà 2. Ðàçíîñòü äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ
∞∑
k=1

1
k−0.5 è

∞∑
k=1

1
k ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, äëÿ ñóììû s êîòîðîãî âåðíî ðàâåí-

ñòâî

s = lim
n→∞

sn = ln 4

(
sn =

n∑
k=1

1

k(2k − 1)
, n ∈ N

)
. (6)

Ïîâåäåíèÿ êîíñòàíòû λn, åå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà On, èõ ïðåäåëîâ ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëèì â äâóõ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà êîíñòàíòû Ëåáåãà âåðíî ïðåä-
ñòàâëåíèå

On = (2/π)[Sn + sn + γn + π/(4n+ 2)] (n ∈ N); (7)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λn) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, à (On) -
ñòðîãî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ãäå ñóììû Sn, sn îïðåäåëåíû

â (4), (6) ñîîòâåòñòâåííî, à ÷èñëà γn =
n∑
k=1

1
k−lnn (n ∈ N) îïðåäåëÿþò

êîíñòàíòó Ýéëåðà γ = lim
n→∞

γn = 0.577215664901 · · · .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì (2), èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëå-

íèå (4):

λn =
2

π

[
n∑
k=1

(
1

sin(tk − π/(4n+ 2))
− 1

tk − π/(4n+ 2)

)
π

2n+ 1
+

+
n∑
k=1

1

k − 1/2
+

π

2(2n+ 1)

]
>

2

π

(
Sn +

n∑
k=1

2

2k − 1
+

1

2n+ 1

)
=

=
2

π

[
Sn + 2

n+1∑
k=1

1

2k − 1
+
(
− 1

2n+ 1

)]
.

ßñíî, ÷òî âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàçóþò ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùèå (ïåðâàÿ � ñîãëàñíî ëåììå 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî,
(λn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèå λn, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ôîðìóëó (6) è
îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû Ýéëåðà:

λn =
2

π

[
Sn +

n∑
k=1

1

k − 1/2
+

π

4n+ 2

]
=

=
2

π

{
Sn +

[
n∑
k=1

1

k − 1/2
−

n∑
k=1

1

k

]
+

[
n∑
k=1

1

k
+

π

4n+ 2

]}
=

=
2

π

[
Sn +

n∑
k=1

1

k(2k − 1)
+

(
γn + lnn+

π

4n+ 2

)]
=

=
2

π
lnn+

2

π

(
Sn + sn + γn +

π

4n+ 2

)
≡ 2

π
lnn+On,

îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (7).
Äàëåå, ïåðåïèøåì äâîéíîå íåðàâåíñòâî (18) äëÿ êîíñòàíòû λn, ïîëó-

÷åííîå â ðàáîòå [5] (ñì. òåîðåìó 1), â ñëåäóþùåì âèäå:

11

6
αn + ϕn < λn −

2

π
lnn < 2αn + ϕn ⇔

⇔ 11

6
αn + ϕn < On < 2αn + ϕn (n ∈ N), (8)

ãäå ñîãëàñíî ëåììàì 1, 2 [5] äëÿ îöåíèâàþùèõOn ñâåðõó è ñíèçó ôóíêöèé
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà âåðíû ñîîòíîøåíèÿ αn ≡ 1/[(2n+1)sin(π/(4n+
2))] ∈ V −δ , ϕn ≡ 2

π ln[(2 + 1/n)αncos(π/(4n + 2))] ∈ V −δ . Èõ ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè 2αn + ϕn, (11/6)αn + ϕn è ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü On (ñî-
ãëàñíî (8)) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èç êëàññà V −δ , ò.å. ñòðîãî óáûâà-
þò.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êîíñòàíòû Ëåáåãà (2) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

λn =
2

π
lnn+

2

π
(γ + ln

16

π
), n→∞(

⇔ O(1) = lim
n→∞

On =
2

π

(
γ + ln

16

π

)
= 1.403794027066 . . .

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ â (7) ñëåâà è ñïðàâà ê ïðåäåëó è èñïîëü-
çóÿ ïðè ýòîì ôîðìóëû (5), (6), ïîëó÷èì:

lim
n→∞

On =
2

π

[
lim
n→∞

Sn + lim
n→∞

sn + lim
n→∞

γn + lim
n→∞

π

4n+ 2

]
=
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=
2

π

(
ln

4

π
+ ln 4 + γ

)
=

2

π

(
γ + ln

16

π

)
,

ïðè÷åì

R(On) =

[
2

π
γ +

2

π
ln

16

π
,
5

3

]
⊂ (1.403794, 1.666667),

δ = δ(On) = 0.262872 · · · .
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Î ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÕ ÔÓÐÜÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÃÎ ÂÈÄÀ Â ÒÐÓÁ×ÀÒÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ1

Ô.À. Øàìîÿí (Áðÿíñê, ÐÔ)
shamoyanfa@yandex.ru

Ïóñòü Cn � n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, G � íåêîòîðàÿ
îáëàñòü â Cn, H (G) � ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â G,
H∞ (G) := H (G) ∩ L∞ (G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N (G) � ìíîæåñòâî àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà â G, ò. å.

N (G) =

{
f : f (z) =

h1 (z)

h2 (z)
, hj ∈ H∞ (G) , j = 1, 2, h2 (z) 6= 0, z ∈ G

}
.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êëàññ N (G) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì êëàññîì Ð.
Íåâàíëèííû, ò.å. êëàññîì ôóíêöèé f ∈ H (G), äëÿ êîòîðûõ ln |f | äîïóñ-
êàåò ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó â G (ñì. [1, 2]). Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1704.2014Ê) è
ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-97508).
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êëàññû ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà è êëàññû Ð. Íåâàíëèííû ñîâåðøåí-
íî ðàçíûå (ñì. [3, 4]). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò
êëàññó Â.È.Ñìèðíîâà N+ (C+) (ñì. [1]) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+, è
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîé îñè R ïðèíàäëåæàò
L1 (R), òî f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1 (C+), è òåì ñàìûì, ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè:

f̂ (x) =
1√
2π

+∞ˆ

−∞

f (t) e−itxdt, x ∈ R.

èñ÷åçàåò íà ïîëóîñè R− = (−∞, 0) (ñì. [1, 5]).
Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè f ∈ N (C+), ïðè ýòîì ãðà-

íè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó L1 (R), òî âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî f ∈ H1 (C+), ò. å. f̂ íå èñ÷åçàåò íà R−.

Â ðàáîòå [6] (ñì. òàêæå [7]) óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî ñèëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ −∞, òî
îíî òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ íà R−, ïðè ýòîì â [6] íàéäåíî íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óêà-
çàííûõ ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óïîìÿíóòîå óòâåðæäåíèå.
Ó÷èòûâàÿ âàæíóþ ðîëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âî ìíîãèõ âîïðîñàõ àíà-
ëèçà è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè (ñì. [8, 9]), âîçíèêàåò âîïðîñ îáîá-
ùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëîñü ôàêòîðè-çàöèîííîå
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè êëàññà Ð. Íåâàíëèííû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò (ñì. [3]). Â äîêëà-
äå áóäåò èçëîæåí àíàëîã ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå òðóá÷àòûõ îáëàñòåé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì åùå ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü x = (x1...xn) ∈ Rn
+, P (x) = (p1 (x1) , p2 (x2) , ..., pn (xn)) � âåê-

òîð ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Rn
+ = {x = (x1...xn) ∈ Rn : xj > 0,

j = 1, ..., n}, Rn
− = {x = (x1...xn) ∈ Rn : xj ≤ 0, j = 1, ..., n}, Cn

+ � òðóá-
÷àòàÿ îáëàñòü ñ îñíîâàíèåì Rn (ñì. [4, 8]),

Cn
+ = {z = (z1, ..., zn) ∈ Cn : (Im z1, Im z2, ..., Im zn) ∈ Rn

+} ,

Cn
− = {z = (z1, ..., zn) ∈ Cn : (Im z1, ..., Im zn) ∈ Rn

−} .
Åñëè z = (z1, ..., zn) ∈ Cn, P = (p1, ..., pn), òî exp (−P (|z|)) =

= exp

(
−

n∑
j=1

pj (|zj|)

)
. Äëÿ f ∈ L1 (Rn) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíê-

öèè f îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ .
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Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ C := C1,
R+ = R1

+, R− = R1
−, C+ = C1

+, H
p (Cn

+) (0 < p < +∞) � êëàññ Õàðäè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â Cn

+, à h
p (Cn

+) � êëàññ Õàðäè ïëþðèãàðìîíè-
÷åñêèõ â Cn

+ ôóíêöèé (ñì. [3, 4]).
Åñëè x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

+, òî P (x) = (p1 (x1) , ..., pn (xn)), à åñëè
z = (z1, ..., zn) ∈ Cn

+, òî P (|z|) := (p1 (|z1|) , p2 (|z2|) , ..., pn (|zn|)), dm2n �
2n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Cn. Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî pj (x) =
x́

1

ωj(t)
t dt, x ∈ R+, j = 1, ..., n, ãäå ωj îïðåäåëåíà íà

R+, ïðè÷åì ωj (t) ↑+∞ (t→ +∞).
Òàêèå ôóíêöèè íàçîâåì âåñîâûìè, à âåêòîð-ôóíêöèþ P = (p1, ..., pn)

íàçîâåì âåñîâûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè. Ìíîæåñòâî âñåõ âåñîâûõ âåêòîð-
ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ N (Cn
+), ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè f íà Rn ïðèíàäëåæàò L1 (Rn) è ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàþò ñ ãðàíè÷-
íûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé ôóíêöèè èç h1 (Cn

+),

lim
yj→+∞

ln |f (iy1, ..., iyj−1, iyj, iyj+1, ..., iyn)|
yj

≤ 0, j = 1, ..., n, (1)

ïðè âñåõ ỹ = (y1, ..., yj−1, yj+1, ..., yn) ∈ Rn−1
+ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f

f̂ (x) =
1

(2π)
n
2

ˆ

Rn

f (t) e−itxdt, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå:∣∣∣f̂ (x1, ..., xn)
∣∣∣ ≤ exp (−P (|x|)) = exp

(
−

n∑
j=1

pj (|xj|)

)
,

ãäå x = (x1, ..., xn) ∈ Rn
−, P ∈ Ω.

Òîãäà åñëè
+∞ˆ

1

pj (t)

t
3
2

dt = +∞, j = 1, ..., n, (2)

òî f̂ (x) = 0, x ∈ Rn
−, à ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1 (Cn

+).
Îáðàòíî, åñëè P ∈ Ω è õîòü îäèí èç èíòåãðàëîâ â (2) ñõîäèòñÿ

èëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), òî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f ∈
∈ N (Cn

+), òàêóþ ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà Rn ïðèíàä-

ëåæàò êëàññó L1 (Rn), ïðè ýòîì f̂ (x) 6= 0 íå ïðè âñåõ x ∈ Rn
−, ò.å.

f /∈ H1 (Cn
+).
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Çàìå÷àíèå 1. ßñíî, ÷òî ïðè n = 1 ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç L1 (R) ïî-
÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé (ò.å.
ãàðìîíè÷åñêîé) ôóíêöèè èç C+.

Çàìå÷àíèå 2. Â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 1 óñëîâèå (1) íåëüçÿ îòáðî-
ñèòü. Ïðîñòûì ïðèìåðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1,
êðîìå (1), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

fa (z1, ..., zn) =
1∏n

j=1 e
ajzj (iN + zj)

2 ,

a = (a1, ..., an) ∈ Rn
+, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn

+.

ßñíî, ÷òî supp
(
f̂
)
∩Rn

− 6= ∅.
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îðòîãîíàëüíîñòè ñî ñî çíà÷åíèÿìè èñõîäíîé ôóíêöèè. Îáùàÿ èäåÿ, êî-
òîðàÿ ëåæèò â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñìåøàííûõ ðÿäîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk(x)} îðòîíîðìèðîâàíà
íà (a, b) c âåñîì ρ(x), ò.å.

bˆ

a

ϕk(x)ϕl(x)ρ(x) dx = δkl, (1)

ãäå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà. ×åðåç Lpρ(a, b) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé f(x), èçìåðèìûõ íà (a, b), äëÿ êîòîðûõ
b́

a

|f(x)|pρ(x)dx < ∞.

Åñëè ρ(x) ≡ 1, òî áóäåì ïèñàòü Lpρ(a, b) = Lp(a, b) è L(a, b) = L1(a, b).
Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ϕk(x) ∈ L2

ρ(a, b) (k = 0, 1, . . .). Ìû äîáàâèì ê ýòîìó
óñëîâèþ åùå îäíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕk(x) ∈ L(a, b) (k = 0, 1, . . .). Òîãäà ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè

ϕr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

xˆ

a

(x− t)r−1ϕk(t)dt, k = 0, 1, . . . . (2)

Êðîìå òîãî îïðåäåëèì êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé

ϕr,k(x) =
(x− a)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1. (3)

Èç (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî

(ϕr,k(x))(ν) =


ϕr−ν,k−ν(x), åñëè 0 ≤ ν ≤ r − 1, r ≤ k,

ϕk−r(x), åñëè ν = r ≤ k,

ϕr−ν,k−ν(x), åñëè ν ≤ k < r,

0, åñëè k < ν ≤ r.

(4)

×åðåç W r
Lpρ(a,b)

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W r
Lpρ(a,b)

, ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé f(x), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] r−1 ðàç, ïðè÷åì
f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b] è f (r)(x) ∈ Lpρ(a, b). Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå W r

L2
ρ(a,b)

îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

〈f, g〉 =
r−1∑
ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

ˆ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t)dt. (5)

Òîãäà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé ϕr,k(x) (ñì. (2) è (3)) è ðàâåíñò-
âîì (4) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñèñòåìà {ϕr,k(x)}∞k=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâåW r

L2
ρ(a,b)

. Â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ [1�7],
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à òàêæå â [8] áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè îðòîíîðìèðî-
âàííûõ ñèñòåì ôóíêöèé âèäà {ϕr,k(x)}∞k=0, ïîðîæäåííûõ êëàññè÷åñêèìè
îðòîíîðìèðîâàííûìè ñèñòåìàìè ßêîáè, Ëåæàíäðà, ×åáûøåâà, Ëàãåððà
è Õààðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ïî-
ëó÷èëà (ñì.[9, 10] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó) òåîðèÿ ïîëèíîìîâ,
îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîáî-
ëåâñêîãî òèïà (ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó). Ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî îíè âêëþ÷àþò
â ñåáÿ ñëàãàåìûå, êîòîðûå ¾êîíòðîëèðóþò¿ ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ â íåñêîëüêèõ çàäàííûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè.
Íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ òàê, ÷òî ïîëèíîìû, îðòî-
ãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó íà èíòåðâàëå (a, b), ìîãóò èìåòü íóëè, ñîâïàäàþ-
ùèå ñ îäíèì èëè ñ îáîèìè êîíöàìè ýòîãî èíòåðâàëà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ,
÷òîáû çíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìå îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñîâïàëè â êîíöàõ èíòåðâàëà
(a, b) ñî çíà÷åíèÿìè f(a) è f(b). Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íûå îðòîãîíàëüíûå
ñ ïîëîæèòåëüíûì íà (a, b) âåñîì ïîëèíîìû ýòèì âàæíûì ñâîéñòâîì íå
îáëàäàþò. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5), ðàññìàòðèâàåìîå â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó, à èìåííî, òî÷êó a, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé
¾êîíòðîëèðóåòñÿ¿ ïîâåäåíèå ôóíêöèé ϕr,k(x), îðòîãîíàëüíûõ ïî Ñîáî-
ëåâó è ïîðîæäåííûõ èñõîäíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0

ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà (3). Èç (2)�(5) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ðÿä Ôóðüå
ôóíêöèè f(x) ∈ W r

L2
ρ(a,b)

ïî ñèñòåìå {ϕr,k(x)}∞k=0 èìååò ñìåøàííûé õà-
ðàêòåð, à èìåííî:

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+
∞∑
k=r

fr,kϕr,k(x),

ãäå

fr,k =

bˆ

a

f (r)(t)ϕk−r(t)ρ(t)dt, (6)

ïîýòîìó ðÿäû Ôóðüå âèäà (6) áóäåì ( ñëåäóÿ [1�7]) íàçûâàòü ñìåøàííû-
ìè ðÿäàìè ïî ñèñòåìå {ϕk(x)}∞k=0. Â [1�7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòè÷íûå
ñóììû ñìåøàííûõ ðÿäîâ ïî êëàññè÷åñêèì îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàìè,
â îòëè÷èå îò ñóìì Ôóðüå ïî ýòèì æå ïîëèíîìàì, óñïåøíî ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðèáëèæàòü
äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ è åå íåñêîëüêî ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ýòîì îò-
ìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1�6] îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü èññëåäîâàíèþ
àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñìåøàííûõ ðÿäîâ ïî óëüòðàñôåðè÷åñêèì ïî-
ëèíîìàì ßêîáè P α,α

n (x), òîãäà êàê â ðàáîòå [8] áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ
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íà ïàðàìåòðû α è β, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
ñìåøàííûõ ðÿäîâ ïî îáùèì ïîëèíîìàì ßêîáè P α,β

n (x). Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ââîäÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {ϕr,k(x)}∞k=0, îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ïî Ñîáîëåâó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5) è
ïîðîæäåííûõ ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0. Ðàññìîòðåíà çàäà î ïðåäñòàâëåíèè
ôóíêöèé ϕr,k(x), îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì (2), â âèäå, áîëåå óäîáíîì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè k → ∞. Ýòà çàäà-
÷à ðåøåíà äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ßêîáè, Ëåæàíäðà, Ëàãåððà,
Õààðà è Ýðìèòà.
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Îïåðàòîð Óèòòåêåðà

Ln(f, x) =
n∑
k=0

f(kπ/n) sinc n(x− kπ/n), (1)

ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà [0, π], öåëóþ ôóíêöèþ
Ln(f, x), ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) â óçëîâûõ òî÷êàõ xk = kπ/n, k =
= 0, 1, . . . , n.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè çíà÷åíèé èíòåðïîëÿöèîííîãî îïåðàòîðà (1)
ê f(x) ïðè n→∞ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ðàññìîòðåíû â [1�3].
Òàê, â [1] è [2] äîêàçàíî, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], 0 < a < b < π,
{Ln(f, x)} ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f(x), åñëè, â ÷àñòíîñòè, ýòà ôóíê-
öèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè �Ëèïùèöà: lim

t→o+
ω(f, t) ln 1

t = 0, ãäå

ω(f, t) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè f(x) íà îòðåçêå [0, π]. Òàì æå îòìå÷åíî,
÷òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà âñåì îòðåçêå [0, π]íåò äàæå äëÿ ôóíêöèè
f(x) ≡ 1. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü {Ln(f, x)} ê f(x) íà [0, π]
èìååò ìåñòî, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè �Ëèïùèöà íà [0, π] è ïóñòü f(0) = f(π) = 0.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Ln(f, x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
f(x) íà [0, π].

Ðàññìîòðåíû òàêæå ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðîâ Óèòòåêåðà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè �Ëèïùèöà íà [0, π]. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé

L̂n(f, x) = Ln(F, x) + L1(f, x),

ãäå F (x) = f(x)− L1(f, x), ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà [0, π].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà [0, π] è äèôôåðåíöèðóåìà íà
êîíöàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà, à ôóíêöèÿ G(x) = (f(x) − L1(f, x))/sinx
ïðè 0 < x < π, G(0) = f ′(0) − f(π)/π è G(π) = −f ′(π) − f(0)/π, èìå-
åò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè �Ëèïùèöà
íà [0, π]. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

L̃n(f, x) = sinxLn(G, x) + L1(f, x)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà [0, π].
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ CÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ
ÐßÄÎÂ ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ×ÅÁÛØÅÂÀ,

ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÌ ÍÀ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÅÒÊÅ
Ò.È. Øàðàïóäèíîâ (Ìàõà÷êàëà, ÐÔ)

sharapudinov@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ
ïîëèíîìèàëüíîãî îïåðàòîðà Xm,N(f) = Xm,N(f, x), äåéñòâóþùåãî â
ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1], îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíûõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f(x), çàäàííûõ â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè HΛ =
= {−1 + jh}Λ−1

j=0 ⊂ [−1, 1], Λ = n + 2r. Ýòîò îïåðàòîð ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí â çàäà÷å îäíîâðåìåííîãî ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè f(x) è åå íåñêîëüêèõ ïðîèçâîäíûõ f ′(x), . . . , f (p)(x). Ïîñòðî-
åíèå îïåðàòîðîâ Xm,N(f) îñíîâàíî íà ïîëèíîìàõ ×åáûøåâà T α,βn (x,N)
(0 ≤ n ≤ N − 1), îðòîãîíàëüíûõ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ΩN = {0, 1, . . . ,
N − 1} ñ âåñîì

µ(x) = µ(x;α, β,N) = c
Γ(x+ β + 1)Γ(N − x+ α)

Γ(x+ 1)Γ(N − x)
,

ò.å. ∑
x∈ΩN

µ(x)T α,βn (x,N)T α,βm (x,N) = hα,βn,Nδnm.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

h =
2

Λ− 1
, ψ(x) = ∆ν

hf(x− νh).

×åðåç Pr,νm îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ pm(x) ñòå-
ïåíè m, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ψ(xj) = pm(xj), j ∈ {ν, . . . , r − 1} ∪ {N + r + ν, . . . , N + 2r − 1},

Er,ν
m (ψ,N) = inf

pm∈Pr,νm
max
j∈ΩΛ

|ψ(xj)− pm(xj)|(√
1− x2

j + 1
m

)r−ν .
334



Òåîðåìà. Ïóñòü r ≥ 1, 0 ≤ ν ≤ r − 1, a > 0, 1 ≤ n ≤ a
√
N ,

m = n+ 2r − ν. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

|∆ν
hf(xj−ν)−∆ν

hXn+2r,N(f, xj−ν)|(√
1− x2

j−ν + 1
n

)r−ν− 1
2

≤

≤ c(r, a)Er,ν
m (ψ,N)

(
1 +

(√
1− x2

j−ν +
1

n

)1/2

ln
(
n
√

1− x2
j−ν + 1

))
.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÁÅÃÀ

Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ
Ò.Í. Øàõ-Ýìèðîâ (Ìàõà÷êàëà, ÐÔ)

Tadgius@gmail.com

Ïóñòü E = [−π, π], p(x) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,
w(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. ×åðåç Lp(x)

2π,w îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f = f(x) òàêèõ, ÷òî

ˆ

E

|f(x)|p(x)w(x)dx <∞.

Åñëè 1 ≤ p(T ) ≤ p(T ) < ∞ (p(B) = ess inf
x∈B

p(x), p(B) = ess sup
x∈B

p(x)),

òî ïðîñòðàíñòâî Lp(x)
2π,w íîðìèðóåìî (ñì. [1]) ïðè p(x) ≥ 1 è îäíà èç ýêâè-

âàëåíòíûõ íîðì ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖p(·),w = inf
{
α > 0 :

ˆ

E

∣∣∣f(x)

α

∣∣∣p(x)

w(x)dx ≤ 1
}
.

335



Êëàññ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïîêàçàòåëåé, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî óñëîâèå Äèíè �Ëèïøèöà:∣∣p(x)− p(y)

∣∣ ln 1

|x− y|
≤ C (x, y ∈ E),

îáîçíà÷èì ÷åðåç P2π.
Ðàçîáüåì îòðåçîê E íà ìíîæåñòâà E1 = {x : p(x) = 1} è E2 = E\E1.

×åðåç H(E, p) îáîçíà÷èì êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé w, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) w(x) ≥ C1(w) > 0, x ∈ E1(ï.â.),

2) ‖w−
1
p(·)‖p′(·)(E2) <∞,

ãäå p′(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 1
p(x) + 1

p′(x) = 1.

Èç [2] èçâåñòíî, ÷òî ïðè w ∈ H(E, p) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Lp(x)
2π,w ⊂

⊂ L1
2π. Òîãäà äëÿ f ∈ L

p(x)
2π,w ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàòîð Ñòåêëîâà

sh(f)(x) =
1

h

x+hˆ

x

f(t)dt =
1

h

hˆ

0

f(x+ t)dt.

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïî h ñåìåéñòâà îïåðà-
òîðîâ {sh(f)}h>0 â L

p(x)
2π,w äëÿ w ∈ H(E, p), p ∈ P2π, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè

ìîäóëü ãëàäêîñòè r-ãî ïîðÿäêà

Ωr(f, δ)p(·),w = sup


∥∥∥∥∥

r∏
i=1

(I − shi)(f)

∥∥∥∥∥
p(·),w

: 0 < hi < δ, 1 ≤ i ≤ r

 ,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òåîðåìû òèïà Äæåêñî-

íà â Lp(x)
2π,w äëÿ ìîäóëÿ ãëàäêîñòè Ωr(f, δ)p(·),w.
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ÓÄÊ 511.9

Î ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ ×ÈÑÅË ÂÈÄÀm/p Â g-È×ÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ Ñ×ÈÑËÅÍÈß

Þ.Í. Øòåéíèêîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
yuriisht@yandex.ru

Âîçüìåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå g ≥ 2. Èçâåñò-
íî, ÷òî åñëè gcd(n, gm) = 1 òî ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà m/n
â g-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì tn, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g â êîëüöå âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ñì. [1, 2]. Äëÿ íàòóðàëüíîãî k è m < n, gcd(n,mg) =
= 1 ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Tm,n(k) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ g-è÷íûõ ñòðîê
(d1, ..., dk) ∈ {0, 1, ..., g − 1}k êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ñðåäè ïåðâûõ tn ñòðîê
(sr, ..., sr+k−1), r = 1, ..., tn ïðè g− è÷íîì ðàçëîæåíèè

m

n
=
∑
r≥1

srg
−r.

Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ èíòåðåñíî çíàòü, êîãäà âåëè÷èíà Tm,n(k) áëèç-
êà ê ñâîåé òðèâèàëüíîé âåðõíåé ãðàíèöå

Tm,n(k) ≤ min(tn, g
k).

Èìååò ìåñòî òàêîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ c > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è

äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Tm,p(k) = gk

åñëè k ≤ (c− ε) logg p.
Â ðàáîòàõ [1, 3, 4] ýòà êîíñòàíòà c óòî÷íÿëàñü. Åå ìîæíî âçÿòü ðàâíîé

575/6552.
Òåîðåìà 1 ãëàñèò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p âñå ñòðîêè çàäàííîé

äëèíû âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëîæåíèè óêàçàííûõ ÷èñåë m/p. Â ðàáîòå [5]
èìååò ìåñòî äàëüíåéøèé ðåçóëüòàò. À èìåííî äîêàçàíà òàêàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 [3]. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

Tm,p(k) = (1 + o(1))gk, p→∞
åñëè k ≤ (5/24− ε) logg p.

Òåîðåìà 2 è åå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå [6] äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñóììû ñòåïåíåé ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ïîäãðóïï.
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Èç íåäàâíåãî ðóçóëüòàòà È.Øïàðëèíñêîãî [7] ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè
òåîðåì 1, 2 äëÿ ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíîé îòíîñèòåëüíîé
ïëîòíîñòè. Â ñâëåì äîêëàäå ÿ ïëàíèðóþ ðàññêàçàòü î íèõ.
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Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÑÎÑÒÀÂÍÛÌÈ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÌÈ

ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ ÝÐÌÈÒÀ
Â.Â. Øóñòîâ (Ìîñêâà, ÐÔ)

vshustov@gosniias.ru

Èçâåñòíî ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îñíîâå èñïîëüçî-
âàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ôîðìå ðÿäîâ Ôóðüå [1�3]. Îñîáåí-
íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ðÿäàìè Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî â íèõ èñïîëüçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sinx è
y = cosx, êîòîðûå òðåáóþò ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþò ðàçíûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, ðàçëîæåíèå èõ â
ñòåïåííûå ðÿäû ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.

Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàïðÿìóþ èñïîëü-
çîâàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì ìíîãî÷ëåíû âûáðàííîãî êëàññà äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äâóõòî÷å÷íûå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ýð-
ìèòà [4].

Ïóñòü f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T

f(x) = f(x+ T ) (1)
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îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (−∞ < x < ∞) è èìååò äîñòàòî÷íûé íàáîð
ïðîèçâîäíûõ íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïóñòü òàêæå â íåêîòîðîé òî÷êå x0 èíòåðâàëà (−∞,∞) çàäàíû çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî:

f (j)(x0) = f
(j)
0 , j = 0, 1, ...,m. (2)

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñîñòàâíîé ìíîãî÷ëåíH(x), êîòîðûé îïðåäåëåí
íà òîì æå èíòåðâàëå (−∞ < x < ∞) è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (1) è (2).

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ, ñâÿçàííóþ ñ èñõîäíîé ïåðåìåííîé x ñî-
îòíîøåíèåì:

ξ =

{
x− x0

T

}
, (3)

ãäå ôóíêöèÿ {z} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ñâîåãî àðãóìåíòà, ò.å. 0 ≤
≤ {z} < 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå, âûðàæåííîå ôîðìóëîé (3), ñâîäèò íåîãðàíè÷åííûé
èíòåðâàë (−∞,∞), íà êîòîðîì ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, ê
ïðîìåæóòêó [0,1) .

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíûå f(x)òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè è îíè íåïðåðûâíû, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà:

f (j)(x1) = f
(j)
0 , j = 0, 1, ...,m. (4)

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íà íåîãðàíè÷åííîì
ïðîìåæóòêå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå ñ çà-
äàííûìè óñëîâèÿìè (2) è (4) íà åãî êîíöàõ.

Ñîãëàñíî [4, ñ. 1097] ïðèáëèæàþùèé ìíîãî÷ëåí Hm(x), óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèÿì (1) è (2) , ñ èñïîëüçîâàíèåì îòíîñèòåëüíîé ïåðåìåííîé
ξ, îïðåäåëåíîé (3), è ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Hm(ξ) =
m∑
j=0

f
(j)
0 T j

j!
ψjm(ξ), (5)

ãäå ôóíêöèè ψjm(ξ) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé:

ψjm(ξ) = (1− ξ)m+1ξj
m−j∑
k=0

ckm+kξ
k + ξm+1(ξ − 1)j

m−j∑
k=0

ckm+k(1− ξ)k.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ôîðìóëû äâóõòî÷å÷íîãî ìíîãî÷ëåíà Hm(ξ), ïî-
ëó÷åííûå èç ñîîòíîøåíèÿ (5), â êîòîðûõ ôóíêöèè ψjm(ξ) ïðåäñòàâëåíû
â âèäå ñòåïåíåé ïî ξ è s � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.
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Òàáëèöà

s m Ôîðìóëû äëÿ Hm(ξ)

1 0 H0 = f0

3 1 H1 = f0 + f ′0(ξ − 3ξ2 + 2ξ3)T

5 2 H2 = f0 + f ′0(ξ − 10ξ3 + 15ξ4 − 6ξ5)T +
f ′′0
2!

(ξ2 − 2ξ3 + ξ4)T 2

7 3 H3 = f0 + f ′0(ξ − 35ξ4 + 84ξ5 − 70ξ6 + 20ξ7)T+

+
f ′′0
2!

(ξ2 − 5ξ4 + 6ξ5 − 2ξ6)T 2 +
f ′′′0

3!
(ξ3 − 5ξ4 + 9ξ5 − 7ξ6 + 2ξ7)T 3

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ, òî äëÿ íåå
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæàþùèõ åå ìíîãî÷ëå-
íîâ. Ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(x) ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, ò.å. èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)è âñå åå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû â
ñîâîêóïíîñòè íà èíòåðâàëå (−∞ < x < ∞), ò.å ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ M > 0, ÷òî

|f (j)(x)| ≤M, j = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà íà ýòîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîñòàâíûõ äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

f(x) = lim
m→∞

Hm(ξ(x)).

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè y = sinx ñ ïåðèîäîì T = 2π ïóòåì ïîä-
ñòàíîâêè çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå
â òàáëèöå, ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðèáëèæàþùèõ åå ìíîãî÷ëåíîâ
Hm(x).

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè ìíîãî÷ëåíîâ Hm(x) ïðè x0 = 0 äëÿ
çíà÷åíèé m = 1, 2, 3, 4, à òàêæå ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx.
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàm ãðàôèêè
ïðèáëèæàþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîíîòîííî ïîäõîäÿò ê ãðàôèêó çàäàííîé
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè xk = 2πk, k =
= 0,±1,±2, . . ., è óìåíüøàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì m, ñòðåìÿñü ê íóëþ ïðè
m→∞, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âûïîëíåíèåì äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ýòîé ôóíêöèè.
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Ïóñòü p0 = 1, {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîñòûõ

÷èñåë; mn =
n∏
k=0

pk (n = 0, 1, 2, . . .). Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñò-

âåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

ãäå ak, s è n′ � öåëûå ñ 0 ≤ ak < pk+1; 1 ≤ as < ps+1; 0 ≤ n′ < ms.
Ïóñòü G � íóëüìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ãðóïïà Âèëåí-

êèíà) ñ îïåðàöèåé ⊕ è îáðàòíîé îïåðàöèåé 	 è ñî âëîæåííîé ñèñòåìîé

ïîäãðóïï G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . è
∞⋂
n=0

Gn = {0G} (0G
� íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû G), ÿâëÿþùàÿñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ
è ôàêòîð-ãðóïïà Gn−1 \ Gn èìååò ïîðÿäîê pn (n = 1, 2, . . .). Â êàæäîì
èç ìíîæåñòâ Gn−1 \Gn çàôèêñèðóåì ýëåìåíò en (n = 1, 2, . . .), êîòîðûé
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íàçîâåì áàçèñíûì. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ G ìîæíî ïîäîáðàòü åäèí-
ñòâåííûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë xk (çàâèñÿùèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ ek ñ 0 ≤ xk < pk òàêèõ, ÷òî

x = x1e1 ⊕ x2e2 ⊕ . . .⊕ xnen ⊕ . . . (2)

(äëÿ a ∈ G, ïî îïðåäåëåíèþ, ka = a⊕ a⊕ . . .⊕ a︸ ︷︷ ︸
n ðàç

è 0a = 0G). Äëÿ x ∈ G

ïîëîæèì

x̃n =
n∑
k=1

xk
mk

, (3)

ãäå xk îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2) (x̃n ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà).
Ïóñòü V = {vn(x)}∞n=0 � ñèñòåìà Âèëåíêèíà (ñèñòåìà õàðàêòåðîâ

ãðóïïû G; ñì. [1]), çàíóìåðîâàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v0(x) ≡ 1; vmk
(x) = exp

2iπxk+1

pk+1
è vn(x) =

s∏
k=0

(vmk
(x))ak (4)

(ak è s îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (1), à xk � ôîðìóëîé (2) , è H =
= {hn(x)}∞n=0 � îáîáù¼ííàÿ ñèñòåìà Õààðà íà ãðóïïå G (ñì. [2]):

h0(x) ≡ 1;

hn(x) = hasms+n′(x) =

{ √
ms exp 2iπxs+1as

ps+1
, åñëè x̃sms = n′

0, åñëè x̃sms 6= n′
(5)

(s, as è n′ îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (1), a xs+1 è x̃s � ðàâåíñòâàìè (2) è (3)).
Òàêèì ñïîñîáîì îáîáù¼ííàÿ ñèñòåìà Õààðà çàíóìåðîâàíà â [3]; ýêâè-

âàëåíòíûì îáðàçîì � â [4].
Ñèñòåìà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñìåæíûìè êëàññàìè

x ⊕ Gn c ìåðîé µ(x ⊕ Gn = 1
mn

(ìåðîé Õààðà). Òîãäà íà G îïðåäåë¼í
èíòåãðàë Ëåáåãà, à {vn(x)}∞n=0 è {hn(x)}∞n=0 � ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàí-
íûå ñèñòåìû ôóíêöèé íà G.

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ìàæîðàíòû ÿäåð Äèðèõëå ïî ýòèì (îáåèì ñè-
ñòåìàì) : V (x) = mn+1, åñëè x ∈ Gn\Gn+1 (V-ìàæîðàíòà èëè ìàæîðàíòà

Âèëåíêèíà) è SE(x) =
mn

sin πxn+1

pn+1

äëÿ x ∈ Gn \Gn+1, a xn+1 îïðåäåëåíû â

(2) (S-ìàæîðàíòà).
Â îòëè÷èå îò V-ìàæîðàíòû S-ìàæîðàíòà çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ

ýëåìåíòîâ E = {en}∞n=1 .
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû (ñì. [5]):
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Òåîðåìà À (V-ïðèçíàê Äèíè èëè ïðèçíàê Äèíè �Âèëåíêèíà
äëÿ ñèñòåì V ). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

ˆ

G

|f(x⊕ t)− f(x)|V (t) dt <∞, (6)

òî ðÿä Ôóðüå îò ôóíêöèè f(t) ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà V ñõîäèòñÿ ê
íåé â òî÷êå .

Òåîðåìà B (S-ïðèçíàê Äèíè äëÿ ñèñòåì Âèëåíêèíà). Ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ˆ

G

|f(x⊕ t)− f(x)|SE(t) dt <∞ (7)

ðÿä Ôóðüå îò ôóíêöèè f(t) ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà V ñõîäèòñÿ ê íåé
â òî÷êå x.

Òåîðåìà C (V-ïðèçíàê Äèíè èëè ïðèçíàê Äèíè �Âèëåíêèíà
äëÿ îáîáù¼ííûõ ñèñòåì Õààðà). Åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå

lim
n→∞

ˆ

Gn\Gn+1

|f(x⊕ t)− f(x)|V (t) dt = 0, (8)

òî ðÿä Ôóðüå îò ôóíêöèè f(t) ∈ L(G) ïî îáîáù¼ííîé ñèñòåìå Õààðà
ñõîäèòñÿ ê íåé â òî÷êå x.

Òåîðåìà D (S-ïðèçíàê Äèíè äëÿ îáîáù¼ííûõ ñèñòåì Õààðà).
Åñëè âåðíî óñëîâèå

lim
n→∞

ˆ

Gn\Gn+1

|f(x⊕ t)− f(x)|SE(t) dt = 0, (9)

òî ðÿä Ôóðüå îò ôóíêöèè f(t) ∈ L(G) ïî ñèñòåìå òèïà Õààðà Í
ñõîäèòñÿ ê íåé â òî÷êå x.

Îòìåòèì, ÷òî èç (6) âñåãäà ñëåäóåò (7), à èç (8)�(9), ò. å. S-ïðèçíàê
Äèíè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå õóæå V-ïðèçíàêà. Â ñëó÷àå sup

n
pn < ∞ îíè

ýêâèâàëåíòíû.
Ïðè sup

n
pn =∞ S-ïðèçíàê Äèíè âñåãäà ñèëüíåå, ò.å. èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî âûáîðà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ E íàéäåòñÿ
íåïðåðûâíàÿ íà ãðóïïå G ôóíêöèÿ f(t) òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíå-
íî óñëîâèå (7) (è, ñëåäîâàòåëüíî, è óñëîâèå (9), ò.å. åå ðÿä Ôóðüå ïî
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ñèñòåìå H (è V ) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x), îäíàêî

ˆ

G

|f(x⊕ t)− f(x)|V (t) dt =∞.

Ê ñîæàëåíèþ, â ñëó÷àå sup
n
pn = ∞ S-ïðèçíàê Äèíè êàê äëÿ ñèñòåì

Âèëåíêèíà, òàê è äëÿ îáîáùåííûõ ñèñòåì Õààðà çàâèñèò îò âûáîðà áà-
çèñíûõ ýëåìåíòîâ E = {en}∞n=1, èáî âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû

Òåîðåìà 2. Åñëè sup
n
pn =∞ , òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà ãðóï-

ïå G ôóíêöèÿ f(t), äëÿ êîòîðîé ïðè îäíîì âûáîðå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
E1 âûïîëíåíî óñëîâèå (7) (è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå
Âèëåíêèíà ñõîäèòñÿ â òî÷êå x), îäíàêî ïðè äðóãîì âûáîðå áàçèñíûõ ýëå-
ìåíòîâ E2 åå ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà â òîé æå ñàìîé òî÷êå
x ðàçîéäåòñÿ

Òåîðåìà 3. Â ñëó÷àå sup
n
pn =∞ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà ãðóï-

ïå G ôóíêöèÿ g(t), à òàêæå íàáîð áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ E1, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîãî äëÿ ôóíêöèè g(t) âûïîëíåíî óñëîâèå (9) (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îòíîñèòåëüíî E1 åå ðÿä Ôóðüå ïî îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà
ñõîäèòñÿ â òî÷êå x), îäíàêî íàéäåòñÿ äðóãîé íàáîð áàçèñíûõ ýëåìåí-
òîâ E2, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðÿä Ôóðüå îò òîé æå ñàìîé ôóíêöèè
g(t) ïî òîé æå ñàìîé ñèñòåìå Õààðà è â òîé æå ñàìîé òî÷êå x ðàçîé-
äåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàìè ñèñòåìû V è H ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ïðåæ-
íèìè (ìåíÿåòñÿ òîëüêî èõ íóìåðàöèÿ).

Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò V-ïðèçíàêà Äèíè, ïåðåíîñ S-ïðèçíàêà Äèíè
(êîòîðûé âñåãäà ñèëüíåå, ÷åì V-ïðèçíàê (äëÿ sup

n
pn = ∞)) ñ îòðåç-

êà [0, 1] íà ãðóïïó G çàòðóäíèòåëåí, èáî îí ñèëüíî ïðèâÿçàí ê îòîá-
ðàæåíèþ ãðóïïû G íà îòðåçîê [0, 1], ò. å. ê âûáîðó áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
E = {en}∞n=1.

Áëàãîäàðþ ñòóäåíòîâ ÌÒÓÑÈ Ï.Ä. Èãíàòîâè÷à è È.Ì. Êîíäðàêîâà
çà èõ ïîìîùü â íàáîðå è ïåðåñûëêå äàííîé ñòàòüè ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå.
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ÓÄÊ 517.984

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÐÅÃÓËßÐÍÛÌÈ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÌÈ1

Â. À. Þðêî (Ñàðàòîâ, ÐÔ)
YurkoVA@info.sgu.ru

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
ïîëóîñè:

Y ′(x)−B(x)Y (x) = ρB0Y (x), B(x) =
1

x
A+ A0(x), x > 0. (1)

Çäåñü Y = [yk]
T
k=1,n

� âåêòîð-ñòîëáåö (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ),
ρ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, B0 = diag[bk]k=1,n, B(x) = [Bkj(x)]k,j=1,n,
A = [Akj]k,j=1,n, A

0(x) = [A0
kj(x)]k,j=1,n, Akk = 0, A0

kk(x) ≡ 0, ãäå
bk, Akj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, A0

kj(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Ìàòðèöà B(x) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì.

Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ñèñòåìû (1).
Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ââîäèòñÿ òàê íàçûâà-
åìàÿ ìàòðèöà Âåéëÿ. Ïîëó÷åíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëà ïî çàäàííîé ìàòðèöå Âåéëÿ.

Îáîçíà÷èì ε := exp(2πi/n), εk = εk−1, k = 1, n. Ïóñòü äëÿ ïðî-
ñòîòû bk = εk (îáùèé ñëó÷àé òðåáóåò î÷åâèäíûõ òåõíè÷åñêèõ èçìåíå-
íèé). Ïóñòü {µk}k=1,n � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ∆(µ) :=
= det[µI − A] (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), ò.å. {µk}k=1,n � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. ßñíî, ÷òî µ1 + . . . + µn = 0. Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà µj 6= 0, µj − µk 6= sn, s ∈ Z,
Reµ1 < . . . < Reµn (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî).
Îáîçíà÷èì A1

kj(x) := A0
kj(x) ïðè x ≥ 1, è A1

kj(x) := A0
kj(x)xn−1−Re(µn−µ1)

ïðè x ≤ 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1
kj(x) ∈ L(0,∞). ÏóñòüD0

j = [d0
kj]

T
k=1,n

�

ñîáñòâåííûå âåêòîðû A äëÿ µj, è det[d0
kj]k,j=1,n = 1.

2. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó â êîìïëåêñíîé x-ïëîñ-
êîñòè:

Y ′(x)− 1

x
AY (x) = B0Y (x). (2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 16-01-00015).
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Ïóñòü x = r exp(iϕ), r > 0, ϕ ∈ (−π, π], xµ = exp(µ(ln r + iϕ)), à Π− �
êîìïëåêñíàÿ x-ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïðè x < 0. Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè
c0
j(x) = [c0

kj(x)]T
k=1,n

:

c0
j(x) = xµj

∞∑
ν=0

Dν
jx

ν, x ∈ Π−, j = 1, n,

ãäå Dν
j = ((µj + ν)I − A)−1B0D

ν−1
j , ν ≥ 1. ßñíî, ÷òî c0

j(x) ∼ D0
jx

µj

ïðè x → 0. Âåêòîð-ôóíêöèè c0
j(x), j = 1, n àíàëèòè÷íû â Π−;

îíè îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (2), è
det[c0

kj(x)]k,j=1,n ≡ 1. Îáîçíà÷èì

L0Y := Y ′ − (B0 + A/x)Y, L∗0Z := Z ′ + Z(B0 + A/x),

ãäå Z = [zk]k=1,n � âåêòîð-ñòðîêà. Ââåäåì ìàòðèöó u(x) = [uk(x)]T
k=1,n

=

= [uνk(x)]ν,k=1,n, ãäå uk(x) � âåêòîð-ñòîëáöû âèäà

uk(x) := exp(bkx)

(
u0
k +

1

x
u1
k

)
, usk = [usνk]

T
ν=1,n,

u0
νk = δνk, u1

νk =
Aνk

bk − bν
(k 6= ν), u1

kk =
∑
j 6=k

AkjAjk

bj − bk
.

Çäåñü è äàëåå δνk � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïóñòü v(x) = (u(x))−1, v(x) =
= [vk(x)]k=1,n = [vkν(x)]k,ν=1,n, ãäå vk(x) = [vkν(x)]ν=1,n� âåêòîð-ñòðîêè.
Òîãäà L∗0vk(x) = x−2 exp(−bkx)ωk(x), ãäå ωk(x) = [ωkν(x)]ν=1,n � âåêòîð-
ñòðîêè, è

ωkν(x) =
N∑
j=0

ωkνj
xj

, N ≥ 1.

Îáîçíà÷èì Sν := (x : arg x ∈ (νπn ,
(ν+1)π

n )), ν = −n, n− 1, S∗1 := S̄n−1,

S∗k := S̄n−2k+1 ∪ S̄n−2k+2, k = 2, n. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè ek(x) =
= [eνk(x)]T

ν=1,n
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé

ek(x) = uk(x)−
ˆ ∞
x

( n∑
j=1

uj(x)L∗0vj(x)
)
ek(t) dt, x ∈ S∗k.

Òîãäà ek(x) = e0
k(x) exp(bkx), e0

k(x) = [e0
νk(x)]T

ν=1,n
, ïðè÷åì

|e0
νk(x)− δνk| ≤ C/|x|, x ∈ S∗k, |x| ≥ x∗.
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Èìååì

ek(x) =
n∑
j=1

β0
kjc

0
j(x).

Ýòî äàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé ek(x) äëÿ x ∈ Π−. Îáî-
çíà÷èì

Qk :=
(
x : arg x∈

[
max

(
−π, (−2k + 2)π

n
,
)
,min

(
π,

(2n− 2k + 2)π

n

)])
,

k = 1, n.
Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè: |e0

νk(x) − δνk| ≤ C/|x|, x ∈ Qk, |x| ≥ x∗.
Êðîìå òîãî, det[eνk(x)]ν,k=1,n ≡ 1. Âåêòîð-ôóíêöèè ek(x), k = 1, n îáðà-
çóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (2).

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

Y ′(x)− 1

x
AY (x) = ρB0Y (x), x > 0, (3)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì ρ. ßñíî, ÷òî åñëè Y (x) � ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2), òî Ŷ (x) := Y (ρx) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3). Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè
C0
j (x, ρ) = [C0

kj(x, ρ)]T
k=1,n

, x > 0 :

C0
j (x, ρ) := ρµjcj(ρx) = xµj

∞∑
ν=0

Dν
j (ρx)ν, x > 0.

Ôóíêöèè C0
j (x, ρ) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî ρ; îíè îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-

íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (3), ïðè÷åì det[C0
kj(x, ρ)]k,j=1,n ≡ 1.

Êðîìå òîãî, C0
j (x, ρ) ∼ D0

jx
µj ïðè x → 0. Îáîçíà÷èì Ek(x, ρ) := ek(ρx).

Òîãäà Ek(x, ρ) = [Eνk(x, ρ)]T
ν=1,n

,

det[Eνk(x, ρ)]ν,k=1,n ≡ 1, |Eνk(x, ρ) exp(−ρεkx)−δνk| ≤ C/(|ρ|x), |ρ|x ≥ 1,

ρ ∈ Qk,

Ek(x, ρ) =
n∑
j=1

β0
kjρ

µjC0
j (x, ρ).

Â êàæäîì ñåêòîðå Sm := (ρ : arg ρ ∈ (πmn ,
π(m+1)

n )) êîðíè R1, . . . , Rn

óðàâíåíèÿ Rn − 1 = 0 ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî

Re (ρR1), . . . < Re (ρRn), ρ ∈ Sm .

ßñíî, ÷òî Rk = εγmk , ãäå {γmk}k=1,n � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë {1, . . . , n},
çàâèñÿùàÿ îò ñåêòîðà Sm. Îáîçíà÷èì E0

k(x, ρ) := Eγmk(x, ρ), ρ ∈ Sm,
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b0
kj := β0

γmk,j
. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèè E0

k(x, ρ) = [E0
νk(x, ρ)]T

ν=1,n
, k = 1, n

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (3) â ñåêòî-
ðå Sm, ïðè÷åì

|E0
νk(x, ρ) exp(−ρRkx)− δν,γmk| ≤ C/(|ρ|x), |ρ|x ≥ 1, ρ ∈ S̄m ,

E0
k(x, ρ) =

n∑
j=1

b0
kjρ

µjC0
j (x, ρ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (1). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé
{C0

j (x, ρ)} è {E0
k(x, ρ)}, èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì. [2]) ïîñòðîèì ôóíäà-

ìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé {Cj(x, ρ)} è {Ek(x, ρ)} äëÿ ñèñòåìû (1) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Âåêòîð-ôóíêöèè Cj(x, ρ) = [Cνj(x, ρ)]T
ν=1,n

, x > 0 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
ïî ρ, è

(Cj(x, ρ)− C0
j (x, ρ))x−µj = o(xµn−µ1), x→ 0, det[Cνj(x, ρ)]ν,j=1,n ≡ 1.

2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî m, âåêòîð-ôóíêöèè Ek(x, ρ) =
= [Eνk(x, ρ)]T

ν=1,n
, x > 0 àíàëèòè÷íû ïðè ρ ∈ Sm , |ρ| > ρ∗, íåïðåðûâíû

ïðè ρ ∈ S̄m, |ρ| ≥ ρ∗, è

(Eνk(x, ρ)− E0
νk(x, ρ))(Fk(ρx))−1 = O(ρ−1), ρ ∈ S̄m, |ρ ≥ ρ∗|,

ãäå Fk(ρx) = exp(ρRkx) ïðè |ρ|x > 1, è Fk(ρx) = (ρx)µ1 ïðè |ρ|x ≤ 1.
3. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ek(x, ρ) =
n∑
j=1

bkj(ρ)Cj(x, ρ), (4)

ãäå bkj(ρ) = b0
kjρ

µj(1 +O(ρ−1)) ïðè ρ ∈ S̄m, |ρ| → ∞.

3. Ïóñòü Φk(x, ρ) = [Φνk(x, ρ)]T
ν=1,n

� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè óñëî-
âèÿõ

Φk(x, ρ) ∼ D0
kx

µk, x→ 0, Φk(x, ρ) = O(exp(ρRkx)), x→∞, ρ ∈ Sm .

Òîãäà det[Φνk(x, ρ)]ν,k=1,n ≡ 1, è

Φk(x, ρ) = Ck(x, ρ) +
n∑

j=k+1

Mkj(ρ)Cj(x, ρ), (5)
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ãäå êîýôôèöèåíòû Mkj(ρ) íå çàâèñÿò îò x. Ìàòðèöà M(ρ) =
= [Mkj(ρ)]k,j=1,n , ãäå Mkj(ρ) := δkj ïðè k ≥ j, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
Âåéëÿ äëÿ ñèñòåìû (1).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Äàíà ìàòðèöà Âåéëÿ M(ρ), ïîñòðîèòü ïîòåí-
öèàë B(x).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è.
Òåîðåìà 1. Çàäàíèå ìàòðèöû Âåéëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåí-

öèàë B(x).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæå-
íèé [3], ôîðìóëû (4)�(5) è ïîëó÷åííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ
ñèñòåì ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (1). Ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ
îòîáðàæåíèé ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è.
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Â ðàáîòàõ Ñêâîðöîâà Â. À. [1] è Ìîâñèñÿíà Õ. Î. [2] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåíîñòè äëÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì. Â ðàáîòå [3] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ êîíå÷íîé äëèíû èëè èõ ñ÷åò-
íîå îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåíîñòè äëÿ äâîéíûõ ðÿ-
äîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì. Â ðàáîòå [4] áûë ïîëó÷åí
êëàññ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî ñìåøàííîé ñèñòå-
ìå ôóíêöèé, ðàñøèðÿþùèé èçâåñòíûå êëàññû ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè.
Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé [5] ïîñòðîèë ïðèìåð êðàòíîãî ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì, íî íå ñõîäÿùåãîñÿ ïî êóáàì. Çàòåì â [6] áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Óîëøà íà äâîè÷íîé ãðóïïå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî êóáàì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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Ì.Ã. Ïëîòíèêîâ â 2007 ã. [7], ðàññìàðèâàÿ ôóíêöèè Óîëøà íà äâîè÷íîé
ãðóïïå, ïîêàçàë, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå
òîëüêî îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè
äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì. Òàì æå áûëî ïîñòðîå-
íî íå ïóñòîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
äàííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé íóëü-ìåðíîé ãðóïïû.

Ïóñòü (G,⊕) � êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà, G = G0 ⊃ G1 ⊃
⊃ G2 ⊃ ...; pk = (Gk/Gk+1)

], gn ∈ Gn \ Gn+1 � áàçèñíàÿ ñèñòåìà, ÷èñëà
(mk) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè m0 = 1,mk+1 = pkmk. Àííóëÿòîðû ãðóï-
ïû G îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ ... è
(G⊥k+1/G

⊥
k )] = pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {χ} ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ

ãðóïïû G. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è X =
∞⋃
n=0

G⊥n . Õà-

ðàêòåðû rk(z) ∈ G⊥k+1 \G⊥k íàçîâåì ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà. Ïóñòü

n =
∞∑
k=0

εkmk+1 ∈ N0, εk = 0, pk − 1,

z =
∞∑
k=0

zkgk ∈ G, zk = 0, pk − 1.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ χn(z) =
∞∏
k=0

(rk(z))εk . Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå

ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = GN = G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

N

N -ìåðíóþ ãðóïïó ñ òî-

ïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï. Â ýòîì ñëó÷àå áàçà òîïîëîãèè ñîñòîèò
èç ïðîèçâåäåíèé ñäâèãîâ (Gj ⊕ h(1)) × (Gj ⊕ h(2)) × ... × (Gj ⊕ h(N)),
ãäå j = max(j1, . . . , jN), à êîìïîíåíòû h(l) âåêòîðà h èìåþò âèä h(l) =

= a
(l)
jl−1gjl−1 ⊕ a(l)

jl−2gjl−2 ⊕ ...⊕ a(l)
0 g0.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ χn(z) = χn1
(z1)...χnN (zN), z ∈ G, n =

= (n1, ..., nN). Ðàññìîòðèì êðàòíûé ðÿä

∞∑
n=0

cnχn(z) =
∞∑

n1=0

...
∞∑

nN=0

cn1...nNχn1
(z1)...χnN (zN). (1)

Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðÿäà (1), åñëè èç
ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ê íóëþ âíå ìíîæåñòâà U ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî êîýô-
ôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ñîâåðøåííûå ìíîæåñòâà
åäèíñòâåííîñòè â G = GN â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî êóáàì.
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